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Hinweise: Losen Sie bitte jede der Aufgaben auf einem neuen Blatt.
Alle nicht in der Vorlesung behandelten Sachverhalte sind zu beweisen,
Losungsschritte entsprechend zu begriinden. Verwendete Sétze sind zu be-
nennen.
Am Ende der Klausur alle Losungsbldtter in das Umschlagblatt einlegen.

Hilfsmittel: keine

Bearbeitungszeit: 120 min
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Aufgabe 1. (7 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass auf Ry := {z € R : > 0} durch

lz —yl
d =
(z,) p”
eine Metrik definiert ist.
Hinweis: Fir x,y, z € Ry gilt d(z,y) = %

(b) Zeigen Sie, dass die Folge der natiirlichen Zahlen, (n),ecn, eine Cauchyfolge in (R4, d) ist,
und dass sie in (R4, d) nicht konvergiert.

(c) Ist (Ry,d) vollstandig?

Aufgabe 2. (5 Punkte)

(a) Geben Sie den Nullstellensatz an.

(b) Sei f:]0,1] — [0, 1] eine stetige Funktion mit den Eigenschaften, dass f(0) =0, f(1) =1
und V¢ €10, 1[: f(§) # & gilt. Beweisen Sie, dass daraus folgt:

(Ve €]0,1[: f(§) > &) Vv (V€ €]0,1[: f(§) <§).

(c) Sei f:[0,1] — [0,1] eine stetige Funktion mit den Eigenschaften, dass f(0) =0, f(1) =1
und

ffi=fofo---of=id
n-mal

fiir ein n € N gilt. Hierbei bezeichnen id die identische Abbildung auf [0, 1] und o die
Verkettung von Funktionen.
Zeigen Sie, dass es mindestens ein & € ]0,1[ mit der Eigenschaft f(§) = £ gibt.

Aufgabe 3. (7 Punkte)
Eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : R — R erfiille die Bedingungen

f(0) =0, fl(0)y=1 und f(”+2) = f(") fiir alle n € N,

wobei £ die n-te Ableitung von f bezeichnet.
(a) Geben Sie das Taylorpolynom 7,,(0,z) von f im Entwicklungspunkt xop = 0 an. Stellen
Sie auch das (Lagrange-) Restglied R, (0,x) fiir die Funktion f auf.

(b) Sei a > 0 fest gewéhlt. Zeigen Sie, dass T),(0,x) fiir n — oo fiir jedes x € [—a,a] gegen
f(x) konvergiert.
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Aufgabe 4. (6 Punkte)
Fiir n € N betrachten wir die Folge von Funktionen

TL2JI

fnZR%R, me

(a) Geben Sie die Art und Lage aller Extrema von f,, fiir beliebiges aber fest gewéhltes n € N
an.

(b) Fiir welche x € R konvergiert die Funktionenfolge fiir n — 0o? Geben Sie die Grenzfunk-
tion an. Untersuchen Sie ob f, fiir n — oo auf ganz R gleichméBig konvergiert.

Aufgabe 5. (6 Punkte)
(a) Formulieren Sie das Majorantenkriterium von Weierstraf$ fiir die gleichméfBige Konvergenz
von Reihen.
(b) Beweisen Sie Ihre Formulierung des Majorantenkriteriums aus Teilaufgabe (a).

(c) Untersuchen Sie die Reihe

n X
n=1

in Abhéngigkeit von z € R auf Konvergenz und gleichméflige Konvergenz.
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