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Analysis I (WS 2014/15) — Scheinklausur 3
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Hinweise: Losen Sie bitte jede der Aufgaben auf einem neuen Blatt.
Alle nicht in der Vorlesung behandelten Sachverhalte sind zu beweisen,
Losungsschritte entsprechend zu begriinden. Verwendete Sétze sind zu be-
nennen.
Am Ende der Klausur alle Losungsbldtter in das Umschlagblatt einlegen.
Hilfsmittel: keine

Bearbeitungszeit: 90 min

Name: Matrikel-Nr.: Gruppen-Nr.:
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Aufgabe 1 (5 Punkte)
(a) Geben Sie die Definition der Kompaktheit fiir Teilmengen von R an.

(b) Sei f:[a,b] — R mit a,b € R, a < b eine stetige Abbildung. Zeigen Sie, dass das Bild f([a, ])
kompakt ist.

Loésung 1.

(a) Verschiedene Definitionen sind denkbar: Eine Menge M C R ist genau dann kompakt, wenn

e sie beschrinkt und abgeschlossen ist.
e jede Folge in M eine konvergente Teilfolge enthélt. @
e jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

(b) Es sind drei Beweise denkbar:

e Das Bild jeder abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung ist wieder abge-
schlossen. Dies haben wir in Aufgabe 9.5 (b) gezeigt: Betrachtet man das Komplement
einer abgeschlossenen Menge, so ist dieses offen, bzw. dessen Urbild wieder offen. Das
Komplement dieses offenen Urbildes ist aber gerade das gesuchte Urbild der abgeschlos-
senen Menge und ist damit abgeschlossen. D.h. f([a,b]) ist abgeschlossen. Da f auf dem
kompakten Intervall [a,b] beschréinkt ist, gibt es ein M € R, so dass |f(z)| < M fiir alle
x € [a,b]. Damit ist f([a,b]) enthalten in [—M, M], also beschréinkt.

Zusammenfassend haben wir gezeigt, dass f([a, b]) beschréankt und abgeschlossen ist, damit
ist f([a,b]) nach obiger Definition kompakt.

e f nimmt als stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [a, b] ein Minimium f und ein
Maximum f an. Nach dem Zwischenwertsatz werden auch alle Werte zwischen f und f
mindestens einmal getroffen. Es ist damit

f(a.t]) = |£. ]

und wir sehen insbesondere, dass f([a,b]) kompakt ist.

e Mit Folgenkompaktheit: Sei (yy,)nen eine Folge im Bild f([a, b]). Dann existiert eine Folge
(n)nen in [a,b] mit der Eigenschaft, dass f(x,) = y, fiir alle n € N. Da [a,b] aber
kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (2, )reny mit Grenzwert = € [a, b]. Wegen
Stetigkeit von f folgt nun

lim y,, = lim f(zp,) = f(lim z,,) = f(z),
k—oo k—o0 k—o0

d.h. (yn)nen enthilt ebenfalls eine konvergente Teilfolge und f([a,b]) ist kompakt.

G0 B @@@@@
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Aufgabe 2 (8 Punkte) Wir betrachten die rekursiv gegebene Folge mit
a; =1 und ap+1 = 1n (14 ay).

(a) Zeigen Sie, dass die Folge (an)nen konvergiert und berechnen Sie deren Grenzwert.

(b) Ist die Reihe Y 7, (—1)" a,, konvergent?

Loésung 2.

(a) Wir zeigen, dass die gegebene Folge monoton fallend und nach unten beschréinkt ist. Die Kon-
vergenz der Folge folgt dann aus dem Hauptsatz iiber monotone Folgen.
Zur Monotonie: Induktionsanfang: Es sind a1 = 1 und a3 =In2 < 1 = a; (da 2 < e). Induk-
tionsschritt: Sei nun a,4+1 < an, dann ist auch 1+ an4+1 < 1+ a, bzw. wegen Monotonie des
Logarithmus

ant2 =1+ apt1) <In(1+4ay) = ant1.

Wir haben also induktiv gezeigt, dass (ay)nen monoton féllt.
Zur Beschréanktheit: Wir zeigen induktiv, dass a,, > 0 fiir alle n € N gilt. Induktionsanfang: Es
ist a1 = 1 > 0. Induktionsschritt: Falls a,, > 0 auch 1+ a, > 1 und damit

In (1 + ay) > 0.

Fiir die Berechnung des Grenzwertes gehen wir in a,+1 = In(1+ a,) zum Grenzwert a =
lim,,_, o a,, Uber und erhalten

a=1In(1+a).

Diese Gleichung besitzt nur die Losung a = 0. Weitere Losungen sind wegen
2

a
21+ €)2 <

O+a
fiir a # 0 und ein £ € (0,a) ausgeschlossen. Die verwendete Ungleichung erhélt man z.B. mit
Hilfe der Taylorreihe und dem Restglied nach Lagrange.

(b) In Teilaufgabe (a) haben wir gezeigt, dass (ay)neny monoton fillt und eine Nullfolge ist. Die
gegebene Reihe konvergiert also nach dem Leibnizkriterium.
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Aufgabe 3 (8 Punkte)
(a) Formulieren Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

(b) Sei f: R — R eine Funktion, welche stetig auf einem offenen Intervall I C R und differenzierbar
auf I\ {a} fiir ein a € I ist. Desweiteren existiere der Grenzwert ¢ := lim,_,, f'(z). Zeigen Sie,
dass f auch in a differenzierbar ist und f’(a) = ¢ gilt.

(c) Bleibt die Aussage aus Teilaufgabe (b) giiltig, wenn wir auf die Voraussetzung der Stetigkeit
verzichten? Begriinden Sie ihre Antwort.

Losung 3.

(a) Essei f: [a,b] — R stetig auf [a,b], wobei a < b sei und sei f auf ]a,b] differenzierbar. Dann
existiert ein £ €]a, b] so dass

gilt.

(b) Wir betrachten den Differenzenquotienten von f an der Stelle von a und verwenden den Mit-
telwertsatz der Differentialrechnung fiir hinreichend kleines |h| > 0

flat+h)—fla) _ flath)— [f(a)
h a+h—a

= f'(&n); (1)
wobei &, €] min{a,a — h}, max{a,a + h}[ ist. Aus dieser Information erhalten wir
a—|h| <& <a+|h.

Das EinschlieSungskriterium ergibt limy,_,g £, = a. Nun bilden wir den Limes auf beiden Seiten
von (1) und erhalten unter Verwendung der Voraussetzung ¢ := lim,_,, f'(z)

Fla) = im TOFW =IOy gy =

h—0 h h—0

was die Behauptung liefert.

(c) Die Aussage gilt nicht mehr. Wir betrachten hierfiir

0 ,fallsx e R\ {0},
fa) = \ {0}
1 ,fallsz=0.

Offensichtlich gilt lim,_,o f'(z) = 0, wobei z # 0 gelte. Die Differenzierbarkeit auf R\ {0} ist
auch klar. Jedoch ist f in 0 noch nicht einmal stetig, was bedeutet, dass f in 0 auch nicht
differenzierbar sein kann.
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Aufgabe 4 (8 Punkte) Gegeben Sei eine Folge von Funktionen
fn:]0,1] = R, r—ax-(1—x)".
(a) Geben Sie die Definition der punktweisen Konvergenz auf [0, 1] an.
(b) Bestimmen Sie die punktweise Grenzfunktion der Funktionenfolge f,, fiir alle z € [0, 1].

(c) Zeigen Sie, dass f, gleichméBig bzgl. = € [0, 1] konvergiert.

Losung 4.

(a) fn konvergiert punktweise auf [0,1] gegen eine Funktion f : [0,1] — R ,genau dann wenn
folgende Aussage gelte

Vo €[0,1] Ve > 0 IN., Vn > N., : |fu(z) — f(2)| < e @

(b) Falls x € {0,1} ist f,(x) = 0, was bedeutet lim, o fn(z) = 0 =: f(x). Nun sei 0 < = < 1,
dann betrachten wir

[fu(x) = O] = |fu(@)] = |a] - [ —2[* <1 —2[" =0 fiir n — oo,
da |1 —z| =1 -z < 1 ist. Die Grenzfunktion ist somit f(x) := 0 fiir alle z € [0, 1]. @

(c) Zuerst berechnen wir in Abhéngigkeit von n € N, dass Maximum von f, auf [0, 1], welches
existiert, weil f,, stetig auf dem kompakten Intervallen [0, 1] ist. Wir sehen, dass f, unendlich
oft differenzierbar ist auf |0, 1, weshalb wir die Ableitung berechnen

fala) = (1= 2)" —nz(l —2)"",

n
um die Extremstellen von f,, zu bestimmen. Wir sehen

1
filx)y=1—2)" —nz(l—2)" ' =0 & 2,1 =1oder z,5 = ——

An der Stelle z, 2 = n%rl muss das Maximum von f,, liegen, denn f,, ist positiv auf [0, 1] und
an den Réndern null, was bedeutet, dass das Maximum im Inneren angenommen werden muss.
Fiir die gleichméBige Konvergenz miissen wir zeigen, dass @

sup |fn(z) — f(x)] = 0 fir n — co.
z€[0,1]

Wir wissen schon, dass f,, an der Stelle z, 2 sein Maximum annimmt, was folgendes ergibt

"o n \" < 1
S n+l1 \n+l) “ a4l
Die rechte Seite geht gegen null fir n — oo, was die gleichméfige Konvergenz von f,, auf [0, 1]

beweist. @

sup |fu(x) — f(z)| = max |z|[1 —z[" =
z€[0,1] z€[0,1]

1 ] 1
n+1 n—+1
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