
Analysis II 17.4.2015

Def: f : [a, b] → R heißt Regelfunktion, falls es

eine Folge (tn) in T ([a, b]) gibt, so dass tn → f

für n → ∞ gleichmäßig auf [a, b], d.h.

∀ε > 0 ∃Nε ∈ N ∀n > Nε ∀x ∈ [a, b] :
∣

∣

∣f(x)−tn(x)
∣

∣

∣ < ε.

Def und Satz: Sei f ∈ R([a, b]) und (tn) in

T ([a, b]) mit tn → f gleichmäßig. Dann existiert

der Grenzwert
∫ b

a
f :=

∫ b

a
f(x) dx := lim

n→∞

∫ b

a
tn

und ist unabhängig von der gewählten Folge

(tn).

Charakterisierung von Regelfunktionen: Sei

f : [a, b] → R. Dann:

f ∈ R([a, b]) (f ist Regelfunktion)

⇔

∀x0 ∈ ]a, b] : f(x0 − 0) = lim
x→x0−0

f(x) existiert

∧ ∀x0 ∈ [a, b[ : f(x0 +0) = lim
x→x0+0

f(x) ex.
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Def: f : [a, b] → R heißt Treppenfunktion auf

[a, b], falls es eine Zerlegung

Z = {ξ0, ξ1, . . . , ξn : a = ξ0 < ξ1 < . . . < ξn = b}

von [a, b] gibt, so dass

∀k ∈ {1, . . . , n} : f
∣

∣

∣

]ξk−1,ξk[
= konstant.

Satz: f : [a, b] → R ist Treppenfunktion ⇔

⇔ ∃m ∈ N ∃c1, . . . , cm ∈ R ∃offene Intervalle

I1, . . . , Im ⊆ [a, b] : f =
m
∑

k=1

ck χIk
f.ü.

Def: Ist f Treppenfunktion auf [a, b] und f =
m
∑

k=1

ck χ]ak,bk[
f.ü., so heißt

∫ b

a
f :=

∫ b

a
f(x) dx :=

m
∑

k=1

ck(bk − ak)

das (bestimmte) Integral von f .
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