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Warnung: Dies ist kein vollstandiger Vorlesungsaufschrieb. Dieses Skript
ist zur Erleichterung beim Mitschreiben gedacht, Erganzungen sollen nach-
getragen werden.

10 Integration

10.1 Treppen- und Regelfunktionen, Integral

Gegeben: f : [a,b] — R.
Gesucht: Flache zwischen Graph

von f und der x-Achse.

Einfachster Fall: f ist stiickweise konstant.

10.1 Definition: 1) f : [a,b] — R heiBt Treppenfunktion auf [a,b], falls es eine Zerlegung
Z ={&,&1,..,&na=§ <& <...< &, =b} von [a,b] gibt, so dass

Vke{l,...,n}: f}}&efl,ﬁk[ = konstant.
T ([a,b]) := Menge der Treppenfunktionen auf [a, b].

2) Zwei Treppenfunktionen f, g heiBen gleich fast iiberall (f = g f.ii.), falls
{z € [a,b]: f(x) # g(x)} leer oder endlich ist.

3) FirICR,I#0 heiBt

1 fallsx eI,
xXi: R=>R:z—
0 sonst

charakteristische Funktion von I ( sprich ,chi").

10.2 Satz: Die Relation f ~ ¢ := f = g f.ii. ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
Funktionen f : [a,b] — R.
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10.3 Beispiel: [a,b] = [0, 3]:

3, 0<z <1

1, z=1
flx) =

4, 1<z <2

-2, 2<z<3

= f = 3-Xou+t4- X2 —2 X2z U = 3 X036 X120 — 2 Xqu,3 .U

10.4 Satz: f:[a,b] — R ist Treppenfunktion

< Im €N dey, ..., ¢ € R Joffene Intervalle 14, ..., 1, C la,b] : f = ch X1, f.u.
k=1

Beweis: 7 = ":Sei Z = {&,&1, ..., &} Zerlegung mitVE € {1,...,n} : f’]gkfl Wl = konst. =: ¢x.

= [ = ch X1l F-U-
k=1

7<= Sel f = ZCkX]%bk[ fu. und Z = {&,&,...,&. ) eine Zerlegung von [a,b], so dass
k=1

{a1,bi, ..., am, b} C Z. Fir L<k<mund 1 < j < n folgt

entweder Jag, b[ N ]&-1,&[ = 0 falls &1 > by V & < ag

oder [&;-1,&;[ C Ja, bi falls &1 <bpy N &> ap -
~—— ——
= £ <by = §j-1>ap

= Xjag.be| = konstant auf ]&;_1, &
= [ = konstant auf |§;_1, ;[ firj=1,...,n.

10.5 Definition: Ist f Treppenfunktion auf [a,b] und f = ch Xjag,by| f-U., so heiBt
k=1

/abf = /abf(:c)d:c = kzn::ck(bk—ak)

das (bestimmte) Integral von f.

b b b
10.6 Satz: Fiir f,g € T([a,b]) gilt: f =g fi. = / f :/ g. Insbesondere ist/ f wohldefi-

niert.



Analysis II, Sommersemester 2015, Seite 140

/

Beweis: [ = ch Xlagbul» 9 = Z Ck Xjay b, - Wahle eine Zerlegung Z = {&, ..., &, } von [a,b],

k=
so dass {ay,by,...,am, by} U {al,b’l, . } € Z. Dann folgt fiir x € [¢;_1, ;] :

7m/7m

f(z) = konstant = f (%) —g(x) =g (%) .

n

= > f (%) (& —&-1) = iick&ak.bk[ (%) (& — &-1)

j=1 j=1 k=1

= ch ' f}m«bk[ (%) (gj - fjfl)

~
=1 falls a;, <§;_1<€;<bj, =0 sonst
max{4:; <by}

= D a D> (G-&)

k=1 j=min{#:&>ay}

J/

——
=bp—ay, (Teleskopsumme)

a

n b
Genauso folgt Zg (51_1%@)(& —§&j-1) = / 9.
—— “

j=1
f<£J 1+£J)

:>/ / U

10.7 Definition: f : [a,b] — R heiBt Regelfunktion, falls es eine Folge (t,) in T ([a,b]) gibt, so
dass t, — f fiir n — oo gleichmiBig auf [a, b], d.h.

Ve >0 3N. e NVn > N, Vz € [a,b] : | f(z) — tu(2)] <e.

Die Menge der Regelfunktionen auf [a, b] wird mit R([a, b]) bezeichnet.

10.8 Satz und Definition: Sei f € R([a,b]) und (t,) in T ([a,b]) mit ¢, — f gleichmaBig. Dann

existiert der Grenzwert ) ) )
/ f = / f(x)dz = lim [ t,
a a n—o0 a

und ist unabh&ngig von der gewahlten Folge (¢,).

/ f(z)dz heiBt das (bestimmte) Regel- oder Cauchy-Integral von f, f heiBt auch (Regel-)

integrierbar.
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b
Beweis: Sei [, ::/ t,.

Schritt 1: Beweise, dass (I,,) eine Cauchy-Folge ist. Dann konvergiert (I,,) in R.
Sei € > 0 fest.

3
= 3N. e NVn > N.Vz € [a,b] : |f(z) — to(2)| < 20— a)
Fiir m,n > N, folgt
€
t(2) — tw(z)] < |ta(z) = f(@)| + |f(2) = tm(2)] < — fir x € [a, b]
Wabhle eine Zerlegung Z = {&,...,£x} von [a,b], so dass
K K
tn = ch X[€r—1,Ek] f.i. und tm = de X[€r—1,Ek] f.i.
k=1 k=1
= | —di] < <
K — Ak b— .
K
= | _[‘<Z‘Ck‘_dk (& — &k-1) §po1) =

k=1 k:l
= ([I,) ist konvergent, I, — I.

Schritt 2: Der Grenzwert [ ist unabhangig von der Folge (¢,):
b
Sei (t,,) eine weitere Folge in T ([a,b]) mit t,, — f gleichmaBig und I, ::/ to(x) dz.

= Die Folge t1,t1,ts, ta, . . . konvergiert gleichmiBig gegen f.
= Die Folge Il,:fl,lg,fg, ... konvergiert in R
= lim [, = lim fn

10.2 Eigenschaften von Regelfunktionen
10.9 Satz: V :={f : [a,b] — R} mit

fHg:w— fx)+g(x),
cf ix—c- f(z) firceR

ist ein (unendlichdimensionaler) R-Vektorraum.

10.10 Satz: 1) 7 ([a,b]) ist Untervektorraum von V.

2) f,gGT([a,b]) = |f|vfg€T([a>b])



Analysis II, Sommersemester 2015, Seite 142

Beweis: 1) Untervektorraumkriterium:

e T([a,b]) #0,dat(x) =0 = t € T(a,b]).

!

o t,s€T(la,b]) = t= ZCkXIka 5= ZCQCXI;C
k=1

k=1

_ { t+seT(ab])
¢ teT([ab)

n n

2) t-s= k¢, xn,xr, € T([a,b]).
) D) e xnx ([a, B])

k=1 I=1
=X1,n1l oder =()

Zu t sei Z Zerlegung von [a, b, so dass t‘]g, = konstant.
J— 1957

= [t ‘] . = konstant = || € T ([a, b]).

&i-1,€5
10.11 Satz: f € R([a,b]) = [ beschrankt.

Beweis: Sei t,, — f gleichmaBig auf [a,b]. Wahle ¢ := 1.
gleich%gKonv N e NVz € [a,b] : |ty(2) — f(z)| < 1

ty nimmt nur endlich viele Werte an = max(, ) {|¢tn(2)|} existiert
= Vz € [a,b] : [f(2)] < |f(2) —tn(2)] + |tn(2)]

= sup|,y | f(2)] <1+ maxy) |tn(z)| < oo

10.12 Satz: 1) 7R([a,b]) ist Untervektorraum von V" aus 10.9.

2) frgeR(a,b]) = |f],f-g€R(a,b]).

Beweis: 1) 7 ([a,b]) € R([a,b]) = R([a,b]) # 0.
fr9 € R(la, b)) = 3(tn), (sn) in T([a,b]) : t, = f, s, — g gleichmaBig auf [a, b]
tn + S, — [ + g gleichmaBig auf [a,b] = [+ g € R([a,b])
ct, — cf gleichmaBig auf [a, b] = cf € R([a,b])

denn

[(tn + 30)(2) = (f + 9)(@)] < [ta(2) = f(2)| + [su(2) — g(2)| <&

-~ -~

<e/2,n>Np <e/2,n>N2

fur alle z € [a,b] und n > max{Ny, Ny}.
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2) t, — f gleichm3Big = |t,| — |f]| gleichmaBig,

o) - 1| =5, nte) = 10)
= |fl € R([a,0])

denn

. vy () . P
t, = f, s, — g gleichmiBig = t,-s, — f-g gleichmadBig = f-g¢€ R(|la,b
f, s g gleichmaBig \;s; f - g gleichmaBig f-g ([a,b])

Treppenfkt

u (*): ‘tn(x)sn(a:) — f(a:)g(:z:)‘ <
<| (tae) = F@)) 9(@)] + ] (500) = 9(2) S(2)]

— ——
"‘<33up5\g(1’)\7 n>Np | |<m n>No .
+} (t(x) — F(2)) (sn(@) — g(x)) } < eV € la,b,n > max{Ny, Na, Ny, N;}
|.|<§,vn>N3 |.|<1,71>N4

10.13 Charakterisierung von Regelfunktionen: Sei f : [a,b] — R. Aquivalent sind

(i) f € R(la,b]).

(ii) Yao €]a,b] : f(xo—0) = lim f(x) existiert

z—x0—0

AVzy € [a,b]: f(zg+0) = herOf( x) existiert.

Beweis: (i) = (ii): Sei (z,) in [a,b], x, = xo, T, < To.

Zeige (a) (f(z,)) konvergiert
(8) lim f(z,) ist unabhangig von der Folge (z,,).

n—o0

Zu (a): (f(y)) ist Cauchy-Folge, denn: Sei & > 0. Wahle t € T ([a, b]) mit

Vo € [a,b)] : ’t(x) - f(x)’ <

N ™

t Treppenfunktion = 3¢, : t}]g_ o= konstant

5T
Tp = To N T <z = IN €NVR>N:x, €],z
Fir n,m > N gilt

() = f@m)] < [f(wn) = taa)| + [tH(zn) — tam)| + [H(zm) = fl2m)] < e

N J/ N

£
<3

Zu (5): Sei (z,) weitere Folge mit ,, — x¢, T, < xo.

( ) ZEl,fl,ZL‘Q,fg, ... erfillt Yn — Lo, Yn < To
(@)
= [lyn) =
= y= lim (a:n) = lim f(Z,).
n—o0 n—oo

(i) = (i): Widerspruchsbeweis. Annahme: (ii) gilt und f & R([a,b]), d.h.

Je >0Vt € T(la,b]) Iz € [a, 0] : [t(z) — f(z)| > e.
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Dieses ¢ wird festgehalten. Konstruiere Intervalle [a,,, b,], so dass fiir jedes n € N
vt € T([a,b]) Tz € [an, by : |t(z) — f(z)] > & (+)

Setze [a1, by] :=[a,b] = (x) erfillt fir n = 1.
Sei [an, by| bereits so konstruiert, dass (x) gilt.

Dann ist (x) auf mindestens einem der beiden Intervalle [a,, @t ], [kt b, ] erfiillt, denn an-

dernfalls
1 € T([an, 232]) Vo € [a,, 2in] : |ty (z) — fz)| <e

Jty € T([%f2,b,]) Vo € [2fbe b, ] : |t (z) — f(z)| <e.

ti(z) a, <ax < ot
=~ 50

a
to(z) whbs << b bl

Dann sei t(z) := {
Wabhle als [a,, 11, bn11] eines dieser Teilintervalle, so dass () in [a,11, b, 1] erfiillt ist. Damit gilt ()
fir alle n € N.

Aus der Konstruktion folgt lim a, = lim b, =: £ € [a, 1].
n—oo n—o0
Fall £ €]a,b]:

(i) & f(£—0),f(£+0) existieren

01 >0Ve € £— 6,8 |f(x)— f(E—0)] <e

= {
0o > 0Vr € &€+ 0[: |f(z) — f(E+0)| <&

f(€-0), {-d<r<{
Sei § := %min{cﬁ,ég} und t(z) := ¢ f(9), r=¢
f(€+0), E<a<{+4

_ { teT([¢—6,E+4)
Vo €[ —6,6+0]: |t(x) — flz)| <e

Fiir gentigend groBes n: [a,, b,] C [ — 0,& + 0]
= t‘[a o] widerspricht ().

Fall ¢ =a Vv £ = b: Betrachte entsprechend ein Intervall [a, a + d] bzw. [b— 4, b]. 0

10.14 Folgerung: f : [a,b] — R. Dann gelten:

1) f stetig = f € R([a,b]),
2) f monoton = f € R([a,b]),

3) f stiickweise stetig oder monoton = f € R([a,b]) (siehe Ubungen).
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10.15 Definition: Sei I/ ein R- oder C-Vektorraum. Eine Abbildung .|| : V' — R heiBt Norm auf
V, wenn fir x,y € V und a € R bzw. a € C gelten:

Positivitat: ||z|| >0,
Definitheit: ||z|| =0 < z =0 (= Nullelement des Vektorraums),
Homogenitét: |a- x| = |of - ||z,

Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z| + ||ly||-
(V,|I.|l) heiBt normierter Vektorraum. Standardbeispiel: V' = R3, ||z = /2% + 23 + 2.
10.16 Dreiecksungleichung nach unten: Sei (V,||.||) ein normierter Vektorraum. Fiir z,y € V

gilt:
lz =yl = [ll2ll = lyll]  (und auch [lz +yl > [[lz]| = [lyll])-

. A-Ungl
Beweis: |z| < [lz—yl+lyl = [e—yl =zl -yl
A-Ungl
Iyl < My =zl +lzll = llz =yl =yl =[] O

10.17 Satz: Sei (V,||.||) ein normierter Vektorraum. Dann definiert
d(z,y) = ||z —vyl firz,y eV
eine Metrik auf V. Eine Folge (z,) in V
e konvergiert gegen x € V, falls ||z, — z|| — 0 fiir n — oo,
e ist eine Cauchy-Folge, falls

Ve > 03N, e NVn,m > N, : ||z, — x| <e.

Beweis: (M1) Positivitat und Definitheit: d(z,y) = || — y|| > 0 und
dlz,y)=0 & |lz—y||=0 & z—y=0 & z=y.

(M2) Symmetrie: d(y, z) = [ly — =]l = [[(=1) - (z =) = [(=D] - |z — y]| = [l= — y]I.

(M3) A-Ungleichung: d(z,y) = [lz = yl| < |lz = z[| + ||z — yl| = d(=, 2) + d(2,y).
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10.18 Satz: 1) .|« :R([a,b]) > R: f > sup|f(x)]| ist eine Norm auf R([a, b]).
[a,0]

2) t, — [ gleichmaBig auf [a,b] < |[t, — fllec — 0.

3) R([a,b]) ist vollstandig. Ein vollstandiger normierter Vektorraum heit Banachraum.

Beweis: 1) a) Positivitat: ||f]loc >0 v/,
b) Definitiheit: || f|lcc =0 < Vz €a,b]: f(z) =0 & f=0,
c) Homogenitat: ||« - flloo = |a] - || flleo v/,
d) A-Ungleichung:
1f + glloe = up |f(z) +g(z)| < up |f ()] +sup l9(@)] = [I£lloo + [|glloo-

b ————
<If (@) +g(=)]

2) Kilar.

3) Sei (f,) Cauchy-Folge in R([a,b]). Zeige: 3f € R([a,b]) : ||fn — flleo = 0.
Zu jedem f,, wahle t, € T ([a,b]) mit ||t, — fulleo < —.
n
Schritt 1: (¢,) ist Cauchy-Folge in R([a, b]):
. 3
Itn — timlloe < Jtn — fn||o<3+ ﬂfn - fm”og +l|fm - tm||og < ¢ fir n,m > max{N, g}

v~

<1l/n <e/3 fir n,m>N, <1l/m

Schritt 2: Konstruktion von f:
Fiir jedes feste z € [a,b] ist (¢,(z)) eine Cauchy-Folge in R, da |t,(x) —tm(z)| < [[tn—tm|o-
Setze f(x) := lim f,(z) fir x € [a, b].

n—oo

Schritt 3: Es gilt [|t,, — f|lcc — O:
Fiir 2 € [a,0] gilt | f(z) — ta(z)| = lim |t (2) — ta(2)] <
m— 00 " >

<||tn—tm|loo <?572 fiir n,m> N,
= |If —talloo = supjyy |f(z) = ta(z)| < & <efiirn> N,

= feR(a.b]), [If —=talloc = 0.
= If = fallo < |If = talloo + [[tn — falloc < & fiir n gentigend groB
————

<1l/n

= fo— fin R([a,]). (]

g firn > N, x € [a,].

10.3 Eigenschaften des Integrals

10.19 Hilfssatz: Seien f,g € T ([a,b]). Dann gelten
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1) /ab(af+5g):oz/abf+ﬁ/abg fiir a, B € R.
/b

Beweis: Sei Z Zerlegung von [a, b], so dass

2) < (b—=a)-[[flle-

f = chx]fj—hfj[ f.i. und g = Zdjxkj—hgj[ f.i.

=1 j=1
= Ozf + ﬁg = Z(QC]‘ + /ij)X]fj—hfj[ f.0.
j=1
b
- / (af +89) = 3 (ac;+Bd)(E — &)
a j=1

n n b b
= S ac—& )+ Y BdE— &) = a/ f+ﬁ/ g
=1 =1 a a

AuBerdem gilt

/abf

n

> (& &)

j=1

< max{|cl| |Cn|} Z|§j il < N flleo(b = a).

<I1flloo

=b—a (Teleskopsumme)

10.20 Satz: Seien a < b und f,g € R([a,b]). Dann gilt
b b b
1) Linearitét:/(af—i—ﬁg):a/f—i—ﬁ/g fir a, 8 € R.

2) Monotonie: Vx € [a,b] : g(x) > f(z) = /bg > /bf.

Insbesondere:

v < |fe |:»/f</|f\
~J@) < i / / /|f|

[

b
Insbesondere ist die Abbildung R([a,b]) > f — / f € R stetig:
fo = FinR([a,0]) & |lfo = flle =0
b
fn -

= /abf S/ablf\-

3) Beschranktheit:

< (b=a) |[flloo-

=[] < -0 = sl 0
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4) f=gfi = /abf:/abg

Beweis: Seien im ganzen Beweis (¢,,), (s,) Folgen in T ([a,b]) mit t,, — f, s, — g gleichmaBig
auf [a, b].

1) oty + Bs, = af + By

b

b
= / (af +8g) =  lim | (at,+ Bs,)

n—oo
a

b b
Ietzte:rSatz lim (Oé/ tn‘i‘ﬁ/ Sn)
n—00 a
lim |st linear / f +6/

b
2) Zeige: g > 0 auf [a,b] = /gZO.

Dann:
b Linearitat b b b
ngi/g = /(g—f)+/f2/f-
a a H>6_/ a a

Sei g > 0. Setze s, () := max{0, s, ()} fir x € [a,b]. Dann gelten:
e 5, €T(ab]),
b
e 5,(x) >0 auf [a,b] = / Sp >0,

e 5, — g gleichmaBig, da ‘g(z) — §n(x)‘ < ‘g(:p) — sn(x)‘

b
= / = lim §n > 0.
n—o00
) A-Ungleichung
3) Esgilt tulloc = [1fllc wegen [l[talloc = Ifllc] < " ltn = flloc — 0.
nach unten

b
Aus letztem Satz: / tn < (b—a)|ts]c

b b
N / f = lim [ t, <(b—a)lim |tallec = [|f]lsc-
o n—o0

n—oo
a

4) Setze t,(z) := t,(x) + g(x) — f(z).
—_—

#0 nur an endlich vielen Stellen

b b
= 1, € T([a, b)), t, =t f.ii. /t _/ tos |tn—g(x)| = [ta(2)—F(@)| < [ta—Flloc = 0.

b
= / g = lim = lim / / f
a n—o0 n—o0
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10.21 Additivitat: Sei f € R([a,b]). Fira <c < d < b setze

uff:luwyﬁu[f:—[% [V:m.
Fiir a < ¢ < b gilt dann b b
IRERENE:

Gilt a <b < cund f € R([a,]), so folgt
[refoefo= [l

Beweis: Sei (t,) in 7 ([a,b]) mit ¢, = f. Verwende &, = X{a,q - tn + Xjc] - tn f.00.
—_—— —

Durch Grenzwertbildung folgt die Behauptung. TXlaelf  PXenf

10.22 Satz: Sei f € R([a,b]), Vz € [a,b] : f(x) >0 und /f = 0. Dann gilt:
Va € [a,b] : [ stetig an der Stelle x = f(z) =0.

Insbesondere: Ist f zusatzlich stetig, so folgt f = 0.
Beweis: Widerspruchsbeweis. Annahme: f stetig in 2o € [a,b] und f(x¢) > 0.
Mit € := @ folgt:

30 > 0Vx €lzg—d,x0+0[: f(x) > fxg) — = f(;o)'

fo)

= f(z) > g(z) mit g(z) := { ?

0 sonst.
= / = /

04
10.23 Beispiel: [a,b] = [0,1], f(z) = {

firzg — 0 <z < w9+ 9,

x firzr=1 neN,
n

0 sonst.

Dann f € R([0,1]), f(x) > 0 auf [a, b, /bf =0, aber f # 0.
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10.4 Stammfunktionen

10.24 Wichtige lIdee: Ist f : [a,b] — R integrierbar, dann heiBen die Abbildungen

F:[a,b]—>R:xl—>/mf(t)dt, G:[a,b]—HR::E»—)/bf(t)dt

Flacheninhaltsfunktionen oder Integralfunktionen.

10.25 Satz: f € R([a,b]) = F,G stetig auf [a,b].

Zo
Beweis: |F(z) — F(xo)| = f’
_ /’ﬂ
0
10.20, Teil 3
< =2l [[flls
< e falls |z — x| < <
I flloe
Also ist F' stetig. Die Stetigkeit von G folgt aus G(x / f— F(x). O

10.26 Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung (1667): Sei f : [a,b] — R stetig
und F': [a,b] > R:z— / f(t)dt. Dann ist F differenzierbar auf ]a, b[, und es gilt F' = f.

Also: Integration ist Umkehrung der Differentiation.
—_——— —

Flschenproblem Tangentenproblem

Beweis: Sei 2 €]a,b[, A(z) := w fir z € [a,0] \ {zo}. Zeige xli_)l;lo A(x) = f(xo).
Fir x # z gilt ’
a0 sl = | ([rwa- [Trwa [ )]
1 xT
- o [ ()= pan et
10.20,_Te|| 3 |x _1x0| | {L‘0| tg[lax |f( ) f($0)|

Sei nun € > 0 fest. Da f stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass

1f(t) — flzo)] < e fir [t — x| <6
= |A(2) ~ flz)] < & fir |z —zo| <6
s>02e>heblg lﬁm Alx) = f(xo).
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10.27 Definition: Sei f : [a,b] — R. Eine Funktion F : [a,b] — R heiBt Stammfunktion von f,
falls

1) F stetig auf [a,b] und
2) F differenzierbar auf Ja, b] mit F' = f auf ]a, b] ist.

Falls f stetig ist, besitzt f eine Stammfunktion (Hauptsatz 10.26).

Alle Stammfunktionen zu f:
1) F Stammfunktion = Vc € R : F + ¢ ist Stammfunktion von f.
_ = F — G = const.
(F—GY=f—f=0in b

F — G ist steti fla,b
2) F,G Stammfunktionen = { ist stetig auf [a, ], }7.25

10.28 Integralberechnung: Ist f : [a,b] — R stetig und F' eine Stammfunktion von f, so gilt fiir
a<c<d<b:

/ f(t)dt = F(d) - F(c) = F(x)

Beweis: Sei G(z) := / f MR st Stammfunktion

= JER:F = G+r
/ fAddltlwtat/ /f G(c) = F(d)—~— (F(c)—~) = F(d)— F(c)

1 0<z<l1
33—z 1<z<2

T T 0<x<1
= [ rma =4 3
0

—— 4+ 3r—= 1<z<2
2+:c2 r <

10.29 Beispiel: Sei f(z) := {

10.30 Definition: 1) Die Menge aller Stammfunktionen auf [a, b]
/f(:z:) dz = {F :[a,b] - R | F ist Stammfunktion von f}
heiBt das unbestimmte Integral von f.

2) Ist F' eine Stammfunktion von f, so gilt /f(:z:) dex = {F +c:c € R}, und wir schreiben

kurz
/f(x)dx = F(x)+ec.



Analysis II, Sommersemester 2015, Seite 152

10.5 Wie findet man Stammfunktionen?

Wichtigste Methode: Raten. Z.B.

xa—i—l d xoz—i—l
o FiraeR\{-1}: /xadx = a+1+c, denna<a+1):xa

(fiir z € R falls a > 0 bzw. fiir x € | — 00,0[ oder z €0, 00[ falls o < 0).
d
° /emdx = e 4+¢, x €R, denn —e” =¢”.

dz
1 Inz + ¢, fir z > 0, d 1 1
° /—d:c = neTe ure , denn fijra:<0:—(ln(—a:)):—~(—1):—.
T In(—x) +¢, firxz <0, dz - x
1
Kurzschreibweise: /—d:c = In|z| + ¢ fir z # 0.
T
d
. /sinxdx = —cosz+c, x € R denn d—(—cosa:) = sinz.
T
/ ! d t + eR, d d t L
o r = arctanz +c¢, x enn — arctanz = :
1+ 22 ’ ’ dx 1+ 22

10.31 Ratehilfen: 1) Seien u,v : [a,b] — R stetig, differenzierbar in |a,b[, und u - v" besitze
eine Stammfunktion (z.B. weil v" auf [a, b] stetig fortsetzbar ist). Dann besitzt «’ - v auch eine

Stammfunktion, und es gilt

/u' v o= uev— /u o (Partielle Integration).

2) Sei f:[a,b] = R, undsei ¢ : [a, f] — [a,b] stetig auf [, /5], differenzierbar in |, 5[. Besitzt
f eine Stammfunktion, dann auch ¢’ - (f o ¢), und es gilt

/f(go(t))-go’(t) dt = {/ f(x) dx} (Integration durch Substitution).

T=p(t)
Wichtig: Diese Formel kann von links nach rechts und von rechts nach links beniitzt werden:

Ist zusatzlich ¢ invertierbar, so gilt

[ @ = [ ) soa

(Integration durch Substitution).

t=p~1(2)

Beweis: 1) Produktregel: (u-v) =u"-v+u-v

/.: ./ J— ./
= u v (u-v) u-v

besitzt Stammfkt. w-v  Psitzt Stammfk. nach Voraussetzung

Linearitat
= /u'-v = /(u-v)'—/u-v' = u-v+c—/u-v' = u-v—/u-v’.

2) Sei F eine Stammfunktion von f. Die Funktion G := F o ¢ : [o, ] — R ist stetig. Mit
Kettenregel folgt die Differenzierbarkeit von G auf |a, 3] und

G'(t) = Fle)-¢'(t) = [le)-¢(t) firt € o, B[
= /f(cp(t))-cp’(t)dt = G(t)+c = (Fop)(t)+c = F(x)|,_,, +c

Fiir die zweite Gleichung wird auf beiden Seiten t = ¢~ '(x) eingesetzt. 0
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10.32 Beispiele: 1) /xsin:cd:c = —xcosT +sinx+c
2) /lnxd:c = o-Inx —z+cfirz>0.

3) /2t sin (t* + 1)dt = —cos(t> 4 1) + c. Dies hitte man auch erraten konnen!

1
4) Firze]—-1,1]: /\/1 —2?dr = 5 (x\/l — 22 4 arcsinz + c) (Substitution z = sint).

10.6 Integration rationaler Funktionen

P(z)
Q()

Briiche, die dann integriert werden konnen. Zunachst werden Polynome in C betrachtet.

Ziel: Darstellung einer rationalen Funktion f(z) = (P, @ Polynome) als Summe , einfacher"

10.33 Hilfssatz: Seien P, teilerfremde Polynome (d.h. P, Q) haben keine gemeinsame Nullstelle)
mit Grad(P) < Grad(Q®), und A sei n-fache Nullstelle von Q:

Q) = (:=N"Qi(z) mit Qu(\)#0.

Dann gibt es ein a; € C\ {0} und ein Polynom P, so dass
P(z) P(2) a Pi(z)

QR ~ C-V@E) T G T
a; und P; sind eindeutig, und es gilt Grad(P;) < Grad(Q) — 1.

Fortsetzung dieses Verfahrens liefert

P(2) _ a; N as - ay, N P.(z)
Q(2) (z=A" =2t (=N Qi)

mit eindeutig bestimmten Konstanten a; € C und Grad(FP,) < Grad(Q)) — n = Grad(Q).

Beweis: 1) Existenz:

PE) _ PE-PY PO
(2 = A)"Q1(2) (z =A)"Q1(2) (2= A)"Q1(2)
P(z)—P(\) P\ 11 1
@—AWQAA+KZ—AW<QN@ cmuy*@mn)

(. J

_Q1)-01()
T 1(N)-RQ1(=)
P()\)
Ql—(>\) 1 N P()\) - .
CE G (6 - PO g (@) - i)
=:P(z)

P ist Polynom, Grad(P) < max{Grad(P), Grad(Q,)} < Grad(Q), P(\) = 0.
= P(2) = (z— A)Pi(z) mit Grad(P,) = Grad(P) — 1 < Grad(Q) — 1.
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2) Eindeutigkeit durch Zuhaltemethode: Sei N := {2z € C: Q(z) = 0} und

P(z) a; Pi(2)

CNaE G g e
P(z) o _ Pi(z) ..
= a@ a; + (z )\)Ql(z) firz€e C\ N
. P(») B : Pi(2)
= Woe - et Non
= a3 = PO ist eindeutig.
Q1(X)
Da a; eindeutig ist, ist auch P; eindeutig. 0

10.34 Komplexe Partialbruchzerlegung: Seien P, () teilerfremd mit Grad(P) < Grad(Q),

Q(Z) = an(z — )\1)”1 ce (Z — )\k)nk’,

A1, ..., \x paarweise verschieden (d.h nq, ..., n sind die Vielfachheiten der Nullstellen Ay, ..., Ax).

Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen a;; € C, so dass

P(2) B b ap; Qs An; i
= (A_&4(A_&P+HA(A_&W .
=1

Beweis: Folgt direkt aus 10.33.

10.35 Bemerkungen: 1) Falls Grad(P) > Grad(Q): Erst abdividieren:

P
0 =P +g mit Grad(R) < Grad(Q®), P, Polynom,

dann 10.34 auf E anwenden.

2) Falls P und @@ gemeinsame Nullstellen haben: Durch groBtes gemeinsames Teilerpolynom

kiirzen.

. . P(ZL’) 422 4+ 9 — 4 Theorie @ b c
10.36 B I: = = = :
0.36 Beispiel: f(z) ) @1z 127 x—1+x+2+(:ﬂ+2)2
Zuhaltemethode: Multipliziere mit (z — 1):
4x? —4 x
w:a—i—(az—l)(...) :—;1&:2:1_

(z+2)?
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Zuhaltemethode: Multipliziere mit (z + 2)*:

4% + 9x — 4 T —6
e ct (z+2)(..) =7 c:—3:2.

r—1
b kann nicht durch die Zuhaltemethode bestimmt werden. Einen xz-Wert einsetzen:

e +9z—4 1 N b N 2 = —4 1—|—b+1:>b—3
(z—D(x+2)2 -1 x+2 (v+2)2 —4 2 2 e

- /f(l‘)dl“ - /(:Ei1+x<?;2+(x+22)2) &

2
= ln|x—1|+3ln|x+2|—?+c fir x ¢ {—2,1}.
x

10.37 Reelle Polynome: Sei () ein reelles Polynom, d.h. die Koeffizienten von () sind reell. Dann
gelten:
e Q(N)=0 = Q(X) =0 (vgl. 4.37)
e Ac C\RNullstelle = Q(2) = (z— \)(z — \)Q1(2).
DaT(z) = (z—A)(z—A) = 22 —2(Re A)z + |A|? relles Polynom, ist auch Q) relles Polynom.
e )\ € C\ R Nullstelle der Vielfachheit n
= Q(2) = z=A)"(z=A)"Qi(2) = (22 =2(ReA)z+ |A[*)"Q1(2), Q1 relles Polynom.

e Sind \j,..., )\, die reellen und Ajj1, Mit1, .., A, Ay die nichtrellen Nullstellen von Q mit
Vielfachheiten nq, ..., n;, so besitzt () die relle Faktorisierung
k !
Q) = an[Jz=2)m - JT (22 = 2(Rerj)z + [\[1)". ()
j=1 j=k+1

10.38 Hilfssatz: Seien P, () teilerfremde relle Polynome, Grad(P) < Grad(@), und A € C\ R sei

n-fache Nullstelle von Q:

Q(z) = (z—=N"(z—=N)"Q1(2), Q1(\) #0, @, reelles Polynom.
Dann gibt es o, 8 € R, (o, 8) # (0,0), und ein reelles Polynom P;, so dass

P(z) B az+ Pi(2)

(z =X (z=N)"Qi(2)  (z=A)(z=A)" ! =N = Qi)
a, B und Pj sind eindeutig, und es gilt Grad(P;) < Grad(Q) — 2.

Beweis: Aus (10.34):
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mit Grad(P;) < Grad(Q) — 2 und

P, POY
“Caw ' Tam T
Betrachte
a n 5_ _. ﬁQ(z) _
(z=XN)" " (z—= X (z =) (z = \)"
= Po(2) = ale =N +ae - A N S0 (;’) (N HaN").

Also ist ﬁg ein reelles Polynom, und damit auch ﬁl. AuBerdem ﬁg()\) # 0.

Wihle o, 3 € R so, dass Py(z) := Py(z) — az — 3 die Nullstelle z = X besitzt:

PN =0 & ar+8=Ph()\
& almA=ImPy(\) A aReA+ 8 =RePy()\)

#0
& a= % A B =RePy(\) —aRe.
(B(V) #0 = (o, 8) # (0,0)).
P; relles Polynom A P3(A\) =0 = Py(2) = (z — \)(z — A) Py(2), P, relles Polynom.
a a az+f3 Py(2)
IR T TR Py \ Py s PR P (=)
_ az+ . Py(2) -
=G G- e
N P(z) _ oz + B n Py(2)Q1(2) + Pi(2)

F=A"E=NrQiz) =N =N (=)= A Q(R)

und Grad(P,Q; + Py) < max{Grad(P,) + Grad(Q;) ,Grad(P;)} < Grad(Q) —
<n—2 =Grad(Q)—2 U

10.39 Relle Partialbruchzerlegung: Sind P, () teilerfremde reelle Polynome, Grad(P) < Grad(Q),
und hat ) die in (10.37) stehende relle Faktorisierung (x), so gibt es eindeutig bestimmte Konstanten

Qs i, bjﬂ' € R, so dass

P(x) - (; )
= .+

Q(z) Z T = (= Aj)m

a1;7 + by @y, jT + Oy j
+J§1 (xz TR+ INE T @ e O + P )

Die Konstanten konnen durch Zuhaltemethode, Einsetzen verschiedener x-Werte, Hauptnenner und

Koeffizientenvergleich im Zahler berechnet werden.
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4+ L L4
10.40 Beispiel: ———— = 1- -3 _3 3
cispie 3+ 1 v r+1 22—z+1

1 1 1 2x—1 1

/:c4+:1:3+:c
= ——dx
3+ 1

2 1 1 1 /4 4 1
= %—l—x—gln\x+1\+61n(:c2—x+1)—5\/;arctan( §<x—§)>+c

10.7 Mittelwertsatze

10.41 Erster Mittelwertsatz (der Integralrechnung): Seien f,g : [a,b] — R stetig und
g(x) > 0 auf [a,b]. Dann

3t e[l / f)g(x)de = f(€) / o(x) d.

10.22

b . b
Beweis: Fall 1:/ g=0. "=% -0 = / fg=0 = (%) gilt fiir alle £ € [a, b].

b
Fall 2: / g > 0. Da f stetig und [a, b] kompakt, existieren m := min f(x), M := max f(x).

[a,b] [a,b]
YV € [a,b] : m < f(x)g(x) < Mg(x
b
Monotonle / mg dZL‘ < / f dx S / Mg(x) dx
f g
b
Zwische:ngvertsatz Hf c [CI,, b] : f(g) _ fa f(xf)bg.;x) dSL’

10.42 Hilfssatz: Seien f, g : [a,b] — R stetig, f monoton fallend und f(z) > 0 auf [a, b]. Dann

b £
3t € [a,b] - / f(@)g(x)dz = f(a) / g(x) d.

Beweis: Fall 1: f =0 V g =0 auf [a,b]. Dann gilt die Aussage fiir beliebiges £ € [a, b].

b t
Fall2: f#0 A g#0 = f(a) >0 A / lg(x)|dz > 0 (da |g| stetig). Sei G(t) ::/ g(x)dx.
G ist stetig auf dem kompakten Intervall [g, b], also existieren m := 1{111)1}1 G(z), M := 1%1%})((}’(;1:)
Zeige: 7 7
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/ f(2)g(x)dz < Mf(a). ()

1
Dann folgt m < m/ f(z)g(z)dx < M und mit dem Zwischenwertsatz
a

13 b
A elatl: [ aw)dr =6 = 5o [ o) ds

dx—ZfSJ/ ) dz

-1

Schritt 1: Ve > 0 JZerlegung Z = {&,... &0} ¢ < g,

denn:

Sei ¢ > 0 fest. f ist stetig auf dem kompakten Intervall [a, b] >tz 052 f ist gleichmaBig stetig.

Waihle § > 0, so dass

15
Vo, 7' € [a,b]: |z — | < 6= |f(2) - fla)| < ———.
z, 2" € [a,b] : |z — 2| |f(x) = f(a')| > P lo()lde

Sei Z eine Zerlegung mit max{¢; —&;_1:j=1,...,n} <. Dann folgt

i & LIS
ndr =30 6) [ o) > [ () - s ar

Additivitst

< 3 [ 15w - &) - we
z) — f(&)] - |lg(x)| da
< 2 g
n c é.j
< Yoo | towas
Add|t|V|tat E
2
< E.
Schritt 2: Sei € > 0 und Z eine Zerlegung aus Schritt 1. Dann gilt
n & L
Do) [ atw)ar Y 1(6)(G16) - Gl6)
= GEN([(&) = [(&41)) — G(&o) [(&) + G (&) f(&n)
— - RN —_—
J >0 ~G(a)=0 ~G(b) ()
< MY (f(&) = F(&)) + M) TTET M f(a)
=0
> my (&)~ F(&) +mf(D) = mf(a)
=0
Schrlttl _€</ f dX<Mf( )

Da & > 0 beliebig war, folgt ().
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10.43 Zweiter Mittelwertsatz (der Integralrechnung): Sei f : [a, b] — R stetig und monoton,
g : la,b] — R stetig. Dann

b ¢ b
Eelatl: [ faga)ds = fa) [ gla)dat10) /£ 9(x) d.
Beweis: Fall 1: f monoton fallend. Sei f(z) := f(z) — f(b). Aus (10.42):

3 € [a,b] : /bfg; (z)dz = ~(a)/abg(x)dx

o /f v)dr — f )/abg(x)dxz(f(a)—f(b))/jg(x)dx

o / f(@)g(x)dz = f(a) / gg(ff)derf(b)( / glayde / 5g(ac)da:>>

10.8 Das Restglied im Satz von Taylor
10.44 Satz: Sein €N, f :]a,b[ = R (n+ 1)-Mal stetig differenzierbar, =y € ]a,b[. Dann gilt

J)
Z f xo (x — 20)? + Rp(z0,2) fiir x €a, b]

7=0

mit
1 x
Ra(ooo) = = [ = trf et

Beweis: Induktionsanfang n = 0:

o(z0, @ / Fit ~ flzo) = f(x) = f(x0) + R(zo, ).

Induktionsschritt:

Induktions- & f(])(ZL‘) . 1 z .
f(l’) vorfuss. Z ! 0 (:U — ;L’O)J + ﬁ . (:U — t) f( +1)(t)dt

_ Z f(J )it l( 1 (z — t)"“f(nﬂ)(t) v

TL' ]_ t=x9

+
+/x 1 (x —t) n+1fn+2 )
e N1

— Z f j('xo) (x — :EO)J + (fc(n f)1))' f(n-l—l)(xo) + (n i 1)' / (x — t)n+1f(n+2) (t)dt
j=0 : ) T YTo

n+1 (4) T '
= E ! (, o) (x —20)” + Rpy1(wo, 7).
J=0 J: 0




Analysis II, Sommersemester 2015, Seite 160

10.45 Restgliedformel (Schlomilch): Voraussetzung wie Satz 10.44. Dann gilt fiir 1 < p < n+1:

F0(E)

Elf S ]SCO,J}[U [I,SEQ[ : Rn(SC(),x) - - n!

(= &)™ (@ —xo)".

Fir p = n + 1 ist dies die Restgliedformel von Lagrange (siehe 7.31). Fiir p = 1 ergibt sich die
Restgliedformel von Cauchy

f(n+1) g N
R, (xg,z) = T()(x —&)"(x — x9).
1 x
Beweis: Fall z > zo:  R,(7g,7) = ] (z — )" TP FOFD (1) (2 — )P~ dt
L ~——
=:g(t)>0
Erster Mittelwertsatz i _ n+l1—p p(n+1) * _ \p—1
Integralr_echnung n! (l‘ g) f (5) zo (l‘ t) dr.
:%(;xo)p
1 [
Fall 2 < zo: Rn(wo,7) = — (z — t)mH=P fntD () (= (z—t)P")dt = ... (wie vorher)
n! J, Q —_— ,
=:g(t)>0 O

10.46 Beispiele: 1) Fir —1 <z <1 gilt

n(l+ z) i k“x

k=1

2) Fira e R\ N sei

(g) = (g) ::%@:D fiir k € Ny, also (2‘) :O"W—l)%i(a—kﬂ).

Fir -1 <z <1 gilt

oo = 3 (2

k=0

10.9 Uneigentliche Integrale

Ziel: Erweiterung des Integralbegriffs auf offene Intervalle und unbeschrankte Funktionen.
10.47 Definition: Sei I C R beliebiges Intervall; f : I — R heift lokal integrierbar, falls fiir

jedes Intervall [a,b] C I gilt: f‘ € R([a,b]).

1
10.48 Beispiele: 1) f:1=10,00[— R: x> — ist lokal integrierbar.
x
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2) f:I— R stetig = f ist auf I lokal integrierbar.

3) feR(a,b]) = fistauf[a,b] lokal integrierbar.

10.49 Definition: Sei [ = [a,b[, —c0c < a < b < o0, f: I — R lokal integrierbar. Dann heiBt f
uneigentlich integrierbar iiber 7, falls

3 b
52?10/a f(z)dz ::/af(x)dx

existiert. Wir sagen auch: / f(z) dz konvergiert.

b
Falls der Grenzwert fiir 5 — b — 0 nicht existiert: / f(z)dx divergiert.

Genauso: @ [ =]a,b], —0o < a < b < oc:

/abf(x) dx = aligiO/(lbf(x) dx

=]a,b[, —o0 <a <b< oo

c B
/ f(x = al—gﬁo/a f(x) dx—i—ﬁlg)no/c f(z)dzx, ¢ € la,b| beliebig.

Additivitat des Integrals = Wert der rechten Seite ist unabhangig von ¢ €], a, b| .

0 [e'¢) o0
10.50 Beispiele: 1) / edr = 1, / e’ dx divergiert, / e” dx divergiert,
—0o0 0 —00
1
2) /
3) / —dx = 1.

4) Weitere wichtige Beispiele in den Ubungen.

dz = 2,

10.51 Bemerkung: Ist f € R([a,b]), dann ist f auf ]a,b] lokal integrierbar, und es gilt fiir

beliebiges ¢ € |a, b] :
b c B
[1= m, [ f@des i [ s

denn: 10.25 = F'(¢ / f(x)dz, ¢ <t <bist stetig

= /cbf(x)dx: = Jlim / f(z

Genauso folgt/ flx )dx— lim /f(x)dx.
a—at0 [,

Additivitat = aBehauptung.
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10.52 Vergleichskriterium fiir uneigentliche Integrale: Seien —oc0 < a < b < oo und

f i [a,b] — R lokal integrierbar. Falls

b
(Vz € [a,b[: | f(z)] < g(z)) A / g(x) dzx konvergent,

dann konvergieren auch/ f(z)dx und/ |f(z)|dz, und es gilt

</|f )do < /abg(x)dx.

Entsprechend fiir uneigentliche Integrale iiber ]a,b] oder |a, b|.

x)dz

b B
Beweis: Schritt 1: Zeige/ f(z)dx = lim / f(x) dz existiert:

B—b=0 J,
Bn
Teil a): Sei (B,) Folge in [a,b], B, — b. Zeige, dass y,, := f(z) dx konvergiert. Es gilt
Bn Bn (duBerer Betra
Addl i- g
o=l 2 [ e < | [Cisore]

V|tat ' ' notlg falls /Bn < Bm)

1F(@)|<g(a) fn fm
/ g(z) dz| = / g(z) dx —/ g(z) dzx
Monotonie . a a
< € fir n,m > N..

= (y,) ist Cauchy-Folge in R, also konvergent.
Teil b): nh_)rrolo Y, ist unabhingig von der gewihlten Folge (3,): Ist (3,) eine weitere Folge in [a, b
mit 3, — b, so betrachte 1, (1, B2, Ba, . ..
Bn
= lim f(z) dz = lim y,.

n—o0 a n—o0

b
Schritt 2: Zeige / | f(x)| dz ist konvergent: Wende Schritt 1 auf |f| anstelle von f an.

Bn b
< [Tl < [ gle)an
3.60

= Behauptung. 0

Schritt 3: Beweis der Integralungleichungen:

Bn
f(z)dx

a

Vn e N:

1

PR dz ist konvergent.
x x

10.53 Beispiele: 1) /
1
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1
2) Seiy € R fest und f(x) ;= 27e " Wahle g(r) = —.
T

y—2
i L) o ® :O:>3K>OV:U>K:’M <=1
T—00 g(x rz—oo T g(:p)

Vx>K:’f(x)’ < }g(x)’

Vergleich o0 K [e'¢)

ergleicns- _ _ _ .

= / e Pdr = / x7e "dr + / x7 ez dx konvergiert.
1 1

kriterium K

10.54 Integralkriterium fiir Reihenkonvergenz: Sei f : [1, 00[— [0, c0[ monoton fallend (Da-
mit ist f lokal integrierbar). Dann gilt:

/ f(z)dz konvergiert < Zf(k) konvergiert.
1 k=1

Beweis: (i) “=": Definiere g(z) :== f(n+ 1) firn <z <n-+1,n€N.

Vergleichskriterium
=

= 0<g(z) < f(z) fir x € [1, 00] / g(x)dx ist konvergent
1

n

= S fk) = / " o) do " / " o) de

k=2

(ii) “<": Definiere g(z) := f(n) firn <z <n+ 1.

n

= g(z)>0 A / g(x) dz = Zf(k:) konvergiert fiir n — oo
1 k=1

= 0 < / g(x)dzr = Z f(k) < efirn>m> N..
n k=n+1

Sei (b,) Folge in [1,00[, b, > 00, e>0 = IN'eNVn > N":b, > N. + 1.

Fir n,m > N’ gilt
b
/ g(x)dz
bm

/1bn g(x)dx — /1bm g(x)dx

bn
:>/ g(x) dz konvergiert.
1

Ist (b,) eine andere Folge mit b, — 0o, so folgt wie im letzten Beweis

g(z) positiv K
< / glx)dr < ¢

KeN, K>max{bn,bm} JN.+1

bn bn
lim g(z)dr = lim g(z)dz.

Somit konvergiert/ g(x)dz Vergleicgiriterium / f(z) dz konvergiert.
1 1

1
klnk

10.55 Beispiel: Z ist divergent.
k=2
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10.10 Komplex- und vektorwertige Funktionen

10.56 Erinnerung: Sei d € N.

o J 1/2
] : R = R : : = <Zv ) ist Norm auf R,
Va Jj=1
o J 1/2
|]:C*—=R: : = <Z |vj\2> ist Norm auf C¢,
(2] J=1
und es gilt firi =1,...,d:
d 1/2 d
ol < gl < ol = <Z W) < Dbl < ol (¥
= j=
(Vn)1 w1
10.57 Konvergenz: Sei (v,) Folge in R? oder C¢, v, = : LW = : € R/C¢.
(Un)a (wq
Es gilt
v, W & |vn — w|| — 0
Y Vi=1,...,d:(v,); = wy
m Ry Vi=1,...,d:Re(v,); = Rew; A Im(v,); = Imwj.

Das bedeutet: Konvergenz in R?/C? ist nichts anderes als Konvergenz in R in jeder Koordinate.

10.58 Vollstandigkeit: Entsprechend gelten

(v,) ist Cauchy-Folge in R < Vj=1,....d: ((vn)j)neN ist Cauchy-Folge in R,
(v,) ist Cauchy-Folge in C* « Vj=1,...,d: (Re (vn)j)neN, (Im (vn)j)neN sind Cauchy-
Folgen in R.
Daraus folgt die Vollstindigkeit von R? bzw. C?, denn z.B.
(v,) ist Cauchy-Folge in R? & Vi=1,....,d: ((vn);) ey ist Cauchy-Folge in R,
st Vo:”;téndig Vi=1,...,d:(v,); > w;inR
(Un)l wy
S N
(Un)d Wy

10.59 Rechenregeln fiir konvergente Folgen: Seien v,, — v, w, — w in RY/C¢, o, € R/C
und z,, — x in R/C. Dann gelten:
1) av, + pw, — av+ pw,
d —_—
2) (v, w,) — (U,w) ::Z@f&j (Skalarprodukt),
j=1
3) Al — 1ol
4) z,-v, — x-0.
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10.60 Stetigkeit: Sei f: R D D — RY/C? t, € D. Dann heiBt f stetig in t,, falls
Ve>030>0VteD:|t—ty <d=|f(t)— f(to)] <e
oder dquivalent, wenn fiir jede Folge (s,) in D gilt:
Sn = to = f(sn) = f(to)-
Nach (%) gilt

f(Sn) — f(to) ~ \V/] =1,... ,d : fj(sn) — f](to)
bzw. Re f;(s,) = Re f;(to) A Im f;(s,) — Im f; (o).

Also gilt
fi
f= : ist stetiginty < Vj=1,...,d: f;iststetigin t,
fa bzw. Re f;, Im f; sind stetig in .

Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen ergibt sich: Sind f, g stetig in ¢y und o, 5 € R/C, so
sind die Funktionen ¢t — a/f(t) + Bg(t), t — (f(t),g(t)) und t — || f(t)| stetig in to.

10.61 Ableitung: f :]a,b] — R?/C? heiBt differenzierbar in t, € ]a, b[, falls

F(to) = lim f(to+h) — f(to) _ him f(t) — f(to)

h—0 h t=to T —tg

existiert; f heiBt differenzierbar, falls Vtq € |a, b : f ist differenzierbar in .

Nach (x):

S
f= : ist differenzierbar inty & Vj=1,...,d: f; ist differenzierbar in %,
Ja bzw. Re f;, Im f; sind differen-

zierbar in tg.

AuBerdem gilt
i fi

fd fa

10.62 Beispiele: 1) f:R— C:t— 2 +ie® = f/(t) =2t +i3e*.

cost —sint
2) f:)0,271] > R®: ¢t | sint | = f(t)= cos t fiir t €10, 27].
t 1
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10.63 Bemerkung: Ab jetzt nur noch Funktionen f : R O D — RY. Fiir C? geht alles analog.

10.64 Ableitungsregeln: Seien f,g :|a,b] — R? differenzierbar in t, € ]a,b[, o, 5 € R. Dann

1)

2)

3)

1)

Linearitat: af + Sg ist differenzierbar in tq mit (af + Bg)'(to) = af’(to) + B4 (to).

Produktregel fiir Skalarprodukt: ¢ : Ja,b[ — R : t — (f(t), g(t)) ist differenzierbar in t,, und
es gilt fiir t = ¢:

(f(t),9(t) = (f'(1), g(1)) + (f(1). g'(1)),
denn mit den Rechenregeln fiir reellwertige Funktionen folgt

d

<ij(t)-gj(t)> = Zf}(t)-g(t)+ij(t)-g’(t)-

J=1

Produktregel fiir skalare Multiplikation: Ist zusatzlich « :]a,b[ — R differenzierbar in ¢y, so
gilt
(- f)(to) = a(to) - f(to) + alto) - ['(to),

denn

o) £\ [ @) L) +alt) - fi(D)
at) - fa(t) (1) - falt) + alt) - f4(8)

Kettenregel: Ist zuitzlich ¢ : e, d[ — |a, b differenzierbar in s¢ € |¢, d[ und p(sg) = to, so ist

f o differenzierbar in sy, und es gilt

(fop)(s0) = &(s0) ' (o(50)).

Nachweis durch Anwendung der Kettenregel in jeder Koordinate von f o (.

10.65 Bemerkung: Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt nicht fiir Funktionen mit Wer-

ten in R? mit d > 2. Beispiel:

f:[0,27] = R?*:t s <COSt>

sint

—~ f(0) = ( L ) — f(2m), f'(t) = ( —sint ) £ 0 fir t €10, 27]

0 cost

1
= Es gibt kein £ € ]0, 27[, so dass 5
ﬂ' —
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10.66 Lineare Algebra: Fiir z,y € R%:

J 1/2
el = (zx;) |
j=1

d
<5E,y> = ij Yjs und ||l‘||2 = <l‘,[[’>,
=1

| (z,y)| < |lz| - |lyl]| (Cauchy-Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung).

10.67 Satz: Seid € N, f : [a,b] — R stetig, in |a,b| differenzierbar. Dann

[f®) = f@)] < (b—a) sup [F (D).

a<t<b

Beweis: (1) := (f(t), f(b) — f(a))
= ¢ :[a,b] — R ist stetig, in |a,b[ differenzierbar, ¢’ (¢) Produkdregel T (f'(t), f(b) — f(a)) + 0.

Skalarprodukt

Mittelwertsatz der Diffrechnung fiir reellwertige Funktionen: 3¢ € |a, b| : W = ¢'(§)
5 W0~ f@) Y@ SO - @) = b= Q. S0) - f<a>>
—(6)—F (@), F (O F@) =17 6)—F (@) S b Q)] 10 — £
Bunjakowski
IS 16) — fla)l < (b - QSO < (b= ) sup £ (O] -

10.68 Ableitung auf abgeschlossenen Intervallen: Sei f : [a,b] — R%

1) f heiBt linksseitig differenzierbar in ¢t = b bzw. rechtsseitig differenzierbar in ¢ = a, falls

) = lim ()~ f0) bew. fa) = lim (f(1) ~ f(a)

t>b—0t —b

existiert.

2) f heiBt differenzierbar auf [a,0b], falls f differenzierbar in ]a,b[, linksseitig differenzierbar
in b und rechtsseitig differenzierbar in a ist. Die Ableitungsfunktion f’ ist dann auf ganz [a, 0]

definiert.

3) f heiBt stetig differenzierbar auf [a,b], falls f differenzierbar auf [a,b] und f’: [a,b] — R?
stetig ist.

4) Wir setzen
C%([a,b] > R?Y) = C([a,b] > R?) = {f:]a,b] = R?| f ist stetig auf [a,b]},
und fiir k € N

C*(Ja,b] = RY) = {f:[a,b] = R | f ist stetig differenzierbar auf [a, 0]
A f e C* ([, b — RY)}.

C*(...) ist die Menge aller Funktionen, deren Ableitungen f(© (1) () stetig sind.
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10.69 Beispiele: 1) Ist f differenzierbar in |a,b| und [c,d] Cla,b], so ist f differenzierbar auf
e, d].

2) f:]0,1] > R*: ¢t ( \% ) ist in t = 0 nicht rechtseitig differenzierbar.

10.70 Bemerkungen: 1) Sei k € Nj fest. Dann ist
k
[flleee = D max {|[fP@)]| :a <t <b} fir f € C*([a.b] = R)
j=0

eine Norm, und (C*([a,b] = R?),||.||x,cc) ist ein Banachraum.

2) st f:[a,b] — RY stetig, in ]a,b| differenzierbar, und existiert liin0 f'(t), soist finz=0b
t—b—
linksseitig differenzierbar, und es gilt

F6) = lim f(0).

t—b—0

Entsprechend in t = a.

10.71 Integralrechnung:

g1
1) g= : : [a,b] — R ist Treppenfunktion < Vj =1,...d: g; ist Treppenfunktion.

gd

2) Das Integral iiber eine Treppenfunktion g ist definiert durch
b fab g1
J; 9u
3) Fiir eine Folge (g,), gn : [a,b] — RY gilt: g, — f fiir n — oo gleichmiBig auf [a, b]

& Vj=1,...d:(g,); = f; fiir n = oo gleichmaBig auf [a, b],

denn

(0)s = £0)] S on®) — FOI S dmax |(g.),5) — £(0)].

1<j<d

4) fla,b] — R heiBt Regelfunktion, falls eine Folge (g,) von Treppenfunktionen auf [a,b]
existiert, so dass g, — f gleichmaBig auf [a, b]. Schreibe f € R([a,b] — R?). Dann

b
, , S (g0): Jim, / (9n)1 7
/f = lim g, = lim : 1957 : = :
a n—oo a n—oo b b b
fa(gn)d lim / (gn)d fa fa
n—oo a

Insbesondere existiert der Grenzwert und ist unabhingig von der gewahlten Folge (g, ), siehe
10.8.
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5) Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung: Sei f € C([a,b] — R?) und F(t) :=
/ f(s)ds fir a <s <b. Dann ist F differenzierbar in |a,b[ mit F'(t) = f(¢) fira <t <b
denn f € C(la,b] = RY) = Vj=1,...d: f; ist stetig auf [a,b], und

[ neas & neas n

ft) = : = f'(t) = : = : = f(®).
/afd(s)ds %/a fa(s)ds fa(t)

6) Stammfunktion und Integralberechnung: Ist f € C'([a,b] — R?) und F' eine Stammfunktion
von f (d.h. F ist stetig auf [a,b] und in |a, b differenzierbar mit F’ = f), so gilt

/df = F(d)—F(c) fira<c<d<b.

10.72 Beispiele: 1) f(t) = ( C?S: ) = /27T f(t)dt = ( C?S:;gﬂ ) _ ( 8 )
sin 0 sint |

2) f(t):t2+i§ = /Qf(t)dt:[ﬁ+i5lnt}2:z+i5ln2.
t . 3 13

10.73 Satz: Ist f € R([a,b] — R?), dann gilt auch ||f(.)]| € R([a,b] - R) und
b b
[ = [

Beweis: 1) Zeige | f(.)|| € R([a,b] — R). Wihle Folge von Treppenfunktionen g,, : [a, b] — R

mit g, — [ gleichmaBig auf [a, b].

lgn ()] ist Treppenfunktion auf [a, b],
= lgn ()1 = ||f ()] gleichmaBig auf [a,b], denn

llga@I = IFOI] < llga(®) — F@)
= £l € R(la,8] - R).

2) Beweis der Ungleichung. Voriiberlegung: Fiir y € R? gilt

</abf(t)dt,y> = i/abfj(t)yjdt = /ab (ifj(t)y]) dt = /ab (F(£),y) dt.
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= ’/abf g </abf(t)dt,/abf> _ /ab<f(t),y>dt
2 i tla == o .
= |/ 4] /f' < [snar /fH

= Behauptung.

10.11 Kurven im R¢
10.74 Definition: Seiende N, d > 2, f € C’([a, b — Rd).

1) Die Menge K := Bild (f) heiBt Kurve im R?, (f,[a,b]) heiBt Parameterdarstellung von
K. lIst f(a) = f(b), so heiBt K geschlossen.

2) st f’[a b injektiv, so heiBt K Jordan-Kurve.

10.75 Bemerkungen: 1) Die Parameterdarstellung einer Kurve induziert einen Durchlaufungs-

sinn.

2) Kurven mit stetiger Parameterdarstellung kénnen ziemlich verriickt sein. Z.B. fiillen die Peano-

Kurve oder die Hilbert-Kurve eine zweidimensionale Flache komplett aus.

10.76 Geometrische Bedeutung der Ableitung: Sei K = Bild(f), f differdenzierbar in ¢, €

[a,b], d.h.
o) i L0 = S0

t—to t— 1o

existiert.

1

ﬁ(f(t) — f(to)) ist Richtungsvektor der Sekanten durch f(t) und f(to), f'(to) ist ein Rich-
—to

tungsvektor der Tangente an K im Punkt f(t).

Oder genauer (vgl. 7.3)
f(t) = flto) + f'(to)(t —to) +o(1) fiir t — to,

dh. g: R =Rt f(ty) + f/(to)(t — to) ist Schmiegegerade an K.

| f'(to)|| gibt die ,, Momentangeschwindigkeit" an, mit der K durchlaufen wird.
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10.77 Beispiele: 1) f:[0,1] > R*: ¢+ ( CQS?M) )

sin(27t)
2) fi[0,1] 5 R2:trs ( Z?EESZI?? )

t cos(2
t sin(2

( ) fir —1<t<0,

) fuiro <t <1.

3) 7v:[0,2] > R?: t < 77;2;)) ) (Archimedische Schneckenlinie).

4) f:[-1L,1] 5> R*: ¢t
(f ist stetig differenzierbar, aber K hat eine Ecke.)

10.78 Definition: Sei (f, [a,b]) Parameterdarstellung von K, to € [a, b]. Existiert f'(to) und gilt

f'(to) # 0, so heiBt
1

Tilto) == 17z

f'(to)

der Tangenteneinheitsvektor im Punkt f ().

10.79 Definition: Zwei Parameterdarstellungen (f, [a, b]), (g, e, d]) einer Kurve K heiBen dqui-
valent, falls eine Abbildung

¢ € C'([a,b] = R) mit ¢'(¢) > 0 auf [a,b], ¢(a) = c und @(b) =d

existiert, so dass f = g o .

Insbesondere ist ¢ : [a,b] — [c, d] bijektiv, und es gelten
¢ '€ C'([e,d] = R) mit (¢ )'(s) >0 auf [¢,d], ¢~ "(c) =aund ¢ '(d) =b
und g = fop!
10.80 Satz: Sind (f, a, b]), (g, e, d]) aquivalente Parameterdarstellungen einer Kurve K, ty €

[a,b], g differenzierbar in (ty) mit ¢'(¢(tg)) # 0, so ist f differenzierbar in ¢y, und es gelten
f'(to) # 0 und

1 /
Tt = ch (fo)
e e:nrege ||g/((p(t0)) ] QPI(tO)H gl(90<t0)) ¥ <t0>
@' (t0)>0 1

lg (o(to)]]?
= Ty ((to))-

D.h. der Tangenteneinheitsvektor im Punkt f(to) = g(¢(to)) ist also unabhingig von der (iquivalenten)

Parameterdarstellung.
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10.81 Definition: Sei K eine Kurve im R?.

1) Existiert eine Parameterdarstellung (f,[a,b]) mit f € C'([a,b] — R?) und f'(t) # 0 auf
[a,b], so heiBt K glatt.
Insbesondere: K glatt = T stetig auf [a,b], d.h. K hat keine Ecken.

2) K heiBt stiickweise glatt, falls es eine Parameterdarstellung (f, a, b]) und eine Zerlegung
Z ={to,...,tm} von [a,b] gibt, so dass

f’[ ] € Cl([t]’_l,t]’] — Rd) und (‘f’[tj—htj]),(t) 7& 0 fur tj—l S t S t]’ (j = 1, .. .,m).

tj—1:t;

firl<t<2
t—1

t
10.82 Beispiel: f : [0,2] — R*mit f(t) = ( 0 ) fir0 <t <1, f(t)= (
ist stiickweise glatt und

1

(Flio.) @) = ( 0 ) () @) = ( (1] ) -

10.83 Definition: Sei K Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung (f, [a, b]).
1) Falls
M > 0V Zerlegungen Z = {tg,...,t,} von [a,b] : Lz(K) := Z |f(t;) — f(t-0)] < M,

so heiBt K rektifizierbar.

2) Ist K rektifizierbar, so heiBt

L(K) := sup{Lz(K) : Z ist Zerlegung von [a,b] }

die Bogenldnge von K.

10.84 Satz: Sei K eine glatte Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung f € C"([a,b] — R?). Dann
ist K rektifizierbar, und es gilt

b
L) = [ I
Beweis: 1) Zeige ,<":Sei Z = {to,...,t,} Zerlegung von [a,b]. Dann gilt
t
| o
ti—1

1073~ [ Additivitst [
S [ wrwna s e
j=1 ti—1 a

- LK) < / 1/ (0)] dt.

Lo(K) = Y If) = ol = 30
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2) Zeige ,,>": Sei ¢ > 0 fest. f’ stetig auf kompaktem Intervall 0% f! ist gleichmaBig stetig:

= 30 >0Vs, t €la,b]:|s—t|<d=|f(s)— flt)] <e

Wihle eine Zerlegung Z = {to,...,t,} von [a,b] mit max |t; —t;—1| < 0. Dann
>jsn

LA @I < IFEN+ L@ = FEI < N @) + e firt; o <t <t

= /tvj £/ (O] dt < NFENt —t1) Felt; —t; 1)

J

+ E(tj — tjfl)

IA

+ €(tj — tjfl)

/ L) = P+ () dt

tj
| rwa
<e b

1f () = F{E-)ll + 2e(t; = 51)

b noot
= [urane = 32 [ e

Z 1f(t5) = f(t-)]| +2¢(b - a)

J/

| lrw - rop

VAN

IA

-~

=Lz(K)
< L(K)+2(b—a).

Mit € — 0 folgt die Behauptung. 0

10.85 Satz: Aquivalente Parameterdarstellungen einer Kurve K ergeben dieselbe Linge L(K).

Beweis: Seien (f, [a,b]) und (g, [c, d]) zwei dquivalente Parameterdarstellungen von K und L\/)(K),
LY (K) die durch f bzw. g definierte Linge von K. Ist Z = {tg,...,t,} eine Zerlegung von [a, b],
soist Z':={p(to),...,¢(t,)} eine Zerlegung von [c, d] und es gilt

LK) = 22N16) = -0l TE S lalett) — olelt-)| < 2950,

= LK) =sup LY (K
Z

) < LYW(K).
Genauso folgt L9 (K) < L)

(K).

10.86 Hilfssatz: Ist (f,[a,b]) Parameterdarstellung von K, und sind Z, Z’ Zerlegungen von [a, b]
mit Z C Z', so gilt Lz(K) < Lz (K).
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Beweis: Klar nach Definition von Lz (K) und Dreiecksungleichung fiir die Norm.

10.87 Satz: Sei K rektifizierbare Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung (f,[a,b]). Ist a < c <b
und K1 := f([a,c]), K> := f([c,b]), sosind K7, K> mit Parameterdarstellungen (f, [a,c]), (f,[c,b])

rektifizierbare Jordan-Kurven, und es gilt

L(K)) + LK) = L(K).

Beweis: 1) K;, K, sind Jordan-Kurven, da f|[a B injektiv ist.

2)

3)

Zeige L(K1)+ L(K,) < L(K): Seien Z; = {a =tg,...,t, =c}, Zo={c=350,...,8m = b}
Zerlegungen von [a, ¢] bzw. [c,b]. Dann ist Z := Z; U Zy Zerlegung von [a, b], und es gilt

Lz (K1) + Lz, (K3) = Lz(K) < L(K).
= K3, K5 sind rektifizierbar, und es gilt

LK) + L(Ks) = Sl;p Lz(Ky) +sglp Lz (K3) = sup (LZ(Kl) +LZ/(K2)) < L(K).

2,7

Zeige L(Ky) + L(K3) > L(K): Sei € > 0 fest.
Wihle eine Zerlegung {to,...,t,} von [a,b] mit Lz(K) > L(K) —e.
0.B.d.A. kann ¢ € Z angenommen werden, denn andernfalls betrachte Z' := Z U {c}. Dann

gilt nach letztem Hilfssatz
Ly(K) > Lz(K) > L(K) —e.
Zerlege Z in zwei Zerlegungen Z; von [a,c] und Zs von [c, b]. Dann folgt
Lz (K1) + Lz (Ky) = Lz(K) > L(K) —e.

Da £ > 0 beliebig war, folgt L(K;) + L(K3) > L(K).
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10.88 Satz: Sei K rektifizierbare Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung (f, [a,b]) und sei K, :=
f([a,t]) mit Parameterdarstellung (f,[a,t]) fir a <t <b und

L(t) :== L(K}) fira <t <b.

Dann gelten:

1) L ist streng monoton wachsend,
2) L ist stetig,
3) Bild(L) =[0,L(K)].

4) Falls zusétzlich K glatt ist und f € C"([a,b] — R"), dann ist L differenzierbar auf [a, b] mit
L'(t)=f(t)| fira <t <b.

Beweis: 1) Firt e [a, b, h >0, t+h <Dbgilt
L(t + h) — L(t) “Z L(K"), K" = f([t,t + h]).

Satz
LIK") > ||f(t+h) = ft+ D + £+ 5) = fFO) >0 = Lt +h) > L(2).
>0 da K Jordan-Kurve
2) Schritt 1: Sei 7y € ]a, b]. Zeige t—l>irlon—o L(t) = L(7).
Sei € > 0. Wahle Zerlegung Z mit Lz(K) > L(K) — 5.
f gleichmaBig stetig (Satz 6.52) = 30 > 0 V¢, t' € [a,b] : |t—t'| < = ||f(t)—f(t')|| < 3.

Ergdnze Z durch Zwischenstellen zu 72’ = {t;, ...t }, so dass

/ !/ ! /
lrsnjz%}rcnﬁj —t, 4| <dund o € 7', 1o =1t

Nach letztem Hilfssatz: Lz/(K) > Lz(K) > L(K) — 5.

Setze K; := f([t)_y,t}]) firj=1,....m

= 0 < L(Ky) = |[[f(t) = f(th)]]

-~

<e/2
< 30 (£ - l85) - 11850
= 2_(K)—LZ’(K)
= L(KJ) < €



Analysis II, Sommersemester 2015, Seite 176

Fir t,_, <t <t =7 folgt

L monoton L monoton
0 < Lm)-LE) < L) —L{t;) = LK) < e
= lim OL(t) = L(19).
Genauso folgt lim 0L(t) = L(mo) fiir 19 € [a, b] .

t—10+

Dies beweist die Stetigkeit von L auf [a, b].

3) Klar

Hauptsatz

4) L(1) / 1f'(s)l[ds A |IF/(C)Il stetig —="" L'(t) = [|f' @)l fira <t <b.
Mit 10.70, Teil 2) folgt L'(t) = [f(t)]| fiir a < t < b.

Satz 10.84

10.89 Definition: Sei K rektifizierbare Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung (f, [a,b]). Dann
heiBt
(9,(0, L(K)]) mit g := fo L™"

Bogenlangenparametrisierung von K.

10.90 Satz: 1) Aquivalente Parameterdarstellung fiihren zur selben Bogenlingenparametrisierung.

2) Ist K glatt, so ist die Bogenlangenparametrisierung ¢ : [0, L(K)] — R" differenzierbar auf
[0, L(K)], und es gilt ||¢'(¢)|| = 1 fir 0 <t < L(K). Insbesondere ist der Tangenteneinheits-
vektor im Punkt g(s) gegeben durch T,(s) = ¢'(s).

Beweis: 1) Kilar nach Satz 10.85.

2) Sei (f,[a,b]) eine C'-Parametrisierung von K mit f'(t) # 0 auf [a, b].
Satz 10.88 = L : [a,b] — [0, L(K)] ist bijektiv und differenzierbar.
Satz 6.69 = L~! ist stetig.

Satz 7.15 = L' ist differenzierbar in |0, L(K)[ mit

—1\/ g) = ; 1(;88 ;
Y= gy e
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Da L~! stetig auf [0, L(K)] und (L' stetig fortsetzbar auf [0, L(K)] ist, folgt mit Bemer-
kung 10.70, dass L' auf [0, L(K)| differenzierbar ist. Dann ist auch g = f o L™! differen-

zierbar, und es folgt

1

9@l = @@ - EN ] =

fiir 0 < s < L(K).

rcost

10.91 Beispiel: Sei r > 0 fest, f(t) = ( v sin ¢
= K = f([0,2n]) ist Kreis um (0,0) mit Radius .
t t
1
L(t):/ Hf’(t)Hdt:/ rdt=rt = L*l(s):;s.
0 0

= Bogenlangenparametrisierung von K:

fir 0 <t < 2m.

rcos 2

g(s):( ;")fijrogsgL(K):%rfr.

rsin 2
T

10.12 Die trigonometrischen Funktionen
10.92 Satz: Der Umfang des Einheitskreises K ist Ty

LK) = 2/_1\/%@:.

3G

O

1

Beweis: K’ := Viertelkreis im 1. Quadranten,
t

Parameterdarstellung f(t) = ( JIe ) 0<t<1.

f ist als Hintereinanderausfiihrung stetiger Funktionen stetig. -1

Ist K’ rektifizierbar?

Betrachte K, mit Parametrisierung (f, [0,b]) fiir festes b €0, 1[ .
Ky ist glatt, also rektifizierbar, und

b 1 |
L(K,) = h dt = dt
(FG) /o ( 2\/12—tt2 )H /0 Vi—1t2

1

Fir0<t<lglto<t<t<l = 0<1l-t<1-t<1 = 0<

1 1

1 : Vergleichskriteri .

/ dt konvergiert elearentum / dt konvergiert.
0 0

v1—1t )

1—1t2

dt fir 0 < b < 1.

1
V=122

L <
V1—¢2

Vi—t
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Sei Z = {to,...,t,} Zerlegung von [0, 1]. Dann ist Z' = {ty, ..., t,—1} Zerlegung von [0, ¢,_1], und
es folgt

LoR) = S5 = F0] 4] {(t) ~S )|

N g =)=
:LZ/(Ktnfl)

LK1, ) + || (tay)|
——

<2

L |
< / dt 42
0o V1—12

Also ist K’ rektifizierbar. Aus Satz 10.88 folgt

IN

1
V=122

Genauso folgt, dass die Lange des Viertelkreises K” im linken Quadranten durch das uneigentliche

dt.

LK) = lim L(K,) = /0

b—1-0

Integral

0
A 1
L(K)—/1 —1—t2dt

gegeben ist. Mit der Additivitat der Bogenlange (Satz 10.87) folgt die Behauptung.

L |
dt
V1= 2

10.93 Definition: © := /

10.94 Definition: Fir —1 <z <1 sei

I(2) / Ly, / R
= = 7T — .
z V1—1? IRRVARE = n,y

10.95 Satz: e [(—1)=m, I(1)=0,

e [ ist stetig, /2 1

—1
e [ ist differenzierbar in | — 1,1[ mit I'(z) = i
e [ ist streng monoton fallend,
e 0
o [:[—1,1] — [0, 7] ist bijektiv. 1 0 1

10.96 Definition: Fiir ¢ € [0, 7] ist cos(t) := [7(¢), sin(t) := /1 — cos?(t).
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10.97 Satz: sin, cos : [0, 7] — R sind stetig und differenzierbar auf [0, 7] mit

sin’(t) = cos(t), cos'(t) = —sin(t).

Beweis: Nach Satz 6.69 ist cos = [~! stetig. Nach Satz 7.15 ist cos = [~! differenzierbar in 0, |

mit
1 1
cos'(t) = (I"YH(t) = T = — = —y/1 —cos?(t) = —sin(t).
(:L‘) w=l=1(t) V1—z? x=cos(t)
Aus der Kettenregel:
1
sin’(t) = 1—005215/: - (—=2)cos(t)( —sin(t)) = cos(t).
) 0 = g (D eos((—sinl0) = cost)

Da sin, cos stetig und die Ableitungen stetig fortsetzbar auf [0, 7| sind, folgt mit Bemerkung 10.70,

dass sin, cos auf [0, 7] differenzierbar sind. 0

10.98 Fortsetzungen: 1) Fiirt € [—m,0[: cos(t) := cos(—t), sin(—t) := —sin(t).
2) Fiirt € R: Wahle k € Z, so dass t — 2km € [—m, 7] und setze
sin(t) := sin(t — 2k7), cos(t) := cos(t — 2km).

<N

y

31/2 T /2 0 /2 n 3n/2 2m 5m/2 3
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10.99 Satz: 1) sin,cos: R — R sind stetig und differenzierbar mit

sin’(t) = cos(t), cos'(t) = —sin(t), t € R.

2) Vt € R :sin®(t) + cos?(t) = 1. Insbesondere |sint|,|cost| < 1 fiir t € R.

10.100 Satz: Es gilt sin,cos € C*(R — R) fiir jedes k € N (schreibe sin, cos € C*(R — R))

und

© 1)k
cos(t) = Z <<2]1;' 2?* fiir 2 € R,

k=0
sin(t) = i ﬂx%“ firz € R
B = (2k +1)! '

Beweis: 1) Kilar.
2) Berechne das Taylorpolynom: Es gilt

(—1)"/2 cos(t), n gerade

(—=1)"*D/25in(t), n ungerade
(—=1)"/2, n gerade
0

n ungerade

cos™(z) =

= cos™(0) =

_ cos ko (=1)" %
Ton(0,2) = Z ool T Z (Qk)!x '
k=0

Restglied (Lagrange):

_ (=)™ sin(§) o |z[*"* -
’RQn(O,ZE)} - ' (2n+ 1)! > m — 0 fiir n — oo.
= cos(x) = lim T5,(0,z).
n—o0
3) Genauso fiir die Sinusfunktion. 0
10.101 Additionstheoreme: Fiir x,y € R gelten
sin(z +y) = (sinz)cosy+ (cosx)siny,
cos(r +y) = (cosz)cosy — (sinx)siny.

Insbesondere:

sin(2z) = 2(sinx)cosz, quadcos(2r) = cos’z —sin®r = 1— 2sin’x.
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Beweis: Fiir festes z € R betrachte

f(t) = (sint)cos(z —t) + (cost)sin(z —t)
= f'(t) = (cost)cos(z —t)+ (sint)sin(z —t) — (sint)sin(z — t) — (cost) cos(z —t) = 0
= f(t) = konstant = f(0) = sinz.

z:=x+4y, t:=0 = sin(r+y) = (sinx)cos(zx +y— )+ (cosx)sin(z +y — x).

Fiir den Kosinus: Dasselbe mit f(t) := (cost) cos(z — t) — (sint) sin(z — t). 0
. : sinz . 1
10.102 Definition: Tangensfunktion: tan(z) := fir e € R\ {(k +3)7: k € Z},
cos
Kotangensfunktion: cot(x) := C_Osx firx e R\ {km: k € Z}.
sin

10.103 Satz: Die Tangensfunktion ist stetig, differenzierbar mit tan’(x) = () = 1+ tan’(z),
cos?(x
streng monoton wachsend auf | — 7, 7[, und es gilt Bild(tan) = R.
—1
Die Cotangensfunktion ist stetig, differenzierbar mit cot’(z) = — ) = —1 + cot?(z), streng
sin®(x
monoton fallend auf |0, 7[, und es gilt Bild(cot) = R.
\y
X\
-51/2 -2m -31/2 - /2 0 /2 m 3n/2 2n sm2

-1
10.104 Definition: Arkussinusfunktion: arcsin := (sin ‘[_F/Z 7r/2}> -L1] =[5, 5]

Arkuskosinusfunktion: arccos := (cos ‘[0 ﬂ) :[=1,1] — [0, 7],
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—1
Arkustangensfunktion: arctan := (tan ‘]4/27”/2[) R—=]1-%2,%[,

I
Arkuskotangensfunktion: arccot := (cot ‘]0 W[> ‘R —]0, 7.
10.105 Bemerkungen: 1) Es gilt cos ’[0 = [7! = arccos = .

. ™ ™
2) Es gelten arcsin = 5 — arccos, arccot = 5~ arctan.

10.106 Satz: Die inversen trigonometrischen Funktionen sind stetig und im Inneren des jeweiligen

Definitionsbereichs differenzierbar mit

arcsin’(z) = 1 firze]—1,1]
/1 — x2 ) Y
—1
arccos () = ———firze|—1,1],
@) = =g fireel-11
1
/ . ..
arctan’(z) = e fir x € R,
/ - - .
arccot'(z) = 2 fir r € R.
Beweis: arccos'(z) =1'(x) = _71
V1—2a?
o (2 1 1 1
arctan’(x) = S — _
tan’ (’y) y=arctan x 1 + tan2 (’y) y=arctan x 1 + .T2
Rest klar. O

10.13 Lokales Verhalten von Kurven

10.107 Erinnerung: Satz von Taylor: n € N, f € C""(]Ja,b[— R), x € ]a,b[. Dann

nofk)
f(x) = f(xo) + Z f ];'xo) (2 — 20)" + O (Jo — 2o["™") fiir 2 — o,
k=0 ’

denn wihle € > 0 so, dass [z — &, x¢ + €] C ]a, b[. Dann

F0(E)
(n+1)!

z€[zo—E,T0+¢]

F0(E)
(n+1)!

Lagrange

’Rn(xo, x)’ = (z — 20)" max Nz — xo|™.

=€ [:vots,moJrs] [xo—e,x0+e]

10.108 Taylorentwicklung vektorwertiger Funktionen: Sei n € N, f € C"*!(Ja,b[— RY),
to € ]a, b . Dann

Vi=1,...d:f;(t) = [t En Lk)(to)t to) + O (|t — to["*!
j_ g f]() - f]( 0)+k0 k" ( - 0) + (| - 0| )
— (t—to)" ) ntl
= f(t) = E I FE(to) + O (|t —to|™*")

k=0
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Speziell n = 2:

(t —tg)?
2

F(t) = flto) + (¢ — 1) (o) +

TV
Tangente, Schmieggerade

f"(to) +O ([t —to]*)

J/

TV
Schmiegparabel

10.109 Satz: Sei K glatte Kurve mit Parameterdarstellung f € C"([a, b] — R?). Dann gilt fiir die

Bogenlingenparametrisierung g = f o L%

g€ C"([0, L(K)] = RY), Vs € [0, L(K)] : [lg'(s)| =1 A ¢"(s) L g'(s).

Beweis: Beweis von 10.90: (Lfl)/(s) fir 0 < s < L(K), L™! ist stetig

| o)
2% (171 st stetig.

Pley=? %f’(L‘l(S)) (L) () (L)
= Hf’(L () = <f’(L (), F1(L7(9)))
2 Y PO L) + (), (Y ()
= 2(L7Y) () (f(L7H(9)), f(L7N(s)))
= ' = e )N
= (P E )2 ) 0 L) (6, 7 o L)
= (L71)" ist stetig.
Induktion = L' e C™([0,L(K)] = R) = g=foL'e ™0, L(K)] — R?)
10.90: s € [0, L(K)] « [ /(s)]| = 1 "7 s € [0, L(K)] : {g"(s), 4/(5)) = 0.

10.110 Anwendung: Sei K glatte Kurve mit Parameterdarstellung f € C3([a,b] — R%), g =

f o L' die Bogenlingenparametrisierung.

(s — s0)?
2

= g(s) = g(s0) + (s — 50)g"(s0) + g"(s0) + O (|S — 50|3) fir s — sp.

Die Schmiegparabel im Punkt g(so) ist durch

(s — s0)?
2

h(s) = g(so) + (s — s0)9'(s0) + g"(so) firseR

gegeben, falls {¢'(z0), g"(s0)} linear unabhangig. Diese Parabel liegt in der Ebene

= {z =g(s0) +ag'(so) + 19" (s0) : at, B € R}.

1
lg" (s0)
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Beziiglich des Koordinatensystems mit Ursprung in ¢g(so) und den orthonormalen Koordinatenvek-

1
oGl )”g”(SO) hat K’ = Bild () = h(R) die Darstellung
g7\So

1
K= {(aa) s 2 = 51" (s0) 22}

toren ey := ¢'(sp), €2 ==

10.111 Scheitelkriimmungskreis einer Parabel:

<

Seia>0und K :={(z,y) : y = %2?, v € R}.
Suche groBten Kreis in der oberen Halbebene, der K
in (0,0) beriihrt.
Symmetrie = Kreismittelpunkt (0, ) mit o > 0.
Ansatz fiir die Kreisgleichung:

2+ (y—y)? =1’ =y

& 224+’ -2y =0

Schnitt mit Parabel: Setze 22 = %y in Kreisgleichung ein:
2 1 1
= ayﬂ/ —2yy=0 & y|2 it +y)=0 < y=0V y=—2 ~—w0).

1
Der Scheitelkriimmungskreis ist der Kreis im Grenzfall y, = —.
a

. 1
Der Kriimmungsradius ist dann r = —.

S|

Anwendung: Die Parabel K" = Bild (h) mit h aus 10.110 hat im Scheitel g(so) den Kriimmungsradius
1

I =
l9" (so)l

10.112 Definition: Sei K glatte Kurve mit Bogenlangenparametrisierung g € Cz([O,L(K)] —
R?). Fiir 0 < s < L(K) heiBt x(s) := ¢"(s) Kriimmungsvektor von K im Punkt g(s), |[x(s)]|

b
()

heiBt Kriimmung von K in g(s), heiBt Kriimmungsradius der Kurve K in g(s).
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acost

10.113 Schraubenlinie: Seien a,b > 0 und f(t) = ( asint ) fur ¢t € [0, 47]
bt

—asint
N f’(t)=< acost ) |£/(0)] = Va? +17,
b

¢
s

s=L(t) = Vaz+b2dt=tva?l+b = t= ——
Q /o va? + b?

S
4 CO8 T

Bogenlingenparametrisierung: g(s) = aSiHb\/ﬁ fir s € [0,47va? + b2].
_ Vet

’( ) 1 _aaC(S')lSn W ( ) //( ) 1 _a69S \/a;w

= §(8) = —F— T | r8)=9"(8) = 5—5 | —asin ==

T2 21 2 Va2 +b

va*+b a2b+b2 a® + 0
N : 1 a® + b?
= Kriimmungsradius r = = .
[5(s)]l a

10.114 Formeln zur Berechnung: Sei f € C?*([a,b] — R?) Parameterdarstellung der glatten
Kurve K. Dann gelten fiir die Krimmung im Punkt f(t) = g(L(?)):
L/7() > @]

(FEO] .
1) f3() = f1(8) f3(2)]

(fi()? + f5(8)?)
Im Fall d = 2 gilt fiir den Graph K = {(z, f(z)) : « € D(f)} einer Funktion f mit der speziellen
Parametrisierung z1(t) = t, x2(t) = f(¢):

) | /()]
K Punk ; L = —
rimmung im Punkt (¢, f(t)): ||=(L(2))]| N0
10.115 Beispiel: Fiir die Parabel y = 2% mit a > 0 gilt y
I N
HK/( (t)) H (1 + (ax>2>3/2

(Lt (az))*”

= Kriimmungsradius im Punkt (7, 22?%) : r =
a

72

10.14 Einfiihrung in die numerische Integration

b 1

1
Problem: /f nicht explizit berechenbar (z.B. /e_””2 dx,/
0

a

sin x

dx).

T
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1. Idee: Wahle Stiitzstellen a = 2y < z; < ... < z,, = b, berechne Polynom P, durch (z;, f(z;))

b b
und hoffe/ fz/ P

10.116 Definition: Sei f : [a,0] > R, a = 20 < 21 < ... < x, = b. Das Polynom P, n-ten

Grades mit
P(.TJ) = f(l’j), fUI’j:O,,n

heiBt Interpolationspolynom zu f und {x,...,z,}.

10.117 Existenz: Sei P(x) = ap + a1z + ... + a,2". Bestimme die Koeffizienten a; als Lésung

von
P(zj) = f(z;) < ao+aw;+...+ax) = f(z;) (j=0,....n).
Dies ist ein LGS mit n + 1 Gleichungen fiir n + 1 Unbekannte.

Aus dem Identitatssatz 4.34 wissen wir: Es gibt hochstens eine Losung. Fiir unser LGS bedeutet das:

Die Koeffizientenmatrix hat Hochstrang. Oder anders

1 z x% R
1 x 2° z?
1 . .. 1

# 0.
1z, 22 "

Lineare Algebra . .. . .
= Die Koeffizientenmatrix ist invertierbar

= Es existiert eine eindeutige Losung

10.118 Satz: Sei f € C""([a,b] — R), P, das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen
xg, ..., T, und R, := f — P,. Dann gibt es ein £ €a, b[, so dass

R@) = gy £ SBICE

Insbesondere kann der Fehler R, abgeschatzt werden durch

Ro(z)] < —— max |/ »Hm—m

(n+1)! teab]

Beweis: Sei w(z) := H(x —x) =" e+ e = W (2) = (n4 1)
=0

Fiir festes = € [a,b], © # xo,. .., x, betrachte
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Wegen R, (z;) =0, w(z;) =0 fir j=0,...,n gilt

p(xo) =0, ..., p(zn) =0, p(z) =0.

Also hat ¢ mindestens n + 2 verschiedene Nullstellen in [a, b].

S Roll : : :
20 % hat mindestens n + 1 verschiedene Nullstellen in Ja, b]

= ©" hat mindestens n verschiedene Nullstellen in |a, b
= ¢+ hat mindestens eine Nullstelle in ]a, b]
R,
dh. 3¢ €la,b[: 0= V()= R — (=) (n+1)!
—_ w(z
=(f—Pp)(nt1)=f(n+1)
5 g =T,y
w(x)
U
1
10.119 Die groBe Enttduschung: f:[—4,4 > R:z+— e
x
5 Stiitzstellen 9 Stiitzstellen 17 Stiitzstellen

Mit wachsender Anzahl der Stiitzstellen wird die Approximation schlechter.

Man beschrankt sich deshalb auf Polynome kleiner Ordnung.

Zunachst der Fall n = 1, d.h. f wird durch ein Polynom 1. Grades (,, Gerade") approximiert:

10.120 Satz: Sei f € C?%([a,b] — R). Dann gilt die Trapezregel

b—a

[ rerds = 0@+ f0) + R mic || <

(b—a)’
12

171l
.-
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r — a

Beweis: P = f(a) + p—_ (f(b) = f(a))
[P = f@e-as i - fw) |
= 2w+ 1w)

1 b
7 2 Emax|f”(t)|/ o — al |z — b da.

_(b-a)3
=%

Der Fall n = 2, dh. f wird durch ein Polynom 2. Grades (,, Parabel") approximiert:

10.121 Satz: Es sei f € C*([a,b] — R). Dann gilt die Keplersche Fassregel (auch Simpson-

Formel):
b 5
b— +0b : b—
[ e = 5 (s@war(U5) 1 sw) 4 mmicr) < S
Beweis: Siehe Ubungen ]
2. Idee (Summation): Unterteile [a,b] in Teilintervalle [a,a + hl,[a + h,a + 2h],...,[b — h, ],

wende in jedem Teil die Trapezregel an.

10.122 Satz: Sei f € C*([a,b]), h:= Z)—Ta mit einem k € N. Dann gilt

(fla)+2f(a+h)+2f(a+2h)+...+2f(b—h)+ f(b) + R,

o |

b
/f = T(h)+ R =
h2 "
Bo< -0

(summierte Trapezregel).

b ko pa; Eo o L
Beweis:/f _ Z/ fo= S ESIER(f) + @) + R o= 53 () +
flzj1)) + R

e (SL,'_SU'*l)3 " h? " h? "
HIE R I LA T

i=1 O
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3. Idee Romberg-Extrapolation (genial!): Beweise eine genauere Fehlerabschatzung

b
/ f(x)dz = T(h)+cih* +coh* + ...+ h%* - p(h)

mit beschrankten p(h) fiir A | 0 (Taylorentwicklung).

B ORC RO RO

Subtraktion der ersten Abschatzung von 4-mal der zweiten eliminiert den 1. Fehlerterm:

3/abf - 4T<g)—T(h)+c2<1i‘6_1)h4+....

Also Verfahren:

TO = T(b—CL)
b— 4Ty =T
T1 = T ¢ Tl(l) = ¥
2 3
1 1
n, - 7(b=e VLA ATy, - T o 27 7
4 3 42 —1

Dieses Verfahren liefert gute Ergebnisse, wenn f geniigend oft differenzierbar ist.
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11 Differentialrechnung 11

11.1 Normierte Riume

11.1 Erinnerung: Sei V ein R- oder C-Vektorraum. Eine Abbildung ||.|| : V' — R heiBt Norm auf
V, wenn fir x,y € V und a € R bzw. a € C gelten:

Positivitat: ||z| >0,

Definitheit: ||z|| =0 < 2 =0 (= Nullelement des Vektorraums),
Homogenitét: ||« -z| = |of - ||z,

Dreiecksungleichung: ||z + y|| < [|z| + ||y||.

(V. |I.]]) heiBt normierter Vektorraum.

d 1/2
11.2 Beispiele: 1) V =R?, |z|| = (Z x§> .
j=1

2) V=C([a,b] = R), | fllx = max |f(z)|.

z€0,1]

b 1/2
3 V=Clat >R 17l = ([ Ple)
ZLur A—Unglfichung:
(f,q9) = / f(x)g(x) dz definiert ein Skalarprodukt auf V' mit || f]|*> = (f, f).

= \f+gll> = (Frgf+9) = (LH+ 29 +{g9) < (IfIl+llal)*
~—— ~—— ~—~—
=[If112  Z2lfll-lgll (CSB)  =||glI?

11.2 Stetigkeit
11.3 Erinnerung: Seien (M, d;), (Ms,dy) metrische Raume, f: My O D — M, und o € D.
f heiBt stetig in x, falls
Ve > 035, >0Vr € D:d(z,x0) < 0. = d(f(z), f(zo)) <e
oder dquivalent
V(zx,) Folge in D : z,, — x¢ beziiglich d; = f(x,) — f(zo) bezliglich d,.
Speziell: (V,||.]l), (W, ||.|lw) normierte Raume, f :V O D — W ist stetig in xo € D, falls

Ve >030. >0V € D: |z —zlly <d. = ||f(z) - f(:co)HW <e
bzw. V(z,) Folge in D : ||z, — zo|ly — 0= ||f(xn) — f(x0)|lw — O.
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11.4 Satz: Sei L : R? — R™ linear, d.h.
Vo,y € R Vo, B € R: Liax + By) = aL(z) + BL(y).

Dann ist L stetig.

Beweis: LAAG |: IMatrix A Vz € RY: L(z) = Az, d.h.
d
Li(x) = Zaijj firk=1,...,m.
j=1

Ist nun (z,,) Folge in RY, z,, - zp € R? = Vj=1,...,d: (x,); = (%0);

d d
= Vk=1...m: Ly(z,) = Zakj(xn)j — Zakj(xo)j = Li(zo)
P =1

= L(z,) — L(xo), d.h. L ist stetig in x.

beliebi . :
S ist stetig.

11.5 Beispiel: V = C([O, 1] — R), Wflle =11 £l
W =C([0,1] = R), [[fllo = [Iflloo:
Id:V — W : f+ fist linear und nicht stetig in 0
(0= N : 2z — 0 ist das Nullelement von V')

Betrachte f,,(z) := 2" fir 0 <z < 1.

2 1

1 1
0 < =N = [ (b)) - N@) de = gt = 0
< |Ifa=NIY /Off (1) = N(@) do = 5—=a™| = 507 7

~~
—g2n

~ f, s NinV.
Aber =(L(f,) = L(N) in W):

|25 = LVl = max|fule) = V()| = 1.

0

J/

TV
=[z"|

11.6 Satz: Sei L :V — W linear. Dann gilt

Vrg € V i L ist stetig in xy < L ist stetig in g =0

Beweis: ,=": Trivial (Spezialisierung)
,<": Seien o € V und (x,) Folge in V' mit x,, — x¢. Dann gilt ||z, — z¢|/y — 0 und

L stetig in 0

L(z,) = L(x, — x4+ x0) = L(x, — 0) + L(x0) i(/()lJrL(xo) = L(xp).

—0 =0



Analysis II, Sommersemester 2015, Seite 192

11.7 Definition: Eine lineare Abbildung L : V' — W heiBt beschrankt, falls

de>0Ve eV || Lx)||lw < c|z]v.

11.8 Stetig = Beschrdnkt: Fiir eine lineare Abbildung L : V' — W sind dquivalent
(i) L ist stetig.

(ii) L ist beschrankt.

Beweis: (i) = (ii)": Kontraposition, zeige —(ii) = —(i):

Sei L nicht beschrankt, d.h.

Ve> 03z €V ||L()|w > cl|z|v

= VYne Nz, e V:|Lx,)|lw > n|x.v

1
Setze y,, ;== ——x,,. Dann
Al

1

lynlly = ——Jlzlly = £ = 0

Al n

L)l H L e = = @) > =] =1

] E] EN]

Das bedeutet: 3, — 0, aber ﬁ(L(yn) — O). D.h. L ist in g = 0 unstetig, also liberall unstetig.
= —(i).
. (i) = (i)": Zeige: L ist stetig in zo = 0. Sei (x,,) Folge in V' mit x, — 0. Dann

0 < [[L(zn)ll < cllzall — 0.

Also konvergiert L(z,) gegen 0. L ist somit stetig in 2o = 0.
116 .
= (i). O

11.9 Satz: Seien u, V, W normierte Raume.

1) Sind f,g: V — W linear und beschrinkt und o € R (oder a € C), dann sind f + g, af :
V' — W linear und beschrankt.

2) Sind f:V — W und g: W — U linear und beschrankt, dann ist auch go f : V' — U linear

und beschrankt.

Beweis: 1) Selber

g linear

2) (fog)laz+By) = flg(az+By)) " =™ flag(@) + Bg(y)) " =" af(g(x)) + Bf(9(y))
= a(fog)(@)+B(fog)(y).

f beschrankt g beschrankt

[(Feg@] = lfe@)ll = els@l < el O
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11.3 Veranschaulichung im R

11.10 Der Graph von Funktionen mehrerer Verinderlicher: Ist f : R> O D — R und D

offen, so ist der Graph von f

G = {({El,l’g,f(l’l,l’g)) ER?: (z1,13) € D}
eine (gekrimmte) Flache im R3.

Allgemeiner: Ist f : R? O D — R und D offen, so ist der Graph von f
G = {(z, f(x)) eR™ :2 € D}

eine , Hyperfliche” im R*! (spiter genauer).

11.11 Wichtige Idee: Zur Untersuchung oder Veranschaulichung des Graphen in der Umgebung
eines Punktes (o, f(20)) kann man das Verhalten von f lings der Geraden {zo+¢-v : t € R} mit
festem Richtungsvektor v € R betrachten.

Anders ausgedriickt: Man schneidet G mit geeigneten Ebenen:

E = {(zo+t v,s) eR" :t,seR}
= ENG = {(zo+t-v,f(zo+t-v)):teD} (D" C R geeignet).

Diese Schnittkurve E N G kann man sich als Kurve im R? veranschaulichen:
K = {(t, f(xo+t-v)) : te D'} CR®

Vorteil: Man untersucht die Funktion ¢t — f(xo 4t - v), die nur von einer reellen Variablen abhangt

und reellwertig ist.

11.12 Beispiele: 1) f: D ={(zy,22) 23+ 23 <1} = R: (21, 79) —~ /1 — 22 — 2%
Graph von f: G = {(xl,xQ,xy,) cri a3 <1 A x3=4/1—2%— x%} (Halbkugelfliche).

2) f:R*—=R:(z1,22) > 1179 (Der Graph ist eine Sattelflache).

11.4 Richtungsableitungen

11.13 Definition: 1) Seien V,W normierte Raume, D C V offen und f : D — W, xy € D,
veV.(Doffen = 36>0:{xg+tv:|t| <d} C D.) Existiert der Grenzwert
d 1
Df(ro)(v) = o f o+ t0)| = lim s (fao+ ho) — f(x0)),
so heiBt Df(zo)(v) Richtungsableitung oder Gateaux-Ableitung von f im Punkt z; in
Richtung v. Beachte: D f(xz¢)(v) € W, v — D f(x)(v) ist Abbildung einer Teilmenge von V'

nach W.
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2) Sei D C R offenund f: D = R™ 2o € D, 1 <5 <d, e; der Einheitsvektor in z;-Richtung.

Existiert der Grenzwert

&cjf(xo) = 8jf(950) = lim Df(%)(@j),
so heiBt 0; f(x¢) € R™ partielle Ableitung von f nach z; in .

3) Sei D CReoffenund f: D — R, 2y € D. Existieren alle partiellen Ableitungen 0, f(zy), ...,
0af(x0), so heiBt der Vektor

O f (o)
gradf(zo) = Vf(zo) = :
9af (xo)
der Gradient von f in xy (V = Nabla-Operator).
T
11.14 Beispiele: 1) f:R?> > R3: 2~ ( 9 )
Ty + 23
1 0
() oo )
1 2[L‘2
Fiir v € R? gilt
x1 + tug
flx+tv) = Ty + tvy )
T+ tUl + (.TQ + tv2)2

d U1
== d—f(l‘ + tv) = V2
t v1 + 2(xo + tug) vy

U1 1 0
= Df(z)(v) = Vg ) = (O 1 ) <51 )
vy + 22909 1 29 2

Insbesondere: D f(z) : R* — R3 ist eine lineare Abbildung.

2) f:R? = R mit f(z) = x2e®172:

27167172 4 21,172 )

Vf<x) = ( xi{’emm

Firv=( "' ) e R?gilt
V2

r+tv) = (1 +tv 2€(ml+tvl)($2+t02)
1 1
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und
%f(:c +tv) = 2z +tv)vie + (21 + tvy)%e (vi (@2 + tvg) + (21 + tvr)v2)
= 270" 4 17172 (129 + 110)
= 01(22) + 231)e™ ™2 + vyziet1r
= 0 f(z) + v202f ()
= DI = (Afl) s ().

V2

TV
Matrix mit 1 Zeile

Insbesondere: D f(z) : R? — R ist eine lineare Abbildung.

11.15 Definition: Seien V, W normierte Raume, D C V offen, f : D — W, ¢y € D, und es
existiere D f(xg)(v) fir alle v € V. Ist Df(xg) : V. — W linear und stetig, so heift f in zg
schwach differenzierbar, f!(z() := D f(z() heiBt schwache Ableitung von f in z.

S
11.16 Satz: Ist V =RY W = R™ und f = ; : D — R™ in xq schwach differenzierbar,

fm

so ist jede Koordinatenfunktion f; : D — R in z schwach differenzierbar (j = 1,...m), und es

gilt f'(zo)(v) = Jp(mo)v fiir v € R? mit der Jacobi-Matrix

O fi(zo)  Oafi(wo) .. Oafi(wo)
Orfa(zo)  Oafo(wo) .. Oafalwo)
Jp(xo) = : : :
a1]077%(110) 82fm(x0) s aclfm(xO)
1
Beweis: Setze v :=¢; = 0 :
0 hm (f1 (.TO + hel) f1 (SL’Q))
flayer =l (Fwo + her) = f(aw)) = :
]lllm (fm(ﬂfo + hel) fm(ﬂfo))
O fi(zo) = llllm (fj(xo + he1) — fi(wo)) existiert fir j =1,...,m,
= A fi(zo)
f(xo)er = :
81fm(x0)
F(x) : RE— R™ ist linear 251 Im x d-Matrix J Vv € R : f(x)v = Ju.
(1) O f1(zo) O1f1(xg) % % % xx
=gl o = : = J = :
0 1 fin(20) Orfm(@o) 5 e

Genauso fiir die anderen Spalten von J.
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Wie oben folgt: D fi(zo)v = (Jv)k fir v € R? Daraus folgt die Linearitat und Stetigkeit von
D fi(z0) : R — R, also die schwache Differenzierbarkeit von f in g fiir jedes k = 1,...,m. 0

€
11.17 Beispiele: 1) [:R> -5 R3:z— < To )

2
T+ x5

letztes Beispiel
=

f ist in jedem x € R? schwach differenzierbar mit f'(z) = <

e I =

0

| ) |
2.1’2
2) Aus schwacher Differenzierbarkeit folgt nicht einmal Stetigkeit:

1 fallszy =22 A 20 #0

0 sonst

f:RQ—HRmitf(x):{

Dann existiert die schwache Ableitung in zop = 0: f/(0)=( 0 0),
aber f ist nicht stetig in xo = 0.

3) Fiir die Abbildung f : R? — R : = — (23 + 23)"/? ist Df(0)o fiir alle v € R? definiert, aber
keine lineare Abbildung (vgl. Ubungen).

11.5 Die Ableitung

11.18 Definition: Sei f : V O D — W, D offen, o € D. Dann heiBt f Fréchet-differenzierbar
in xo, falls eine lineare stetige Abbildung L : V' — W existiert, so dass
f@) = f(wo)+ Lz —x0) + o(||x — zo|) fiir z — zg
bzw. f(zo +v) = f(zo) + L(v) + o(||v]) fiir v — 0. (%)
Die lineare Abbildung f'(x) := L heiBt Fréchet-Ableitung von f in z.
Erinnerung: Die Aussage (x) bedeutet:

f(@o+v) = f(xo) — L(v) = o(]lv]) fiir v—0
bzw. Ve >036>0VYv eV : ||v|| <8 =||flzo+v) = f(zo) — L)|| < elv]

bzw. lim Hf(iUo tu) - H
00 !M

11.19 Satz: Die Fréchet-Ableitung ist eindeutig.

Beweis: Sei f(zo+v) = f(SUo)‘i‘E(U)ﬂLO(”UH)
und  f(zo+v) = f(zo)+ L(v)+o(||v]])

Beweise Vw € V Ve > 0 : || L(w) — z(w)H < ¢. Dann folgt L = L.

};» L(v) — L(v) = o(|jv|]) fiir v — 0.
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Seien w € V, £ > 0 beliebig aber fest, w ;é 0.

Wahle 6 > 0, so dass HL(U) H ||v|| fir [Jv|| < 0.
2” || >0 = |aw|| =di < 4. Mit v := aw folgt
~ 1~ 1 ~ 1 ¢
HL(w) — L(w)H H— (qw) — aL(aw)H = EHL(O‘M) - L(aw)” < am low] = e.

11.20 Satz: Seien V, W lineare Raume, D C V offen, f: D — W, xog € D. Ist f in xy Fréchet-

differenzierbar, dann ist f in zq schwach differenzierbar und es gilt f.(xq) = f'(z0).

Beweis: Sei v € V' gegeben. Dann gilt

f(xo 4+ hv) — f(zo) = L(hv) 4+ o(||hv]]) (h € R oder C)

(Floo +h0) ~ f(o)) = L)+ 5 olhe])
—_——

—o(1)—0 fiir h—0

L linear

S

= Df(xo)(v) = L(v).

Hieraus folgt, dass Df(x¢)(v) fiir alle v € V existiert, dass diese Abbildung linear und stetig
beziiglich v ist, und dass f.(xo) = Df(xo) = L = f'(x0).

U
11.21 Beispiel: f:R? — R?: 2 — < L )
= fist in jedem Punkt z € R? Fréchet-differenzierbar und f’(z) = ( exfl :%1 )
11.22 Satz: Ist f in xq Fréchet-differenzierbar, dann ist f in z( stetig.
Beweis: f(x) = f(z) + L(z—x0) + o[z — )
fire — a9 | 1 (L stetig) l
flzo) +  L(O)  + 0
=0
= f(x) = f(xg) fir x — ¢
= f ist stetig in xg. 0

11.23 Satz: Seien U,V,W normierte Raume, Dy C V offen, f, fi,fo: Dy = W, ¢ : Dy = R
(oder ¢ : Dy — C), D, C W offen, g : D, — U. Dann:



1)

2)

3)
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Linearitdt der Ableitung: Sind fi, f> in zy € Dy Fréchet-differenzierbar und o, 5 € R (oder
C), dannist afy + S fa : Dy — W in xy Fréchet-differenzierbar mit

(afy + Bf2) (x0) = afi(zo) + Bfa(xo).

Produktregel: Sind f und ¢ in 2y € D Fréchet-differenzierbar, dann ist ¢of : Dy — W :
x+— @(x) - f(x) in 2y Fréchet-differenzierbar mit

(- f)(xo)(v) = @(xo)- f'(x0)(v) + ¢ (x0)(v) - fzo) fiirveV

bzw. kurz
(- f)(w0) = p(x0) - f'(0) + f(20) - ¢ (o).

Kettenregel: Gilt f(xy) € Dy, und sind f in 2y und g in f(xo) Fréchet-differenzierbar, so ist

go f in zy Fréchet-differenzierbar mit

(go f)(z0) = ¢ (f(w0)) o f'(w0).

Beweis: 1) Ubungen

2)

3)

Ubungen

Da f stetig in zg ist, gilt f(z) — f(xo) fir x — xq.
g differenzierbar in f(zg) =

( (x)) = g(f(z0)) + g (f(20)) (f(2) = f(z0)) +o(||f(2) = f(z0)|yy,) fiir 2 — o
9(f(x0)) +¢'(f (o)) (f'(wo) (& — o))
_l’_

(f(20)) (/&) = Fo) = F' (o) = w0)) + o[ 72) = fw)l,,)  Fir & — o

Vv v
=o(||lz—zo||v) siehe a) =o(||lx—=zo||v) siehe b)

= go fist in zy differenzierbar, (g o f) (zo)(v) = ¢'(f(x0)) (f'(z0)(v)) fiir v € V.
a) ¢'(f(x)) stetig L Yy e W Hg f(0)) (y HU < c|lyllw }
fin zo Fréchet-differenzierbar = f(z) — f(zo) — f'(w0)(z — z0) = o(||z — zo]|v)
= ¢'(f(20)) (f(2) = f(z0) = f'(z0)(x — 20)) = o(|lx — ollv)

b) [[f(z) = fzo)|ly, = [[f'(@o)(x — 20

)+ o(lle = zollv)|[
| £ (o) (z — m0) |, + o(llz — zo]lv)

<
< cllz = wollo +o(llz — 20llv)
< (e+ D||z — x|y fir ||z — xo||y < 9
= O(Hf(x)—f(xo)HW) = o(||lx — mo||ly) fir x — xg
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11.6 Funktionen zwischen endlichdimensionalen Riumen

11.24 Definition: Sei D C R? offen. f : D — R™ heiBt differenzierbar in z, € D, falls f in z
Fréchet-differenzierbar ist, f'(z() heiBt Ableitung von f in x.

11.25 Satz: Sei D C R? offen, f : D — R, xy € D. Existiert ein € > 0 mit B.(z¢) C D, so dass
alle partiellen Ableitungen 0;f(x) (j = 1,...d) in B-(xo) existieren und beschrankt sind, dann ist
f stetig in xg.

Beweis: Sei v € R? mit |[v]| < e. Setze

U1
v =0, v = ;vkek = Oj
;
Dann gilt ||v7|| < ||v|| < € fiir j =0, ...d, also zy + v/ € B.(x) und
d
f(xo+v) = f(zo) = Z (flzo+07) = fxo+0771)).
=1

Setze g : [0,1] = R:t > f(xo+ v/ ! + tuje))
gt +h) —g(t)

A h
b fzo+vI7 1 + tvje; + hvje;) — f(zo + 0771 + tvje;) N

= v;(0;f)(wo + v +tvse;).  (Gilt auch falls v; = 0.)

Insbesondere ist g in ]0,1[ differenzierbar (Beachte: ||/~ + tv;e;|| < ||v]| < e fir 0 <t < 1).

Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

Vi=1,...,d 3¢ €]0,1[: flwo +v7) = flzo +0/7") = v;(0f)(wo + v/ + &ujey) .

=g(1)—g(0) =9'(§)(1-0)

Nun gilt [(9;f)(z0 +v7~! + &uje;)| < M, da zg + v/~ + &vje; € B.(wo). Damit folgt

’f(l’o—i‘v) - f(l’o)} < Z ’f(l’o—i‘vj) —f($0+vj71)}

= Y |0 ) (o + 07" + Eujey)|

J=1

d
Myl
j=1

Md ||v|.

IN

IN

Daraus folgt die Stetigkeit von f in x. ]
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11.26 Satz: Sei D C R? offen, f: D — R, xy € D. Existieren alle partiellen Ableitung 9; f(z)
(j =1,...d) in einer Umgebung B.(x) und sind stetig in xq, dann ist f differenzierbar in x4, und

es gilt f'(z0) = (O1f(0), -, 0af(0)).

Beweis: Seien v € R? mit |[v|| < & und v’ wie im vorigen Beweis. Anwendung des Mittelwertsatzes

wie dort ergibt mit geeigneten &; € 10, 1]

flzg+v) = f(xo) +Z (zo +17) f(onrvj_l))

d
= flzo) + > _v;(0f)(wo + 07" + &ujey)
j=1
d d A
= flao)+ Y 05 f(zo)vy+ O () (w0 + 07 + Eyuges) — 05 f(x0));
j=1 j

J/ N J/

-~
o1 ) =o(]|v||) fiir v—0 (siehe unten)

-~

Vad

Sei nun € > 0 vorgegeben.

O;f stetiginzg = 30; >0 Vw € R : |Jw|| < § = }@f(xo + w) —ﬁjf(xo)‘ < 2.
Setze § := min{dy,...,d4}. Fir ||v]] < folgt
d d
H Z (0,1) (w0 + 0/~ + &uge) — 0 f (o)) vs]| < SO
: j:l
4 e
< —
< >l
= <
< el fur ||v]] < 6.
l
11.27 Bemerkung: Unter den Voraussetzungen des letzten Satzes gilt
T
f'(xo) = (Vf(x0)) -
Man kann die Ableitung f’(x¢) mit dem Skalarprodukt auch folgendermaBen schreiben:
f'(zo)(v) = (Vf(m),v) fiir v € R
fi
11.28 Satz: Sei D C R? offen, f = : : D — R™, 2y € D, und es existiere ein € > 0
fm

mit B.(xg) C D, so dass die partiellen Ableitungen 0; fy(x) (j =1,...d, k=1,...,m) in B.(zo)

existieren. Sind alle partiellen Ableitungen 0; fi.(x) aller Koordinatenfunktionen ...
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1) ... in B.(zo) beschrankt, so ist f stetig in z.
2) ... stetig in z, so ist f in x, differenzierbar, und es gilt f'(x¢) = J¢(zo) (Jacobi-Matrix,
siehe 11.16)

Beweis: 1) Aus Satz 11.25 folgt fiir jedes k = 1,...,m: f ist stetig in .
& f ist stetig in xp.

2) Aus Satz 11.26 folgt fiir jedes k = 1,...,m: f ist differenzierbar in zy:

Vk=1,...m: fy(zo+v) = fi(zo) + (Orfe(x0),. .., 0ufr(z0)) ( : ) +o([[oll)

Vg
Si(wo +v)
= flvg+v) = :
fm(xo +v)
fi(o) Orfi(xo) ... Oafi(xo) v o([lvll)
= : + : : N :
fmlxo) /o N O (x0) - Oafm(xo) )\ va o(llvll)
~ —_—
o) =o ()
= f ist differenzierbar in ¢ und f'(zo) = J¢(z0). 0

p1(t)
11.29 Anwendungen: 1) Seien ¢y,..., 0, € C'(Ja,b[— R), ® :Ja,b[— R™ : t ( : ) .

Spm(t)
( @1 (1) )
= P'(t) = : R — R™

P (1)
Fréchet-Ableitung: ®(t+v) = D(t) + D'(t)(v) + o(|v]) firvreR, v—0

( ar(t) + ¢ (o +o( 1) )

Pm(t) + @1, (t)v + o([v])
( ¥ (v )
dh. &) :R—>R™: v+~ : , Fréchet-Ableitung und ,alte” Ableitung stimmen
P (t)v
tberein.

Sei f:R™ — R differenzierbar in g = ®(to) = f'(z0) = (01.f(20), ..., 0mf(x0)).

Kettenregel: f o ® :]a,b[ — R ist differenzierbar in ¢, und

©1(to)
(fo®)(ty) = [f(P(ty)) 0 D' (ty) = (@f@(%))a---aamf(q)(to)))( ; )

P (to)

= Zaf (t0)) ¥ (to),
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denn die Hintereinanderausfiihrung f'(®(ty)) o ®'(to) wird durch Matrizenmultiplikation be-

rechnet.
2) Seien f = < j% ) : R? — R? differenzierbar in zg,
g = ( g; ) : R? — R? differenzierbar in f(x).

Kettenregel: g o f ist differenzierbar in xy und

(go f)(w0) = g'(f(x0)) o f(0)

= <8191( ) 929 ( ))(81f1(950) 9 f1 (o) 53f1($0))
8192( (z o)) 6292(( )) I f2(xo) O folzo) O3 fa(wo)

_ g1 O1f1 + 0ag1 Orfa 0191 Oafi + 0291 Oafa 0191 O3 f1 + 0201 O3 f2
019201 f1 + OagaOrfa 0192 Oaf1 + 0292 Do fa 0192 O3 f1 + 0202 O3 fo

3) Seien f = < jzl ) : R? = R?, ¢ : R? — R differenzierbar in x.
2

Produktregel: ¢ - f : R? — R? ist differenzierbar in 2, und

(@ f)(wo)(v) = x0) f'(w0) (v) + ¢'(w0) (v) f (o) fiir v € R?

Wi Oofi U1 1
= e (08 55 ) (n)r@ean () ()

SI?aTar
f v
<fi)+(@1%@w>( )
AG fiir (%1
Ma;zen < ) 6180’82()0 ) ( V2 )

- (<x0>f'< I+ (h) ) @retm s (1))

:<f181s0 f181s0>
fioip  fri0ip

11.30 Geometrische Veranschaulichung: Sei f : R?> — R differenzierbar in 7y € R2. Den

= S+

_I_

Graphen von f
G(f) == {(z,f(z)) ;2 e R’} CR®
kann man sich als gekriimmte Fliche im R? vorstellen, (o, f(xo)) als Punkt auf G(f).

Sei v € R?\ {0} fest. Schnitt von G(f) mit der Ebene E = {(zo + tv,s) : s,t € R} ergibt die
Schnittkurve

G(f)NE = = {gu(t) = (wo + tv, f(mo+ tv)) : t € R}.

f differenzierbar in y = K hat einen Tangentenvektor im Punkt (SL’O, f(a:o)):

g;<o>( v )( vi ):( o )
jt (x0+tv)‘ OLf (zo)vy + Oz f (w0)v2 (V f(z0),v)
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Die Steigung der Tangente (gegeniiber der (1, x2)-Ebene) ist durch
(V/f(x0),0)

Tl

= IV f(@o)ll cos (£(V f(0),v))
gegeben. Die Steigung nimmt den maximalen Wert ||V f(z)|| an, wenn der Richtungsvektor v
parallel zum Vektor V f(zo) ist.

1. Folgerung: V f(z) zeigt in Richtung der groBten Zunahme von f, und ||V f(xo)|| ist die groBte

Steigung einer Schnittkurve wie oben.

Der Tangentenvektor kann als Linearkombinaton geschrieben werden:

1 0
gm>:m< 0 >+w< ! ).
01 f (o) O f (20)

Alle ¢/ (0) liegen in einer Ebene.

2. Folgerung: Die Tangentialebene an G(f) in (o, f(xq) ist durch

(w0)1 1 0
E = {<($0)2>+U1< 0 >+U2< 1 )Ivl,UQER}
f(xo) A1 f (o) Do f (20)

N———
€a(f)

gegeben. Gleichungsdarstellung von E':

E = { < 90; ) ta3 = f(xo) + O1f(w0) (561 - (1’0)1) +02.f (20) (372 - (550)2) }

=v1 =V

- {<g>:%zf@w+f@®@—%%$=@%@%xﬁweR}

11.31 Notwendiges Kriterium fiir Extremum: Sei D C R offen, f : D — R. Hat f in 2y € D

ein lokales Extremum, und ist f in z differenzierbar, so folgt f'(x¢) = 0 bzw. V f(z() = 0.

Beweis: Sei v € R" \ {0} und g,(t) := f(zo + tv) fir t €] —6,0[ (0 > 0 so gewdhlt, dass
zo +tv € D).

f differenzierbar in oy = g, differenzierbar in t =0, ¢,,(0) = f'(zo)v = (V f(20),v)

f hat in xq ein lokales Extremum =- g, hat in t = 0 ein lokales Extremum

= 95(0) =0=(Vf(zo),v) = Vf(zo) Lv

v beliebig = Vv € R?: Vf(zy) Lv

= Vf(zg) =0 bzw. f'(zq) = 0. 0
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11.7 Der Mittelwertsatz

Erinnerung: Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Ist f : [a,b] — R stetig und in |a,b[ diffe-

renzierbar, so folgt

3¢ €]a,b: f(b) — fa) = f(§)(b—a).

11.32 Mittelwertsatz fiir mehrere Variablen: Sei D C R" offen und f: D — R und 2y, 25 €
D, so dass die Verbindungsstrecke in D enthalten ist:

Ist f in jedem Punkt xy € S differenzierbar, dann:

3¢ €]0,1[: f(xz1) — f(x2) :§Vf(x1 + &(z2 — 11)), 22 —:1:1>J.

— /(@1 +€(ra21)) (w2 —21)

Beweis: ¢(t) := f(z1 + t(zs — 21)) fiir t € [0,1]
= g ist stetig und g ist in ]0,1[ differenzierbar,

g'(t) = f’(a:l + t(xe — :cl))(xQ —1) = <Vf(:c1 + t(x — xl)),xQ — a:1> )
Mittelwertsatz der Differentialrechnung: 3¢ €0, 1] :

fl@) = fz2) = 9(1) =g(0) = g'()A-0) = (Vf((21+&(x2—71)), 22 —21).
U

11.33 Bemerkung: Fiir den Beweis ist es wichtig, dass f reellwertig ist. Bei vektorwertigen Funk-
tionen f : D — R™ kann der Satz zwar in jeder Koordinate separat angewandt werden, aber mit
verschiedenen Werten von £. Man kann jedoch beweisen:

[f(x2) — f(z1)] < os<ltl£)1ﬂf,(xl + t(ze — fEl)) HJ||$2 — .

~
Abbildungsnorm

11.34 Definition: D C R? heiBt konvex, wenn gilt

Vxl,xzeD:S::{x1+t(x2—x1):Ogtgl}gD.
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11.35 Satz: Sei D C R? offen und konvex, f : D — R™ differenzierbar in jedem Punkt € D.
Dann gilt
f =konstant & Vze D: f'(x) =0.

Beweis: ,=": Fiir 7o € D, v € R?, ||v|| geniigend klein:

f(zo +v) = f(zo) = flzo) + 0v = f(z0) + 0v_~+o(||v]) fir v—0

=f"(z0)(v)
= f/(.To) =0.
,<=": Sei xyg € D fest. zeige: V1 € D : f(x1) = f(xo).
D konvex = S ={xg+t(xg —29):0<t<1} CD
fi
f= : und f'(z) =0 = Vje{l,...,m}: 0= fj(x)" = Vf(x).
Jm

Nach Mittelwertsatz
3¢ €]0,1[: fi(z1) = fi(xo) = (Vfj(wo +&(a1 — 20)), 21 — x0) = 0.

= Vje{l,....m}: fj(x1) = fj(zo). O

11.36 Definition: D C R offen heiBt zusammenhingend, falls

VSL’17$2 eD HnEN3&0:1’1,51,53,_,_75”:1’2 Vle’n
Si={(§-1+1&—&-1)):0<t<1}CD

D C R? heiBt Gebiet, falls D offen und zusammenhingend ist.

11.37 Satz: Sei D C R? ein Gebiet, f : D — R™ differenzierbar in jedem Punkt z € D. Dann gilt

f =konstant & Vze D: f'(x) =0.



Analysis II, Sommersemester 2015, Seite 206

Beweis: ,=": Klar
,<=":Sei xy € D fest. Zeige: V1 € D : f(z1) = f(x0).

D zusammenhangend:

3o =70,1,83, .. =1 Vi =1,...n:
Sj={(§-1+t&—&-1):0<t<1}CD.

Wie im vorigen Beweis folgt
fxo) = f(&) = f(&) = ... = [(&) = f(21)
also f(11) = f(x0). 0

11.8 Partielle Ableitungen héherer Ordnung

11.38 Definition: Sei D C R? offen, f: D — R, z9 € D. Existiert d,, f(x) in B.(xz¢) € D, und
ist O, f(x) in 2o partiell nach z, differenzierbar, so heiBt
0 f

On, (02, 1) (w0) =t 55—

(w0) =i 04, 0p; f(x0) = OO, f(x0)

partielle Ableitung zweiter Ordnung von f in 2. Entsprechend partielle Ableitungen dritter und
hoherer Ordnung, z.B.
_&f
8l‘j1 8l‘j2 8l‘j3

(20) = 0uj, (0r;, (Ouy, £)) (o)

Falls mehrmals nach einer Variablen abgeleitet wird:

Pf B Pf
0x;0x,;0xy, N 0?x,;0xy,

= 820, = 0.

11.39 Beispiele: 1) f(z,y) =™ 4 xsin(y)

2 2

T —vy .
ey fiir (z,y) # (0,0),

0 fire=y=0

2) flz,y)= {
Es gelten

9. 1(0,0) =0, 8yf<07 0) =0,

fiir (z,y) # (0,0): 9.f(x,y) =y
8,0,1(0,0) =1 0,0, £(0,0) = —1.

I‘4 _ y4 _ 4.T2y2
) 83/.](.(3:7 y) =T (.TQ + y2)2 )

2t — gt + da2y?
(22 + 12)?
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3) Ableitung des Gradienten Sei D C R? offen, f : D — R differenzierbar in D. Dann gilt
Vf:D—R" Ist Vf in xy € D differenzierbar, so heit die Jacobi-Matrix von V f:

O f(xo)  0a01f(x0) ... OnOrf(w0)
Hy(xzo) = (Vf)(xo) = : :
010 f(x0) 020, f(x0) ... Oaf(zo)
Hesse-Matrix von f.
Anmerkung: H () ist nicht die zweite Ableitung von f in xq. Aber f”(xy) kann mit H(zo)

angegeben werden:

f'(z) st lineare Abbildung von R? nach R
f"(x¢) ordnet jedem Vektor v € R? eine lineare Abbildung L, : R> — R zu:
(@) s v Ly, Ly(w) = (J¢(xo)v,w).

11.40 Satz von Schwarz: Sei D C R" offen, f: D — R, xo € D, j, k € {1,...,d}, und es gebe
ein B.(xg) C D, so dass Oy, f, Ox, f, Ou,; 00, f(x) in B.(x0) existieren.

Ist 0,,0,, f(x) stetig in 2, so ist 0., f(x) in xy nach x; differenzierbar, und es gilt

Oy, Ou, f (20) = Oa, O, f ().

1
Beweis: Zeige: ]llin% 5 (0w, f (0 + hex) — Oy, f(0)) = Oy, 00, f ().

%(axj f (w0 + hex) — By, f(20))
Del 0z % (12% % (f (z0 + hex + te;) — f (o + hey)) — lim % (f (o +tej) — f(%)))
= lim % (f(zo + hey, +tej) — f(zo + her)) — (f(xo +tej) — f(x0)))
Mittelwertsatz — Jim ih(&vk f@o + &ner, + tej) — flmo+&ner)), &l < |A]

Differentialrechnung  t—0 ht
Mittelwertsatz

1
lim ;t(’?xj(‘?xkf@o + &ner + Theer), |Thi| < [t]

Differentialrechnung  t—0

= %(8%]0(1‘0 + hek) — a$1f($0)) - axjaxkf(xo)

= 12%\8%8%]‘1(‘%0 + &ner + Thier) — Or; 0r, f (20)

4

-~
|.I<e fiir ||Eper+Thier|<d

N | &

< efir || <

{

=|¢nl<6/2



Analysis II, Sommersemester 2015, Seite 208

11.41 Definition: Sei D C R? offen und k& € N. Dann ist

C*(D = R™) = {f:D—R" } alle partiellen Ableitungen von f bis zur k-ten Ordnung

existieren und sind stetig in D}

der Raum der k-Mal stetig differenzierbaren Funktionen auf D.

11.42 Folgerungen: 1) f € C?*(R?— R) = die Hesse Matrix von f ist symmetrisch.

01 f(xo) 0201 f(wo) 0301 f (o)
Z.B. Fird=3: Hf(ZL‘Q) = 8182]0(370) 822f($€0) 8382f(.’170)
0103 f(x0) 0203 f (o) 05 f (o)

2) Fiir f € C*(D — R) ist es bei partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k egal, in welcher
Reihenfolge abgeleitet wird:

ki 4 ko + ks <k = OVo20kf = 00ROl f = ...

11.43 Multiindizes: Fiir partielle Ableitungen hoherer Ordnung ist folgende Notation geschickt:
Vef = oy -0 f fira=(aq,...,q0,) € Nj
(V sprich ,Nabla®). Zum Rechnen mit sogenannten Multiindizes «, 5 € Nj} vereinbart man:

la] = o +...+a,
aéﬂ Al O‘lgﬁl AN /\angﬁn

al = () an)
6) = e = () G) ()

11.44 Leibniz-Formel: Seien D C R"” offen und f,g € C"(D — R). Fir « € Nj mit |a] < m
gilt:

Vi f) = ) (g) (VPf) - (Vv*Pg)  inD.

BENy, B

Beweis: Im Fall d =2, a = (o, as):

a(g-f) = Z (‘;) @07 f) - (07 )

B1=0

S gy f) = i(‘)‘1)632((8?#)-@”‘“ﬂlg))

= \b
N — &3] Qi
o o S ) [ IR )
3120 330 51 52 N——— ~~ d
1=V P2= %:—/ =VBf =Va-Bg
=p=(B1,B82)<a=(o1,a2) :<5>
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11.45 Ableitungen lings einer Geraden: Sei D C R? offen, f : D = R, g € D, v € R" mit
{zo+t-v:—3<t<d} CD,undseig(t):= f(xg+t-v). Falls f € C*(D — R), so ist g k-Mal
differenzierbar mit

k! .
g® ) = }:(l<v¢ﬂ<xo+t.m-vaﬂnu|<5,

|al=k

wobei v 1= v - 00,

d
Beweis: ¢'(t) = Z Ojy flxo +t-v) vy, = Z Vf(zg+1t-v)v®
jl 1 |a|=1
9"(t) = Z Z 205, (2o + - v) v, v,
J2=151=1

g(k)(t) = Z Z Za.]k x0+t U)Ujlvh"'vjk'

Jk=1jr—1=1 Jji=1

In dieser k-fachen Summe kommen genau alle V*f mit |a| = k vor, manche mehrfach.

Wie oft kommt ein fest gewahltes o € N¢ mit |a| = k vor? Kombinatorik: Verteile k = a; +. .. +ay
Eintrage auf die k Platze 7y, ..., ji: Das sind k! Moglichkeiten. Davon sind aber 4! Moglichkeiten

gleich, entsprechend sind as!, ..., ay! Moglichkeiten gleich.

Ko

o=k d

11.46 Satz von Taylor fiir mehrere Variablen: Sei D C R? offen, f € C**Y(D — R), x,z €
D so dass die Verbindungsstrecke ganz in D liegt: {xo +t-(x —x9) : 0 < t < 1} C D. Dann

existiert ein 7 €0, 1], so dass

ZZ (VO f) (o) - (x — m0)* + Z %(V“f)(xo+7--(:p—x0)).(x—xo)“.

=0 s @ lof=k-+1

Beweis: Wende den Satz von Taylor 7.31 auf die Funktion g(t) := f(zo + ¢ - (z — 20)) an:

g 0(7)

(k+nﬂl_®ﬁy

k
f(zo) = g(1) = Z
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11.47 Beispiel: f(x,y) = 22° +y* — 2z 4 6y bei (0, y0) = (1, —3):

flz,y) = —%+2(:c—1)2+(y+3)2+§(37—1)3
_ _%Jr(x—m? (2+§(:¢—1)) +(y +3)%

(. J

~
>0 fir z>-2

= f hatin (1, —3) ein lokales Minimum.

11.48 Diskussion: Der Summand fiir

=00 3 (V) (- w)" = Flao)

|a|=0

=10 Y L)) @ w) = Y af @) e~ o = Fao)(x— )

|a|=1 =1

d
J=2 Z ﬁ(vaf)(%) (=) = % Z ;01 f (w0) (% — 2o )i(x — o)y
la|l=2 Q=1

1

=3 (Hp(xo)(x — x0), (x — x0)) -

Der Satz von Taylor mit k = 1 besagt

Fle) = Flw)+ o) x — o) + 5 (Hy (w0 + 7(x — 20)) x — 20), (& — 20)) .

bzw. mit v =z — zg

Fla+v) = flo) + F/@o)(v) + 5 (Hylzo + T0)v,v).

11.9 Extrema

11.49 Lineare Algebra: Es sei A = (ajk) eine relle symmetrische d x d-Matrix.

Gk=1,.d

d
1) Die Abbildung ¢ : R? = R : v — (Av,v) = Z ajxvrv; heiBt quadratische Form.
jk=1

2) A (und auch q) heiBt positiv semidefinit, falls
Yo € RY: (Av,v) >0

bzw. positiv definit, falls
Vo € R4\ {0} : (Av,v) > 0.
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3) A heiBt negativ (semi-)definit, falls —A positiv (semi-)definit ist.

4) Da A diagonalisierbar ist, gelten:

5)

A ist positiv definit (semidefinit) < alle Eigenwerte sind > 0 (> 0)

A ist negativ definit (semidefinit) < alle Eigenwerte sind <0 (< 0)
Insbesondere: Ist A positiv definit und Ay > 0 der kleinste Eigenwert, so gilt:

o] =1 = (Av,v) = Ao

det(A) ist das Produkt der Eigenwerte. Positivitatstest von Jacobi:

d=2: A= < ZH 312 ) ist positiv definit < aj;; >0 A det(A) = ayiax — al, > 0.
12 Q922
a1 aiz2 a3
d=3: A= | a2 agx ags | ist positiv definit <
13 Q23 Aa33
a1

< a1 >0 A det(
a12

12 ) A det(A) > 0.
22

Gilt entsprechend auch fiir d > 4, siehe z.B. Meyberg-Vachenauer: Hohere Mathematik.

11.50 Erinnerung: f’(xq) = 0 ist notwendige Bedingung fiir ein Extremum (siehe 11.31).

11.51 Satz: Sei D C R? offen, f € C*(D — R), z9 € D mit f'(zo) = 0.

1)

2)

Hat f in x¢ ein lokales Minimum (Maximum), so ist H(zo) positiv (negativ) semidefinit.

Ist Hs(zo) positiv (negativ) definit, so hat f in z, ein lokales Minimum (Maximum).

Beweis: Sei v € R?\ {0} fest. Wihle ¢y > 0, so dass zy + tv € D fiir 0 < t < t,. Aus Taylor:
Ir €10, 1[:

1)

flzo+tv) = f(zo) +0+ (Hp(xo + 7 - to)tv, tv).
Hat f in 2 ein lokales Minimum, so folgt

(Hi(xo + 7 tv)v,v) = %(Hf(:poJrT-tv)(tv),tv) = t%(f(x0+tv)—f(xo)) > 0.

fir 0 <t < ty, t; > 0 geeignet gewahlt. Da alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung stetig
sind, folgt (v ist fest!)

(H(xo)v,v) = Ilfirrol(Hf(:co—i—Tiv)v,v) > 0.
_)

Da v € R?\ {0} beliebig war, folgt die positive Semidefinitheit von H(xy).
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2) Sei Hf(xg) positiv definit. Zeige:
30 > 0 Vz € Bs(xo) : Hy(x) ist positiv definit.

Dann folgt fiir € Bs(zo) aus dem Satz von Taylor

Fle) " Fao) + o) (@ = mo) g (Hylwo +7(x — 20)) (2 = 20), — 10)

v ~~
=0 >0 da H(x) positiv definit

> f(xo),

und f hat in x( ein lokales Minimum.

Beweis von (x): Sei )¢ der kleinste Eigenwert von H(z). Dann gilt
Vo € RY: |lu]| = 1= (Hy(zo)v,v) > Ao

Da 0,0, f(x) stetig in zq:

36 >0 Vr € B(g(l‘o) \V/], k e {1, .. ,d} : ]8]8;9]‘(90) — 8]8kf(x0)} <

Fiir v € R? mit ||v]| = 1 folgt

‘ (Hp(x)v,v) — (Hf(z0)V,0) ‘ = ‘ <(Hf — Hy(zo )v v> ‘

_ Z (00 f (&) = D50k f (o)) vvi

H

< Z |00 f () — ;0 f (x0)| - |vjur]

<ol llvll=1
A
2 N0
< d ¥E
_ N
)
und daraus
Ao Ao
(Hy()o,v) = (Hy(wo)o,0) + (Hy(x)o,v) = (Hyaov,0) > do— 2 = 2

Fiir beliebiges v € R\ {0} folgt dann

(Hy(o0) = WP (Hyto) oo o) = ol > o

Dies beweist die positive Definitheit von H(z) fiir z € Bs(zo).

11.52 Beispiele: 1) f < z ) = (22 —y*)Inzin D :={(z,y) e R : z > 0}:
Kritische Punkte Py(e™1/2,0), Py(1,1), P3(1,—1).

f hat in P; ein Minimum, in P, und P; kein Extremum.
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2) flz,y) = (22 +y?)(2® +y* — 3z) + 22%
Langs jeder Geraden durch (0,0) hat f ein Minimum. Aber es gilt

r) _ 3 cosp ) 0) £ LT
y ) = 5059 ging o0 ) fire—g

9
und f(z,y) = 16 cost p < 0. Also hat f in (0,0) kein Minimum.

11.10 Zusammenhinge

11.53 Verschiedene Ableitungsbegriffe: Sei D C R offen, f : D — R™, z, € D:

(i) f ist in zy Fréchet-differenzierbar mit Fréchet-Ableitung f’(zo).

4

(i) f ist in 2 schwach differenzierbar mit schwacher Ableitung D f(x).
4

(ii) f st in 2 in jede Richtung v € R? differenzierbar mit Richtungsableitung D f(x)(v).
4

(iv) fist in xq partiell differenzierbar nach xq, ..., zg.

11.54 Weitere Beziehungen: 1) (i) = Df(z)(v) = Jy(xo)v fiir v € R? mit

Oifi(wo)  Oafi(xo) ... Oafi(wo)
O1fo(x0)  Oafa(wo) ... Oafa(wo)

Jf(x(]) - . . .
I fm(xo) Oofm(zo) ... Oafm(xo)
2) (i) = f'(zo)(v) = Df(xo)(v) = Js(xo)v. Wir schreiben f'(zo) = Jf(x0).
3) (iv) extended:

fin Bs(xo) partiell differenzierbar nach x,...,z, und 0;f stetiginzo (j =1,...,d)
= (i).
11.55 Beispiele: f:R? — R™:x s konst = f(z) =0 fiir z € R? (0 = m x d-Matrix),

Id:R' =R : 2~ = f'(x)=E fir v € R? (F = d x d-Einheitsmatix),
RIS R (v,2) = f(z)=2(x1,29,...,13q) fiir v € RL
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12 Implizit definierte Funktionen

12.1 Banachscher Fixpunktsatz: Sei (M, d) ein vollstindiger metrischer Raum, f : M — M
eine Kontraktion, d.h.

Je € [0,1] Va,y € M :d(f(x), f(y)) < cd(z,y).
Dann besitzt f genau einen Fixpunkt z(, d.h.

Alxg € M : f(xg) = wp.

Beweis: Existenz: Wahle irgendein x; € M, definiere rekursiv z,,41 := f(z,) fir n € N.
Schritt 1: Die Folge (z,) ist Cauchy-Folge, konvergiert also in M.

Fiir alle n € N gilt

d(Tn, Tn-1) = (f(%—l)a f(xn—Q))

IA

& d(xn—la xn—Q)

< Ad(rp_2,7n 3)

IA

"2 d(zy, 11).
n—1

Sei nun € > 0 vorgegeben. Wahle N. € N mit Vn > N. : 1—d(3:2,3:1) <e.

Fir m > n > N, folgt

A-Ungl

d(ZTpm, Ty) < ATy, Tpy1) + d(xpa1, )
A-Ungl m
< d(x;,x;_
mehrfach Z ( I 1>

j=n+1

S Z Cj_Qd(ZEQ,I‘l)

j=n+1

d(zy, 1) Z Ik
k=0

Cnfl

1—-c

k=j—n—1
<

j=k+n+1
= d(ﬂfg, .I‘l)

< €.

Schritt 2: Sei 2 := lim z,. Dann gilt f(z¢) = 0.
n—oo

Da f eine Kontraktion ist, ist f stetig: d(z,y) <& = d(f(z), f(y)) < cd(z,y) <e.

T, = o = d(f(w0),20) = lim d(f(zn),2,) = lim d(zps1,2,) < lim " 'd(z,21) = 0.
n—o0 n—o0 n—00

= f(zo) = 0.

Eindeutigkeit: Seien =y, z; € M mit f(z;) = ;.

= d(zg, 1) = d(f(xo),f(xl)) < cd(xg, 1) o5t d(zg,r1) =0 = x1 = x0.



Analysis II, Sommersemester 2015, Seite 215

fi
12.2 Beispiel (wichtig!): Sei f = : € CYR? — RY). Fiir 2,y € R? gilt nach dem

fa

Mittelwertsatz 11.32

(@) = Fi)l = D0kt (@+ &y — o) (@ — i)

< dke%?fd}gi%% |0k fi(z + &y — )| - |z =y

fiir jede Koordinatenfunktion f;. Es folgt

d 1/2
(@)= fl)| = (Z(fm fily )))

j=1
< & max sup |Of;(z+ — Nz — vl
< AP e S0 (Ofs(e €y = )]l -yl

Unter der Voraussetzung

c = d*? max sup |0 1
kel .., d}xeﬂg‘ k5@ ‘

ist f eine Kontraktion:

d(f(x), f(v) = If@) = fWI < clz -yl = cd(z,y).

12.3 Implizit definierte Funktionen: 1) Flichen im R3 werden oft durch Gleichungen defi-
niert. Z.B. besteht die Einheitssphire aus allen Punkten (z,v,z), die folgende Gleichung
erfiillen:

F(z,y,2) = 2> +y*+22—1 = 0.

Oft wird eine explizite Darstellung z = o(x,y) bendtigt. Bei der Kugel ist diese nur lokal
moglich, z.B. Halbkugelflache

z = p(z,y) = V/1—22—9y? fir 2° +9° < 1.

Es gilt dann
F(z,y,¢(x,y)) = 0 fiir 2% +9° < 1.
Man nennt z = p(z,y) eine lokale Auflésung der Gleichung F'(z,y,z) = 0 nach z
2) Gegeben ist ein Gleichungssystem

Fl(xl"'devylv"-aym) =
FQ(xl""7xd7y17"-7ym) =

Fm(xl,...,xd,yl,...,ym) = 0
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mit m Gleichungen fiir die m Unbekannten y,...,y,,. Die Gleichungen hangen von den
Parametern zy, ..., 24 ab. Eine lokale Aufldsung ist eine Funktion ¢ : RY D Bs(z) — R™,
so dass
Fi(z,0(z)) = 0 1
: : fir z = : € Bs(xg).
F,, (x, cp(x)) =0 d

Falls ¢(z) eindeutig ist: Die Funktion ¢ ist durch (x) implizit definiert.

12.4 Satz iiber implizite Funktionen: Seien D, C R? offen, D, CR™offenund F': D, xD, —
R™, (xo,y0) € Dy x D,. Gelten

1) F(xo,y0) =0,

2) FelCY(D,x D, —R™),

8y1F1(:L‘07y0) aymFl(xmyO)

3) die m x m-Matrix 0, F(zo, yo) := ist invertierbar,

Oy Fon(z0,%0) - Oy, Frn(0,%0)

dann existieren &1, 9, > 0, so dass
Va € By, (z9) C R? Jlp(x) € By, (yo) C R™ : F(x, ¢(z)) = 0.

AuBerdem gilt ¢ € C*(Bs, (zo) — R™).

Beweis: Setze G(z,y) ==y — (8,F (0, 40)) " F(z,y) fiir (z,y) € D, x D,
1) Gesucht: Fixpunkt von G(z,.):

-1
2) Wahl des metrischen Raumes M:

0,G(v,y) = FEaxqa— (ayF(xvaUO))ilayF(x’y)
= (ayF@anO))il (ayF(x(J’yO) - 8yF(:1:,y))
0 fir (z,y) = (o, %),

da 0, F stetig in (z9,yo). Wahle §y > 0, so dass

sup sup max |0,,Gr(z,y)| < .
xEB‘SO (wo) yEB(so (y0) 1<4,k<m } Y ’ 2d3/2

Setze M :={y € R" : |ly — wol| < do}. Mit d(y,9) = ||y — 7| ist (M,d) ein vollstandiger

metrischer Raum.
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F ist stetig in (zo,v0) =

%

36, €10, 0] Vz € By, (o) : H(ayF(xo,yo))il\(F(xa?/O) - F@Oa?/OZ)H < 5

~
—0 fiir z—xo

Sei nun z1 € By, () beliebig, aber fest gewahlt.

3) Esgilt Bild(G(zl, )) C M: Sei y € M, also ||y — yo|| < do. Zeige ||G(z1,y) — yol| < do-

HG(%,?J) - yoH = HG(%,?/) - G(%,yo)H
< |[[Glary) = Glar,yo)|| + |G (21, 50) — Glo, m0)|
R) @

© "L @ sup max [9,Gilany)] - lly - vl

B y€Bs, (yo) 1<j,k<m !

1

< @l - wl

< %

< 5
(2) = H?JO - (ayF(nWo,yo))ilF(xla?/o) — (yo — (8, F (o, yo))ilF(%, Y0)) H

- { (8yF(xOvyO))il (F(21,90) — F(20,%0)) ||

. %

2

= ||G(x1,y) —wol| < do

4) G(zy,.) ist eine Kontraktion: Seien y,§ € M:
wie in 12.2

Gy § 3/2 My =3
|Gz1,y) =Gz p)] < d yGZtlol()yo)lgggmlaijk(:El,y)} ly — 3l

1 .
< dg/zm’\y—y”

- 5 -l
- 2 y - y °
7
Mit dem Banachschen Fixpunktsatz folgt nun: Jly(x1) € M : G(z1,y(x1)) = y(z1).
Definiere p(z) := y(x) fiir x € Bs, (x0). Dann gilt
F(z,¢(x)) = 0 fir z € Bs,(z0) und
y = ¢(x) ist die einzige Losung von F(x,y) = 0 mit ||y — yol| < do.

5) Zeige: ¢ ist stetig in xy. Beachte: F(xg,y0) =0 = ¢(x0) = yo.

Sei ¢ > 0 gegeben. Setze dy := min{e, 0} > 0 und M := {y € R™ : |ly — yo|| < do}. Fiihre

Schritt 3 und 4 fiir z; € Bj (z9) mit geeignetem &, €0, durch.

= 3y € M : G(zy,7) = § bzw. F(z,7) = 0.
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Da M C M und die Lésung von F(z,y) = 0 eindeutig in M ist, folgt § = o(x).
= V€ By, (w0) : [[p(m) — olwo)|| = 15— woll <3 <.
Oder anders: |lz; — zo| < 61 = |o(z1) — @(z0)|| < e

Dies beweist die Stetigkeit von ¢ in xg.
6) Zeige, dass ¢ stetig ist: Es gilt

Oy F (0, yo) invertierbar < det (0, F(z0, o)) # 0
artielle Ableitungen
pvctm . id Sttetigg 03 €10, 01[ Vo € Bs,(x0) Yy € Bs,(yo) : det (GyF(x, y)) £ 0.

= 303 €10,01[ Vz € Bs,(x0) Yy € Bs,(yo) : Oy F (x,y) ist invertierbar.

Wende 1) - 5) im Punkt (z, ¢(z)) anstelle von (zo,y0) an
= neue Losung = alte Losung wegen Eindeutigkeit

= ist stetig in x fiir alle © € Bs,(z0) falls d3 < do, sonst fiir alle z € By, ().

7) Differenzierbarkeit wird nach dem folgenden Satz bewiesen.

12.5 Satz: Sei D C R?offen, A : D — R™ eine matrixwertige Funktion, A(z) = (aju(z)).
xo € D, V3, k=1,...m: ajj stetig in x¢, det (A(xo)) # (0. Dann gelten

1) 36 > 0 Vz € Bs(w) : det (A(z)) # 0.

2) (A(z))"

— (A(xo))f1 fir x — xy (Konvergenz der Eintrage in der Matrix).

Beweis: 1) Z.B.m = 2:det (A(z)) = det < angffg t12(7) ) = ay(r)an(r)—a(r)a ()
= det (A(z)) ist stetig in z
= Behauptung.
Allgemeines m;: Leibniz-Formel: det (A(x)) = Summe von Produkten aus a;(x)

= det (A(z)) ist stetig in zo.

2) Z.B. n =2: Cramersche Regel:

-1 ; CLQQ(I‘) —a12(l‘) T -1 ur x T
(A0 = iy (20 ) ) ) o

Im allgemeinen Fall genauso mit Cramerscher Regel

(A(:L‘))_l = madj(fl(x)) — (A(xo))_l fir r — x.
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Beweis des Satzes iiber implizite Funkionen, Fortsetzung: Bisher bewiesen: 3y, 03 > 0:
Va € By, (o) p(x) € R : ||p(x) — yoll < do A F(2,0(z)) =0
und ¢ ist stetig. Daher ist ;4 € |0, d3] wahlbar, so dass ||z — zo|| < 04 = ||p(z) — ol < do-
Nun muss noch die Differenzierbarkeit von ¢ nachgewiesen werden. Zeige
Onp(x) = —(0,F (2. 0(2)) " (0 F) (2. 0()) fiir z € By, (o) (+)

firl =1,...,d. Mit 12.5 folgt dann aus der Stetigkeit von ¢ auch die Stetigkeit von 0,,¢

= pE 01(853(1’0) — Rd).
Sei h # 0. Fir j = 1,...,m gilt mit zweimaliger Anwendung des Mittelwertsatzes

0 = F(F (ot heelethe) ~Fy(x o+ he)))

h ~
=0
1
+ E(FJ (z,0(z + he)) — Fi(z, 0(x)))
N———
=0
1
- ﬁ((‘?xF]) (z+&he,p(x+he)) (x4 he — )
1
7 0y Fy) (2, () + 13 (p(x + her) = () (el + her) = o(w)),
wobei &;,m; €10, 1[. Fasse die Koordinaten Fi, ..., F, zu einem Vektor zusammen:

(O, F1) (ZE + & he, (x4 hel))

(O, Fn) (2 + fm;l e, o(z + her))
(0, F1) (2, 0(x) + m(p(x + he) — o(x)))

: (p(z+ he) — o(x)).
(8yF) (2, 0(2) 4+ nm(0(x + her) — o(x)))

+
S| =

J

=:A(h) h30 (0y F)(z,(x)) invertierbar
-1

Aus Satz 12.5: A(h) ist fiir kleines |h| invertierbar und (A(h))f1 — ((0,F)(z, ¢(2)))
(O, F1) (ZE + & he, (x4 hel))

= (el he) —g@) = —(Am)" ;
(8mlFm)(:L’+§mhel,g0(x+hel)) )
- (axl;(rmvsom))
(0, F) (@, 0(2)) (0, F (2. 0(2))).
= (%) O

12.6 Berechnung der Ableitung: Sind die Voraussetzungen des Satzes liber implizite Funktionen

erfiillt, so ist die Auflosungsfunktion ¢ differenzierbar. Die Ableitung kann dann mit der Kettenregel

berechnet werden: Beachte

Fl(z,y) = (0,F(z,y) 0,F(z,y)) (m x (d-+m)-Matrix).



Analysis II, Sommersemester 2015, Seite 220

Definiere ® ( Ide ) d'(x) = < 5%;5 ) ((d + m) x d-Matrix). Damit folgt

0 = F(:c,go )
& 0 = (Fod)(x
= 0 = (Foq))'(x) = F'(®(x)) o ¥'(x) = 0,F (2, 0(2)) Baxa + 0,F (2, 0(2)) ¢'(2)

= ¢(z) = —(ayF(x,go(x))) 1(8$F)(x,cp(x)).

Falls F' € C*(D, x D, — R™) = Formel kann differenziert werden = ¢ € C*(Bs, (zy) — R™).

12.7 Hilfssatz: Sei D C R? offen, g : D — R™ stetig, O C R™ offen. Dann ist g71(0) = {x €
D : g(x) € O} offen im R<.

Beweis: Sei 7y € ¢71(0). Zeige: 36 > 0 : Bs(xo) C g 1(0).

O offen = 3¢ >0: B.(g(x)) €O
g stetig = 30 >0: 2 € Bs(zo) = g(z) € B:(g(x)) €O
= Bs(zo) C g7 4O). O

Erinnerung: Formel aus Analysis 1: (f7!)'(y) = W)

12.8 Anwendung: Umkehrfunktion: Gegeben: D C R? offen, f : D — R%.
Gesucht: Zu y € Bild(f) suche z € D mit f(z) =y
Methode: Definiere F'(y,z) :=y — f(x) fiir y € R, x € D,

suche lokale Auflésung = = ¢(y) mit F(y,o(y)) =0 < y = f(e(y)).

Satz iiber implizite Funktionen anwenden. Welche Voraussetzungen muss f dafiir erfiillen?

0) F:DxR?— RY alsom = d.
1) F(xo,y0) = 0: Ein g € D auswahlen, yo := f(x) setzen.

2) FeCY(D,x D, »RY: D, =D, D, := R
OyF(x,y) = E ist stetig
0. F(x,y) = —f'(x). Setze voraus: f € C'(D — R).

3) 0.F(xo,y0) = —f'(x9) muss invertierbar sein.

Dann besagt der Satz iiber implizite Funktionen: 341, d5 > 0:

Yy € Bs, (yo) () € Bsy (o) : F(y,0(y)) =0 bzw. y = f(e(y)).
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Das bedeutet: Lokal auf By, (yo) existiert die Umkehrfunktion f~'(y) := ¢(y), denn f(p(y)) = y.
AuBerdem gilt f~1 = ¢ € CY(B;s,(yo) — R?). Wie in 12.6 erhilt man

/

0=y~ flew) =7 0=Ena—f(/0)o( W)

invertierbar

= (W) = (w)

-1

12.7 = f7'(Bs,(y0)) ist offen = 36 > 0: Bs(xo) € f~(Bs, (10)).
Dann ist f : Bs(wo) — R? injektiv.
£ stetig = f(Bs(zo)) = (&)_1(35(%)) ist offen.

stetig

AuBerdem ist f~! ist auf f(Bs(w)) stetig differenzierbar.

12.9 Satz: Sei D CRY, f € CY(D — R), 29 € D, f'(x0) invertierbare d x d-Matrix. Dann
36 >0 f : Bs(zo) — R% ist injektiv.
AuBerdem ist f(Bjs(zo)) offen, und es gelten

[ e C'(f(Bs(zo)) = RY)
(F'w) = (f(f W) firy e f(Bs(xo)).

Gilt zusatzlich f € C*(D — RY), so folgt f~! € C*(f(Bs(xo)) — RY).
Man sagt: f : Bs(zo) — f(Bs(z0)) ist ein C*-Diffeomorphismus (d.h. f : Bs(z¢) — f(Bs(zo))
ist bijektiv und f, f~! sind k-Mal stetig differenzierbar).

12.10 Wichtigste Form der Kettenregel:

%f(gl(t%gQ(t),g;»,(t)) = (02, ) (- )gh () + (O (- - )ga(t) + (Das (- ) g5(2)

falls g1, g2, g3 differenzierbar in t und f differenzierbar in (gl(t),gz(t),gg(t)).
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12.11 Beispiel Polarkoordinaten:
x(r,p) = rcosyp
y(r,p) = rsing
Dadurch ist eine bijektive Abbildung 0,00 x ]0,27[ > (r,¢) + (x,y) € R*\ {(z,0) : z > 0}

definiert.

Umbkehrfunktion? r(z,y) = /2% + y? ist klar. p(z,y) =7.

firr >0, 0 < ¢ < 27 (oder gg < ¢ < 27 + @p).

Es gilt
Ox,y) [ cosp —rsing
o(r,p)  \ sinp rcosyp ’
det <8($,y)> =1 # (0 = die Abbildung ist lokal invertierbar und
A(r, )

siny 7cos

. -1 z y
ar,e) ( cosy —rsinp ) Vi o )
— : v

(rO)=(r ) p@y) < ot e
Diese Formel ist fiir (x,y) € R? ohne Ausnahmen giiltig.
Umrechnung von Ableitungen:

Fir f: R* = R sei F(r, ) := f(z(rg),y(r,¢)) = f(rcosp, rsing). Mit Kettenregel:

Flrg) = OF.0-oF) = [(alr).y(r0)) 0 5=
Ist umgekehrt G(z,y) := g(r(x,y),gp(x,y)), so ergibt die Kettenregel
G'(z,y) = ¢ (r(z.y),0(z,y)) o gg;’ g

12.1 Extrema unter Nebenbedingungen

12.12 Beispiel: Gesucht ist der Quader mit dem groBten Volumen und Oberflacheninhalt 1:
Maximiere f(a,b,c) = abe (2)
unter der Nebenbedingung ¢(a,b,c) = 2ab + 2ac+ 2bc =1 (N)

2(a+b)

Losungsmoglichkeit: Lose (N) nach ¢ auf: ¢ = , setze in (Z) ein und 16se Extremwertproblem

in zwei Variablen.

Bei komplizierte Nebenbedingung (N), z.B. g(a, b, ¢) = a® + b* + ¢* oder mehreren Nebenbedingun-

gen, ist globale Auflésung nach einer Variablen eventuell gar nicht moglich.

12.13 Notwendige Bedingung: Seien m < d, D C R? offen, f € CY(D — R), g € CY(D —
R™) mit Rang(¢'(z)) = m auf D und

N = {z € D:g(z) =0}.
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(N ist die Menge der x € D, die die m Nebenbedingungen g1(z) =0 A ... A gn(x) = 0 erfiillen.)

Hat die eingeschrankte Funktion f‘N ein lokales Extremum in zy € N, so folgt
INER™: f(x0) + Mg/ (w0) = 0
bzw. ausgeschrieben

NERVj=1,...d: 9;f(xo) + Y MDgr(zo) = 0.
k=1

Beweis: Wegen Rang(g’(xo)) = m gilt (eventuell nach Vertauschung der Reihenfolge der Koordi-

naten)
Rang(@kgj(:co))m:l ..... = m bzw. dquivalent det (8kgj(x0))j7k:1 _____ .7 0.
Setze y = (21,...,7) €ER™, 2= (Tpy1,...,2q) € RE™, entsprechend yy, 2.
= 9(yo, 20) = 0 und 9yg(yo, 20) = (&ﬁgj(xo))jvk:l _____ . ist invertierbar.
Beachte

f/(l'(]) + )\Tgl(x(]) = 0 = (ayf<y07 20)7 azf(y07 ZO)) + )\T (8yg(y07 ZO), azg<y07 ZO)) = O
& 0, f (Yo, 20) + AT 0y9(yo, 20) = ON 9:f(yo, z0) + A0.9(yo, 20) = 0

-~ ~~

1 2)

1) Bestimmung des Vektors \: Das lineare Gleichungssystem

T )\1 8yl f(y07 ZO)
(3yg(:c0, yo)) : = — ( .. )
Am 8ymf(?/07 ZO)

besitzt eine eindeutige Losung A\ =: \y € R™. Transponieren der Gleichung:
)\oTayg(yanO) = —0yf (Yo, %0).
= T € R™: (1) ist erfiillt.
2) Nachweis von (2) fiir A = Ag:
Wende den Satz iiber implizite Funktionen auf
9(y,2) =0, g(yo,20) =0, 0y9(yo, 20) invertierbar

an = Es existiert eine eindeutige lokale Auflésung o € C! (B(;(Zo) — R™) so dass

9((2),2) = 0 fiir z € Bs(20).
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Wir bendtigen ¢’. Mit Kettenregel:

9y9(y0, 20) © ¢ (20) +0:9(yo, 20) = 0
Matrix l\7|;| Vektor
= ¢'(20) = _(ayg<y07 2’0))_1@9(3/0720)-

Setze y = ¢(z) in f ein:
F(z) = f(e(2),2).

f}N hat lokales Extremum in xy = F hat ein lokales Extremum in 2z = F’(z) = 0.
(0y.f) (5o, 20) © ¢'(20) + 0= f (Yo, 20) = 0

(0,1 (W0, 20) (= (8,90, 0)) " D:9(y0, 20)) + - f (0, 20) = O
A(::l%() (A Dy9 (0. 20)) (9,9(y0, 20)) ' D=9y, 20) + 0= f (yo, 20) = 0

=
=

<A:C>; Agazg(y0720)+azf(y0720) =0
&

2)

12.14 Bemerkung: Zur Bestimmung von Kandidaten fiir lokale Extrema werden die d + m Glei-

chungen
f'(zo) + Mg (zg) = 0 (d Gleichungen)
g'(xg) = 0 (m Gleichungen)
fir die d + m Unbekannten 1, ..., 24, A, ..., A\, gelOst.

12.15 Methode von Lagrange: Seien die Voraussetzungen des letzten Satzes erfiillt. Bilde die
Funktion
F(xz,\) = f(z)+ Mg(z) firz € D, A€ R™.

Hat f}N in zo € N ein lokales Extremum, so folgt

3)\0 e R™: F/(.To,)\(]) = 0.

Beweis: Beachte: ' = (0, F, 0\F). Nach letztem Satz:
3)\0 e R™: f/(.T()) + )\gg/(.ro) = 0.
Es folgt

. F (o, o) = f'(w0) + AJ ¢ (z0) = 0,

roEN

8)\F(l‘0,)\0) = g(l‘o) = 0.
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12.16 Beispiel: Gesucht ist das Maximum von f(a, b, c) = abe
unter der Nebenbedingung g(a, b, c) = 2ab + 2ac + 2bc = 1.

1 —2ab
Hinweis: Los man die Nebenbedingung nach ¢ auf: ¢ = o folgt mit der Abschatzung

2(a+b)’
(a + b)* > 4ab:

1 —2ab 1
0 < f(a,b,c) < ab = —Vab(1l — 2ab).
< flabo) < a2 = 1Val(1 = 2ai)

in D ={(a,b,c) :a,b,c > 0}. Man sieht, dass f am Rand von D verschwindet.

12.17 Satz von Heine-Borel: In R? gilt fiir K C R?
K ist kompakt < K ist beschrankt und abgeschlossen.
Der Beweis verlauft entsprechend dem Fall d = 1.

12.18 Satz: Seien (M;,dy), (Ms,dy) metrische Raume, D C M, offen, f : D — M, stetig. Ist
K C D kompakt, dann ist f(K) kompakt.

Beweis: Sei O = {0, : a € A} eine offene Uberdeckung von f(K), d.h. die Elemente von O sind
offen und f(K) C U O,.

a€cA

Zeige: 3n € N day,...,a, € A : f(K) C UOQJ.. Dann folgt die Kompaktheit von f(K).
j=1

Betrachte O’ := {f~!(0,) : a« € A}. Dann:
1) VYae A: f71(0,) ist offen. Siehe Beweis von Satz 12.7.
2) O ist Uberdeckung von K, denn 2 € K = Ja € A: f(z) €04 = z € f1O,).

3) O’ offene Uberdeckung von K A K kompakt
= neNJo,...,an€ A: K C|Jf'(On).

j=1

= f(K) S |JF(f7(0u)) = Oa,.
j=1 Jj=1 U

12.19 Folgerung: Ist (M, d) metrischer Raum, D C M offen, f : D — R stetig, K C D kompakt.

Dann besitzt f’K auf K ein Maximum und ein Minimum:

dry, 9 € KVz € K @ f(21) < f(x) < f(22).

Beweis: f(K) ist kompakte Teilmenge von R
Satz 6.32

=" sup{f(z) : 2z € K} =sup{y:y € f(K)} € f(K).
Genauso fiir Minimum. ]
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13 Gleichméafligkeit

13.1 Vertauschung von Grenzwert und Integral

13.1 Frage: Gilt
b

lim [ fo(2)dz = /b lim fn(z)dx?

a

Antwort: Nicht allgemein, denn

n’x O§x<% .
falz) = 2n —n’x %§x<% = ‘v’nGN:/ folz) =1
0 %gx °

1
Aber: Vz € [0,1] : fu(z) = 0 = lim f,(z)dz = 0

0 n—o0

13.2 Satz: Sei —coc<a<b< oo <, VneN: f, € R(la,b]) und f, — f gleichmaBig auf [a, b].
Dann folgen

o fcR(ab]),

b
° </ fn(z) dx) ist konvergent,
a neN
b

b
e lim [ f,(z)dz = / nh_)nolofn(x) dx.
a /

n—o0 a

=f(=)

Beweis: f, — f gleichmaBig auf [a,b] < |[|fn — fllooc = sup ‘fn(x) — f(x)} — 0.
[a,b]

10.18: (R([a,b]),]-]l) ist ein Banachraum, d.h. vollstindig = f € R([a, b]).
Also ist f liber [a,b] integrierbar.

/abfn(a:) dx — /ab f(z)dx

Linearitat

=

b
[ ala) = 1)
Mon%tonie / }fn(x) _ f(x)’ dr

Monotonie b
= [l flle
= (O—allfu —flle — 0.
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13.3 Folgerung: Sei —co <a <b < oo, Vn € N: f, € R([a,b]). Ist die Reihe
f(z) =Y fal@)
n=1
gleichmaBig konvergent auf [a, b], so folgen

00 b p o0
f € R([a,b]) Z x)dx ist konvergent A Z fo(z)dr = / an(x) dx.
@ n=1

n=1v% n—=1va

13.4 GleichmaBiger Grenzwert einer Funktion: Seien (M, d;), (Ms, dy) metrische Radume, D C
M, X Menge, f: D x X — M, xg € H(D), p : X — M. Dann gilt

lim f(x,t) = ¢(t) gleichmaBig beziiglich t € X

T—xT0

falls
Ve>036.>0Ve' € DVt € X :di(z,2') < 6. = do(f(x, 1), (1)) <e

(vgl. 9.1).

13.5 Satz: Sei (M, d) metrischer Raum, D C M, —c0o <a<b< oo <, f: D x [a,b] = R, so
dass
Ve e D: f(z,.): [a,b] — R ist Regelfunktion.

Gilt fiir ein zp € H(D)N D
lim f(z,t) = ¢(t) gleichmaBig beziiglich t € [a, b],

T—T0

dann folgen:
e v € R([a,b)]),

e lim bf(x,t)dt = /b lim f(z,t)dt = /bcp(t)dt.

T—TQ a T—xT0

Beweis: Sei (z,,) Folge in D mit z,, — xo. Setze ¢,(t) := f(x,,t). Dann folgt g, € R([a,b]) und
gn(t) = () gleichmaBig beziiglich t € [a, b].

n—oo n—oo

b b b
22 o eR([a,b]) A lim [ f(za,t)dt = / Hm f(z,,t)dt = / o(t) dt.

Da der Grenzwert nicht von der Folge (z,) abhangt, folgt die Behauptung. 0
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13.2 Parameterabhingige Integrale

13.6 Grundvoraussetzung: In diesem Kapitel wird immer vorausgesetzt:

—00 < a < b< oo, X ist eine Menge, f: X X [a,b] — R und

J(z) = /bf(:zc,t) dt fir z € X,

sofern f(z,.) € R([a,]).

13.7 Satz: Sei K C R? kompakt und f € C(K x [a,b] — R). Dann ist .J definiert und stetig auf
K.

Beweis: 1) Fiir jedes feste z € K gilt f(z,.) € C([a,b] = R) = J(z) ist definiert.

2) Setze
K' = K xla,b = {(x,t):(xl,...,xd,t):xEK A te[a,b]}.

Nach Heine Borel ist K beschrankt und abgeschlossen
= K’ ist beschrankt und abgeschlossen
ReineBorel 1 st kompakt.

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Nach Satz 6.52 ist f auf K’ gleichmiBig stetig.

€

= 36, > 0V(x,t), (¢, 1) € K"+ ||(z,t) = (2, ¢)|| < bc = |f(z,t) — f(, )] < -

Fir z,2" € K mit ||z — 2'|| < 0. folgt ||(z,t) — (2/,t)]| < I, fiir t € [a,b] und

b
|J(z) = J(')| = /(f(x,t)—f(x’,t))dt

< / Fet) — f(' 1) dt

13.8 Folgerung: Sei —oco < ¢ <d < oo und f € C(]e,d[ x[a,b] — R). Dann ist J definiert und
stetig auf |e,d|.

Beweis: J(x) ist definiert: Wie vorher.

Sei x € ]c,d| fest. Wahle § > 0, so dass K := [z — J,x + 6] C]c,d].

iger S . . . .
VOB T st stetig auf K = J ist stetig in x.
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13.9 Satz: Seien —oco < ¢ < d < o0, Q:=]c,d] X[a,b], f: Q2 — R mit
e Vx €le,d[: f(z,.) € R([a,b]),
o V(z,t) € Q: fistin (x,t) partiell nach x differenzierbar,

¢ 0,f €C(U—R).

Dann gilt J € C'(]c,d[ — R) und
b
/fa:t :/@f(x,t)dtﬁjrxe]c,d[,

d.h. Ableitung nach x und / ... dt sind vertauschbar.

a

b b

Beweis: Nach Voraussetzungen sind / f(z,t)dt, / Oy f (z,t) dt definiert fir x € ]c, d| .

Sei z € ]e,d| fest. Wahle 09 > 0, so dass K := [z — dp,z + &) C Jc,d[. Dann ist 0, f auf
[z — o,z + do] X [a,b] gleichm3Big stetig.

Sei nun € > 0 vorgegeben. Waihle § € ]0, &), so dass

€
b—a

Va,x' € [zo — 0,20 + 0] VE € [a,b] : [z — 2/| <6 = |0, f(2,t) — O, f (2, 1) <

Fiir |h| <6, h # 0 folgt
_ b
J(x+h})l J(z) _/ 8mf(x,t)dt’

a

b(f(l‘+h,t)—f($,t)
h

— &f(x,t)) dt’

Mittelwertsatz

/a f(x+&h,t) — 0. f(z,t)) dt‘

b

Diff're?hnung

= 5

(Beachte: Vt € [a,b] : O, f(.,t) stetig = f(.,t) stetig.)
e—0+0 = Formel fir J'(x).
138 = J €C(]e,d[—=R) = JeC']c,d[— R). 0

13.10 Satz: Seien die Voraussetzungen von Satz 13.9 erfiillt, u, 0 € C'(J¢, d[— R) mit Bild(u), Bild(o) C
[a,b] und
o(z)
J(x) = f(z,t)dt
Dann folgt J € C''(]e¢,d[ — R) und

J'(z) = f(z,o0(x))d(z)— f(u(a:))u'(x)+/ Oy f(x, 1) dt.
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Beweis: Setze

T2
F(xy,z9,23) = / f(xs, t)dt

Es gelten
31F(3717372,56’3) = —f($3,$51), 32F(371,56’2,56’3) = f(l’37372)-

Aus dem letzten Satz:

83F(:E1,:E2,x3) = / (%f(xg,t) dt

Nun gilt J(z) = F(u(z), 0(z), ). Mit Kettenregel:

J'(z) = (0F)(u(z),o(x), z)u'(z) + (0. F)) (u(z), o(x), z) ' () + (05 F)) (u(z), o(x), z) - 1.
U

13.3 Uneigentliche parameterabhingige Integrale

13.11 Definition: Sei X eine Menge (Parametermenge), f : X x [0,00[— R und fiir jedes z € X

/0 T Fa b dt. (+)

Dann konvergiert (x) gleichmaBig beziiglich x € X, falls

/Ooof(x,t)dt—/ORf(x,t)dt’ <e.

13.12 Satz: Es gelte Vn € N : f,, € C([0,00[ — R) und

konvergiere

Ve >03dR. >0VR > R. Vx € X :

1) VR>0: f, = f gleichmaBig auf [0, R] und

2) /OOO fn(t) dt konvergiert gleichmaBig beziiglich n € N.
Dann folgen:

1) feC([0,00[— R),

2) / f(t) dt konvergiert,
0

3) </ fu(t) dt) konvergiert und
0 neN

4) lim oOfn(t)dt:/ hmfn dt—/ f(@)
0

n—o0 0

D.h. Limes und / sind vertauschbar.
0
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Beweis: 1) Satz 9.19: f € C([0, R] — R) fiir jedes R >0 = 1).

R
2) Setze F,(R) ::/ fn(t)dt. Dann
0

R R R
- / F(t)dt = / lim f,(t)dt 22 lim [ fu(t)dt = lim F,(R).
0 0

n—o0 n— o0 0 n—oo

Sei (Ry) Folge in R mit Ry, — oo. Laut Voraussetzung

F.(Ry) — / fn(t)dt gleichmaBig beziiglich n € N.
0

*2 ti ("0 =l Jim () =l Jm () = Ji [0
und alle Grenzwerte existieren.

= 3).

Die linke Seite ist unabhangig von der gewahlten Folge (Ry)

= 2) und/ ft)dt = hm ka = hm/ fu(t)

= 4). ’ ’

13.13 Bemerkung: Der letzte Satz gilt entsprechend fiir Funktionenreihen.

13.14 Stetigkeit des Integrals iiber die Grenzfunktion: Sei (M, d) metrischer Raum, D C M,
f:Dx[0,00] =R, zp€ HD)ND,

1) YR>0: f(x,t) = f(xo,t) gleichmaBig beziiglich ¢ € [0, R] und

/0 T e dt

konvergiere gleichmaBig beziiglich z € D.

2) Das uneigentliche Integral

Dann folgt
lim flz,t)dt = / lim f(z,t)d / f(xo,t)dt.
0

T—T0 0 T—T0

D.h. J(x / f(z,t)dt ist stetig in x.

Beweis: Sei (z,,) Folge in D mit z,, — xo. Zeige J(z,) — J(x0).
Setze f,(t) := f(xn,1).
fn(t) = f(xo,t) gleichmaBig beziiglich ¢t € [0, R],
/ fn(t) dt konvergiert gleichmaBig beziiglich n € N
0
= lim J(z,) = lim fu(t)dt 132 / lim f, (%) / flzo, t)dt = J(x).
0

n—oo n—oo 0 n—o0
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13.15 Satz: Sei f € C(]a,b] x[0,00[ — R) fiir alle (z,t) €]a,b[ x[0, 00 partiell nach z differen-
zierbar mit 0, f € C(]a, b[ x[0, 00[ — R). Gilt auBerdem

1) Vzelab[: J(z) = / f(z,t)dt ist konvergent und
0
2) / O, f(x,t) dt konvergiert gleichmaBig beziiglich x € ]a, ] .
0

Dann ist J differenzierbar in ]a,b] und es gilt

J(z) = /000 Op f(z,t) dt fir x € ]a,b|.

R
Beweis: Setze Jy(z) := / f(z,t)dt fir R >0, x € la,b|.
0

R
Satz 13.9 = Jp(z) = / Opf(z,t)dt fiir R >0, = €la,b|.

0
Sei (Ry) in R mit Ry — oo. Nach Voraussetzung:

Vo €la,b[: Jg,(z) = J(z) und Jg (z) — / O, f(x,t) dt gleichmaBig beziiglich .
0

Satz 9.22 = J ist differenzierbar und J'(z) = klim Jp, () = / O, f(x,t) dt. 0
— 00 0
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14 Integration im R"

14.1 Treppenfunktionen

14.1 Volumen: Ein abgeschlossenes Intervall I im R" ist gegeben durch

I = H[aj,bj] = a1, bi] X [as, bs] X - -+ X [an, b]

mit —oo < a; < b; < 0o. Das MaB des Intervalls ist

n n

(D) = pn([Jlas. b5) = JJ0; —ay).

j=1 j=1

Falls 35 € {1,...,n} : a; = bj, so gilt 11,,(I) = 0 und I heiBt Nullmenge.

14.2 Beispiele: 1) n=3:1=0,1] x[0,2] x [0,3], us(I) = 6.

2)
n—1
14.3 Bemerkungen: 1) Setzt man [’ := H[aj, bj], so gelten
j=1

I =1 x[a,,b,] und p,(I)= (by —an) pn_1(I").
——
:Nl([anvbn})
2) Fir X CR"ist
falls z € X

1
Xx R"—=>R:z—
0 sonst

die charakteristische Funktion von X.

Mit I" wie vorher gilt

i@, @) = Xr(2')* Xan b (Tn) firz’ e Rz, €R.
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3) I, 1, Intervalle im R™ = [; N I, ist ein Intervall im R™ oder die leere Menge.

14.4 Treppenfunktionen: Sei I C R" ein Intervall.

1) Eine Funktion ¢ : I — R heiBt Treppenfunktion auf I, falls

m

dm € N dlIntervalle I1,...,1,, C 1 3eq, ..., ¢ GR:t:chXIj.

J=1

2) Zwei Treppenfunktionen t;,t, : I — R heiBen gleich fast uiberall, falls es endlich viele

3)

k

Nullmengen Ny, ..., Ny gibt, so dass t;(z) = to(zx) fir z € I\ U Nj. Schreibe t; = t, f.ii.

T(I):={t:1— R |tist Treppenfunktion}.

J=1

14.5 Bemerkung: 7 (/) ist ein Untervektorraum das Raumes aller Funktionen von I nach R.

m

14.6 Definition: Fiir t € 7(I) mit t = Y _c¢;x;, heiBt

J=1

/It(x)dx = /ft = Zm:cjun(fj)

Jj=1

das Integral von t liber I.

14.7 Satz: ¢, = t, fast lUberall = /t1 = /tQ.
I I

Ohne Beweis

14.8 Eigenschaften: Fiir t,t1,t5 € T(/) und ¢ € R gelten

1)

2)

3)

4)

5)

6)

tl"‘thT([) und /(t1+t2>:/t1+/t2,

I 1 I

¢t eT(I) und /I(c~t):c/jt,

Ve el ty(z) <tsy(x) = /t1 < /tg (Monotonie),
I I

[ <,

/1

|t| € T(I) und

s/m,
I

t -ty € T(I).
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14.2 Das Regelintegral

14.9 Definition und Satz: Sei I C R" ein Intervall mit yu, (1) > 0.

1) f:1 — R heiBt Regelfunktion, falls
A(ty) in T(I): tx, — f gleichmaBig auf [
bzw. || f — tk]|eo = sul? }f(x) - tk(:p)} — 0.
re
2) R(I):={f:1—R| f ist Regelfunktion}.
3) Fir feR(I), (tx) in T(I), ty — f gleichmaBig auf I, existiert

/If(x)d /f = Jin |

und ist unabhangig von der Folge ().
/f heiBt (Regel-)integral von f iiber I.
I

/I(tk —t)

I I
fur k, 1 > K., da ||ty — f|lo = 0

Beweis: 1) ’ tr— [t < itk — tilloo - pn(I) < €

= /tk ist Cauchy-Folge, also konvergent in R.

I keN
I
1 1

2) Sind (t4), (tx zwei solche Folgen, dann gilt < 1tk — tlloo - (1) — 0.

14.10 Satz: 1) feR(I) = f ist beschrankt auf I.
2) feCUI—-R) = feRU).

3) Die Eigenschaften aus 14.8 iibertragen sich durch Grenzwertbildung direkt auf das Regelinte-
gral.

Beweis: 1) c:=1 = 3K €N:|ltx— fllo < 1.
tk—ZC]XI = HtKHoo<Z\CJ\<OO

= ||f||oo 1 =t + trclo < ||f — 1 floo + 1Ek]loc < 1+ [[tk]loo < o0
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1
2) Beweis im Fall n = 2: Sei k € N vorgegeben. Kontstruiere ¢, mit ||tx — f|leo < T

I ist kompakt, f: I — R stetig = f gleichmaBig stetig. Wahle § > 0, so dass

1
Vo, o' €1 |z —2'| <6 = |f(z) — f(a)| < o
: b—a d—c 0
Sei I = [a,b] X [[c,d]. W3hle N € N mit —— NN <73 Setze
b—a b—a d—c d—c
O = 1 1
J\ [a+7 N ca+ (r+1) N | x[c+s N e+ (s+1) N ]
b—a b—a d— d—c
@ = 1 1 1
J\ [a+7 N ca+ (r+1) N | x[e+(s+1) B c—l—(s—l— )—— N
b—a b—a d—c d—c
3 ._ 1 1 1)——
J\ [a+ (r+1) I ca+ (r+1) N]x[c—l—s N e+ (s+1) N
fir0 <r,s <N — 1. Seien z,, € Jﬁ? Dann ist
N-1 N—2
tk = Z $7"8 XJ(l) Z f xT‘S XJ(Q) Z f($rs)XJ£§)
r,s=0 r,s=0 r,s=0
die gewiinschte Treppenfunktion.
3) Siehe Beweis von Satz 10.20.
14.3 Iterierte Integrale
14.11 Satz: Sei [ = H[aj’bj] Intervall mit u(I) # 0, f € R(I).
=1
’ ~ n—1
Fiir jedes ¢ € [ay, b,] sei fo(2') = f(a',¢c) fura' € I' = H[a],b |. Dann gelten:
j=1

1) Ve € [an, by fo € R(I),

2) z,— f(x x,) da’ € R([an, by)),

3) /f /_( I/f(x’,xn) dx’) dz.

Beweis: 1) Seizundchst f=tecT(I), t= ch xi, I = H[a§1),b§l)].

=1 j=1
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n—1 m

Mit I} := H[ay), by)] folgt t(.,z,) = ch X[aw,bgn(%)xq e T(I') und
j=1 =1

b by, M
/ (/ t(;p” l‘n) dx’) dr = / Z CZX[G%) b(l)}(xn)ﬂn—l(]l/) dx,,
an I’ an o
= Z G gl([anl)a bg)])ﬂn—l(ll,z
=1

:M:L,(fz)

_ /It'

2) Sei (tx) Folge in T(I), t, — f gleichmaBig auf I. Dann

a) ’fc(:p’) —tp(2', 0) } = ’f(x’,c) — tk(:p’,c)’ < || f = tr|loo < € fiir k > K,
——
) eT(I")
= f.eR().
b) ‘ f(2', z,)dx’ — / tr(z ) d2’ | < / ‘f(a:',a:n) — tk(az',xn)‘ dz’
r I I
eT([;:L,bn}) < i1 (I)f = telloo < € fiir k> K.

N /I £, ) 2’ € R([an, ba)).

o / / Def [ .. " / /
c) f(&' z,)de" | dx,, = khm tp(z', x,) dx" ) dzy,
an I’ —00 an /

DS /tk D‘if/f.
k—oo I I ]

14.12 Beispiel: f(z,y) = ze*™, I =[0,1] x [0, 2]:
feClI—-R) = feRU).

2 1
/f = / </ xe”ydx) dy = &2 —1.
1 y=0 =0

14.13 Folgerung: Fiir f € R([a,b] x [¢,d]) (also insbesondere fiir f € C([a,b] X [¢,d] — R)) gilt

/[a,b}x[c,d}f N /cd </abf(x’y) dx) dy = /ab </cdf($,y) dy) dz.

D.h. die Reihenfolge der Intgrationen ist vertauschbar.
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14.4 Das Mafl von Mengen
14.14 Definition: Sei X C R" beschrankt.

1) Das kleinste Intervall, das X enthilt, wird mit 7(X) bezeichnet:

I[(X) := N I.

{ICR":I Intervall A XCI}

I(X) ist kompakt (beschrankt: klar, abgeschlossen als Schnitt abgeschlossener Mengen).
2) Eine endliche Menge P = {1, ..., I, } von Intervallen heiBt Partition von /(X), falls

() Vijk=1,....m:j#k = u,(;NI;) =0,

d.h. die Intervalle haben hochstens auf ihrem Rand gemeinsame Punkte.
(i) | JL =1(x).
j=1

3) Fiir jede Partition P von I(X) sei

mp(X) = > (D),
{IeP:ICX}
Mp(X) = > D).

{IeP:INX#0}

14.15 Definition: Sei X C R" beschrankt.

1) p;:=sup{mp(X) : P ist Partition von I(X)} heiBt inneres Riemann-MaB von X,
o = Inf{Mp(X) : P ist Partition von I(X)} heiBt duBeres Riemann-MaB von X.

2) X C R” heiBt Riemann-messbar, falls 11;(X) = p1,(X).

3) X C R” heiBt Nullmenge, falls X Riemann-messbar ist mit x(X) = 0.

14.16 Bemerkungen: 1) [ C R" Intervall = I messbar, (1) = p,(I),
2) Ist I C R" ein Intervall mit 1(X) C I, so gilt

sup{mp(X) : P ist Partition von I(X)} = sup{mp(X): P ist Partition von I}.

14.17 Satz: 1) X C R™ Nullmenge und X’ C X = X’ messbar und pu(X’) = 0.

2) X, Xy € R™ Nullmengen = X; U X5 sind Nullmengen.
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Beweis: 1) Seie > 0 und P Partition von I(X) mit Mp(X) <e

S MeX) = Y mD < S m(X) = Mp(X) < e
{IeP:INnX'#0} {IeP:INX#0}

= 1e(X’) = inf{Mp(X’) : P Partition von I(X)} < ¢

5>Oge>lleb|g Ma(X/) —0

2) Seien € > 0 und P, P’ Partitionen von I(X; U X5) mit Mp(Xy), Mp/(X3) < e.
Setze
P’ = {[ﬂ[':[EP A ]'EP'}.

P" Partition von I(X; U X5)
= MP//(XI) < MP(Xl) <e
MP//(Xl) < Mp/(XQ) <e¢€
= Mp(X,UX,) = > fin (1)

{IEP”:IH(XlLJXg)#@}

< Z pn (1) + Z pn(I) < 22

{IeP:INX1#0} {IeP:INX2#0}

= Ve >0: p.(X1UXy) < 2e.

14.18 Definition: Sei (M, d) metrischer Raum, X C M.

1) X = U{O CM:0CX A O offen} heiBt Inneres von X.

2) X = ﬂ{A CM:X CA N A abgeschlossen} heiBt Abschluss von X.

3) 0X =X — X heiBt Rand von X.

o

14.19 Beispiele: X = [a,b[C R: X = [a,b], X =]a,b[, 0X = {a,b}.
[=[a,b] x [e;d] CR:T =1, T =]a,b[x|e,d[, I = [a, 8] x {e,d} U {a,b} x [c,d].

14.20 Satz: Sei X C R" beschrankt. Dann ist X genau dann Riemann-messbar, wenn 0X messbar
und p(0X) = 0.

Beweis: =-: Zeige: Ve > 0 3 Partition P von I(X) : Mp(0X) < ¢.
Sei ¢ > 0 fest. Wahle Partition P von I(X) mit Mp(X) — mp(X) < . Unterteile X in zwei
Mengen:

My={zecoX:x¢ |J I}, My:=0X\M,.

{IeP:ICX}
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M ist Teilmenge der endlichen Vereinigung aller Rander der I € P Sate 1817 w(Msy) = 0.

Wegen
Mp(Ml) = Mp(X) — mp(X) <e€

folgt u(0X) < e.

<«: Zeige: Ve > 0 3 Partition P von I(X) : Mp(X) —mp(X) <e.
Sei ¢ > 0 fest. 4(0X) =0 = 3 Partition P von [(X) mit Mp(0X) < ¢
Fiir diese Partition von I(X) gilt

MP(X) - mP<X) = Z Nn(l) - Z Nn(l)

{IeP:INX#0} {IeP:ICX}

< Z ,un([)

{IeP:INOX#D}
= Mp(0X)

< &

14.5 Volumenberechnung

14.21 Satz: Sei I’ C R" ! Intervall, f € R(I'), f(z) > 0 auf I’. Dann ist
X ={(@y)eR:2’el'’ N0<y< f(a)}

Riemann-messbar mit

n(x) = [ sa)ar

Beweis: Es gilt 1(X) = I’ x [0, b] mit geeignetem b > 0.

Seie > 0fest, t € T(I') mit ||t — flloo < &.
Wihle eine Partition P’ = {I],...,1I],} von I’, so dass t = ch X1, setze

j=1

d; == max{c; —¢,0}, D, :=min{c; + ¢,b}.

Dann ist
P = {IJ/ X [O,d]],[‘; X [d],DJ],[‘; X [D],b] j: 1,...7771}

eine Partition von 7(X) mit
me(X) = S dpan() = [@-0) = [(-2) = [ forer)
j=1

Mp(X) = ZDjMn_l(IJ’.) < //(t+€) < //(f+25) = I+ 2ep, 1 (I').

= X messbar, u(X)= [ f.
I/
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14.22 Definition: Sei X C R" Riemann-messbar. Dann heit f : X — R Regel-integrierbar auf
X, falls fiir jedes k € N eine Partition P = {I3,..., I} von I(X) und Konstanten ci,...,¢,, € R

existieren, so dass
Mp(X) <p(X)+e AN mp(X) > pu(X)—¢

und fiir die Treppenfunktion ¢, := ch X1, gilt:

j=1
1
sup | f(z) — ty(z)| < i
reX
Der Grenzwert
f = lim t, mit /tk = citin(1;)

existiert, ist unabhangig von der Folge (¢,,) und heiBt Integral von f iiber X.

14.23 Satz: Die Integraleigenschaften aus Satz 14.8 gelten entsprechend. AuBerdem ist jede Funk-
tion f € C(X — R) auf X regelintegrierbar.

14.24 Satz: Sei X' C R™! Riemann-messbar, u,0 : X' — R regelintegrierbar mit u(z’) < o(z')
auf X’. Dann ist

X = {(2,z,) eR": 2" € X' A u(2)) <z, <o(a)}

Riemann-messbar mit
nx) = [ o= w.

Ist zusatzlich f : X — R regelintegrierbar, so gilt
o(z")

/ f = / / f(' x,)dx, | da'.
X X’ u(z’)

Beweis: Es gilt I(X) = I(X’) X [a, b] mit geeigneten a,b € R. Sei ¢ > 0 fest.

Wahle eine Partition P’ = {I{,..., I/} von I(X’) mit
Mp(X) < p(X) +2 A mp(X) > p(X) — ¢,

so dass Konstanten ~q,...,7,, und é1,...,0,, existieren, so dass

ilel)g’u(ﬂf) —jzlfijlj] <e A 2161)13]0(37) —;%Xg} <e.

Setze

¢j = max{y;—¢,a}, C;:=min{y;+e,;—¢c}, d; :=max{y;+¢,0;—e}, D;:=min{d;+¢,b}
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und
P = {I} x [a,c;], I} x [¢;, Cj], I} x [C},dy], I} x [dj, D;], I x [D;, 0] : j = 1,...,m}.
Dann ist P Partition von I(X) und
me(X) 2 [ (0= u=d2) = 2max{ull+ & ol + e} (M (X) = mp(X).

Mp(X) < //(o—u—l—lls).

14.25 Beispiel: Gegeben ist der Zylinder {z1, z2, x3) € R® : 23+23 < 1} und der Keil {(zy, 72, 23) €
R3:29 >0 A 0<ux3 <z} Gesucht ist das Volumen des Schnittkorpers.

X ={(x,29) ER?: =1 <2, <1 A 0< 1y < /1 —23}
ist Riemann-messbar nach Satz 14.24.
KNnZ=A(a,z3): 2" € X' N 0<ux3 <15}

ist Riemann-messbar nach Satz 14.24.

w(Knz) ' / (25— 0) da’
14.24 Vi-ai
= To d[L‘Q dl‘l
-1, \Jo



