


Priv.-Doz. Dr. Peter H. Lesky
M.Sc. Jan Kollner Seite 1 von 7
FB Mathematik, Universitit Stuttgart Termin: 25.09.2015

Nachscheinklausur — Analysis II (SS 2015)

Termin: 25.09.2015
Hinweise: Losen Sie bitte jede der Aufgaben auf einem neuen Blatt.
Alle nicht in der Vorlesung behandelten Sachverhalte sind zu beweisen,
Losungsschritte entsprechend zu begriinden.
Aussagen und Sétze aus der Vorlesung diirfen ohne Beweis verwendet wer-
den, sofern der Beweis nicht Gegenstand der Aufgabe ist. Alle verwendeten
Aussagen und Sétze sind dabei zu kennzeichnen.
Am Ende der Klausur alle Lésungsblitter in das Umschlagblatt einlegen.
Hilfsmittel: keine

Bearbeitungszeit: 120 min

Name: Matrikel-Nr.:
Punkte:
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Aufgabe 1. (4 Punkte)

(a) Geben Sie die Definitionen einer Treppen- und Regelfunktion an.
(b) Ist die Abbildung

2% fir z € Q,

fR—=R, T
0 firzeR\Q.

eine Regelfunktion auf dem Intervall [—1, 1]? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Loésung 1.

(a) Wir geben die Definitionen wie in der Vorlesung:

e Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann eine Treppenfunktion, wenn es eine Zerlegung

22{607517"'7571 : a:§0<§1<<€n:b}

von |[a, b] gibt, sodass f‘]gk, fiir alle kK =1, ..., n konstant ist. @

17£k[
e Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann eine Regelfunktion, wenn es eine Folge (ty,)nen
von Treppenfunktionen gibt, welche gleichméBig bzgl. x € [a,b] fir n — oo gegen f

konvergiert. @

(b) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass f genau dann eine Regelfunktion ist, wenn an jedem Punkt
xg € [—1,1] der rechts- und linksseitige Grenzwert von f existieren. Dies ist fiir die gegebene @
Funktion jedoch nicht der Fall. Um dies zu sehen wihlen wir ein beliebiges xo € [—1, 1], zg # 0.
Ist (z)nen nun eine Folge irrationaler Zahlen, welche gegen zy konvergiert, so ist f(z,) = 0
fiir alle n € N und damit auch lim,_,~ f(x,) = 0. Ndhern wir uns hingegen in den rationalen
Zahlen x(, d.h. wihlen wir eine Folge (y,)nen rationaler Zahlen, welche gegen zy konvergiert,
so ist (wegen Stetigkeit der Abbildung z + 22) lim, 0o f(yn) > 0. Dies trifft insbesondere @
auch auf die rechts- und linksseitigen Grenzwerte zu.
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Aufgabe 2. (8 Punkte)

(a) Seien f,g: [a,b] — R zwei stetig differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie, ohne Verwendung
von partieller Integration, dass

b b
/ f'(x)g(x) dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f(@)g (z) da.

(b) Sei f: [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion und F': R — R definiert durch

b
F(k) ::/ f(z)sin (kz) dx
fiir alle k € R. Zeigen Sie, dass dann
lim F(k)=0
k—o0

gilt.

Loésung 2.

(a) Es gilt die aus der Analysis I bekannte Regel
(f-9)=Ffg+fg (V)
bzw.
flg=(f9)~1fg

fiir die Ableitung eines Produkts zweier differenziebrarer Funktionen f, g : [a,b] - R. Da f-g
eine Stammfunktion von (f - g)’ ist, erhalten wir

b
/ (f - 9)' () de = F(B)g(b) — F(a)g(a)

(Folgerung aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung) und aus der Linearitéit @
des Integrals

[ 7w i = 10000) - @t - [ 1w ©
(b) Mit Hilfe partieller Integration (vgl. Teilaufgabe (a)) erhalten wir, dass
F(k) = / " f(a)sim (k)
_ % ( F(a) cos (ka) — £(b) cos (kb) + / ) cos (k) dx) . @

Da sowohl f, als auch f’ stetig auf dem kompakten Intervall [a, b] sind, gilt

@17 @) < C 0
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fiir alle z € [a,b] und ein C' € R. Wegen | cos (kz)| < 1 fiir alle = € [a, b], folgt auch

b b
/ f'(x)cos (kz)| < / |f'(z)] - | cos (kx)|dz < (b—a)C -1

und wir erhalten zusammenfassend, dass

0<I|F(k)<-2+b—a)C—0 fiir k£ — oo.

e

Damit folgt auch, dass limy_,~ F'(k) = 0.
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Aufgabe 3. (8 Punkte)

(a) Seien V,W zwei normierte Vektorrdume und f : V' — W eine Abbildung. Geben Sie die
Definition der Fréchetdifferenzierbarkeit von f in einem Punkt zg € V an.

(b) Gegeben sei die Funktion
®:C(0,1L,R) =R, [ (f(0)"

Der Raum C([0, 1], R) sei dabei mit der Supremumsnorm || - ||s versehen.
Zeigen Sie, dass ® auf C([0,1],R) fréchetdifferenzierbar ist und geben Sie die Ableitung
von ® in einem beliebigen Punkt f € C([0,1],R) an.

Losung 3.

(a) Wir geben die Definition der Fréchetdifferenzierbarkeit wie in der Vorlesung:
Die Funktion f ist in xg € V genau dann fréchetdifferenzierbar, wenn es eine stetige (oder
beschriinkte) lineare Abbildung f’(z¢) : V — W gibt, sodass

f(ao+h) = f(xo) + f'(z0)(h) + o([|A]]) @

fir h — 0 gilt.
(Alternativ kann man die Definition auch mit z = z¢ + h bzw. h = x — z( formulieren.)

(b) Fiir f,h € C([0,1],R) ist
®(f +h) = ((f +1)(0)* = (£(0) + h(0))* = (£(0))* + 2(0) - h(0) + (A(0))*. (V)
Es bleiben nun zwei Dinge zu zeigen:
(i) Die Abbildung
L;:C([0,1],R) = R, h— 2£(0) - h(0)

ist linear und stetig (bzw. beschrinkt). )
Die Linearitét von Ly lésst sich einfach nachrechnen, fiir o, h € C([0,1],R) und A € R ist

LA+ h) = 2£(0) - (Ah+ R)(0) = A(2£(0) - h(0)) +2£(0) - R(0) = ALs(h) + L¢(h). @

Fiir die Beschrénktheit von Ly bemerken wir, dass

1Ly (h)| = [2£(0) - h(0)| = 2[£(O)] - [P(O)] < 2| floo - [Pl |oo) (V)
d.h. Ly ist auch stetig. @
(i) Der Ausdruck (h(0))? gehort zur Klasse o(||h]|so), d.h. es ist
(h0)?
1]l
fiir ||h||oc — 0. Dies folgt aber aus der einfachen Abschétzung
(n(0))* _ [IhlI3
0< < = = ||h]|oc — 0.
Tl = [Tl ®

Zusammenfassend haben wir gezeigt, dass ® fréchetdifferenzierbar ist und die Ableitung von ®

durch die Abbildung

d'(f): C([0,1],R) — R, h i+ 2£(0) - h(0) @
gegeben ist.
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Aufgabe 4. (4 Punkte)
Gegeben seien eine Funktion f € C1(R?,R) und ein Punkt (z0, yo, 20) € R® mit f(x0,v0,20) = 0.
Gesucht ist eine lokale Auflosung der Gleichung f(z,y, ¢(z,y)) = 0 in einer Umgebung von

(ﬁUanO,ZO)'

(a) Unter welchen zusétzlichen Voraussetzungen an f existiert eine lokale Auflosung ¢ €
C*(Bs(wo,y0), R) fiir ein geeignetes § > 07
(Hinweis: Die Angabe der Voraussetzungen geniigt, ein Beweis ist hier nicht gefordert.)
(b) Angenommen die Voraussetzungen aus Teilaufgabe (a) sind erfiillt. Geben Sie die Ablei-
tung ¢’ von ¢ mit Hilfe der partiellen Ableitungen von f an. Begriinden Sie Ihr Ergebnis
mit einer kurzen Rechnung.

Losung 4.

(a) Die beiden Eigenschaften f € C1(R?,R) und f(z0, y0, 20) = 0 sind bereits gegeben. Wir miissen
also nur noch fordern, dass

of

o 1)
z (x7yaz):(x07y07z0)

invertierbar, bzw. da es sich bei diesem Ausdruck um eine reelle Zahl handelt, dass diese nicht

Null ist. D.h. die zusétzliche Voraussetzung lautet, dass

gﬁ(IOaQO7ZO) # 0. @

(b) Wir leiten die Gleichung f(z,y, ¢(z,y)) = 0 auf beiden Seiten mit Hilfe der Kettenregel nach
x partiell ab und erhalten

0 of of
Oz—f(x,y,go(x,y)):— + =
Oz 0T |y p(ey) 0%

%
ox

®

(z,y,0(z,y)) (z,y)

(der Summand mit der Ableitung nach der zweiten Koordinate féllt dabei wegen % = 0 weg).

Mit % = g—f erhalten wir daraus, dass

o)
Op|  __ ©
) - of
() 0z |(z,y,0(z,y))

Leitet man die Gleichung f(z0, yo, 2z0) = 0 partiell nach y ab, erhélt man ein analoges Ergebnis.
Zusammenfassend wird die Ableitung von ¢ in einer Umgebung von (xg, yo) durch die Matrix

1 ror oy
@l(m,y):—aff (37 aj,) @
0z

dargestellt.

(© jan.koellner®@mathematik.uni-stuttgart.de lesky@mathematik.uni-stuttgart.de



Priv.-Doz. Dr. Peter H. Lesky
M.Sc. Jan Kollner Seite 7 von 7
FB Mathematik, Universitit Stuttgart Termin: 25.09.2015

Aufgabe 5. (8 Punkte)
Wir betrachten eine Funktion f : R x R — R fir die f(z,:) € R(R) fir alle z € R eine
Regelfunktion ist. Desweiteren seien © und v zwei weitere Funktionen R — R, und wir definieren
eine Abbildung J : R — R durch

o(x)
J(x) = /( | f(z,t)dt.

(a) Unter welchen Voraussetzungen an u, o und f ist J auf R differenzierbar?

(b) Geben Sie eine Formel zur Berechnung der Ableitung von J aus den Ableitungen von u, o
und f an.

(c) Beweisen Sie die Formel aus Teilaufgabe (b).

Loésung 5.

(a) Um J abzuleiten betrachtet man zunichst eine Hilfsfunktion

b
(a,b,x)r—>/ f(x,t)dx

und berechnet von dieser die partiellen Ableitungen nach jeder der Koordinaten. Die Ableitung
von J erhilt man dann mit Hilfe der Kettenregel. Beim partiellen Differenzieren nach x miissen
wir dabei die Reihenfolge von Integral und Ableitung vertauschen, d.h.

e f muss nach z partiell differenzierbar sein und

o % f(x,-) muss eine stetige Funktion sein.
Wenn wir die Kettenregel verwenden treten die Ableitungen von v und o auf, d.h.
e y und o miissen differenzierbar sein.

(b) Die Ableitung von J ist gegeben durch
o(x) 9
T(a) = faofa)) - o &) = flosu(o) e+ [T pat)an

u(z)

(c) Wir betrachten die Hilfsfunktion

¢ (a,b,x) —~ /bf(x,t)dt.

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergeben sich fiir die partiellen Ab-

leitungen nach den ersten beiden Koordinaten die Ausdriicke
op _ op _
%—f(l‘?b)v da ——f(:L’,(I).

Unter den Voraussetzungen aus Teilaufgabe (a) folgt

dp 0 [° A,

Damit erhalten wir mit Hilfe der Kettenregel, dass

. o)
J'(m):?:gx+g§§i+?;:—f(x,u(x)).u’(x)—kf(x,o(:c))-o’(a:)—i-/x) (‘)8:0 (z,t) dt.

u(

was die Formel aus Teilaufgabe (b) beweist.
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