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Analysis IT (SS 2015) — Blatt 4

Nature laughs at the difficulties of integration.
(Pierre-Simon de Laplace, 1749 - 1827)

Aufgaben zur schriftlichen Abgabe in der Ubung

4.1. Uberpriifen Sie folgende uneigentliche Integrale (in Abhingigkeit von v € R) auf Konvergenz:

1 oo 1
(a) / 7 dx (b) / 7 dx (c) / Inx dx
0 1 0
00 | b 1/m 1 1 1 1
(d) / | sin] dx (e) / sin <> dx () / ( — — ) dx
1 T 0 x 0 ST x
4.2. (a) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral

o0
/ Lot qt
0

(b) Fiir alle z > 0 definieren wir die Gammafunktion I'(x) durch

I'(x) ::/ t*te~t dt.
0

Zeigen Sie, dass I'(z + 1) = a['(z) fiir alle x > 0 und, dass I'(n + 1) = n! fiir alle n € N.

fiir alle z > 0 konvergiert.

Votieraufgaben

4.3. (a) Sei f:]0,00[— R eine stetige Funktion mit A := f(0) und B := lim,;_,~ f(x) € R. Zeigen
Sie fiir alle «, 8 > 0, dass

[0 44y (2),

x o

(b) Berechnen Sie die Integrale

(b1) /OO ﬂ dx, (b2) /Oo arctan {az) —arctan () dx.
0 x 0

x
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4.4. (a) Seien z € [0,1] und « € R. Zeigen Sie, dass

lim <a> 2" =0
n—oo \ N,

(b) Zeigen Sie, dass die Binomialreihe Y o (&)™ fiir alle o € R, x €] — 1, 1[ konvergiert und

n=0
(1+2)" = nzzo <z>$”

gilt.

Zusatzaufgaben

4.5. Sei f:]0,1]— R eine monoton fallende Funktion und
n—1
B\ 1
on(f) = ;f <n> n

(a) Angenommen es existiert das (uneigentliche) Integral fol f(z) dz, so zeigen Sie, dass o, (f)
fiir n — oo konvergiert und

1
/0 fa)dz = lm o,(/)

gilt.

(b) Zeigen Sie, dass die Umkehrung der Aussage aus Teilaufgabe (a) nicht gilt, d.h. finden Sie
eine monoton fallende Funktion f : [0, 1] — R, sodass o, (f) konvergiert, das uneigentliche
1 . . .
Integral fo f(z) dx jedoch divergiert.

(c) Zeigen Sie die Umkehrung der Aussage aus Teilaufgabe (a) unter der zusitzlichen Annah-
me, dass f in x = 0 oder z = 1 beschrénkt ist.
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