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Analysis II (SS 2015) — Blatt 4
Nature laughs at the difficulties of integration.

(Pierre-Simon de Laplace, 1749 - 1827)

Aufgaben zur schriftlichen Abgabe in der Übung

4.1. Überprüfen Sie folgende uneigentliche Integrale (in Abhängigkeit von γ ∈ R) auf Konvergenz:

(a)

∫ 1

0
xγ dx (b)

∫ ∞
1

xγ dx (c)

∫ 1

0
lnx dx

(d)

∫ ∞
1

| sinx|
x

dx (e)

∫ 1/π

0
sin

(
1

x

)
dx (f)

∫ 1

0

(
1

sinx
− 1

x

)
dx

4.2. (a) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral∫ ∞
0

tx−1e−t dt

für alle x > 0 konvergiert.

(b) Für alle x > 0 definieren wir die Gammafunktion Γ(x) durch

Γ(x) :=

∫ ∞
0

tx−1e−t dt.

Zeigen Sie, dass Γ(x+ 1) = xΓ(x) für alle x > 0 und, dass Γ(n+ 1) = n! für alle n ∈ N.

Votieraufgaben

4.3. (a) Sei f : [0,∞[→ R eine stetige Funktion mit A := f(0) und B := limx→∞ f(x) ∈ R. Zeigen
Sie für alle α, β > 0, dass∫ ∞

0

f(αx)− f(βx)

x
dx = (A−B) · ln

(
β

α

)
.

(b) Berechnen Sie die Integrale

(b1)

∫ ∞
0

e−αx − e−βx

x
dx, (b2)

∫ ∞
0

arctan (αx)− arctan (βx)

x
dx.
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4.4. (a) Seien x ∈ [0, 1[ und α ∈ R. Zeigen Sie, dass

lim
n→∞

(
α

n

)
xn = 0

(b) Zeigen Sie, dass die Binomialreihe
∑∞

n=0

(
α
n

)
xn für alle α ∈ R, x ∈]− 1, 1[ konvergiert und

(1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α

n

)
xn

gilt.

Zusatzaufgaben

4.5. Sei f :]0, 1[→ R eine monoton fallende Funktion und

σn(f) =

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)
· 1

n

(a) Angenommen es existiert das (uneigentliche) Integral
∫ 1
0 f(x) dx, so zeigen Sie, dass σn(f)

für n→∞ konvergiert und ∫ 1

0
f(x) dx = lim

n→∞
σn(f)

gilt.

(b) Zeigen Sie, dass die Umkehrung der Aussage aus Teilaufgabe (a) nicht gilt, d.h. finden Sie
eine monoton fallende Funktion f : [0, 1]→ R, sodass σn(f) konvergiert, das uneigentliche
Integral

∫ 1
0 f(x) dx jedoch divergiert.

(c) Zeigen Sie die Umkehrung der Aussage aus Teilaufgabe (a) unter der zusätzlichen Annah-
me, dass f in x = 0 oder x = 1 beschränkt ist.
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