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Analysis IT (SS 2015) — Blatt 6

Say what you know, do what you must, come what may.
(Sofia Vasilyevna Kovalevskaya, 1850 - 1891)

Es gibt keine schriftlich abzugebenden Aufgaben.
Votieraufgaben

6.1. Sei f : [a,b] — R? stetig und differenzierbar auf [a,b[ mit f'(x) # 0 fiir alle 2 € [a,b]. Sei K
eine Kurve mit der Darstellung (f, [a, b]) und es konvergiere das (moglicherweise uneigentliche)
Integral ff || f/(t)|| dt. Zeigen Sie, dass dann K rektifizierbar ist und die Linge L(K) von K
durch

b
L(K) = / 16| dt

gegeben ist.

6.2. (a) Sei ||f|] fur f € C([a,b],R) gegeben durch

b
1£11 :=/ |f(x)] dz.

Zeigen Sie, dass || f||1 eine Norm auf C([a, b],R) definiert.

(b) Ist (C(]0,1],R),[| - ||1) vollsténdig?
(Hinweis: Betrachten Sie Funktionen welche zunéchst linear ansteigen, maximal aber den
Wert 1 annehmen.)

6.3. Bekanntlich ist cosx < 1 fiir alle z € R. Zeigen Sie ausgehend davon, dass
Tony1(sin, z,0) < sinz < Ty, (sin, z,0)
Ton+1(cos, x,0) < cosx < Thy,(cos, x,0)

fiir alle x > 0 und n € N gelten. Hierbei bezeichnet T,,(f,z,0) das n-te Taylorpolynom einer
Funktion f : R — R bei Entwicklung in x¢ = 0.

6.4. (a) Sei f € C%([a,b], R?) eine Funktion fiir die die Abbildung z + || f(x)||? konstant ist. Zeigen
Sie, dass dann
(f(x), f'(x)) =0
fiir alle = € [a, b] gilt.

Bezeichne K eine Kurve im R? und sei ¢ : [a,b] — R? eine Bogenlingenparametrisierung
von K. Die Tangente ¢(s) an K bei einer Stelle s € [a,b] ist durch #(s) = ¢/(s) gegeben,
den Einheitsnormalenvektor! an die Kurve fiir s € [a, b] bezeichnen wir mit n(s). In diesem
Zusammenhang bedeutet die Aussage aus Teilaufgabe (a) gerade, dass

t'(s) = k(s) - n(s)

fiir alle s € [a,b] mit einem Faktor x(s) € R. Priifen Sie dies nach!

"Dieser Vektor entsteht durch Drehung von t(s) um 7/2, d.h. n(s) = Dt(s) mit D(z,4)T = (—y,z)T.
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(b) Geben Sie die Bogenléngenparametrisierung fiir einen Kreis um den Ursprung mit Radius
R an und berechnen Sie « fiir diesen Fall.

Ist eine Kurve K nach der Bogenldnge parametrisiert, so definieren wir deren Krimmung an
der Stelle s € [a, b] als den Proportionalitétsfaktor x(s). Es gilt dann

K(s) = (t'(s),n(s))  bzw.  [k(s)| = |[t'(s)]]

Ist eine Kurve nicht in Bogenléngenparametrisierung gegeben, so sei g eine Umparametrisierung
auf die Bogenlénge L. Die Kriimmung ist dann durch

r(t) = kg (L(1))
gegeben, wobei x4 die Kriimmung der umparametrisierten Kurve angibt.

(c) Sei K eine durch ¢ : [a,b] — R? parametrisierte Kurve mit o(t) = (z(t),y(t))? fiir alle
t € [a,b], so zeigen sie, dass

_ 2 @y"(t) = 2"(t)y'(1)

"0 = w0 + )P

fiir alle ¢ € [a, b] gilt.
(d) Sei f € C?([a,b],R), so bezeichnet
graph (f) := {(z, f(x)) € R? : & € [a, 0]}

den Graphen der Funktion. Zeigen Sie, dass die Kriimmung des Funktionsgraphen von f
an der Stelle z € [a, b] durch

f"(x)
[+ (f'(2))%]3/2

k(z) =

gegeben ist.

Zusatzaufgaben

6.5. (a) Sei [a,b] ein Intervall und (a, 5) ein Paar zweier Zahlen «, 5 € [a,b] mit a < 5. Auf der
Menge dieser Paare sei eine Funktion I : (o, 8) — I(a, 8) mit der Eigenschaft, dass

I(a, B) + 1(B,7) = I(a,7)

fiir alle «, 5y € [a, ] gilt.
Angenommen zu I gibt es eine regelintegrierbare Funktion f : [a,b] — R sodass

(B—a)-zei&fﬁ]f(w)Sf(a,ﬂ)ﬁ(ﬁ—a)' sup f(x)

z€la,f]

fiir alle «, 8 € [a,b] mit a < f gilt, so zeigen Sie, dass

b
I(a,b) = / f(x)dx

(b) Sei f € C'([a,b], R?) die Parametrisierung einer Kurve, so schlieBen Sie aus der Aussage
aus Teilaufgabe (a) auf die bekannte Formel

b
L—/ 1)) e

zur Berechnung der Lénge der Kurve.
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