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Analysis II (SS 2015) — Blatt 13
Die Mathematik als Fachgebiet ist so ernst, dass man keine Gelegenheit

versäumen sollte, dieses Fachgebiet unterhaltsamer zu gestalten.
(Blaise Pascal, 1623-1662)

13.1. (a) Zeigen Sie für alle k, n ∈ N, dass∫ 1/
√
2

0

xk−1

1− x8
dx =

1

2k/2

∞∑
n=0

1

16n(8n+ k)
.

(b) Berechnen Sie den Wert des Integrals∫ 1/
√
2

0

4
√

2− 8x3 − 4
√

2x4 − 8x5

1− x8
dx

um mit Hilfe von Teilaufgabe (a) die Darstellung von π durch die Bailey-Borwein-Plouffe-
Reihe

π =

∞∑
n=0

1

16n

(
4

8n+ 1
− 2

8n+ 4
− 1

8n+ 5
− 1

8n+ 6

)
zu zeigen.

13.2. Berechnen Sie das Volumen des n-dimensionalen Standardsimplex

∆n := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn |x1, . . . , xn ≥ 0 ∧ x1 + · · ·+ xn ≤ 1}.

Skizzieren Sie auch die Simplizes für n ∈ {1, 2, 3}.

13.3. Wir betrachten die Funktion

f : [0, 1]× [0, 1]→ R, (x, y) 7→ f(x, y) :=


1
x2

0 < y < x,

− 1
y2

0 < x < y,

0 sonst.

Berechnen Sie die Integrale

(a)

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y) dy dx, (b)

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y) dx dy.
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13.4. Wir betrachten die beiden elliptischen Integrale

E(k) =

∫ π/2

0

√
1− k2 sin2 ϑ dϑ, K(k) =

∫ π/2

0

dϑ√
1− k2 sin2 ϑ

für k ∈]0, 1[. Zeigen Sie, dass zwischen diesen der Zusammenhang

(a)
dE

dk
=
E −K
k

(b)
dK

dk
=

E

k(1− k2)
− K

k

besteht.
Hinweis: Zeigen Sie für Teilaufgabe (b), dass

1

(1− k2 sin2 ϑ)3/2
=

1

1− k2
√

1− k2 sin2 ϑ− k2

1− k2
d

dϑ

sinϑ cosϑ√
1− k2 sin2 ϑ

.

Zusatzaufgaben

13.5. Die in Teilaufgabe 13.1 (b) gegebene Reihe erlaubt es einzelne Stellen von π in der Hexidezi-
maldarstellung

π =

∞∑
n=0

an
16n

ohne Kenntniss der vorherigen Stellen zu berechnen. Hierzu einige Gedanken:

• Die n-te Stelle von π ist gegeben durch

an = b(16n−1π mod 1) · 16c.

• Multiplizieren wir die Reihe mit 16n−1 und betrachten nur den nichtganzzahligen Anteil,
so ist dieser durch 4Σ1 − 2Σ4 − Σ5 − Σ6 mit

Σl =

n−1∑
k=0

16n−k−1 mod (8k + l)

8k + l
+

∞∑
k=0

16n−k−1

8k + l
,

l = 1, 4, 5, 6 gegeben.

• Eine effiziente Berechnung von 16n−k−1 mod (8k + l) ist leicht realisierbar.

Berechnen Sie die 2015-te Stelle von π im Hexadezimalsystem.
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13.6

E
ngland im Jahre 932, ˇm Jahre ˇs Herrn. K]nig Arthur zieht mit seinen Rittern ˇr Tafelrunˇ dur˜ die Lanˇ, auf

ˇr Su˜e na˜ ˇm Heiligen Gral. Na˜ˇm sie ´reit‘ zahlrei˜e Gefahren ^´r<anˇn ¯tten, kamen die tapfren Re¨en an

eine tiefe S˜lu˜t, ^´r die nur eine einzige Br^¨e f^hrte, wel˜e von einem W[˜ter ´wa˜t wurˇ. Um die Br^¨e ´treten

zu d^rfen m^&en die Ritter drei s˜wierige Fragen ´antworten. Liegen sie nur ´i einer einzigen Frage fals˜, so sind sie

ˇ‘ Toˇ‘. Al‘ er<e‘ tritt ˇr mutige Ritter Lanzelot vor:

W[˜ter Stop: Wer ^´r die Br^¨e ˇ‘ Toˇ‘ wifl gehn, muı dreimal Reˇ und Antwort <ehn, er< ˚nn ˚rf er die

anˇre Seite sehn.

Lanzelot: Stefl ˇine Fragen, W[˜ter ˇr Br^¨e, i˜ f^r˜te mi˜ ni˜t!

W[˜ter: Wie lautet ˇin Name?

Lanzelot: Sir Lanzelot von Camelot.

W[˜ter: Wa‘ i< ˇin Auftrag?

Lanzelot: Die Su˜e na˜ ˇm ˙iligen Gral.

W[˜ter: Wie lautet ˇr Wert ˇ‘ Integral‘
∫ π/2
0 ln (a2 − sin2 ϕ) dϕ in Abh[ngigkeit von a > 1?

Da Mat˙matik im Jahre 932 no˜ ni˜t zur Grun˚u‘bildung eine‘ Ritter‘ geh]rte i< unser tapferer Sir Lanzelot nun ratlo‘. K]nnen

Sie ihm ˙lfen?
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