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Analysis IIT (WS 2015/16) — Scheinklausur 1

Termin: 16.01.2016

Hinweise: Abgaben mit Bleistift oder Rotstift werden nicht gewertet.
Bei den Aufgaben 7,8 und 9 sind die vollstédndigen Argumentationsschrit-
te anzugeben. Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitung pro Aufgabe jeweils ein
Extrablatt.
Bei den iibrigen Aufgaben wird nur die Abgabe von Endergebnissen ver-
langt. Nebenrechnungen werden nicht gewertet und daher auch nicht einge-

sammelt.
Am Ende der Klausur bitte alle Losungsblétter in das Umschlagblatt einle-
gen.

Hilfsmittel: Keine aufler Schreibutensilien und leerem Papier. Insbesondere sind Ta-
schenrechner, Handys, Computer und Formelsammlungen nicht erlaubt.

Bearbeitungszeit: 90 min

Name: Matrikel-Nr.: Gruppen-Nr.:

Punkte:
Al A2 A3 A4 A5 A6
A7 A8 A9 A10 Al1l by

(© jan.koellner@mathematik.uni-stuttgart.de lesky@mathematik.uni-stuttgart.de



Priv.-Doz. Dr. Peter H. Lesky
M.Sc. Jan Kollner Seite 2 von 10
FB Mathematik, Universitit Stuttgart Termin: 16.01.2016

Aufgabe 1 (6 Punkte) Formulieren Sie drei verschiedene Kriterien, welche sicherstellen, dass
eine Funktion f : O — C auf einer offenen Menge O C C holomorph ist:

Loésung 1.
Denkbare Kriterien sind z.B.:

e f ist holomorph, falls f in allen Punkten 2y € O differenzierbar ist, fiir alle zg € O also der
Grenzwert

o £2) = £0)

Z—20 zZ— 20

existiert.
e f ist holomorph, falls f unendlich oft auf O differenzierbar ist.

e f ist holomorph, wenn Real- und Imaginérteil die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen auf O erfiillen. Schreibt man f in der Form f(x+iy) = u(z,y)+iv(x,y) mit u,v € C1(O,R),
so ist f holomorph, falls u und v die beiden Gleichungen

ou Ov ou ov

dx oy’ dy Oz
erfiillen.

e f ist holomorph, wenn f in allen Punkten zy € O lokal als Potenzreihe darstellbar ist, d.h.
wenn es fiir alle zg € O ein r > 0 gibt, sodass

flz)= Zan (z — z)"
n=0

fir alle z € B, (%) gilt.

e Holomorphie von f folgt aus dem Satz von Morera: f ist holomorph, wenn das Integral

f(z)dz

oD

entlang des Randes aller moglicher abgeschlossener Dreiecksflichen D C O verschwindet.

e f ist holomorph, wenn f lokal eine Stammfunktion besitzt, d.h. falls es fiir alle z5 € O ein r > 0
gibt, sodass f auf B,(zp) eine Stammfunktion besitzt.

/7 £(2)dz

iiber alle geschlossenen, nullhomotopen Wege v C O verschwindet.

e f ist holomorph, wenn das Integral

e f ist holomorph, falls fiir alle zueinander homotopen Wege ~1, 2 das Integeral entlang dieses
Weges gleich ist, d.h.

(2)dz= | f(2)dz

gilt.

Korrekturanmerkung: Jedes richtige, vollstéindig formulierte Kriterium gibt zwei Punk-
te.
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Aufgabe 2 (2 Punkte) Formulieren Sie Voraussetzung und Aussage des Satz von Liouville aus der
Vorlesung:

Angenommen eine holomorphe Funktion f : C — C ist be-
schrankt, so folgt, dass f konstant ist.

Korrekturanmerkung: Voraussetzung und Aussage geben jeweils einen Punkt.
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Aufgabe 3 (3 Punkte) Gegeben ist die Funktion

f( ) cosz+ 1
Z = .
z 22 —2(14+1)z+4i

Skizzieren Sie die Konvergenzkreise bei Potenzreihenentwicklung von f in den Punkten
(a) =1 =1, (b) 22 =1+ 2i, (c) z3=1-2i.

in das untenstehende Koordinatensystem:

Bleistift!

Re

Korrekturanmerkung: Jeder korrekt gezeichnete Kreis gibt einen Punkt.
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Aufgabe 4 (3 Punkte) In dieser Aufgabe sind alle Ergebnisse in der Form x + iy mit z,y € R
anzugeben.

(a) Berechnen Sie den Wert des Integrals

/Rezdz:
r

(b) Berechnen Sie den Wert des Integrals

/ Sdz = -1
[0,14]

(c) Berechnen Sie den Wert des Integrals

1
/ : dz = 2mi
‘Z|:1 Sin 2

Aufgabe 5 (4 Punkte) Die folgenden Funktionen f : C\ {0} — C haben in zp = 0 eine isolier-
te Singularitdt. Geben Sie jeweils die Art dieser Singularitdt an. Im Fall einer Polstelle geben Sie
zusétzlich die Ordnung des Pols an.

N
Lo -

wobei I' = {t? —it : t € [0,1]}.

f(2) Art der Singularitit und ggf. Ordnung des Pols:
cos (z) + cos | — zp = 0 ist eine wesentliche Singularitét
z
sin (22) — 22 - - — p
: f ist in zg = 0 holomorph fortsetzbar, bzw. die Singulartét ist hebbar
z
cos(z)—1 o .
i zp = 0 ist ein Pol zweiter Ordnung
z

Aufgabe 6 (2 Punkte) Gegeben ist die Funktion

o ef—1

f(z) =

Geben Sie die Laurent-Entwicklung von f um zg = 0 mit ihrem Konvergenzbereich an:

23

Laurentreihe: o
>
|
=, (n+3)!
Konvergenzbereich:
C\ {0}
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Aufgabe 7 (2 Punkte) Sei f : B1(0) — C eine holomorphe Funktion auf der offenen Einheitskreis-
scheibe B1(0) = {z € C : |z| < 1}. Zeigen Sie, dass die Funktion

9:B1(0)=C, z=9(2) = f(2)

ebenfalls holomorph ist.

Losung 7.

Zunichst bemerken wir, dass |zZ| = |z| fiir alle z € C und daher B;(0) = B1(0) gilt. Die Funktion ¢

ist also tatséchlich wohldefiniert.

Da f holomorph auf B;(0) ist, ist f in allen Punkten zo € B;1(0) als Potenzreihe darstellbar, d.h. es @
ist

f(2) =) an(z—2)"
n=0

fiir alle zp € B1(0) und z aus einer kleinen Umgebung von zp. Damit erhalten wir, dass

D=TE =3 an =z =3 (2 — 7)™
=TT =32 = S ®

d.h. @, sind die Koeffizienten einer Potenzreihendarstellung von ¢ in Zg und ¢ ist ebenfalls in allen
Punkten aus B (0) als Potenzreihe darstellbar, also holomorph.

Alternativ kénnen wir zeigen, dass ¢ in allen Punkten 2o € B;(0) differenzierbar ist. Hierfiir bemerken @
wir, dass

9 g0 _ L TE-T@) _ 0 - )

zZ—20 Z— 20 Z—20 Z— 20 Z—20 Z — 20

Im letzten Schritt haben wir dabei verwendet, dass f holomorph und dabei in allen zp € B;(0)
differenzierbar ist.
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Aufgabe 8 (3 Punkte) Sei B1(0) = {z € C : |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe und (zy,)nen
eine Folge in B1(0)\ {0}, welche fiir n — oo gegen Null konvergiert. Gibt es eine holomorphe Funktion
f: B1(0) — C fur die

0  fiir n ungerade,
f(zn) = ..
zp  fiir n gerade

gilt? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung 8.
Wir zeigen, dass es keine solche holomorphe Funktion f : B1(0) — C geben kann:
Angenommen f wire holomorph, dann gilt einerseits, dass f(z) = 0 fiir alle

z € {zan+1 : n € N}

Da (zn)nen gegen Null konvergiert und nicht konstant ist besitzt diese Menge einen Haufungspunkt
in B1(0) und es folgt nach dem Identitdtssatz, dass f(z) = 0 fiir alle z € B;(0). Entsprechend ist
aber auch f(z) = z auf der Menge

{z2n, : n € N}
und es folgt nach dem Identititssatz, dass f(z) = z auf By(0) gilt. Beide Aussagen stehen aber

offensichtlich im Widerspruch zueinander, f kann also nicht holomorph sein.

Alternativ kann man mit Hilfe der Ableitung in zg = 0 argumentieren: Angenommen f wére holo-
morph auf B;(0), dann wiirde die Ableitung

f/(0) = lim f2)

z—0 z

existieren (aus Stetigkeitsgriinden wire f(0) = 0). Setzen wir nun aber die Teilfolgen (z2y)nen und
(22n+1)nen in den Differenzenquotienten ein, so erhalten wir, dass
f(z2n) _ 2o

L f(z2n+1): 0
Z2n Z2n ’ Z22n+1 Z22n+1

Obiger Grenzwert kann also nicht existieren.

Korrekturanmerkung:

e Fall die Frage nach Existenz oder nicht Existenz richtig beantwortet wurde, die
Begriindung aber falsch oder nicht vorhanden war, wurden 0,5 Punkte vergeben.

e Falls bemerkt wurde, dass die Aussage aus dem Identititssatz folgt und dieser
richtig wiedergegeben wurde, wurde 1 Punkt vergeben.
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Aufgabe 9 (7 Punkte) Berechnen Sie den Wert des Integrals

00 2
/ B
oo L+ 2

mit Hilfe des Residuensatzes. Achten Sie dabei auf vollstdndige Begriindungen.

Loésung 9.

e Um das gegebene Integral zu berechnen wéhlen wir die meromorphe Funktion
2
1@ =1

und integrieren diese entlang des Weges v = yr U [— R, R] in folgender Skizze:

Im
YR

[} [}

Z9 Z1

[—R,R} Re
-R R

° )

23 Z4

e Wegen
1+z4:(z1—z)'(zz—z)-(23—z)-(z4—z)
mit

2y = 61(27171)#/47

n=1,234

und z2 # 0 besitzt f in den Punkten z, jeweils eine Polstelle erster Ordnung. Da f = g/h
lassen sich die Residuen in diesen Polen mit Hilfe von

9(zn) :i: 1
W(zn) 423 4z,

Res (f,zn) =

berechnen. Da nur die Pole z; und 2o vom Integrationsweg umlaufen werden geniigt es nur die
Residuen bei z; und 29 anzugeben, wir erhalten
1 —in/4 1 —i3m/4

Res(f,z1) = 2¢ , Res (f,22) = 2¢ )

In einer kurzen Nebenrechnung berechnen wir

(Res (f,21) + Res (£,22)) = § (77 4 7) = Lo (e77/4) =~ Lain (T) = -

1
4 4 2 4 202

Damit folgt nach dem Residuensatz fiir das Integral von f entlang des Weges ~, dass

2
[ylj_24 dz = 27mi (Res (f,z1) + Res (f, 22)) = %
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e Wir iiblich zeigen wir, dass

lim
R—00 R 1+ 2

dz = 0.
Fiir yp wahlen wir die Parametrisierung
vr : [0,7] = C, t— R-e,

eingesetzt in das Integral liefert dies (fiir R > 1)

2 ™ R2 2it . ™
/ Z4dz‘: eiReltdt‘</
g1tz 0

o 1+ Riedit
wobei die rechte Seite fiir R — oo gegen Null konvergiert.

R3
1+ Riefit

dtSR‘l—l @

e Wegen

x2 x2 1

1424 = 22 22

fiir alle x € R und der Konvergenz des uneigentlichen Integrals fix;o 1/2? dx konvergiert auch
das gegebene Integral und es gilt, dass

{L‘2 00 $2
lim o dr= / —da. ©
R—oo [7R,R}1+:L‘ 7001—‘—.15

e Zusammenfassend folgt aus den vorangegangenen Schritten, dass

2 2 2 00 2
- Cadi= [ e [ T [
V2 Jypuerm 12 e 142 rR 1+ o 1tz

und damit

0 2 T
de = —.
| -2 ®
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Aufgabe 10 (6 Punkte) Geben Sie alle Losungen der folgenden Differentialgleichungen an:

y =y-cosx y(z) =c-e"* ceR

vy =2(y—3) y(r) =3+c-e** ceR

14+ 2zy+ (22 +1)y =0 y(x) = c—x’ ceR
22+ 1

Korrekturanmerkung:
e Folgefehler hinsichtlich der Konstanten wurden beriicksichtigt.

e In der ersten Zeile ergab die Losung y(x) = e¥%*¢ noch einen Punkt.

Aufgabe 11 (5 Punkte) Gegeben ist das Anfangswertproblem y'(z) = A - y(x) fiir y(0) = yo mit

0 10 0
A=|-1 0 0 und y(0)= 1|1
0 0 2 2
(a) Geben Sie die Eigenwerte von A an:
AL = i Ao = —i A3 = 2

(b) Geben Sie ein Fundamentalsystem des homogenen Problems an, welches nur aus reellwertigen
Funktionen besteht:

sinx cosx 0
y1(z) = CosS T ya(z) = —sinx y3(z) = e |0
0 0 1

(c) Geben Sie die Losung des Anfangswertproblems an:

sinzx 0 sinx
y(z) = cosz | +2| 0 | = | cosz
0 eQz 2623:
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