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Analysis III (WS 2015/16) — Blatt 2

Technical skill is mastery of complexity while creativity is mastery of simplicity.
(Erik Christopher Zeeman; * 1925)

Aufgaben zur schriftlichen Abgabe in der Ubung

2.1. In der Vorlesung wurden die Exponential-, Kosinus- und Sinusfunktion mit Hilfe von Reihen
definiert. Konkret ist

z o 2 — (1) 2k . — (-1)* 2k+1
e” = k_oﬁ’ COSZ::kZ_O (2]{;)' z7, San::kZ_OMZ .

fiir alle z € C. Zeigen Sie, dass

(a) e =cosz +isinz,

(b) et =e*-e¥

fiir alle z,w € C gilt. Verwenden Sie diese beiden Ausdriicke, um zu zeigen, dass fiir alle z € C
auch

(c) e* =eRe%. (cos(Imz) +isin (Im 2)),

(d) cosz =3 (e'* +e7%) bzw. sinz = & (el* — e7?),
(e) (cosz)*+ (sinz)? =1

gelten. Zeigen Sie ferner, dass

(f) Kosinus und Sinus nur reelle Nullstellen haben und

(8) limy_y400 | cos (z + iy)| = oo, bzw. limy 4+ |sin (x +iy)| = oo fiir alle € R.

2.2. Welche der folgenden Funktionen C — C sind in z = 0 differenzierbar?
(a) z—~ Rez+Imz, (b) z+— Rez-Imz, (c) z— 7z, (d) z+ 2z

Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitung nur die Definition der Differenzierbarkeit.
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2.3. In Analysis II haben wir gezeigt, dass

o

lnx:ZT(x—l)”

n=1

fiir alle = € [0, 2[ gilt. Diese Reihendarstellung wollen wir nun nutzen um eine komplexwertige
Funktion zu definieren, wir setzen

(_1 n+1

flz) =) (-
n=1

(a) Berechnen Sie den Konvergenzkreis der gegebenen Reihe.
(b) Zeigen Sie, dass im Inneren dieses Konvergenzkreises f/(z) = 1/z gilt.

(c) Vergleichen Sie dies mit den Aussagen zur Stammfunktion von 1/z aus der Vorlesung.

2.4. Zeigen Sie, dass

1 2w RZ—TZ
21 Jo R2—2Rrcosf + r2

dg =1

fir alle 0 <7 < R.
(Hinweis: Integrieren Sie (R + z)/(z(R — z)) iiber einen geeignete Kurve.)

Zusatzaufgaben

2.5. (a) Wir betrachten die Glieder der Exponentialreihe

o0 n

P
Zn!'

n=0

und fixieren ein n € N. Fiir welche z € C ist der Betrag des n-ten Gliedes 2" /n! grofier als
die Betrage aller anderen Glieder?

(b) Beantworten Sie die gleiche Frage fiir die Reihe

i(;):1+Z+z(z—1)+”.+z(z—l)(z—Q)...(z—(n—l))+”..

2 n!

n=0
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