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Analysis III (WS 2015/16) — Blatt 5

La vie n’est bonne qu’a deux choses: a faire des mathématiques et o les professer.
(Siméon Denis Poisson (1781 - 1840), zugeschrieben von Frangois Arago (1786 - 1853))

Aufgaben zur schriftlichen Abgabe in der Ubung
5.1. Wir definieren eine Funktion
Ln:C\] —00,0] - C, z— Lnz:=In|z|+1i-argz,
wobei In :]0, 0o[— R den reellwertigen Logarithmus bezeichnet.
(a) Zeigen Sie: Ln ist die Umkehrung der Exponentialfunktion eingeschriankt auf den Streifen
S:={2€C: —nm<Imz <7}

Schlielen Sie daraus, dass Ln eine holomorphe Funktion ist.
(b) Finden Sie zwei Zahlen z,w € C\] — 00, 0] mit z - w € C\] — 00, 0] und

Ln(z-w)# Lnz+ Lnw.
(c) Sei z € C mit Imz > 0 gegeben. Finden Sie alle w € C\] — 00, 0] fiir welche die Gleichung
In(z-w)=Lnz+ Lnw

erfiillt ist.

5.2. Finden Sie ein Gebiet G und zwei holomorphe Funktionen f,g: G — C, sodass die Menge
{z€C: f(z) =9(2)}

zwar einen Haufungspunkt besitzt, jedoch f(z) # g(z) fiir mindestens ein z € G gilt.
Warum widerspricht Thr Beispiel nicht der Aussage aus Aufgabe 4.2 (c)?

Votieraufgaben

5.3. Existiert eine holomorphe Funktion f : B1(0) — C, welche fiir alle n € N die angegebene
Bedingung erfiillt? Begriinden Sie Thre Antwort.

(a) f(1/n)=f(=1/n)=1/n* (b) f(1/n’)=f(-1/n")=1/n* (c) f(1/n*)=1/n
(d) f™(0) = (n—1)! (e) f(0) = (n!)?

5.4. (a) Sei p(z) ein nicht konstantes Polynom mit komplexen Koeffizienten. Zeigen Sie, dass es
ein zg € C mit p(z9) = 0 gibt.
(Hinweis: Satz von Liouville.)
(b) Sei p(z) ein Polynom mit komplexen Koeffizienten vom Grad n € N, so zeigen Sie, dass
p(z) genau n Nullstellen besitzt. Nullstellen werden hier unter Beachtung ihrer Ordnung
gezahlt.
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Zusatzaufgaben

Einige komplexwertige Funktionen, wie z.B. die Exponentialfunktion oder die Abbildung z — 22 sind
nicht auf ganz C bijektiv. Solche Funktionen lassen sich jedoch “umkehren” falls wir mehrere Funk-
tionswerte fiir ein Urbild z € C zulassen. In der Vorlesung wurde anhand der Wurzelfunktion gezeigt
wie sich ein Definitionsbereich konstruieren lésst, welcher dieser Mehrdeutigkeit gerecht wird in dem
Sinne, dass die Wurzelfunktion durch zwei holomorphe Zweige definiert wird. Dieser Definitionsbe-
reich bestand letztendlich aus zwei Kopien der komplexen Ebene mit entsprechenden Identifikationen
entlang eines Schnittes, das dadurch entstandene Gebilde bezeichnet man als Riemannfidche der Wur-
zelfunktion. Im Folgenden wollen wir angeben, wie sich Riemannflichen komplizierterer Funktionen
konstruieren lassen. Dabei soll auf eine moglichst rigorose Darstellung verzichtet werden, vielmehr
wollen wir das Verfahren phénomenologisch anhand eines Beispiels nachvollziehen. Der Leser ist da-
bei eingeladen die einzelnen Schritte nochmals selbststéindig anhand der Wurzelfunktion oder des
Logarithmus nachzuvollziehen.

Zunichst miissen wir die Verzweigungspunkte der Funktion finden, d.h. diejenigen Punkte, fiir welche
keine Mehrdeutigkeit vorliegt. Im Falle des Logarithmus ist dieses Bild nicht zutreffend, lésst sich
jedoch leicht modifizieren. Betrachten wir hingegen

(’22 - 1)1/27

so liefert dieser Ausdruck genau fiir z = £1 einen eindeutigen Wert (ndmlich 0), die beiden Punkte
bezeichnen wir daher als die Verzweigungspunkte der Zuordnung z — (22 — 1)/2.
Als néchstes finden wir die beiden holomorphen Zweige. Dazu bemerken wir, dass

Pt

(=D =(-)E+1)P =y e,

wobei sich 1 und ¢4 aus den Zusammenhéngen

z—1=r_ ¥, 241 =1y ¥,
p- = arg(z— 1), ¢t =arg(z +1)
ergeben. Dabei sind ¢4 nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 gegeben und (22 — 1)!/2 nimmt die

beiden Werte

L ppteo—

+/ryr_ e 2

an. Fiir (22 — 1)!/2 haben wir also die beiden Zweige

Pt
Fyo(ry,r— o4, 0-) = \/"n-l-"n—'el 2,
L ppte—

F_(T+,T_,g0+,g0_) VA A e 2

In diesem Zusammenhang sollen ¢4 als aus dem Intervall [0, 27] gewihlt werden.
Wir zeichnen die Verzweigungspunkte nun in der komplexen Ebene und iiberlegen, was passiert, wenn
die Werte von z einen kleinen Kreis um —1 durchlaufen.

~
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Bei einem Durchlauf eines solchen Kreises wird der Wert von ¢_ um 27 erhoht. Setzen wir dies in
die beiden holomorphen Zweige ein, so erhalten wir

Pyt et

Fi(ry,r— pp,p-+2m) = frpr— e 2 M= — /e 2 =F (ry, 7, 04,0-)

und genauso

F_(T+,’I”_, Pty p— +2m) = Fiy(ry, -, o4, 0-).

Anschaulich wird hier also der Zweig gewechselt. Gleiches erhilt man natiirlich, wenn man +1 in
einem kleinen Kreis umléuft. Wir betrachten nun einen Weg, welcher beide Verzweigungspunkte
umlduft:

Nach einem Umlauf werden die Werte von ¢4 und ¢_ um jeweils 27 erhoht. Setzen wir dies wieder
in Fy ein, so erhalten wir diesmal

prte_ :
+2imr _
2 177—Fi(7’+,7"_,§0+,g0_)

F:t(r+,7'_,g0+ + 27-(790— + 27T) = :l:vT+7“_ 'ei

die beiden Zweige werden hier also nicht miteinander vertauscht. Gleiches passiert natiirlich wenn
weder —1 noch +1 umlaufen werden.

Wir miissen nun Schnitte derart einfithren, dass Wege, welche die Zweige vertauschen auf jeden Fall
einen Schnitt kreuzen miissen. Gleichzeitig versuchen wir mit moéglichst wenig Schnitten auszukom-
men. In unserem Fall geniigt ein einziger Schnitt entlang der Strecke [—1, 1]

Nun kénnen wir die Riemannfliche zusammensetzen: Da wir zwei Zweige Fy haben, benotigen wir
zwei Kopien der komplexen Ebene. Beide Kopien werden entlag der Strecke [—1,+1] geschnitten
und die Schnittkanten derart verklebt, dass sie den Wechsel der Zweige bei Umlauf genau eines
Verzweigungspunktes gerecht werden. In unserem Fall erhalten wir:

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

Werden beide oder kein Verzweigungspunkt umlaufen, so verlduft der Weg in nur einer der beiden
Kopien der komplexen Ebene:

Wird hingegen nur einer der beiden Verzweigungspunkte umlaufen, so wechselt der Weg die Ebene:
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Wird einer der Verzweigungspunkte zweimal umlaufen, so ist der Weg auf der Riemannfléche wieder
geschlossen. In folgender Grafik zeichnen wir beide Bldtter der Riemannfléche iibereinander und
treffen entlang des Schnittes obige Identifikationen.

[ ]
[ ]

5.5. Basteln! Sie die Riemannflichen fiir

(a) (217, (b) (2(z* —1)Y2

!Methode und Material (Papier, Wolle, Draht, Ton, etc.) bleiben dabei Ihnen iiberlassen. Wenn Sie in der Lage sind
die Riemannflichen wie oben zu zeichnen und zu erklidren, wie die Bilder entstehen ist dies auch ok.
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