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Analysis III (WS 2015/16) — Blatt 7

Le plus court chemin entre deux vérités dans le domaine réel passe par le domaine complezxe.
(Jacques Hadamard, 1865 - 1963)

Aufgaben zur schriftlichen Abgabe in der Ubung

7.1. (a) Seien zp € C, r > 0 und f : K,(20) \ {20} = C eine holomorphe Funktion. In 2y habe die
Funktion einen einfachen Pol. Fiir fest gewéhlte 0 < 1 < @9 < 27 betrachten wir Wege

Ve : [@17902] — (C7 t— 20+ €eit

mit 0 < & < r. Zeigen Sie, dass

e—0

iy [ f(2)dz =i~ 1) - Res (£, 20).
Ve

(b) Angenommen es ist 0 < w2 — 1 < 27, so zeigen Sie, dass

1
e
Ve (Z — Zo)"
fiir e — 0 und ein n > 2 divergiert.
Warum widerspricht dies nicht der Aussage aus Teilaufgabe (a)?

7.2. Folgende Aufgaben sind typische Anwendungen des Satz von Rouché:
(a) Wieviele Losungen besitzt die Gleichung
2 =525 —2241=0

innerhalb von K;(0)?
(b) Sei A > 1. Zeigen Sie, dass die Gleichung

e +z=2A

genau eine Losung in der rechten Halbebene mit Re z > 0 besitzt. Zeigen Sie ferner, dass
diese reell ist.

Votieraufgaben

7.3. Fiir z € R sei A(z) eine n x n-Matrix, deren Eintrige stetig von z abhéngen. Sei Ay ein
Eigenwert von A(xg) mit algebraischer Vielfachheit £ € N und r > 0 so klein gewihlt, dass
A(z) keine weiteren Eigenwerte in K, (\g) besitzt.

Zeigen Sie, dass dann ein 6 > 0 existiert, sodass die Matrizen A(x) mit |z — x¢| < § genau k
Eigenwerte (unter Beachtung der Vielfachheit gezdhlt) innerhalb von K,.(Ag) besitzen.
(Hinweis: Satz von Rouché.)
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7.4. Sei v der durch

(t — 1)2'6% fiir t € [0,1],
t—1 fir t € [1, 2]

v:[0,2] = C, t»—>{

parametrisierte Weg in der komplexen Ebene.

(a) Bestimmen Sie die Schnittpunkte des Weges mit der rellen Achse, fertigen Sie eine Skizze
des Weges an und zeigen Sie, dass dieser geschlossen ist.

(b) Zur Wiederholung: Berechnen Sie die Lange des Weges.

(c) Gegeben seien die Punkte

1 1 1
T <<n+ 122 " <n+3/2>2> <t

mit n € Ny. Bestimmen Sie v(7; z,,) fiir alle n € Ny

Zusatzaufgaben

7.5. Sei A € C™" eine hermitesche Matrix mit Eigenwerten in einem Gebiet G C C. Fiir eine
holomorphe Funktion f : G — C erkléren wir f(A) durch

_ 1

27

)= o [ FGE -4 d:

wobei der Weg v alle Eigenwerte von f einmal umlauft und £ € C"*™ die Einheitsmatrix
bezeichnet. Die matrixwertige Integration ist dabei komponentenweise zu verstehen.

(a) Zeigen Sie, dass

f(A)g(A) = (f9)(A)
fiir zwei holomorphe Funktionen f,g: G — C gilt.
(Hinweis: Zeigen Sie, dass (z21E—A) ™1 —(2E—A)7! = (20— 21) (1 E— A) Yz E— A)7L)
(b) Zeigen Sie: Fiir f(z) = Y.7__, crz" erhilt man

flA) =Y eak.

(c) Sei nun f(z) = 22, wobei wir damit die holomorphe Fortsetzung der positiven reellen
Wurzel auf einem Gebiet, auf dem dies moglich ist, meinen.

(i) Berechnen Sie B := f(A) firr die Matrix

()

Berechnen Sie anschlieBend B?, was fillt auf?
(ii) Sei nun A € R™ "™ symmetrisch und positiv definit. Wie wirkt f(A) auf einen Vektor
x € R™, wenn dieser bzgl. einer Basis aus Eigenvektoren von A dargestellt ist? Wie
wiirden Sie f(A) interpretieren?
(d) Wie kann man f(A) fiir f(z) = 1 interpretieren, wenn nur ein Teil der Eigenwerte von ~y
umlaufen wird?
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