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Ho6here Analysis (SS 2016) — Blatt 13

An astronomer, a physicist, and a mathematician (it is said) were holidaying in Scotland.
Glancing from a train window, they observed a black sheep in the middle of a field. “How
interesting,” observed the astronomer, “all Scottish sheep are black!” To which the
physicist responded, “No, no! Some Scottish sheep are black!” The mathematician gazed
heavenward in supplication, and then intoned, “In Scotland there exists at least one
field, containing at least one sheep, at least one side of which is black.”

Votieraufgaben

13.1. Seien T' € §'(R"), @ € Ny und Id®(x) = 2 fiir x € R™. Beweisen Sie fiir die Fouriertransfor-
mation F die Rechenregeln

(a) F(DoT) =ilol.1d* - F(T),
(b) F(T* f) = 2m)"2F(f)- F(T).

13.2. Der Tréger einer Distribution T' € D'(R") ist definiert durch
suppT :=R"\ U{O C R"™| O offen so dass ¢ € C§°(0) = T(¢) = 0}.
(a) Fiir u € L} (R") gilt
supp(Ty) = R"\ {z € R" ‘ U CR"offen :zcU A f=0fi.inU }.
(b) Es seien S,T € D'(R™). Zeigen Sie, dass
supp(S + T') C suppT’ U suppS.

13.3. Sei 2 =]0, co[ und wir betrachten
T(p):=Y ¢M(k), ¢eD)
k=1
wobei ¢(#) die k-te Ableitung von ¢ bezeichne.

(a) Zeigen Sie, dass T € D'(9).

(b) Beweisen Sie, dass T" nicht von endlicher Ordnung ist.

13.4. Zu a € R" sei der Operator
Va: D'(R") = D'(R") : () = T((- — a)) fiir ¢ € C5°(R")
definiert. Beweisen Sie:
(a) Fiir T € D'(R"),a € R" gilt V,T € D'(R").
(b) Der Operator V, : D/(R™) — D'(R™) ist stetig.
(c) Fiir u e L, (R") gilt VoTy = Ty(1q)-

loc
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Zusatzaufgaben

13.5. Mit Hilfe der Distributionstheorie soll nun die Wérmeleitungsgleichung
(WLG) odwu(t,z) — Agu(t,z) =0, u(0,z)= f(z)

auf [0, co[xR".
1.Teil: Eine exakte mathematische Begriinding ist hier nicht notwendig.

(a) Wenden Sie die Fouriertransformation auf die z-Variable an und lsen Sie die so erhaltene
DGL in der Variabllen ¢.

(b) Berechnen Sie fiir ¢ > 0 die Fouriertransformierte von

ke(z) := (47t)" %exp (-’Zf) .

(c) Bestimmen Sie die Losung von (WLG).

2.Teil: Eine exakte mathematische Begriinding ist hier zwingend notwendig. Wir wollen nun
zeigen, dass

ke (x) ,t>0,2eR"

0 1 <0,z e R?

K(t,x) ::{

eine Fundamentallssung ist von (9; — A;) in R™ ist.
Hinweis: Ab hier wird nicht mehr zwischen der Funktion K und der von ihr induzierten Dis-
tribution Tk unterschieden.

(a) Berechnen Sie fiir ¢t > 0 das Integral [p, k¢(z)dz.
(b) Folgern Sie, dass K € L} (R"+1).

loc

(c) Zeigen Sie fir ¢ € S(R™), dass

im [ ky(2)p(a)de = ¢(0).
-

(d) Zeigen Sie (9; — Az)K = 6(0,0)-
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