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Ho6here Analysis (SS 2016) — Blatt 2

The difference between the poet and the mathematician is that the poet tries to get his head into
the heavens while the mathematician tries to get the heavens into his head.

G.K. Chesterton ; (1874-1936)

Aufgaben zur schriftlichen Abgabe in der Ubung

2.1. (8 Punkte) Fiir eine (nicht notwendigerweise monotone) Folge (A, )neny von Mengen, A, C Q,
definieren wir die Mengen

limsup A4, := ﬁ [j A,

n—oo

n=1m=n

oo 00
lim inf A,, := U ﬂ A
n—00

n=1m=n

Wir nehmen an, es gebe eine o-Algebra ¥ C P(2) mit A,, € X fiir alle n € N. Beweisen Sie
folgende Aussagen:

(a) Es gilt limsup A,, € ¥ und li]nr_l> inf A,, € X.
n—oo

n—oo

(b) Ist die Folge A, monton wachsend (A; C Ay C As...), so gilt

limsup 4,, = liminf A,,.
n—o00 n—00

(Was erwartet man, wenn A,, monoton fallend ist, d.h.: 41 D Ay D A3...7)

(c) Fiir ein auf ¥ definiertes Mafl u gilt

p(liminf A,,) < liminf pu(A4,) < limsup p(4,) < p(limsup A,),

n—00 n—00 n—00 n—o0

wobei fiir die dritte Ungleichung p(€2) < oo vorausgesetzt wird.
(d) (Lemma von Borel-Cantelli): Ist (€2, %, 1) ein Mafiraum, so gilt

ZM(A]-) < 0o = p(limsup 4,) = 0.

=1 n—00

Votieraufgaben

2.2. Es sei f:[0,1] — R definiert durch

x falls x rational,
1 -2 sonst.

Zeigen Sie, dass f Borel-messbar ist. Ist f stetig?
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2.3. Sei A; € P(R) fiir alle i € N, so dass (J,,cy An = R und A; N Ay = 0 fiir i # j gelte. Zeigen Sie,

dass
pIEES {UAi | e P(N)}

el

eine o-Algebra ist.

2.4. Sei ©=]0,1[und A:={]0,1[ | n € N\ {0}}.
(a) Gehért [, £ zu o(A)?
(b) Bestimmen Sie o(A). Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 2.3.
(c) Entscheiden Sie, ob die Funktion f : (2, 0(A)) :— (R, B(R)) mit f(z) := 1 messbar ist.

Tz

2.5. (a) Essei f: R — R ein differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass dann f’ Borel-messbar.

(b) Zeigen Sie, dass jede monotone Funktion f : R — R Borel-messbar ist.

Zusatzaufgaben

2.6. Wir betrachten den Mafraum (R, B(R), u(1).
(a) Sei Ja,b[C R fiir —00 < a < b < o0, so dass Q Cla,b[ mit x(V(Q) = b — a. Beweisen Sie,
dass Q dicht liegt in ]a, b[.

(b) Sei © C R abgeschlossen und () (Q) = 0. Beweisen Sie, dass 2 nirgends dicht ist, d.h.
jedes offene Intervall ein zu €2 disjunktes Teinlintervall enthélt.
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