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Ho6here Analysis (SS 2016) — Blatt 3

In my opinion a mathematician, in so far as he is a mathematician, need not preoccupy himself
with philosophy? An opinion, moreover, which has been expressed by many philosophers.
Henri-Léon Lebesgue ; (1875-1941)

Aufgaben zur schriftlichen Abgabe in der Ubung
3.1. (4 Punkte) Seien f,, : X — R,n € N, messbare Funktionen. Zeigen Sie:

(a) Falls f,, ' f(n — o0) und ein ¢ € L£(X) existiert mit f,, > —¢ fiir alle n € N, dann gilt
Jim [ fadp = / fdp.

(b) Falls f,, \, f(n — 00) und ein ¢ € L(X) existiert mit f,, < ¢ fiir alle n € N, dann gilt
Jim / fndp = / fdp.

3.2. (4 Punkte) Zeigen Sie:

(a) Es sei (2,%, ) ein Mafiraum und f € £(2, X, 1) und sei A; € ¥ fiir alle i € N, so dass
Unen An = Q und A; N Ay, = 0 fiir i # j gelte. Zeigen Sie, dass

/Qfdu=g;/&fdu~

(b) Sei a > 1 und f:Q — R Borel-messbar, so ist f genau dann integrierbar, wenn

Y au({a" < |f| <a™'}) < oo

neEZ

Votieraufgaben

3.3. Essei (,%, 1) ein Mafiraum und {f,, }nen € L£(Q, X, 1) eine Folge von Funktionen die gegen f
gleichméfig konvergieren. Zeigen Sie, falls p(Q2) < oo gilt, folgt lim, o0 [q | fn — fldu = 0. Gilt
das noch falls () = co?

3.4. Essei (2,%, 1) ein Mafiraum.

(a) Seien g, : (2,%) — [0,00) messbar fiir alle n € N und Y77, [, gndp < 0o. Zeigen Sie,
dass ) -7 gn(x) fast iiberall beschrinkt auf (2 ist.
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(b) Sei {gn}nen eine Folge rationaler Zahlen aus ]0, 1[. Beweisen Sie, dass die Funktion

[e.e]

Z v’x_Qn’

fiir fast alle 2 €]0, 1] endlich ist und dass f € £1(]0, 1[, B(]0, 1[), V) ist.

3.5. Es sei (,%, ) ein Mafiraum. Sei f : (Q2,%,u) — C eine komplexwertige Funktion, f heifit
Lebesgue-integrierbar, falls Ref und Imf Lebesgue-integrierbar sind. Das Lebesgue-Integral
von f ist dann definiert durch

/Q Fu = /Q (Ref)du +1 /Q (Imf)dp

(a) f ist messbar, genau dann wenn Ref und I'mf messbar sind.

Zeigen Sie:

(b) f ist Lebesgue-integrierbar, genau dann wenn f messbar und |f| Lebesgue-integrierbar
ist.

Zusatzaufgaben

3.6. Es sei p ein diskretes Mafl auf dem messbarer Raum (R, P(N)), welches sich auf N konzentriert,

d.h. u(R\ N) = 0. Zeigen Sie
/ rdu = Z,u n, o))
[0,00)

Hinweis: Verwenden Sie eine geeignete Approximation der Identitdt durch einfache Funktionen.
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