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Hohere Analysis (SS 2016) — Blatt 4

Besides language and music, mathematics is one of the primary manifestations
of the free creative power of the human mind.”
Hermann Weyl ; (1885-1955)

Aufgaben zur schriftlichen Abgabe in der Ubung

4.1. (4 Punkte) Es sei (Q, %, ) ein Mairaum und f : Q x [a,b] — C, wobei x — f(x,t) fiir jedes
t € [a, b] messbar sei. Zeigen Sie:

(a) Falls t — f(z,t) fiir jedes x € Q stetig ist auf [a,b] und falls ein g € L(Q, 3, ) existiert
mit |f(z,t)] < g(x) fir alle z € Q und ¢ € [a, b], dann ist

t— / flx,t)d
auf [a, b] stetig.

(b) Falls z — f(x,t) integrierbar ist fiir jedes ¢ € [a,b], 9, f (z, t) existiert und ein g € L(, X, u)
mit |0 f(x,t)] < g(x) fiir alle z € Q und ¢ € [a, ], dann ist

t— / fz,t)du
Q
differenzierbar auf (a,b) und es gilt

d
2 /Q f (. ydp = /Q Ouf (w, t)dp

Votieraufgaben

4.2. Es sei (Q,%, u) ein Maraum, M € X, ¥ :=YXNM:={ANM|A€ X} und i :=p
ist ebenfalls (', Y, i/) ein MaBraum (muss nicht gezeigt werden). Beweisen Sie:

- Dann

(a) Ist f:(Q,%, u) — R Borel-messbar, dann ist f}M (M,¥, ') — R Borel-messbar und es

gilt
/ f\MdM’:/xM~fdu~
M Q

(b) Ist f: (M,Y, /) — R Borel-messbar, dann ist f : (Q, %, 1) — R mit

@) = {f(x), v € M,

0, sonst

ebenfalls Borel-messbar und es gilt

/Q Fp = /M fi.
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4.3. (a) Bestimmen Sie fiir die Funktionenfolge
L fiir & > =,
fa:(0.4) 5 R, fu(w) =1V} v
vnoo firx < T

fiir n € N eine Funktion f: (0,4) — R, so dass f, — f fast iiberall und zeigen Sie, dass f
Lebesgue-integrierbar ist und dass li_>m f04 frd\) £ f04 FdAD.

(b) Bestimmen Sie fir die Funktionenfolge
gn B2 SR, ga(y) = e (sin(ay®))"

fir n € N eine Funktion ¢g : R? — R, so dass ¢, — ¢ punktweise fast iiberall und zeigen
Sie lim [po gndA® =[5, gdA?
n—oo

4.4. Berechnen Sie den folgenden Grenzwert
n n
. k E
fm (1)
k=0
Hinweis: Verwenden Sie

Sty = [ fdn,
n=0 No

wobei p hier das Zahlmaf ist.

4.5. Es sei (2,%, ) ein MaBraum und fy, gn, by, € L(2, %, p) fiir alle n € N. Es gelten folgende
zusétzliche Eigenschaften:

1) Fiir alle n € N und fast alle z € €2 gilt
gn(z) < fulz) < hn(2).
2) Fiir fast alle x € Q konvergieren die Folgen

lim fu(e) = f(@), lim ho(e) = hz), lim gu(z) = g(a)

n—0o0 n—oo n—oo

punktweise.
3) Seien g,h € L(2,%, u) und

lim hnd,u:/hdu, lim /gndu:/gdu.

Zeigen Sie, dass dann f € £(2,%, 1) und

lim fndu:/fdu.
Q Q

n—o0

Folgern Sie zusétzlich den Satz der Majorisierten Konvergenz.
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