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Ho6here Analysis (SS 2016) — Blatt 5

Beauty is the first test: there is no permanent place in the world for ugly mathematics.
(Godfrey Harold Hardy , 1877-1947)

Aufgaben zur schriftlichen Abgabe in der Ubung

5.1. (2 Punkte) Berechnen Sie das Volumen von

K:={(z,y,2) eR}0<2<3, -1<z<1, B-2)(z-1)<y<(B-2)1Q-2H)}.

5.2. (2 Punkte) Es sei A C R? offen, konvex und beschriinkt, sowie K der (verallgemeinerte) Kegel
mit Hohe h > 0 und Grundfiiiche A. Beweisen Sie, dass pu(3) (K) = %hu(Q)(A).

Votieraufgaben

5.3. Berechnen Sie die folgenden Integrale:
a sin(z? + y? d\? x,y), wobei Q := {(z,y) € R?|1 < 22 + 4% < 4},
Q

®) fo \/4_1/:0721/2&(2) (z,y), wobei Q := [0,1] x [0, 1].

(c) fQ V2 + 2 + 22dAO) (2,9, 2), wobei Q := {(z,y,2) € R3|z? + 4% < 2%, 0 < 2 < 2}.

5.4. (a) Berechnen Sie mit Hilfe von Polarkoordinaten
/ AR\ (z,y).
R2

(b) Bestimmen Sie mit dem Satz von Fubini

/ e de.
R

(c) Essei f:[0,00) x [0,00) = R mit f(z,y) := ye~+7)¥* Berechnen Sie

A </ooo d “”’y)dy) i, [ ( Ia f(w)dx) dy

und folgern Sie, dass f Lebesgue-integrierbar ist.

5.5. Es sei f: U — V ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen U,V C R™. Zeigen Sie,
dass folgende Aussagen #quivalent sind:

i) Fiir alle messbaren Teilmengen A C U gilt u(™(A) = u™ (f(A)).
ii) Fiir den Betrag der Funktionaldeterminante gilt |J f(z)| =1 fiir alle z € U.
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5.6. Wir beweisen in dieser Aufgabe, dass fiir alle u € C§°(R?)

2
[u(@) de <4 | |Vu(z)dz.
, 2 ,
R 2| R3

In der Literatur spricht man davon, dass die Funktion f(z) := |z|~! ein Hardy-Gewicht ist, da
sie obige Ungleichung erfiillt. Die Funktion f(z) := |z|~! ist in der Physik auch als Coulomb-
Potential bekannt. Fiir den Beweis gehen Sie dafiir wie folgt vor:

i) Schreiben Sie das linke Integral in Kugelkoordinaten.

ii) Beweisen Sie mittels partieller Integration

|t )P <4 [ 10t o 0)rar,
0 0

wobei r die Integration in radialer Richtung ist und ¢, # die Winkelkoordinaten bezeichnen.

iii) Verwenden Sie die Ungleichung in i) und wechseln Sie in das urspriingliche Koordinaten-
system. Schétzen Sie die Richtungsableitung geeignet mit dem Gradienten ab.
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