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Ho6here Analysis (SS 2016) — Blatt 8

»There cannot be a language more universal and more simple, more free
from errors and obscurities...more worthy to express the invariable relations of
all natural things than mathematics. It interprets all phenomena by the same
language, as if to attest the unity and simplicity of the plan of the universe, and to
make still more evident that unchangeable order which presides over all natural causes®
(Joseph Fourier ; 1768-1850)

Aufgaben zur schriftlichen Abgabe in der Ubung

8.1. (2 Punkte) Sei f € L'([—m,n]). Was lisst sich iiber die Fourierkoeffizienten der Funktion f
sagen, wenn f achsensymmetrisch oder f punktsymmetrisch ist.

8.2. (4 Punkte) Sei a € R\ {0} fest.

(a) Entwickleln Sie die Funktion f : [—m, 7] — R mit f(z) := cosh(ax) in eine Fourierreihe.

(b) Berechnen Sie die Summe
o

1
2

Votieraufgaben
8.3. Berechnen Sie die Fourierreihe (Sinus-Cosinus-Reihe) fiir die angegebenen Funktionen

-1 <z <0,
@)ﬂ@z{l PR
(b) f(x)=|z| fir x € [—m, 7).

Geben Sie jeweils die Grenzfunktion der Fourierreihe an und bestimmen Sie jeweils die Intervalle
auf denen die Fourierreihe gleichmissig konvergiert.

8.4. (a) Zeigen Sie, dass

en(z) == \/z sin(n)

fiir n € N ein vollstindiges Orthonormalsystem in L?([0, 7]) ist.

Hinweis: Setzen Sie f € L%([0, 7]) punktsymmetrisch auf [, 7] fort, verwenden dann die
Fourierreihe (Sinus-Cosinus-Reihe) im L?([—7, 7]).

(b) Stellen Sie die konstante Funktion f(x) = 1 als Reihendarstellung der e,, dar.

8.5. (a) Essei f € C?*([-m, 7] = R) mir f(z) = f'(z) = 0 fiir z = £7. Beweisen Sie, dass fiir die
Fourierkoeffizienten gilt a; = O(j~2) und b; = O(j~2) fiir j — oc.

(© lesky@mathematik.uni-stuttgart.de bartosch.ruszkowski@mathematik.uni-stuttgart.de



Priv.-Doz. Dr. Peter H. Lesky
Dipl.-Math. Bartosch Ruszkowski Seite 2 von 2
FB Mathematik, Universitit Stuttgart Tag: 6. Juni - 12. Juni 2016

(b) Verallgemeinern Sie dieses Resultat: Welche Voraussetzungen an f werden benétigt, damit
aj,bj = O(j7F) fiir j — oo und k € N?

(c) Geben Sie Voraussetzungen an die Koeffizienten a;, b; an, so dass gilt

d > d
] ( 5 T Z ak cos(kx) + by sin(kz) > ; df (ay, cos(kx) + by sin(kx))

k=1
firl =1,2.
Zusatzaufgaben
8.6. Sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum, sei ||-|| die induzierte Norm und sei M C H eine abgeschlosssene

konvexe! Menge.

(a) Beweisen Sie die Parallelogramm-Gleichung:
Fiir alle z,y € H gilt ||z +y|* + o — y|* = 2l|z]* + 2|1y

(b) Sei x € H. Zeigen Sie, dass jede Folge (zy,)neny in M mit
lim ||z — z,|| = inf{||z —y|| : y € M}
n—oo

eine Cauchy-Folge ist.

(c) Zeigen Sie, dass es zu jedem = € H genau einen Vektor zj; € M gibt, so dass

e —zm|| = inf{llz -yl : y € M}.

LM heiBt konvex, falls ,y € M impliziert, dass (1 — \)a 4+ Ay € M fiir alle X € [0, 1].
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