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Hohere Analysis
Teil I: Einfuhrung in MaB- und Integrationstheorie

1 Mengen messen

1.1 Falsche Erwartungen

Fir Quader im R™: @ = >n< laj,bj] = Volumen(Q) = H(bj —a;)

Jj=1 j=1

Fortsetzung des Volumenbegriffs auf beliebige Mengen M € P(R™)?

1.1 Erster Versuch: Eine Abbildung 1 : P(R") — [0, o] hei3t Inhalt, falls

(1) (AU B) = u(A) + u(B),
(12) 5:R" — R" Bewegung = 1(B(A)) = u(A),

(13) (10, 1]7) = 1.

w1 heit MaB, falls anstelle von (11) gilt:

(14) 1 (U&) = >

JEN

1.2 Gegenbeispiel (Vitali 1905): Es gibt kein Mal3 . : P(R) — [0, oo].

Beweis: Annahme: i : P(R) — [0, o0 ist ein MaB3. Zerlege |0, 1] in abzahlbar viele gleich
grof3e disjunkte Mengen:

Auf 10, 1] definiere Aquivalenzrelation: z ~y = = —y € Q.

Definiere A, durch: A, €10, 1] und A, enthalt aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element
(Auswahlaxiom).

Sei (g;)jen €ine Abzahlung von QN 0, 1] und
Aj = qj‘—f-A() mod 1 := {a—i-qj-i-(—l) ac A()} - ]0,1]
~——~
falls a+q;>1

Dann gelten:
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1 U = 0.1

C: Nach Definition.

D:Seizxe]0,l] = yecA:zeyl. = r—yeQn]—1,1].
Fallsz=y:3jeN:g=1 = z=yc A=A +1mod1=A4
Fallsz —y e Qn)0,1[:3j€eQ:x—y=g¢q; bzw. 2 =y + ¢,

= x € Ap+g; mod 1
Fallsz —yeQN]—-1,0[:3j€eQ:z—y=q;—1lbzw.z =y +¢; — 1

= v € Ay+g;mod1

2) A;NA,=0f0rj#k:
Seize AjNAy: =y +¢g;mod 1, y; € A4
T =ys+q, Mmod 1, yo € Ay
=  y1—y2 €Q, also [y1]~ = [y2]~
Deon
= ¥y =1, also ¢; = ¢ mod 1

= ¢, =qx also A; = A;.
3) u(4)) = p(Ao):
A5 = (Ao +¢)N10 1) U (Ao + )N 12 ~L )

Translation = Bewegung

= p(4y) =7 u((A0+g)no, 1])+/L((A0+qj)ﬂ]1a2])
1 (((Ao + ;)N 10, 1) U ((Ao + ¢;)N11,2]))
= N(A0+QJ)
@ 1(Ao)
1)—3):>1('_3 “@ Z” :iu(Ao):oooderO %
j=1 O

1.3 Bemerkungen: 1) Hausdorff 1914: Auf P(R"), n > 3 gibt es keinen Inhalt.

2) Banach-Tarski (1924): Sei n > 3. Dann existieren k € N, (1, ...,Cy € R™ und Bewe-
gungen 5, ..., B, SO dass

Bi0)= |J Gund | B(Cy) = Bi(0) UBi(3).

3) Banach 1923: Sowohl auf P(R!) als auch auf P(IR?) existieren verschiedene Inhalte.
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1.2 Messbare Mengen
1.4 Definition: Sei () eine Menge.

1) h C P(Q) hei3t Halbring, falls

(h1) 0 € h,

(h2) A, Beh = ANBe€h

(h3) A, Beh = FkeNIC,,...,C, e h: B\A=C,UC,... UC.
2) ¥ C P(Q) hei3t o-Algebra, falls

(S1) 0 ex,
(82) A;esfirjeN = | JA4;ex.
JEN

(S3) AcX = Ae X
(©2,X) heiBt messbarer Raum, > = Menge der messbaren Mengen.
3) Zu M CP(Q)ist

o(M) := Kleinste* o-Algebra, die M enthalt

= N )

Ye{X:X ist o-Algebra A MCX}

(Schnitte von o-Algebren sind o-Algebren) und heil3t die von M erzeugte o-Algebra.

4) Sei X Menge, Ox die Menge aller offenen Teilmengen von X (d.h. O ist Topologie
auf X). Dann heif3t B(X) := ¢(Ox) Borel-o-Algebra auf X.

1.5 Folgerungen: 1) A, cXfirjeN

= 4 = (g = (U A;) )}

jeN jEN jEN

2) Ist Ay := {O°: O € Ox} die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von X, so gilt
O'(Ax) = J(Ox) = B(X)
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1.6 Wichtigstes Beispiel: X =R, Ogr = {O C R : O offen}. Dann enthalt B(R) = ¢(Og)

¢ alle offenen Teilmengen von R,
e alle abgeschlossenen Teilmengen von R, insbesondere Einpunktmengen,

¢ alle endlichen und abzahlbaren Teilmengen von R.

1.7 Satz: B(R) = o({O C R offen}) wird von jeder der folgenden Mengen erzeugt:

M; = {ACR: Aabgeschlossen}
M, = {]a,b[:a,beR}

M; = {]a,b]:a,beR}

My = {[a,b[:a,beR}

Ms = {[a,b]:a,beR}

Mg = {[a,00[:a € R}

M; = {l]a,00[:a € R}

My = {]—o0,a[:a€R}

My = {]—o0,a]:acR}

My, = {]a,b[:a,be(@}

Entsprechend fur B(R"). Insbesondere: B(R™) wird erzeugt von
h = { >< ]aj,bj} : aj,bj € R},
j=1

und h ist ein Halbring.

Beweis zu M3: 1) Ja,b] = |a,00] N |b,oo[¢ € B(R) = M; C B(R)
N—— N——
€OrCB(R) €ARCB(R)

= o(M;) C B(R).

2) O C Roffen = O ist abzahlbare Vereinigung offener Intervalle (U): O = U laj, b

jEN

Jaj, bl = ] aj.0; - %] € o(Ms)
= O C ICO'E(I\IM;),) = B(R) = O'(OR) - O'(Mg).

1.8 Satz: Sei M C P(Q2), f: ¥ — 2. Dann ist

fH (M) = {f(A): Aca(M)}

eine o-Algebra und wird von f~!(M) erzeugt: o (f~1(M)) = f~'(a(M)).
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Beweis: 1) Es gelten (Ubungen): 71 = 0
Ua) = Ut
jeN JEN

f7HAY) = (F7(4)°
2) (M) o-Algebra 2 f~1(c(M)) ist o-Algebra auf ¢’

3) MCo(M) = f(M)C f*(o(M)) o-Algebra = o(f~H(M)) C [~ (c(M)).

Betrachte &3 := {A C Q: f~1(A) e o(f~1(M))} £ Sist o-Algebra auf Q.
MCS = o(M)CS = fo(M)) C 1) "L" o (f1(M))

Also o(f~1(M)) = [~ (a(M)). 0

1.3 MaBe

Im Folgenden: h Halbring, > o-Algebra.
1.9 Definition: 1 : h — [0, 0] hei3t PramaB, 1 : ¥ — [0, oo] hei3t MaB, falls

(M1) 1(0) =0,

(M2) VA € h/S : u(A) > 0,

(M3) 4 (UAj) - i 1(A;) (o-Additivitat) [oei PramaB: falls UAj e h

jeN jeN

(©, %, 1) hei3t MaBraum. Falls 2 = U A; mitVj e N: p(A;) < oo, heil3t u o-endlich.
JjeN
Falls 1(£2) < oco: endliches MaB, falls 1(2) = 1: WahrscheinlichkeitsmaB.

1.10 Fortsetzungssatz: Ein Pramaf po auf h besitzt eine Fortsetzung zu einem Maf3 i auf
Y :=o(h). Falls uo o-endlich, ist die Fortsetzung eindeutig.

Beweis: Siehe Elstrodt, Kapitel Il, §§ 4,5. 0

1.11 Folgerung: Es gibt genau ein Maf ;™ auf der Borel-o-Algebra B(R") mit

™ <>n< ]aj,bj]> = ﬁ(bj —a;) flra; <b;. (+)

Jj=1 j=1

1™ heiBt Lebesgue-Borel-MaB und ist translationsinvariant.
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n

Beweisskizze: Durch (x) wird auf h = { X ]aj,bj]} ein Pramaf3 p induziert. Es ist o-
j=1

endlich, da
R* = [J1=4.4" n(]=54") = (2)" <o
JEN
Also ist die Fortsetzung auf o(h) = B(R") eindeutig.
Da das Pramaf translationsinvariant ist, gilt dies auch fur die Fortsetzung. 0

1.12 Weitere Eigenschaften: Sei ;. ein MalB3. Flir A; € X gelten:

1) A C Ay = p(Ar) < u(As) (Monotonie):
Ay = A 0 (A 1 AD) ™ p(Ay) = (A 4 () > ().
2) AACAHC... ANA=[]J4 = Aex A N(A)_Jlggou(A)
A € ¥ nach (S2). <
A:Alo(A2ﬂAC)U(A3ﬂAC)U

M ) = +Z“A nAS,
_ ]}LIEO< +Z/~‘ AjNAS )
(M3) ey () ¢
= ]}LIEON(Alu(AmA) (AkmAk,ll).
,‘,Zk

3) A\DAD...ANA=(A4; = A A p(A) = lim u(A)):
J

jeN Jj—o00
A € ¥ nach 1.5.
ACA = A =AU(A,\ A) = AU <A1 \ ﬂAj) De Morgan (U(A1 \Aj)>
jJEN JEN
M 2 .
= (A " )+ (U A)) 2 )+ Jim 4\ 4)
jeN J S

. =p(A1)—p(A;) (Ubung)
= (A1) = p(A) + pu(4) _}EEO'“(AJ)-

4) M(U Aj) i:: ) (Ubung)

JeEN

1.13 Definition: Sei (2, %, ;1) MaBraum.

1) N € X heif3t Nullmenge, falls x(N) = 0.

2) Eine Aussageform E(x) (z € Q) gilt u-fast Gberall, falls es eine Nullmenge N gibt, so
dass Vz € Q\ N : E(x).
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3) (2,%, u) heiBt vollstandiger MaBraum, falls gilt:
p(N)y=0 AN ACN = AecX.

D.h.: Jede Teilmenge einer Nullmenge ist wieder eine Nullmenge.

1.14 Vervolistandigung: Sei (2,3, 1) MaBraum und

> = {BCQ|3ACeT:ACBCC A u(C\A) =0},
w(B) = p(d) (= u(C)).

Dann ist

e > * eine o-Algebra auf €,
e 1* Mal3 auf X%,
e 1/~ die eindeutige Fortsetzung von 1 zu einem Maf3 auf >*,

e (02, %% 1) vollstandig.

Beweis: 1) X*ist o-Algebra:
(S1) 0 € ¥* Klar.
(82) Bie X" AN A; € B; € C; A p(Ci\4;) =0

= A=|J4, c B=JB; c C:=]C

jeN jeN JEN

ST (VORI (VEN VI CAT(VEN
U (cinag) = [\ 4))

jeN JEN

N

= u(C\A) E:MC\A

= BeX"
(S3) BeX* AN ACBCC A u(C\A) =0
CC g Bc g Ac
=) ANC) =u(C\A) =0
N——
=Aen(Ce)e=AcnC

= B°e X

2) u* ist MaB: Ubung
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3) Eindeutigkeit: Sei A C B C C' mit u(C'\ A) = 0.
uw(C) = p(AUC\A) = p(A)+u(C\A) = uA)

() = pr(a) T w(B) < w(0) = uo)
= p*(B) = u(A) eindeutig.

4) \Vollstandigkeit klar. 0

1.15 Definition: Die eindeutige Vervollstandigung des MaBraumes (R", B(R"), u™) wird
mit (R", L(R"), \")) bezeichnet. L(R") heiBt o-Algebra der Lebesgue-messbaren Men-
gen, \(") heiBt Lebesgue-MaB.

1.16 Beispiele: 1) z c¢ R* = \"({z}) = 0.
2) Aus 1) folgt: M C R" abzahlbar = A" (M) = 0.

3) Sein>2 acR, H:={rcR": 2 =a} (Hyperebene). Dann \")(H) = 0.

1.17 Satz: Zu jedem A € L(R™) und jedem ¢ > 0 existieren U C R" abgeschlossen, O C R"
offen mit
UCACO A XYUA\U)<e A XDO\A) <e.

Beweis: Siehe Elstrodt, Kapitel Il, Satz 7.1. 0
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2 Funktionen integrieren

2.1 Messbare Funktionen

2.1 Definition: (€,%), (©,%') messbare Raume; f : Q — (' hei3t messbar, falls

VBeX :fY(B)eXx
oder anders geschrieben: f~}(X') C X.

Schreibe f: (2,%) — (£, %) messbar.
Falls ¥’ = B({Y") = Borel-o-Algebra: f heil3t Borel-messbar.

2.2 Vereinfachung: Ist M’ C ¥’ mit ¥’ = o(M’), dann sind aquivalent:

(i) f: (%) = (,X) messbar,

(i) vBe M': f7Y(B)e X (oder f~}(M") C%).

—
=

Beweis: (i) = (i): M'CY = f ' (M)C f'(¥)C%

N

(i) = @): f7H ()

= (e(M))
o(f~'(M")) (kleinste o-Algebra, die f~'(M’) enthalt)

INZ e

¥ daf (M) CXundX o-Algebra

2.3 Folgerungen: 1) f[:X — Y stetig = f Borel-meBbar.
2) Sei (2,X) messbarer Raum. Fir A C Q2 ist

1 z€ A

O N
xa {O T € A

die charakteristische Funktion von A. Dann sind aquivalent:

() Aecy,

(i) xa:(9,%) — R ist Borel-messbar.

Beweis: 1) Borel-o-Algebra auf X: ¥ =o0(Ox)
Borel-o-Algebra auf Y: ' = o(Oy)
f stetig = f71(O) offen in X fir O € Oy.
= f71<0y) - OX cX
2.2
= f messbar.
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2) Beachte: B(R) = o ({]a,b]}).

Q falls 0 € Ja,b] A 1 €]a,b],

N 1 ) Q\A falls0€la,b] A 1¢]a,b],

0= 0): X (Ja 8)) = A falls 0 &]a,b] A 1€]a,b], <>
0 falls 0 & ]a,b] A 1 ¢&]a,b]

(i)=(): A=x"'(]3,1]) € =

2.4 Erweiterung vonR: R := {—cc} UR U {0},
B(R) := {BUE:B€BR) A E € {0,{—o00},{oc},{—00,00}}}.

Dann ist B(R) eine o-Algebra, die Borel-o-Algebra von R; f : Q — R hei3t numerische
Funktion.

2.5 Folgerung: f:(9,%) — R Borel-messbar < Vac€R: f~(]a,00]) €2
& Va,beR: f1(]a,b)) €X

Beweis: o({]a,x]: a € R}) = B(R).

2.6 BildmaB: Sei [ : (Q,%) — (£,%') messbar,  MaB auf (2,X). Dannist v : ¥ — [0, co]
mit
v(B) = u(f~'(B)) furBeY

ein MaB auf (2, %'), das BildmaB. Schreibe v =: f(u).

Beweis: (M1), (M2) klar.

m3): »(Us) = u(r(UB)) = a(Usr )

JEN JjeN JEN
(M3) imy ,
for ;M(f (B])) = ;V<BJ)' .

2.7 8Satz: f : (Q,%) — (2,%X) messbar und g : (2,%) — (Q",¥") messbar. Dann ist
go f:(,%) — (",X") messbar.

Beweis: SeiC €Y’ = g '(C)e ¥ = (go f) HC)=f(g'(C)) ex. .
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2.88atz: 1) Firf:(Q,%)—-R", f= fl sind aquivalent:
Jf
(i) f ist Borel-messbar.
(i) fi,..., fn:(Q,%) — R sind Borel-messbar.

2) f:(Q,%)— C Borel-messbar < Re f,Im f : (©2,0) — R Borel-messbar.

Beweis: 1) Esgiltfl(;(1 a;,b; ) ﬁ (Jaj, b,
=

Damit (i) = (i) klar. _

Fur (i) = (ii): Wahle fir j < n — 1 anstelle von |a;, b;| die Menge R € B(R).
n—1

= [7(Jan, ba)) = f—l(( X R)x ]an,bn]> ey,

J=1

2) Folgt aus 1), da R? und C topologisch isomorph sind.

2.9 Satz: 1) Seien f,g: (Q,%) — R Borel-messbar. Dann sind auch Borel-messbar:
Aof farAxeRmit0-00:=0
f+g fallsVz e Q: (f(z) = +oo = g(z) # —f(2))

f-g

1 mi’[1 0 1

- — =0, - =00
f 00 "0

max{f, g}, min{f, g}
fi = max{f,0}, f_ :=max{—f,0}
\fl = f+ + f-

2) Seien f; : (©2,%) — R Borel-messbar. Dann sind auch Borel-messbar:

sup f; : © — sup f;(z), inf f;, limsup f;, hm 1nf f; und hm fj falls existent.
JjEN Jj—o0

- _ . =2 f(x)
Beweis: 1) f+g: ®:Q—=R 'xH(g(x))

Plus: R? - R : (Z?jl) — y1 + 1o Stetig, also Borel-messbar
2
= (f+9)7'( Ja,00] ) = (f+9) (Jla,c0)U (f+9) ' ({o0}) €
W—/ / N ’,

orzeugt BE)  =(Pluso®)~L(Ja,c0[)€S  =f—1({oo})Ug—! ({oo})ES
28 f + g messbar.

f - g entsprechend.
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Far ~: Im Fall a > 0: (1)1 (Ja,o0] = £1(0, L) U f~1({0}) € &

f
Im Fall a = 0: ( ) £71(0,00)) U f~1({0,00}) € &
Im Fall a < 0: G) £7110, 00D U fH({0, 00} U f71(L,0) € B
max{f,¢}: (max{f,¢}) " (Ja, “(Ja,0)) Ug(Ja,00]) € .

2) Setze f —Supfj,dh flx )—sup{fj( ) jEN}fUrmEQ

:>(T) Uf la, o0])

) JEN
= sup f; ist messbar.

inf f; = —sup(—f;) ist messbar.

z — limsup f;(z) = iI>1f sup fr(z) ist messbar.

J—00

Falls lim sup f; = hm mf fi = hm f] = limsup f; ist messbar.

j—o0o Jj—o0 0

2.2 Das Lebesgue-integral

2.10 Definition: f : (2,X) — R/C hei3t einfache Funktion, falls f Borel-messbar ist und
nur endlich viele Werte annimmt. D.h.

fisteinfach < fist endliche Linearkombination charakteristischer Funktionen
messbarer Mengen

k
2.11 Vorlaufige Definition: (2, %, 1) MaBraum, E € X, f = chXAj mit ¢; > 0. Dann

j=1

/Efdu = ch,u(AjﬂE).

mit 0-oco:=0fallsc; =0 A p(A; N E) = co. Insbesondere: / Ldp = p(E).
E

.. 1 0<x<2
2.12 Beispiele: 1) f:R—>R:z—
0 sonst
= f=1xp2 (+0-xr\02)

= /fd)\(l) =1-2(+0-00) = 2.
R
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0 0
2) g(x) = { ) zio = /Rgd)\(l) = 1-)\(1)([0,00[) = o0.

3) h(z) = {(1) iig\@ = 1-x0= /thw = 1-A9(Q) = 0 (vgl. 1.16).

2.13 Satz (zentral): Sei f : (Q,%) — R Borel-messbar und positiv (f(x) > 0 fir 2 € Q).
Dann existiert eine Folge (s;) einfacher Funktionen mit

1) 0<s@) <so(x) <... < f(o) firz € Qund

2) VreQ: lim s;(z) = f(x).

J—00

Ist f beschrankt, so konvergiert (s;) gegen f gleichméaBig auf €.

Beweis: Fir j € N setze

k-1 k k=1 k .
B = {re:—<fw <5} = (|5 5]) e & 1sk<i?,
Fy = {zeQ:f(zx) 25} = f7'(lii]) € 5,
j2
k-1
5= Y 5 Xmk T X,
k=1

s; ist einfache Funktion, 0 < s;(z) < f(z) nach Konstruktion.
(s;) ist monoton wachsend, denn

2k — 2
. Sl s;j() T € Bjioea
Ejr = Ejor-1U Bk, sj(r) = 2k—1 _ 2k —2
il = it 5i(%) @ € By

Enstprechend auf F;. Fir festes z € 2 gilt

= lim s;(z) = f(x).

j—o0

Falls f(x) < o0t |s;(x) — f(2)] < % fiir j > f(x) }

Falls f(z) = oco: sj(z) =j — o0

f beschrankt = Fur j > sup f(z) gilt F; =0, also |s;(x) — f(z)| < 5 furalle z € Q, B

2.14 Folgerung: Sei f : (Q,%, 1) — R. Dann sind aquivalent

(i) f ist Borel-messbar,

(if) f ist punktweise Grenzwert einfacher Funktionen.
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Beweis: (i) = (ii): f Borel-messbar 29 f+, f— Borel-messbar und positiv
= [ = f, — f_ ist punktweise Grenzwert einfacher Funktionen.

(i) = (i): (i) 22 f= lim s, ist Borel-messbar. .

]—)OO

2.15 Definition: Sei (2,3, 1) MaBraum, £ € X, f : (Q,%X) — R Borel-messbar. Das Inte-
gral von f Uber E ist definiert durch

1) Falls f positiv:

/fd,u = sup{/sdu:seinfach A Ogsgf}.
E E

2) Mitf=/f —f_: Falls/f+du /f_du 00 : /fdu nicht definiert,
Andernfalls: /fdu = /f+du /f dp.
3) /[ heil3t Lebesgue-integrierbar, falls
[rednzoon [ fduzoe
Q Q

Schreibe f € L'(Q, %, p).

2.16 Eigenschaften: (0, %, 1) MaBraum, f,g : © — R Borel-messbar, E, E' ¢ ¥. Dann
gelten:

1) felY (3 u) & |f]le LYY 2, u).

In diesem FaII:’/fdu < /\f]du.
E E

2) FELNS,u) ANER = A-fe LY (Q,5,0) A /EA-fdM:A/Efdu.

oo < 1o

4) 1(E) <oo A f|,beschrankt = xg-fe L'(Q,%, )

3) fel' (%, u) ANlgl<f = geL' (%) A

S)ﬁgeﬂm$w>Ang:kLﬂmslgw.
6)f€L%Q2w)é éf®F=AxE¢ﬂM

7) w(E)=0 = /Efdu:O.
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8) ECE A uE\E) =0 A feL'(Q% ) = = /fdu.
9) fe LS, u) = u({reQ: f(z) €R}) =0.

10) ECE A f>0 = /fdug/ Fdu.
E E’

1) ENE =0 A fel Q%) = fdu:/fdqu Fdu.
E E’

EUE’

Beweis: 10) /fdu = sup{/sdu:()ésﬁf}
E E

s reFE
= su stdu: st = ,0<s<
p{/, : {O reQ\E f}

< fdu.
El

Juran = [

- sup{/sdu:0§s§f++f_, s=o+m 0<0<fL0<T<f )
Q N——
auf disjunkten Mengen #0

= sup{/ad,u:O§0§f+}+8up{/7'du:0§7§f}
Q Q
= [reans [ £
- Q Q
Damit Aquivalenz klar. AuBerdem folgt genauso

/Efdu‘ - [Ef+du—[Efdu‘ < /Ef+du+/Efdu‘ - /E|f|du

2), 3) Selber.

4) c::sup|f(x)‘.c-XEELl(Q,E,,u),
denn (¢ xe)+ = ¢ X&, (C'XE):Ound/C'XEdM:CM(E)<OO-
Q
e fl<coxe 2xe f e LT p).
f+ <9+ = /f+dM§/g+dM
5) f<g = 7 v
fzo = [rdiz o
E E

6) Direkt aus Definition des Integrals von einfachen Funktionen.
7) 0<s<f = /sdu:O.
E

8) Fur jede einfache Funktion gilt Gleichheit.
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9) Sei F:={xcQ: f(z) =oc}. Annahme: p(F) > 0.

. J xT€EFE .
Fir s;(z) = ito <s; <
i(@) 0 2€Q\E g i < Jf+
= /f+duZsup/sjd,u:supj-u(E):oo
Q jeN Ja jEN

= [ & LNQ, 5 ).

k
11) Seis:chXAj: /sd,u+/ sdpy =
i E B

WE

¢j((A; N E) + u(A; N E))

<.
Il
-

I
]~

(AN (EUE")) = / sdpu.

EUE ]

<.
Il
—

2.3 Konvergenzsatze und mehr

2.17 Satz: Seien o, s; einfache Funktionen mit 0 < s; < s, <...und 0 <o < lim s;. Dann

Jj—00
/ odp < lim [ s;dp.
Q I J0
K
Beweis: 0 = Z CEX A, -
k=1
Furg > 1sei B; :={z € Q:0(x) < fs;}. Dann
e B C By, C ..., besondere BiNA,C By,NA,C
. U B; = (), insbesondere A;, = U(Bj N Ap),
jeN JEN
® (U - XBj S BSJ.
K 1.12, 2)
= /Qadu = kZ: w(Ag) = JlggOch/LB NA;) = jhﬁlgo QJ~XBjdu
216 5)
lim /ﬁ sjdu = f- hm/s]d,u
Jj—00
g > 1 beliebig = Behauptung. 0

2.18 Satz von der monotonen Konvergenz (B. Levi 1906): Seien 0 < f; < f, < ... mess-
bare numerische Funktionen. Dann gilt

/hm fidp = lim/fj dys.
0 J—o0 —00 Jq
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Beweis: 1) f(x):= lim f;(z) definiert und messbar (2.9).
J—00

D) f<f= [faus [ fau =t [ fas [ o

3) Seienseinfach,0<s< f,3>1, B;:={z € Q:s(x) < B f;(z)}. Dann
e B C By C
e s-xp, einfach As-xg < 8- f),
e 0<s-xp <5 XB, < ...,

e s=lim s- xp,.
]—}OO

2147
= /sdu < hm 3 xB; du < ma/fjdu
Q
’Bbezlifbig /sd,u < hm/f]d,u
Q

J]—00

/fdu = sup /sd,u < lim/fjdu.
Q 0<s<fJQ Iz Ja

2.19 Additivitat: f,g € L*(Q2, %, n). Falls f + g definiert ist, gilt f + g € L*(22,3, 1) und
/(f+g)du = /fdu+/gd/,a fir £ € ¥.
E E E

Beweis: 1) Spezialfall f,g > 0:2.9= f+ g messbar.
nach 2.13 existieren einfache Funktionen s;, ¢; mit

.0<81<82 O<t1<t2
o lim s;(z) = f(z), lim t;(z) = g(z) fur z € Q.
Jj—o0 Jj—oo
;:=s;+t;isteinfach, 0 <oy <oy <..., lim o;(z) = (f + g)(x)
Jj—00
- /f+g i [ o
Jj—oo Jq

De. Integral _lim/sj dp + lim/tj du
Jj—oo Jq

einf. Funkt ~ j—oo [

2.18
= fdpu+ [ gdp
Q Q

= /E(f+g) =20 /QXE<f+g)dﬂ = ... = /Efdqu/Egdu-
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2) Allgemeiner Fall: Q = A, UA, U ... U Ag mit

A = {zeQ:f(x)>0 A g(x) >0} = f71([0,00]) Ng~1([0, oc]) ist messbar,
Ay = {ze€Q:f(x)>0 A g(x) <0 A ( )(:c)>0} ist messbar,
Ay = {ze€Q:f(x) >0 A glx) <0 A (f+9)(x) <0}

—_
p—

zB. ;/Asgdu - /AS(—g—erf)du n /AS(—f—g)du+ fdu

Az

= [ Gt [ fan

= /Q(f+g) = gﬁj(f+g)du = .. = /Qfdwr/ﬂgdu-

2.20 Folgerung: f; : (2, %, u) — [0, 00| messbar. Dann

/Q<j§;fj> dp = ]f;/ﬂfjdu-

Beweis: g, =Y f; = 0< g1 <g <
j=1

2.21 Beispiel: =N, ¥ =P(N), u(E) ={E.

1) Jede Funktion f : N — [0, oo ist Borel-messbar und

/Nfdu - zj:f(j)

2.22 Lemma von Fatou (1906): f; : (2, %, u) — [0, co] messbar. Dann

/hmmff] dp < hmlnf/f] dy.
Q

J—00

Insbesondere: f; € L'(Q, %, 1) mit f; > 0 und / fidp <M < oo fir j € N. Dann

f = liminf f; € L', 3, u), /fdu<M

J—00



Hohere Analysis, Sommersemester 2016, Seite 19
Beweis: 2.9 = [ :=liminf f; messbar. AuBBerdem f > 0.
J—00
Setze gi(z) :== ir>1£ f;(z) (ist messbar). Dann
12
e 0<g <<

* g, — f,

° /gkduginf/fjdﬂ da g, < f; furj > k.
Q Jjzk Q

k—o0 j>k

= /fd,u = / lim g dp 218 lim/gkd# < lim mf/fjdﬂ = liminf/fjdw
Q Q k—o0 k—o0 J7e Ja

2.23 Satz von der majorisierten Konvergenz (Lebesgue 1910): Seien f;, f : (2,2, ) —

R messbar mit f = lim f;. AuBerdem gebe es ein g € L*(Q, %, ) mitVj € N : |f;] < g.
J—00

Dann:

4 f7 fj € Ll(Q,Z,M),

o i [ 1= flau -
]*)OO
. hm/fjdu = /fdu /hmfjdu.
QJ—oo
2.16, 3)

Beweis: |f;| <g "= fJeLl(QEu)
J@)=lim fi(x) = |1 <9 BV fe LNQ5p.

Wegen |f; — fI < |f;| +|f] < 2¢g qiltg; := 29— |f; — f| > 0.
AuBBerdem g; — 2g.

Fatou
= /29du = / lim g; dp < liminf/ (29— |f; — f]) dp
0 Q J=ee Ja

]*}OO

=liminf g;

— /2gdu+liminf<—/\fj—f’dﬂ>
Q \_]—)OO O ,

—
:—limsupfQ |fi—fldp

fngiéKoo 0 < —limsup/\fj—f]dug()
j—oo  JQ
=l [ 15 Sl -
j—=oo Jo
AuBerdem: p({z € Q: f(z) =0 V f(z :—oo})

-~

\/ijdu—/gfdu\ - \/Q\N<fj—f)du| < /Q\lej—ﬂdu < /Q|fj—f|dlu S0

l
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2.24 Tschebyscheff-Ungleichung: Fir f € L'(Q, %, u), f >0, ¢ €]0, 0] gilt

,u({xGQ:f( >c} /fdu

Beweis: Falls ¢ = oo : Siehe 2.16, 9).

Falls ¢ < co: E := f~!((c, 00]) ist messbar und

/Qfd,u—/Efd,u—i-/chd,uZ/Efd,uz/Ecd,u—cu(E).
T

0
2.25 Folgerung: / |lfldu=0 = f=0f0. BN eX:u(N)=0 A f\Q\N = 0).
Q

, 1 .

Beweis: A; := {er |f(z)] > —} = u(4;) gj/ |fldp =0
AjCA _
= p({reQ: flz) £0}) = (UA) = lim () = 0, .
JEN
2.26 Folgerung: Fir f,g € L'(Q, %, 1) gilt
f=gfl < VAEZ:/fdu:/gdp.
A A

Beweis: =: Siehe 2.16, 8).
<: OBdA. Vz e Q: f(x),g(x) & {—o00,00}.

Sonst andere f, g auf Nullmengen ab (siehe 2.16, 9)), Integralwerte bleiben gleich.

h=f—-—g = VAEE:/hdu:O.

A
A={zeQ:h(z) >0} = /h+d,u:/hdu:O.
Q A
|h+\ hy
225 h, = 0f.0.
Genauso: f- = 0 f.0.
= h=nh, —h_=0f.0. 0

2.27 Bemerkung: Auf L'(Q, %, u) ist
f~g e f=gfl.

eine Aquivalenzrelation. Zu jedem f e L'(Q, %, ) existiert g € LY(Q, %, 1) mit g : Q —
R A f~g,dap(f({—o0,00})) =0, siehe 2.16, 9).
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2.28 Definition: f : (Q,%,) — R heiBt u-messbar, falls f messbar ist bezlglich der
Vervollstandigung (€2, ¥*, u*) (vgl. 1.14). Die Voraussetzung ,u-messbar” ist schwacher als
Jmnessbar”.

2.29 Bemerkung: 1) fe L'(Q,X* pu*) A f=gfl. = ge LY Q% u).

2) Alle Konvergenzsatze gelten genauso flr u-messbare Funktionen. Hierbei missen die
Voraussetzungen nur f.0. gelten. Z.B. majorisierte Konvergenz:

fj, f.gmessbar A f=lim f; f0. A |f;| <gf0. A /gdu < 00
j—o0 Q

= Jim [ 17, fldu=o.
j—oo fq

2.4 Riemann- und Lebesgue-Integral
2.30 Satz: Seien —c0 < a < b < o0, f : [a,b] — R beschrankt. Dann sind aquivalent:

(i) fist Riemann-integrierbar uber [a, b],

(i) \O({z € [a,b] : [ istunstetiginz}) = 0.
Sind beide Bedingungen erflllt, so ist f Lebesgue-integrierbar tUber [a, b] mit

b
fa® = / f(z)d.

[a,b]

Beweis: O.B.d.A.a=0, b=1.

1) Zufestemn € N sei

1

4_]j—1j
i

1
no=[o. 4], L S R
1 2n 2n 2n ‘7

m; =inf{f(z):zel;}, M;:=sup{f(x):xel;}, j=1,...,2"
on on

In izzijIj, Gn :ZMgle-
=1 j=1

Dann

a) U, = / g, ANV, 0, = / G,, d\M: Riemannsche Unter-/Obersummen.
[0,1] [0,1]
b) g¢.,G, einfach, g;(z) < g;+1(2) < f(z) < Gjt1(z) < Gj(z) fur z € [0, 1].
g = lim g;, G := lim G, sind messbar (siehe 2.9),
:> J—00 J—00
g <g<f<G<Grauf[o,1]
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2.:1>6 g = X[o,119, G e L! (RVC(R)? /\(1))
monotone Konvergenz lim U — lim 9 d)\(l) :/ gd)\(l . lim O — Gd/\(l)
[0,1] [0,1]

j—o0 j—o0 j—o0 [0,1]

2) D:={x€[0,1]: f unstetig in x}
=

€
Dg{Qi:neN A O§j§2”}u{x€[0,1]:g(a:)<G(x)}.

3

-~
abzahlbar, also Nullmenge

]%OO

1
3) =: fist R-integrierbar < lim U; = hmO = / f(z)dz
0

L Gg_g>0 /\/ (G —g)d\V =0

[0,1]
22 @ = g f.0., insbesondere \V(D) = 0

f=gfi.und fdx® :/ gd\® /f

g<f<G [0,1]

A vollstandig
=

4) = \V(D)=0 = G=gfi 2% lim Uj = hm O; = f R-integrierbar.

Jj—o0

2.31 Satz: Sei I =)a,b[ mit —oo < a <b<oo,und f: I — R sei Riemann-integrierbar Uber
jedem Intervall [c,d] C I. Dann sind aquivalent:

(i) f ist Lebesgue-integrierbar Gber I,

) |f] ist uneigentlich Riemann-integrierbar tber I, d.h. hm lég)l/ |f(x)| dz existiert.

b
Sind beide Bedingungen erfiillt, so gilt /fd)\(l) = / f(z)dz
1 a

Beweis: 1) Seia<aj<bj<bmitaj¢a/\bij.
Setze f; = || X5, : (R, L(R), A1) — R. Dann:

o f; Lebesgue-integrierbar (2.30), insbesondere messbar,

e 0 1< fa <

J—00
b 2.30
= lim [ fi(z) = lim [ Y = [ lim f;d\0 || dAD). (%)
70 Ja, Jj—=oo Jr Konv. Jjj—oo I

2) (i) & linker Grenzwert in () existiert in R
¥ / 1A < oo
I

= (i)
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3) Mit gj = f " Xaj,bj] ’gj‘ < ‘f'a f eL! (Ra‘C(R)a)‘(l)) f0|gt

b b;
/f(x)dx = lim f(z)dx 22 im gjd)\(l)
a J—00 aj Jj—roo
major.:Konv. /( lim g] d)\ /fd)\
[ Jooo

T

b .: b b 0
. sinx cos T cos x bsoo COS 1 COS T
Riemann: [ —=dz = — — —dz e — —dz
1 r T 1 T

2.32 Beispiel: / % dz (beachte: Y st in xo = 0 stetig erganzbar).
0

) ) . 1 >~ 1
Das uneigentliche Integral ist konvergent, da ‘Coszx‘ <= A / — dz < o
xr A X

*®sinw . . : .
= / dx konvergiert als uneigentliches Riemann-Integral.
0 T

Aber- /(k“)’r sinx‘ dr > /(Hl) s1n$ Z / o Sln$
0 x T
k 1 (G+1)m
> Z—/ |sinz|dx — oo flr k — oo
i—1 (] + ]‘)ﬂ- \jﬂ' .,
= si;rxdx:2
= / ‘Sm ’da: ist divergent
2.31 ; sinx . . .
= f(x) = — ist nicht Lebesgue-integrierbar tber [0, oof .
x
a < 0: existiert weder als R- noch als L-Integral
. *sinx 0 <a <1: existiert als R-Integral, nicht als L-Integral
Allgemeiner: de = o
o ¢ 1 <a<2: existiert als R-Integral und als L-Integral

a > 2: existiert weder als R- noch als L-Integral
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3 ProduktmaBe

3.1 Produkt-o-Algebra: Seien (Q),%), (V,%') messbare Rdume. Dann ist
h:={AxB:AeX AN BeXY'}

ein Halbring und
YooY = oh)

die Produkt-o-Algebra auf Q x . Fir M € ¥ ® ¥’ und a € Q, b € ) seien die Schnitte

M, = {yeQ:(a,y) € M},
M’ = {xe€Q:(x,b) € M}

Dann folgt M, € ¥/, M® € ¥: Setze
M={MCOxQY|VacQ: M, eX ANVbeQ: M cX}
(Prinzip der guten Mengen). Dann

1) M ist eine o-Algebra.

0 agA
B ac A

2) th,dennfUrAeZ,BeZ’giIt(AxB)a:{ e Y.

NA2) = LYY =o(h) C M.

3.2 Folgerung: Ist f : (2 x ', ¥ ® ¥') — R messbar, dann sind auch die Schnitte f(z,.) :
Q' — Rund f(.,y) : Q — R fir jedes feste 2 € Q bzw. y € ' messbar.

Beweis: A C R messbar = (f(z, .))_1(A) ={ye: flzy) e Ay =(f(4), €Y.

3.3 Pra-ProduktmaB: Seien (Q, %, n), (¥, %', 1) o-endliche MaBraume, i wie in 3.1. Dann
ist
p(Ax B) := u(A)-p'(B) (mit0-o00:=0)

ein o-endliches Pramaf3 auf A.

Beweis: (M1): p(0) =0 v

(M2): p(Ax B) >0V
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(M3): Sei A x B = | J(4; x B)).
jeN

Danngiltfirj #k: A;N A, =0 V BiNBy =0 = (A; X Bj), N (Ag N By), = 0.

= p(A x B) =

t\
Z
=
=

Il
t\
—

o

X

S
g
S~—

(oW
=
=

_ ,/(U(Aj X Bj)x> dp(z)
jEN
' MaB = ,
u Ma /szb ((Aj X Bj):”), du(x)
T (B xa, 20
monzen % / W (Bj) - xa, dpt
j=179
= ) By u(Ay)
=1

= ZP(Aj x Bj).

o-endlich: Esgelte Q= | | A;, Q' =| | B; mit u(4;) < oo und p(B;) < oo.
J J J J

JEN jEN
= ox = JaxUB = UxUB) = U “xB)
JEN keN jEN keN J,keN

€h

mit p(A; x Bi) = p(A;)p' (By) < oo.

3.4 ProduktmaB: 1) Seien (2, %, u), (2,5, 1) o-endliche MaBraume. Dann existiert ge-
nau ein Maf3 p auf ¥ ® ¥’ mit

p(Ax B) = p(A)-u'(B) firAeX, BeY
(vgl. Fortsetzungssatz 1.10). Schreibe ;1 ® 1’ := p (Produktman).

2) Entsprechend: (2;,%;, u;) o-endliche MaBraume. Dann existiert genau ein Produkt-

maB (X) 11, auf (X) =, mit
j=1 j=1

Qui( X 4;) = [Jui(4;) fira, ez,
j=1 J=1 j=1
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3.5 SpEZialfa”.' Qj = R, Ej = B(R), = :u(l) — LGbGSgUG-BOfG'-MaB, H(l)( }CL,bD =b—aq
fir a < b. Dann ist

G
j=1

das Lebesgue-Borel-Maf3 auf R™, denn man kann zeigen, dass

n

BR)®-© B(R) = ({xm, ia; b)),

Die Vervollstandigung A\ ist das Lebesgue-MaB auf R™, und es gilt

)\(”)( laj, b; ) H (bj —a;) flra; <b;.
j=1

7j=1

3.6 Satz: Seien (0, %, ), (¥, %, 1) o-endliche MaBBraume.

1) Fir M € ¥ ® ¥’ sind

messbar.

2) Fur

giltp=p =pxu.

Beweis: 1) Siehe Elstrodt: Satz 1.3 in Kapitel V.

2) Zeige p, p’ sind Fortsetzungen des auf h = X x ¥’ definierten Pramafes p auf ¥ ® 3.
Fortsetzung ist eindeutig = p=p®u' =/p.

a) pist Fortsetzung: Seien A € ¥, B € ¥'. Dann

paxB) = [ f((AxB)) dutw) = [ W(BYan = w(B)- ul)
= (B)xa(x)
= p=paufh.
b) pist MaB: (M1) () =0 v
(M2) (M) > 0 v
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w3 p(Unr) 27 [ () ) anto

jEN jeN
——

:UjEN(Mj)w

= [)(i“l((Ma’)x))dﬂ(fE)

j=1 O
3.7 Satz von Fubini I: Seien (Q, %, 1), (V.Y 1) o-endliche MaBraume, f : (@ x Q' ¥ ®
¥') — [0, oo] messbar. Dann sind

fi: Q=000 :x— [ f(z,.)dy
S~
messbar nach 3.2

ﬁ«%»MwLyHly@ww

messbar und

rawes) = [ ([ renaw)ae = [ ([ 1) a)

QxQ/
Beweis: Fir M € X ® Y qilt

tAQWMau®w>= (4 1) (M)
* [ uaray)

- [, (@ aa)

=xnm (z,y)

w

Linearkombination
=

Fir alle einfachen Funktionen g gilt

y — /g(:l:,y)du(x) ist messbar,
Q

/M/gd(“@m/) - / </Qg(x’3/> dﬂ(fc)) di/ ().

2.13 = Es gibt eine Folge (g;) einfacher Funktionen mit0 < ¢; < g, <...und f = lim g;.
Jj—00

= fd(ﬂ ® ,u/) mongone lim / g; d(u ® ,u/)
QxQ/ Konvergenz  j—o0 Jo . oy

g; einfach

il lim ( /Q 9i(x,y) du(x)) d/ ()

Jj—roo Q/

monotone / /(hm /Q gj(x7y)du(£(7)> du'(y)

Konvergenz j—o0

rowre [ ([ S aut) an'o)



Hohere Analysis, Sommersemester 2016, Seite 28

Beachte: fo(y) = lim [ g;(z,y)du(z) 22 f, ist messbar.
Q

J—00

3.8 Satz von Fubini ll: Seien (Q, %, 1), (V, %', 1) o-endliche MaBraume, f : (2 x Q' ¥ ®
Y, n®p') — R messbar. Dann sind f(x,.) (fur festes z € Q) und f(.,y) (fir y € ') messbar.
Ist eines der Integrale

[ inawen, [ ([ lreolaw)a. [ ([ 1feld)die) @

endlich, so sind alle drei Integralwerte gleich, und es gilt f € L}(Q x ', X @ ¥, u @ ).

DarlUberhinaus gelten
f(,y) e LY, 2, n)  firfastalle y € ()
*kk
fz,.) e LYY, %, u') furfastalle z € Q

und

| rawew) = [ ([ rewaiw)ane) = [ ([ s ) dit). (s

Achtung: Die inneren Integrale in (x#x) sind eventuell nicht definiert, da z.B. die Existenz von
fi(z) = / f(x,y) du'(y) nur fir fast alle x € Q2 gesichert ist.
Q/

Abhilfe: A := {z € Q: / |f(z,y)|d/(y) = 0o} = A messbar, u(A) = 0. Andere f; auf Q
Q/

fi(z) forz e A°

messbar ab zu f,(z) =
N {o firz e A

und definiere/fldu = /fldu.
Q Q

Beweis: 1) fmessbar = f., f_ messbar
- fie, fio, fax, fo_ sind messbar
= f1, fo messbar.

2) f messbar = |f| messbar
3.7 = Integrale in (x) sind gleich (auch falls = c0)

/ fldpo) <o = [fel(QxTY, 1o M)
QxQ

(*)<o0

n@)i= [ |f@lar) 5 ge @50

2 A={reQ:g@)=00} €D A pu(A) =0

(o]

Genauso: B := {y e / £, y)| dp() = oo} €X' A u(B)=0

Die restlichen Behauptungen folgen durch Anwendung von 3.7 auf f., f_. 0
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3.9 Projizierbare Mengen: Sei (12,3, 1) MaBBraum, ' = R, ¥/ = Borel-Sigma-Algebra, p/ =
Borel-Lebesgue-Ma3 auf R, M € X. Sind u, 0 : 2 — R messbar mit u < o auf M, so gilt
K= {(z,t)eQxR:zeM A u(z)<t<o(x)} € To¥.

Istf: (QxR,X2®Y, u®u) — R messbar und gilt

/(/ | [z, )] dp (¢ )d,u()<oo,
M > Ju(z),0(z)]

sogilt i - fE L' QxR X®Y, n® u')und
d N = du’ d )
[ rawew = [ /[ o @D 0) du)

(k)

. . ' 1
Beweis: 1) Seien (a” ), 9e€ignete Folgen, so dass R = [}, af” + . [. Dann

jeN
{(x t)EQxR:xEM/\t<o(x)} =
= MU (O (@ + D 0w« ] = + 1 [) € Do

keN jeN

Genauso: {(z,t) e QxR:z e M A u(z) <t} e L@ Y.
Schnitt = KeX®¥.

2) Rest folgt aus Fubini, z.B.
Jinawen) = [ ifl-xwde w)
P (1] ) du') dute)

=XM (%) X[u(z),0(z)] (t)

= [ @ ([ 10 oo an®) an)

- /M ( /W) D] o) dute).

3.10 Beispiel: K = {(z,y,z) e R®: 0 < 2 <3 A 2% +y* < (3—2)*}: Kegel mit Hohe h = 3,
Grundflache ist ein Kreis mit Radius » = 3.

/ Z2d\® = / ( / sz(”(z)) dA® (z,y)
K 224929 NS (03— /a24y?
1 2
= —/ (3 — a2+ y2> da®
2 z2+92<9

o7
= 47T.
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3.11 Definition: Seien U,V C R" offen. Eine Abbildung ® : U — V heiBt C'-Diffeomor-
phismus zwischen U und V/, falls

1) ® bijektiv und

2) PecCU—-SV)ANDPLe YV = U).

3.12 Wiederholung: Aus dem Satz Uber implizite Funktionen: Seien U,V C R" offen, ® €

O 0P 0P,
1 [ — . X o= (-~
CHU = V), zo € U mit det <8x (x0)> 7 0 (Jacobi Matrix Ox (axk)j,kzl ..... n)-

Dann existiert eine offene Umgebung O(zy) C U, so dass @ : O(zg) — ®(O(z0)) ein C*-
Diffeomorphismus ist. Au3erdem gilt

(% o) = (Grm)

3.13 Kriterium: Seien U,V C R" offen, ® : U — V bijektiv. Dann sind &quivalent:

(i) @ ist C*-Diffeomorphismus,

(i) & € CHU = V) A det (g—i) £0auf V.

3.14 Transformationssatz: Seien U,V C R" offen, & : U — V (C*-Diffeomorphismus und
A C U messbar, d.h. A € L(R"). Dann gilt die Transformationsformel

/@(A)fdw) = /A(focp) : ‘det (g_iﬂdxm

fir jedes f € L'(®(A), L(R") N B(A), A" 0 o) S0 f € LR LR, AM) mit
J;_: 0 inR™\ A,

' fin A
Beweis: Siehe z.B. Elstrodt. 0

3.15 Beispiel (Polarkoordinaten imR?): e U :=10, 00| x |0, 27,

° VZ:RQ\{(:E7O)2ZL‘ZO},
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o O:(r,¢)— (z=rcosp,y=rsiny).

FdA® = /(focb)-rdA@) = /
R2 U

( f(rcosg,rsinp)r d)\(l)(go)> dA® ()
[0,00] [0,7]
falls f € L' (R, £(R?),A®?).

Konkret:

/ <3—\/W>2 dA\@ = /3 (/2ﬂ(3—7“)27“d90> dr = 2—77r.
z2+y2<9 r=0 @

-0 2

3.16 Bemerkung: Satz von Sard besagt:

U C R offen, & € C(U = R"), N := {z € U : det <g—i>(:c) —0}

= A® (cb(N)) ~0.

Damit Verallgemeinerung des Transformationssatzes moglich: Ist ® € C'(U — R"), @\U\N
injektiv und A C U messbar, so gilt die Transformationsformel

L(A)fdA(n) - /A(f0<b).)det (%’)’Mm.
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4 [’-Raume

4.1 Vorbemerkung: Fir f: (Q,%, u) — Cist

/fdu /Ref)du+1/(1mf)du

Satze wie z.B. majorisierte Konvergenz, Fubini gelten entsprechend. Wir schreiben K, wenn
R oder C moglich ist.

4.2 Definition: Sei f : (2, %, 1) — K messbar.

= ([uran)”

2) Ny = inf{c € (0,00 : |f] < cfil.} =: esssup|f| heiBt wesentliches Supremum
Q
von f.

1) Firl <p< oo sei

(|f]P = (.)? o | f| ist messbar).

4.3 Folgerung: 1) Fur1l < p < oo gelten 0 < N,(f) < oo und N,(af) = |a| - Ny(f)
(mit 0 - oo := 0).

2) Esgilt |f] < Noo(f) f.00.:

1
p({reQ: 1@ > Nul(f)}) = (]g{xeg | > Na. (f)+3}>
112,2) im T T 1
2 ]Loou({ e Q| )}>Noo(f)+j}/>
—0 (Def. von Noo (f))
— 0
3) Noo(f +9) < Noo(f) + No(g):
F@) +9@)] < |£@)]+]0)] 2 Naolf) + Naolg) L0

4.4 Definition: p,q € [1, o] heiBen konjugiert, falls
1 1
1) p,g<oo N —+—=1oder
P q
2) p=1ANg=occoderp=ococ A g=1.

Wichtiger Spezialfall: p = ¢ = 2.
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4.5 Satz: Seien f, g : Q) — K messbar.

1) Fir1 < p,q < oo, p,q konjugiert, gilt die Holdersche Ungleichung:

/Qlf-gldu < (/Q|f|”du>1/p- (/Q|g|"du>l/q-

2) Fir1 < p < oo gilt die Minkowski-Ungleichung:
/p 1/p
([irvaran)™ < ([1rra)” « [1opan)”

Beweis: 1) a) Hilfsungleichung: t — e ist konvex, d.h. fir ¢t,s € Rund 0 < X\ < 1 gilt
e)\t-i-(l—/\)t < )\et+ (1 . )\)es'
Fir0 < 2,y < cowahle ¢, € Rmit x = /7, y = e = e(k%)".

= 7.y = — epSta=5n < leé—k <1—1>e” = lxp+1yq'
p p p q

N . 1 1 .
Offensichtlich gilt = - y < — 2P + — y? sogar fir 0 < z,y < oc.
p q

b) Spezialfall N,(f) = N,(g) = 1: Zeige / |f-gldu <1.
Q

/|f gldu < —/|f|pdu+ /|g|qdu -+- =1

c) Fall0 < N,(f),N,(g) < oc:

i)l

p

= [ 1fgldp = /\ —du
i T

Np(f) - No(

INE

d) Restliche Félle: N,(f)=0 = f=0f0. = f-g=0f0. = N(f-9)=0V

N,(f) >0 A Ny(g9) = oo = Behauptung.
Genauso: f, g und p, ¢ vertauscht.

2) Firp=1klar.Seil < p < oo, l+1:1.
P q
O.B.d.A.: N,(f +g) >0, N,(f), Ny(g) < oo. Dann

(@) +g(@)l” < 2(max{[f ()], ]g(2)]})" = 2max {|f ()", lg(x)I"}
2(1f@)" + 1g(=)F)

Np(f+g) < oo

IA
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Es folgt

(N,(f+9)" = /Q|f+g|pdu
- /Q|f+g\'|f+g|”1du

IN

/|f|-|f+9|p‘1du+/ﬂlgl-|f+g|”‘1du
Q

INZ

Np(f) ) Nq(|f + g|p_1) + Np(g) ) Nq(|f + 9|p_1)
)+ N(9) (N + )

p=q(

bS]

= (N(f+9)"" < N()+Nolo)

Behauptung d
4.6 Folgerung: 1) Fir1 < p,q < oo, p,q konjugiert, gilt
Ni(f-g) < Np(f) - Np(g)-
2) Fir1 < p < oo gelten die A-Ungleichung:
Np(f+9) < Np(f) + Np(g)

und, falls N,(f) < oo V N,(g) < oo, die A-Ungleichung nach unten:

Np(f - g) > ‘Npq) - Np<g)|-

Beweis: 1) 1< p,q < oo: Siehe 4.5.

p=1A qzoo:Nl(f-g)z/Q!f-gl duszvoo<g>-/9|f|du.

<|f]'Noo(g) f.0.

2) A-Ungleichung: Siehe 4.5 bzw. 4.3, 3).
A-Ungleichung nach unten: N,(f) < N,(f —g) + Np(g) - . ..

4.7 Folgerung: £*(Q,%,p1) := {f : @ — K | f messbar A N,(f) < oo} ist ein Vektorraum
und N, eine Halbnorm auf £7(2, 3, 1) (1 < p < o).

4.8 Definition: Sei 1l < p < oo und

N = {f:QoK|N,(f)=0} = {f: QK| f=0f0}.
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N ist Unterraum von LP(£2, %, ). Durch
fr~g e f-geN
wird auf £7(Q, ¥, ;1) eine Aquivalenzrelation definiert. Setze
Q% n) = {[fl: feL(QEn)} = LNQ,3,0)/N,
1], = No(f) for[f] € 272, %, p).

Wohldefiniertheit: [g] = [f] < Ny(g—f) =0 "L |N,(g) = N,(f)] < No(f — g) =
Dann ist ||.||, eine Norm auf LP(Q2, X, i), denn

[[]]l,=0 & fEN & f~0 & [f]=[0)

(Positivitat, Homogenitat, A-Ungleichung klar).
Im Folgenden schreibe LP(2) oder L* statt L*(Q2, 2, 1) und f anstelle von [f].

4.9 Satz: Sei 2} C R* offen A f,.g € C(Q — K) A ||f —g|l, = 0. Dann folgt f = ¢ in Q.
D.h. falls ein Vertreter von [f] stetig ist, sind alle anderen Elemente von [f] unstetig.

Beweis: Annahme: Jzq € Q : | f(z0) — g(x0)| > 0.
_ i 1
T8 35 > 0V € Bylao) : f(x) - gla) > 5| f(w0) — glx0)]

> 1=l = [ oz [ 1 —glaunz gl sl >0 G

4.10 Bemerkungen: 1) Sobolevsche Einbettung: Falls f : R* — R mindestens %-Mal
,schwach differenzierbar” ist und alle Ableitungen in L*(R™), dann ,ist f stetig*, d.h. [f]
enthalt ein stetiges Element.

2) Achtung: Anders als bei stetigen Funktionen liegt das Produkt von LP-Funktionen nicht
unbedingt in LP(Q).

3) Fir1<p,q<ookonjugiertgilt: fe P A ge LY = f.ge L' (siehe 4.6).

4.118atz: 1) p(Q)<oo A 1<p<p <oo A feLV(Q).Dann

'Hf”p"

Y e

feLQ) A | fll, < u(€)r
2) 1<p<p <oco = LPR)\LY(R)#D A LP(R)\ LP(R) # (.
3) =N, E=PWN), u(M)=4M, 1 <p<p <oo.Dann

/

P .= [P(N) C "

Beweis: Ubungen 0
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4.12 Satz von Fischer-Riesz: Fir 1 < p < oo ist (L*(2, %, 1), ||.||,) ein Banachraum.

Beweis: 1) p = oo:Sei(f;) Cauchy. Setze

43.2)

Aj = {z e Qi |fi(@)| > [ fillo} =" u(4;)=0
Bjr = {zeQ:|fj(@) = ful@)] > Ifi = fil o} = w(Bjx) =0
N = UjGN Aj @) Uj,keN Bng = ,u(N) =0

= |fi(@) = fu@)| < If; — fulle firz € Q\N, jkeN.

Insbesondere: (f; (:c))jeN ist gleichméaBig konvergent bezlglich x € Q\ N:

lim f;(x) firze Q\FE f = lim xo\g - f; ist messbar
f(l') = j—o0 = j—o0
0 sonst 1f; = Fllso — O

Insbesondere: || f|l« < ||f — fillo + || fillo < o0, also f e L.
2) 1<p < oo:Sei(f;) Cauchy.
a) Wahle eine Teilfolge:
Fo it £~ fellp < 5 far & >
fi, mit jo > gy und || f;, — fill, < % fir k > j,

1
= ”fjk_fijHp < ?
b) Messbare Grenzfunktion f: Setze

k

gk(x) = Z }sz<x) - fjl+1(x)|

=1

g(a:) = Z}sz sz+1 )|

k
= Hngp < ZHfjl_fleHp < L

=1

0< = 0< gl 1gP
<alyg _ngg Hng_ pdp—hm dﬂgl_
gr messbar = g¢% messbar Konv

2.16 -
= g < oo f.
= gk konvergent in K f.0.

fjk+1 f]l + Z f]z+1 sz)

Setze f := klim fj.- (Esist egal, dass f nur f.0. definiert ist)
— 00

Vergleichskrit. i U
ergloichsk (f;.) konv. in K f.0.
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c) Zeige: fe LP A ||f — fill, = 0. Sei e > 0 fest.
Wahle N € Nmit || f;, — fj,|l, <efurk,l > N. Aus Lemma von Fatou:

L= sran = [ s - g
~ Ql—oo
< liminf/ | fix — fil du
Q

l—00

< &

= fjk_feLpa ||f]k_f”pSEfurkZNaf:f_f]k_l_fjkGLP

4.13 Folgerung (Weyl): 1 < p < oo, (f;) Cauchy in L?. Dann existiert f € L? mit || f — f;|/, =
0, und es gibt eine Teilfolge ( f;, )ren Mit

f = lm f; fod.inQ.

4.14 Satz: Sei 1 < p < .

1) FuUr einfache Funktionen s : Q — K gilt

seLP(Q) & p({zeQ:s(x)#0}) <.

2) {se LP: sisteinfach} ist dichtin L?.

Beweis: 1) Selber
2) Fall f >0, f € L: Es gibt eine Folge (s;) einfacher Funktionen mit

0<s1<s<...<fA lims;=f (vgl. 2.13)
j—o00

= |s;|”,|f — s;|" < |f|P. Insbesondere s; € L*.
Majorisierte Konvergenz:
lim || f — s;||F = lim / |f —s;|Pdp = / lim |f —s;[Pdp = 0.
Jj—o0 J— Jo Q J—o0

Far allgemeines f € LP: Zerlege f in positive Funktionen. 0

4.15 Beobachtung fiirp = 2: Durch
() L2x L2 =K (f,9) = (f.9) = / f-gdu
Q

(f,g € L* = f-ge L')wird auf L? ein Skalarprodukt definiert, d.h. fir o, 3 € K, f,g,h € L?
gelten
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(S2) (9, f) = (f.9),
(S3) f#0 = (f./) >0.

Auf3erdem gelten
aa = (1) = 1.

und

_ Holder
9| < /Q\f-g\du £l llglle

4.16 Bemerkung: Man kann beweisen: Ist (L, (.,.)) ein linearer Raum mit Skalarprodukt
(d.h. (S1)—(S3) gelten), dann wird durch

I fllina = (F, )

auf L eine Norm definiert, die vom Skalarprodukt induzierte Norm, und es gilt die Cauchy-
Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung (CSB)

1 (F9) | < N flling - Nl9lling-

4.17 Satz: Das Skalarprodukt ist stetig in jedem Argument, d.h. z.B.

f = lim fj = <fag> = ]li)rgo<fbg>

j—o0
. csB
Beweis: | (f,9) = (firg ‘ = ‘ f=1ig | < |If = fillina - [|9]ling = 0. 0O

4.18 Definition: 1) Ein linearer Raum (L, (.,.)) mit Skalarprodukt heiBt Hilbertraum,
wenn (L, ||.|ling) vollstandig ist.

2) Eine Folge (e;) in einem Hilbertraum hei3t Orthonormalsystem (ONS), falls

( > 0 farj #k
ej,er) = 0jp =
7k 7w 1 firj =k

4.19 Satz: Sei (H,{.,.)) ein Hilbertraum, (e;) ein ONS in H und = € H. Dann gelten:

1) :c:Zaj-ek = a; = (z,¢;),

k=1
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2) Y | (z,en) |* < lz]3s (Besselsche Ungleichung);

insbesondere: Y | (z,¢;) |” ist konvergent,
k=1

3) z= Z Tep) e & |lxllig = Z‘ T, ) ? (Parsevalsche Gleichung),
k=1

NE

4) (z,er) - ey ist konvergent.

>
Il

1

J
. 4.1
Beweis: 1) z = lim Zak e = (x,¢) = ]lggoz Qg - eg, €) = Q;

— 00
] k=1 k=1

2),3) 0 < Hx—zj:@,ek)-ek

k;l )
J J

= <:p—z<x,e,€>-ek,w—2($,€k>'€k>

k=1 4 k=1

ind

J

= ||z|lig — <x, XJ: (x,e) -el> - <Z (x,ex) -ek,x>

=1 k=1

+Z<$€k ek,xel>-el>

k=1
J

= Jallpa —2) (z,

= H‘THmd Z } <x>6k> ’

j
4) Seizx; = Z (x,ex) - ex. Zeige: (z;) ist Cauchy-Folge: Fir j > [ gilt

k=1

J
(x, ey —i—Z’(a:,ek) }2
k=1

j
4)
|z — zillfng = H > (@, ex) - ex|| 2 Z | (2, ex)

k=l+1 k=l+1

fiir j > 1 > J., da die Reihe > | (z, ex) |* konvergiert.
k=1
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4.20 Definition: Der Abstand zweier nichtleerer Mengen M;, M, C R™ ist definiert durch

d(Ml,Mg) = 1nf{|:1:—y|35€M1 N yGMQ}.

4.21 Satz: 1) M, C R" kompakt A M, C R™ abgeschlossen A M{NM, = () A My, My # 0.
Dann gilt d(M;, Ms) > 0.

2) Fur festes M C R™, M # (), ist die Abbildung
dy R" = R:zw—dx, M) :=d{z}, M)

stetig.

Beweis: 1) Annahme: d(M;, M;) = 0.
= El(xn) in Mly (yn> in M2 : ‘:Cn - ynl —0
M, kompakt = Teilfolge (x,, )ren ist konvergent: x,, — = € M, fir k — oo
Y, = Y| < NYnyy — Ty | + [0y, — 0| + [0, — Y| = 0 = (yn, ) ist konvergent
M, abgeschlossen = vy, — y € M.
= |y — z| :klim |0, — Yn,| =0
— 00
= y=x€ M NM %

2) diz,M)<|t—z|+dz,M) = dz,M)—dxz,M)<|T— x|
x und Z vertauscht: d(x, M) —d(z, M) < |z — 7|
= |d(z, M) —d(z, M)| < |z — . O

4.23 Definition: 1) Seien M, M, C R". Dann hei3t M, kompakt enthalten in M,, ge-
schrieben M; cC M,, falls M; C M und M; kompakt.

2) SeiM CR", f: M — K. Dann heif3t

supp (f) = {z € M: f(z) #0}.
Trager oder Support von f.
3) Sei O C R" offen. Dann

Co(0) == {fe€C(O—K):supp(f)cc O},
C(0) = {feC®0—K):supp(f)cc O}.
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4.24 Satz: Sei O C R" offen, 1 < p < co. Dann

1) {s :0—K | s einfach A supp(s) CC O} ist dicht in L?(O),

2) Cy(0)ist dicht in L?(O).

Beweis: 1) Seiu e LP(O). O.B.d.A.u > 0.
Ziel: Zu ¢ > 0 existiert eine einfache Funktion s mit supp (s) CC O und ||s — u||, < «.
Setze O = {reO:|s| <k A d(z.B"\0)> %}
(dann Or = By(0) falls O = R"),
Up = Xo, U
Dann: e wy ist messbar
e supp (ux) C O, CC O
o 0 < < u,insbespondere |u(z) — uy(z)[" < |u(z)|" firz € O
o u;, — u, insbesondere |u;(z) — u(z)[" — 0
Majorisierte Konvergenz: ||u — uy||% = / lu — ug [P AA™ — 0,
Q

€

Seinun ¢ > 0 fest. Wahle & € N mit ||u — u|, < 5

Nach Beweis von 4.14 existiert eine einfache Funktion s mit 0 < s <y A ||s —ugll, <

supp (s) C supp (uy), also supp (s) CC O
{ Is —ully < ls — uplly + [Jur —ull, <e
2) Seiue L*(0).
Ziel: Zu € > 0 existiert f € Cy(O) mit |lu — f]|, < e.
Sei ¢ > 0 fest. Nach 1) existiert

k
. g
Se = ) ¢ixa, Mit s, —ull, < 5 Supp (s:) CC O, A; messbar.
j=1

a) O.B.d.A. A; C supp (s:), denn
k
Se = Xsupp(se) " S = ZCJXAjﬂsupp(Se)'

j=1
1
b) §:= - d(supp (s), R"\ 0) >0, U = U B
o zesupp (se)
= Us C O, Us beschrankt
= Us; CcC O.

c) Satz 1.17: Zu € > 0 existieren K; C A; C O; mit
K; abgeschlossen, O; offen, A\ (0, \ K;) < é.

O.B.d.A. O; C Us, denn 4; C O; N Us und A\ ((0; N Us) \ K;) < é.

£
2
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Definiere
d(ZL', R™ \ OJ)

ti(x) = mm{l’d(Kj,R”\Oj)} firz e R

Dann: e t; € C(R" — R)
0<t; <1

tj\K]. =1, tj\Rn\ = 0, insbesondere supp (t;) C U;

It = xa I = / = [N < [ 140 = A0\ ) < 2

k
Setze f(z) := Y _c¢;t;. Dann

] 1

k
e supp (f Usupp U s CCO = supp(f) cC O

e [ ist stetig

k
. Ilf - sanp—Hch —xa)|| Z|cj|||tj—xAj||p<(Z|c) 1 <
j=1

far genugend kleines ¢.

Insgesamt folgt f € Co(O) und || f —ull, < ||If = scllp + I|s: —ul| <e.

4.25 Satz: Es gibt mindestens eine Funktion j € C§°(R") mit

1) j>0auf R” und

2) supp (j) = B1(0) und

3) j(x)de = /nj(x) dr = 1.

B1(0)

Beweis: Sei

, e V=2 firze] —1,1]
Jiz) = .
0 for z € R\ ] — 1,1]

Dann: e j; € C*°(R — R) (nachrechnen),
e j;>0aufR,
e supp (j1) =[-1,1].

Setze jo(x) = ji (|z]?) fur z € R™.

= jy € C®(R" = R), jo >0, supp (j2) = B1(0), ||52]1 —/ J2(z) do < oo.

SchlieBlich erfillt j(z) := ———

Tl Jo(z) flr x € R™ alle behaupteten Bedingungen.
211
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4.26 Folgerung: Von nun an sei j € C§°(R") eine fest gewahlte Funktion, die 1) — 3) aus

1
4.25 erflllt. Fir e > 0 und j.(x) := ;ﬂ(f) gelten

j. > 0aufR", j. € C(RY), supp (1) = Bo(0), / jo(x)de = 1.

Denn mit dem Transformationssatz und ®(y) = ¢ -y fir y € R", B.(0) = (I)(B1(0)> und

€ 0
det (g—(D — det ( ) = &" folgt
15

0
1 o 1

/ —j(£>d/\§c") :y/ —](@)gndxgﬁ -1

B:(0) en € B1(0) en €

4.27 Definition: Seien 1 < p < oo, u € LP(R"), € > 0, j. die Funktion aus 4.26 und

(Jou)(z) = / Je(x — y)uly) d)\é”) far x ¢ R"
[u € LP(R™) 20 werr (Bi(z)) L oyert (Bi(z)) J- besgpranid
J. heiBt Glattungsoperator (Mollifier).
[Operator und lineare Abbildung stehen flr das gleiche.]

Integral definiert]

4.28 Satz: Seien 1 < p < oo, u € LP(R"), € > 0. Dann gelten
1) Joue C®°(R" — K)und

(VJou)(z) = / (V) (x —y)dAY fir o € N,

2) supp(Jou) CU.mitU.:= | J B.(x). Insbesondere gilt

zEsupp (u)

supp (u) beschrankt = J.u € C°(R").

3) Jou € LP(R™) und HJs“Hp < ||u||1"

4) ||Jou—ull, — 0flre ] 0.
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Beweis: 1) ‘%(Jgu(x + he;) — Jou(x)) — /n (0n,72) (x — y)uly) d)\é’"‘)

< [

Holder

!

=(0g gg)(ghy y) ( Mlttelwertsatz Diffrechnung, |§hy—ac|<h

@) Gy~ 9) = 0n el )| )

-

<€ flr |&, —x| <6 bzw. |h|<d

= (,
< (/B =ax®) |,
(&

/g .
(2¢) nw Bi( ))) lull, fir |h] < min{e, o}

= (0, Jou)(z) = /Rn (0n,42) (x — y)uly) d)\én).

Genauso fir alle partiellen Ableitungen und deren Stetigkeit.

2) Esgiltd(z,supp (v)) > e = Jou(z) = / jelz — y)uly) d)‘z(;n) —0.
< ()

3) a) Zeige |[Lu(x)| < ( /R el =) utw)” dAém)l/p

Fall p = 1: Klar
FaII1<p<oo:Seil+1=1-
p g
[Jou(@)| = / (ol =) " (J:(x = y)) "uly) A

Hold 1/ 1/
< / jelw =gy g ) / Jolw = ) u()[" )

-~
=1

b) Aus (+):

‘Jau(x)|p d)\:(B”) < / </ Je(x — |u y)}p d)\é")> d)\;")
Rn
Fubini / lu(y) / jo(z —y) A ) A\

J/

-~

=1

= [ Jeully < [lullp.

el + e — ) — 3ol — 1) ~ (0 32) (& — )| - [uly)] aA

4) Seien u € LP(R") und & > 0 fest. Wahle @ € Co(R™) mit |u — @, < g (siehe 4.24).

Dann

supp (u) kompakt = @ gleichmaBig stetig auf supp (u)

=« gleichmafig stetig auf R"
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und

| Jou(x) — ()| =

/n js(l' - y)(w) d)\én)

|.|<6 fir |z—y|<es

s/ jolo —y)dy -6
B:(z)
= 9

= || Ja—alp, = /}Ju —u(z)[" dA
< MU, fire <5

=\ P
(%) far 6 gentigend klein, ¢ < .

A\

Insgesamt folgt fir ¢ < ;5

[Jew —ull, < [[Jew = Jeallp +||Jet — allp + [|a —ull, < &
——_———

<[Ju—l, nach 3)

4.29 Satz: Seien O C R" offen und 1 < p < oo. Dann ist C§°(O) dicht in L?(O).

Beweis: Zeige: Vu € LF(0) Vé > 03g € C°(0) : ||u — gl|, < é.

Seien u € L(O) und & > 0 fest.

1) Wahle @ € Co(O) mit [|@ — ul|, < % (4.24), setze @ fort zu

_J a(z) farzeO
) '_{0 fiir v € R"\ O

2) supp(f)=supp(a) CCO = §:= %d(supp (f),R"\O) >0
Us = U Bs(z) = U; cc O.

zesupp (f)

4.28 1), 2): Esgilt J.f € C>*(O — K) und fur e < 6 supp (J.f) CUs CC O
= J.f € C(0) fure < 6.
Aus 4.28 4): Wahle e < 6 mit ||L.f — f| rrny <

| O

Wir haben nun: ¢ := J.f € C§°(0)
lg—ully = of —ull, < [[Jef = fllp +]If —uly < &
——— ——

< Jef—FllLp@n) =[|a—ullp
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Hohere Analysis
Teil ll: EinflUhrung in Fourieranalysis

1 Sinus-Kosinus-Reihen

1.1 Definition: Sei (H, (.,.)) Hilbertraum, (¢;) Orthonormalsystem in H, f € H. Dann heif3t

oo
> " (f.¢;) ¢; Fourierreihe von f.
7=1

Das beriihmteste ONS: H = L*(] — m, [ ),

(e;) = ( ! ! sin x ! COS T ! sin(2z) LCOS(Qx) >
) = e Vo g o8 g @), cos(@a) )
Fourierreihe von f € H:
f7€] =
J=1
VA AT RS B o . .
_W/_w f(t) dt—l—; <% /_ﬂf(t) sin(jt) dt sin(jx) + ;/_W f(t) cos(jt) dtcos(y:c))
1.2 Notation: a; = %/ f(t)cos(jt)dt, 7 € Ny
b = 1 f(t)sin(yt)dt, 7 € N
™ —T
k
sk(x) = %+Z(ajcos(jx)+bjsin(jx)), keR, xR
j=1
s(z) = lim sg(x)
k—o0

Frage: Konvergiert s,, gegen f?

1.3 Beobachtungen: 1) s, und gegebenfalls s sind 27-periodisch.

2) Ist f auf R definiert und 27-periodisch, so kénnen die Integralgrenzen verschoben

= %/Hﬂ f(t) cos(jt) dt

3) a;,b; andern sich nicht, wenn f auf einer Nullmenge abgeandert wird.

werden:

4) Zur Definition von a;, b; reicht f € L' (] — =, x[) 2 L*(] — =, «[).
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1.4 Hilfssatz: Fur [ € C'([-n, 7] — K) gilt

s

i [ oy Y = o g
Beweis: /W f(t) cos(wt)dt = f(t)ésin(wt) i —é f'(t) sin(wt) dt — 0 flr w — oo. .

1.5 Lemma von Riemann: Fur f € L'(] — =, «[) gilt (x).
Beweis: Sei f € L'(] — m,7[). Zeige:
Ve >0 Jw. >0 Vw > w, : ‘/ f(t) cos(wt) dt‘ < e.
Sei ¢ > 0 beliebig, aber fest. Wahle f. € C5°(] —m,x[) mit ||f — f.|l: < % (siehe 4.29). Dann

’ f cos(wt) dt‘ ’/ — f2(t)) cos(wt) dt‘ +‘ fe(t) cos(wt) dt

<||f- f6||1<5/2 <s/2furw>w5 nach 1.4
< ¢ firw > w..

1.6 Hilfssatz: Sei f : R — K 2r-periodisch, f € L*(] — m,«[). Dann

sk(z) — flx) = /Tr (f(x—l—t)—f(:v))wdt fark e N, x € R.

- 27 sin (5)

Beweis: 1) sp(z) = %/ﬂf dt—i—Z / f(t) Cos(jt)cos(jx)—i—sm(jt)sm(]a:)) dt

7j=1

- |z ()0

j=—k

%( —ijt el]aere ijt —1jt)

J/

=:Dy(z— ) (Dirichlet-Kern)

2) 2wDL(E) = ek Ze%

71k§1 o ( 1§)2k+1
— it
e*lk‘f . el(k+1)§ efif/Q
1—ei€ i€/
oi(k+3)E _ Gi(k+3)e
o i€/2 _ gié/2
—2isin ((k+ 1) ¢)
—2isin (5¢)
1 sin((k+1)¢)

2r  sin (3¢

= Dip(§) =

- D(-¢)
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—_——
=Dy (t—2)

e / F(#) Di(x — 1) dt
=T / ) f(s+2)Dy(s)ds
f,D 27r2eriodisch / f(S 4 x)Dk(s) ds
3) Speziell f=1aufR = ay=2, a; =b;=0flrj e N
=1 = si(x) 2 / Dy(s)ds

> fl@) = / F(2)Du(s) ds

2) A3) = sp(z) — f(x) = /7T (f(s+z)— f(x))Dx(s)ds. B

1.7 Kriterium von Dini: Sei f : R — K 2r-periodisch und f € L'(] — m,x[). Fir jedes
xo € R gllt

5
35>O:/ ‘f(x0+t1_f(x0)‘dt<oo = f(arg):klim sk(zo).
-5 — 00

Beweis: s,(z) — f(z) =2 /“ fla +ti —fx) - Si’; a - sin ((k + %)t) dt
—T 2
30 furk — . 0

1.8 Folgerung: Sei f wie in 1.7, o € R. Falls f in zy, holderstetig ist, d.h.
0, 0,¢> 0 | f(z) — flzo)| < clo—mol* flr |z — z| <0,

so folgt

/_i‘f(%“i_f(%)‘dt < /ac\t|a1dt<oo

-5
und somit f(x) = klim sk(zg).
—00

1.9 Erweitertes Kriterium von Dini: Sei f wie in 1.7. Fir jedes z, € R gilt: Falls xy Unste-
tigkeitsstelle 1. Artist (d.h. f(zo + 0), f(zo — 0) existieren) und

E|5>O:/6 flxo+1t) — f(xog+0 /\/O’f(ff(ﬁ't);f(fo—o)
0 -5

t
dann folgt s(zg) =

))dt<oo

dt < oo,

f(xo+0) + f(xo —0)
5 .
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Beweis: Dy (&) = /Dk t)ydt =1 :>/ Dy(t)dt = /Dk

N f($0+0>‘£f($0‘0) _ /ﬂDk(t)f(xo—O)dt+/oka(t)f($o+0)dt

Beweis von 1.6: si(zo) / flzo+t)D

f($0+0)+f( 0—0)

/ f900+t f(xo —0) tDk(t)dtjt/ﬂ f($0+t);f($o+0) £D, (1) di

= sp(ro) —

Beweis 1.7
SWeis 7 0 flr k — oo.

1.10 Kriterium von Lipschitz: f : R — K sei 2r-periodisch und holderstetig:
Ja,¢> 0Vz, 2’ € R: | f(z) — f(2')] < clz — /|

Dann konvergiert (s;) auf R gleichmafig gegen f.

Beweis: 1) Zutaten: Es gelten

a) Yz eR: sp(x) — f(x) nach 1.8.
b) (sx) ist gleichgradig stetig:

Ve >030>0Ve, 2 e RVE €N (Jz — 2| <= |si() — siu(2')] <¢)

(Beweis siehe unten).

c) fist stetig.
2) Mischen: Fir festes x5 € R, € > 0 wahle

a) K,, € NmitVk > K, : |si(z0) — f(zo)| < %
9

b) &> 0mit|sp(z0) — si()|,|f(x0) — f(2)| < < fUr |z — x| < &, k € N.

w

Fir k> K,, und = € |xg — §,z0 + ¢] folgt

‘Sk(x) - f(x)| < ‘Sk(m) - Sk(xo)} + ‘Sk($0> - f(iUo)’ + |f(5fo) - f(a:)’ < &
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3) Backen: [—, 7| ist kompakt, also gibt es endlich viele x4, ...,z ;, so dass

J
< Ul — 65,25+ 65

j=1
Fur £ > max{K,,, ..., K,,} folgt

|si(z) — f([E)‘ < 3efirz € [—m, 7 ] 2m griodisch |si(z) — f(z)| < 3e flrz € R.

Beweis von 1b): Sei ¢ > 0 beliebig, aber fest. Wahle 7 > 0, so dass

T t o .
/ L‘tdt < S mit ¢, a aus Voraussetzung
_; 27 |sm (§)| 4

= (@) = se(@)| < [(sla) = f(@)) = (s(a) = F@)| + () = £
;5 ‘/_ﬂ flz+1t) — fl ))Dk(t)dt—/_: (f(a:/+t)_f(x/)>Dk(t)dt’
+|£(z) = £(2')]
< /:If(a:ﬂl—f(x)l\Dk(t)\dt+/:|f(xf+t)_f(x/)"Dk(t)‘dt
<clt]e
o <“”|:Jf<x’“>\+\f<x> ~ J@)]) |De(o)] d

+[f(z) = f(a')]

f+§+20|x—x’|a/ | Di(t)| dt +clz — 2|
4 4 Jlemal\]-ral

IN

J/

<00

< e fir|z—2'| <é.

1.11 Bemerkung: f € C'(R — K) 2r-periodisch = f erfillt Kriterium von Lipschitz:

|

£(@) = £&] = |£©] o =] < max|f|-lx -]

1.12 Komplexe Darstellung von Fourierreihen: Aus Beweis von 1.6:
K 1 k
— - 1] z—t) _ 71jt 1]9:
s () /_7T o (J:Zk ) t)ydt = Z / f(t)dte

ijx

Neue Interpretation: u;(z) := \/LQ_We = sp(r) = Z (f ug) us().
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Wegen
(uj,up) = l—/weme*“dt: {] 1 L o=k
77 27 ,ﬂt:;aj;j E;Z;tjzse“]_mtt:_ﬂ =0, farj #k
ist (u;) ein ONS in L?(] — m, n[ ). Beachte
. - . Qo - . .y
klgrolo 2. (fiuj)uj(z) = f(z) & kh_)rgo (5 + ; (aj cos(jz) + b, Sln(jl‘))) = f(x).

1.13 Satz: (u;);c; ist ein vollstandiges ONS in L2(] — ., 7[), d.h. (u;);ez ist ONS und

k

VfGLZ(]—’/T,’/T[)If:lem (f,uj) u;
j=—k

k
Beweis: Sei f € L*(]—m,n|) fest. Zeige: Ve > 03K, € NVk > K. : Hf— Z (f,u;) uj , <€
j=—k

Sei ¢ > 0 beliebig, aber fest.

1) Wabhle f. € Cg°(] — m,«[) mit || f — f2]| < (val. Teil I, 4.29).
Setze f. 27r-period|sch fortauf R = f. € COO(R — K).

k

2) Seis(z) = Y (f-,u;)u;(x). Nach 1.10 mit 1.11:

j=—k
3K. € NVk > K. Vo € R : |54(z) — fo(2)| < —
3V 2
N ) . 2 gl £\ 2
= = £l = [ Js0 - ffar < [ 55ae = (5)
k k
3) S—sk = > ((feou)uy— (Fruduy) = > (fe = fru)u,
j=—k =
- Parsevalsche Besselsche 9
= — 5|3 = ,Uj) < e — .
I8 = sl Gleichung 4.19 Z’ — b Ungleichung 4.19 e =71k
1)/\2) = Vk’>K ||f—8k|| SJ f5||%+l|fg_§k||%+ ng_SkH% < E.
<e/3 <e/3 <|If e la<e/3 0
1.14 Bemerkungen: 1) Fir
1 1
€; SID.T Ccos T,
) = (7= f Tmcos.. )

folgt aus 1.13: (¢;) ;e ist vollstdndiges ONS in L*(] — 7, 7[ ).
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2) Zusammenfassung:

a) fel*(]-m7[) = f= kh—>r£lo (f,u;) u;, Konvergenz bezuglich |.||..
j=—k

b) f erfillt Diniin jedem z € [—m,7[ = f(z) = klim (f,u;) uj(x) punktweise.
k
c) f erfillt Lipschitz-Kriterium = f(z) = lim (f,u;) uj(x) gleichmaBig.

k—o0
Jj=1

1.15 Andere Intervalle: Seien L > 0, f : R — K 2L-periodisch und hélderstetig:

Ja,¢>0Vz, 2’ € R:|f(z) — f(2')] < clw —2!|*

Definiere g(z) := f<@> = ¢ erflllt das Kriterium von Lipschitz 1.10.
m

o5 = s D [T

j=—o00

00 L
SZLt/ﬂ' 1 —1]7I'S/L m iix
= E JE— —d J
dt="ds = 2w /_Le f(S)L *¢

W Lz Ty, _ — 1 g —ijms/L ijry/L
Mlty.—7bzw.x—f. fly) = Z E/Le f(s)dse

Jj=—00

Eeiﬂ‘”ﬂ = (i;) ez ist volistandiges ONS in L2(] — L, L[ ).

Setze u;(z) ==
1.16 Beispiel: Gegeben: L. > 0;a,b € R;b6>0; f : [-L, L] — C.
Gesucht: y € C?([—L, L] — C) mit
—y'+tay +by = f
y(—L)=y(L) N y'(=L) =1vy'(L) (periodische Randbedingungen)

> 1
Lésung: y(z) = : — (fs05)t;(x),
2 (B s P
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2 Fouriertransformation

2.1 Definition: Fir f € C°(R — C) und j, k € Ny ist
£k = sup |a? &) ()]
Tz€R
(im Fall £ > 1ist ||.||;» eine Halonorm). Der Schwartz-Raum Uber R ist
SR) = {f€eC®R—C)|Vj,keNy:|flljx<oo}

Offensichtlich: C§°(R) C S(R).

2.2 Beispiele: 1) f(z)=a2/¢ ", j €Ny, a>0 = f€SR)\CF(R).

2) Abschneidefunktion: Fir R > 0, 0 < € < R setze

R+¢
no(z) = / Jle—y)dy = J(Xreria):

—R—¢
1 lz] <R
= Yre(r) =4 €]0,1] R<|z| < R+ 2¢
0 lz| > R+ 2¢

AulBBerdem

o0 oo

Jly)dy = ¢,

| ()] S/ itz —y)| dy :/

—00 —

genauso (% _(x)| < d unabhangig von R.
R

2.3 Bemerkung: Mit

=~ 1 |If—gllix
d(f.g) = - 7
(f,9) MZO 20tk 14 || f — glljn

bildet S(R) einen vollstdndigen Raum.

2.4 Eigenschaften: 1) S(R) ist linearer Raum.

2) f,geS(R) = f-ge€S(R)(S(R) ist Algebra ohne Einselement).

3) feSMR), j,keNy, glz) = %(xkf(x)) = g € S(R).

4) FeS®) = sup L+ |a)[£()] < Iflloo + I fllao = o = |F)] < L
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2.5 Definition: Fur f € S(R) ist

I RoCiwe f(w) = fNw) = \/%_ﬂ/_oo f(z)e ™" da

die Fouriertransformierte von f.
2.6 Beispiel: f(z) = e = f(w)=—=e /4

2.7 Satz: Fur f € S(R) und j, k € Ny gelten

1) 0(w) = (i) f(w),
2) g(z) =2 f(z) = §(w)=i"fP(w),

3) hx):= %(m’“f(w)) = h(w) = (w)§lw) = 7w f0

Beweis: 1) f'(w) = \/%/Oo f(z)e ™" dz

1 o 1 & .
= ——f(x)e ™" + iw z)e T dx
Wor= A . m/wf()

= iwf(w)
2) g(@)=v f2) = §w) = % | @ e
()
= dw \/ﬂ/ f(x) ﬂ“””dx)
®

Vertauschen von Integral und Ableitung: Integral konvergiert gleichmafig bezuglich w:

‘/ f(x)xe*iwxdx) < / |f(z)z|dz < e  fir R > R. unabhangig von w.
R R

2.8 Satz und Definition: F : f — f ist eine lineare Abbildung von S(R) in S(R) und heiBt
Fouriertransformation.
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Beweis: 1) F linear v
2) feSR) = feSR):

a) fe C>(R — C): siehe Beweis von 2.7

o) gl =g o] [ femran| <mp o [ )i <
c) iglyw]f ‘— sup (d; (:L’kf(a:))>/i Qoo.

€S(R)

2.9 Bemerkung: F : S(R) — S(R) ist bezlglich d aus 2.3 stetig.

2.10 Satz: F : S(R) — S(R) ist bijektiv, und es gilt

FiSR) = S(R): g g, glo) = W)t dw.

1 o0
=/
Beweis: 1) Seizunachst f € Ci°(R). Zeige f(x \/2_/ f

T

. 11 C
Wabhle € > 0 so, dass supp (f) C } P [ setze f g-perlodlsch fort.
Fourierreihe:

f(flf) 1;5 Z / —1_]71"8/ 1/a ( )dS eijmc/(l/a)

j=—o0 z 1/e

/ 71_]71'68’][ ds el]ﬂEI

w]-:;jms \/% i

1 RN :
= —/ fw)e* dw.
Riemann-Summe 21 J o
c
Beachte: f € S(R
f ‘f } ~ w241
( oo N
/ |f(w)|dw < & fur R > Rs
R
R c c 1
L > )] <o Y = — 7
j>14+R/me j>14+R/me 7 j21+R/7r€']
1 1 .
< £ S — ] gif § fur R > R
L e j21+R/7rsj(j_ ) =
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2) Seinun f € S(R). Multipliziere mit ¢, aus 2.2

a) Firfz| < R: f(x) = (vra- f)(@) 2 jz_ﬂ / (s - ) (@)e" du

R— 00

b) (vr1-f) (w) = \/%/_Oo (Vg1 - f)(x)e ™ dz "5 f(w) fir jedes feste w € R,

denn:
o (Yr1-f)(z)e ™ — f(z)e ™ punktweise,
o |(Yra- f)(x)e ™| < |f(x)

. /ny(a;)|dx<oo,

e majorisierte Konvergenz.

c) |(vra- ) (w )| < /OO‘ (z)]dz = &

|(r1 - ) (@)] < (s - f) ' (@)e 7 da| < =
\/_w2/ | ., ‘
= |(¢r: - ) | < g(w) = mln{cl,w }unabhanglg von R

D) 4 ©) P [ gy ) e de "5 [ e

Konvergenz

1 RN .
2 f(x) = Nor /_Oo f(w)e™* dw far jedes x € R.
Insbesondere ist F injektiv: f = § = f =g.

3) Fistsurjektiv: Sei g € S(R). Nach 2):

1 OOA iwx
o) = E / §(x)e da

S I
hy) = g(—y) = heSR) A g=h e Bild(F) 0

2.11 Plancherel-Gleichung: Fir f € S(R) gilt || |l 2 = || f]l2®)

Beweis: 1) Zunachst f € C5°(R), supp (f) C ] - l7l[

g ¢
11 .
Parsevalsche Gleichung in LQG - E’ED mit @;(x) = \/geum:
1A ey = Il Z | \[ / e i’

2 / F)fdw = [ F120
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2) Genauso wie Beweis von 2.10: Fir f € S(R)

9 . 2 LURT AP =
122 = JHm [lra- fllzem = AEEOH(‘”RJ'” L®)

2.12 Folgerung: Fir f,g € S(R) Qilt (f, 9) ;> = (/. 9) 2.

Beweis: Polarisation:

(fr9) = =(If + 9P = Ilf —gll> +i(llf +igl* = || f

> =

2.13 Definition: Fur f,g € S(R) ist

e /fw—

die Faltung von f und g.

R+-e
2.14 Beispiel: p.(z) = / Je(x —y) dy
_R—

_ / 5o = )X frer(y) dy
R

= Je* X[-R—e,R+¢] ($)

2.15 Satz: Fir f,g,h € S(R) gelten

2) ﬁz%f xg=v2rf g,
T
3) (f*xg)xh=[x(g*h), fxg=gx*f
Beweis: 2) 2r[- g(w / f(z e qy

= <g,e a f>L2(R)
= (9, (e f) >L2(]R)

Genauso: V27 (f-§)Y = fxg = f+g=+21]" 0.

112 )

—ig||*)) -
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1) f9eS®) = f5eSMR)
= f[-5€SR)
L fag2Van(f9)Y e SR)
f .

2.16 Beispiel: Durchbiegung eines unendlich langen Balkens:
u(z) + a*u(z) = f(x), wu(z) — 0flrz — +oo

(a > 0). Annahme: f,u € S(R). Dann automatisch u(xz) — 0 fur z — +o0.
Fouriertransformation auf die Differentialgleichung anwenden:

()'ile) +a'i) = f@) = i) = i)
denn f € S(R) = e SR) = ﬁfesa&) = ue S(R). Setze g(w) ::ﬁ
S u= (0 f) = (@0) = F=ixs
> ule) = o= [le=nrw)aw.
2.17 Satz: Sei F .. : L'(R) — L®(R) : f — f mit f(w) := \/% /R f(w)e ™ dz. Dann
1) [l < = Il

2) Fi . istlinear und stetig,

3) Fi ist die einzige Fortsetzung von F : S(R) — S(R) zu einer stetigen Abbildung
L'(R) — L>(R).

, A 1 . 1 1
Beweis: 1) |f(w)| = E‘/Rf(x)e—wdx‘ < E/R\f(x)yldx = Ellflll.
2) Filinear v

Stetigkeit: || F1o(f) = Fro(9)| . = [[Froof = Dlle < IIf = gl

3) Offensichtlich: 7, ..(f) = F(f) fur f € S(R).
Sei G : L'(R) — L*>(R) stetig und Fortsetzung von F.
Zu f € LY(R) wahle (f;) in C°(R) mit || f; — f|l — 0 (siehe 4.29)

= G(f) = }LIgog(fj) = Jlggof(fj) = jlggofl,oo(fj) = Freo(f)-
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2.18 Satz: Bild(F i) C {f € C(R — C): f(z) — 0 fUr z — +o0}.

Beweis: f € Bild(F, ) & Jge LY(R): f=g.

1) [flwt+h)—fw] = [gw+h)—jw)
— \/%‘/ ) —i(w+h)z _ ﬂwx) dl“
< \/ﬂ/ | |e—i(w+h)a; _eiwz | da

=ih(—iz)ei®z

\/2_/ z)| - 2dr+ —= / )| - 2da
™

<5 furR>R€dafeL1(]R

< Id$+—
- m/ et
< L R pgn+ €
\/27r 2
< ¢ for|h| < o..
2) |fw)] = |9w)]
< /R()‘Wd‘+ 1 /_R\<)\d+ / (2)]d
gy xT)e X gy i X X
o 27 ,Rg \\/271' _ g }
<3 furR>R5dafeL1
< ! /RE () do | + £
gy x)e X —
o \/271' _ng 2

~~
—0 fir w — oo (Riemannsches Lemma 1.5)

< ¢ firw>w,.

2.19 Umkehrsatz: Sei f € L'(R), z, € R, und es gelte die Dini-Bedingung:

)
35>0:/ )f(xo”i_f(“) dt < .
-6

Dann folgt
%;[mﬂmmwwmduzﬂ%%

wobei das Integral als uneigentliches Riemann-Integral konvergent ist.

Ohne Beweis
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2.20 Satz von Plancherel: Die Fouriertransformation 7 : S(R) — S(R) besitzt eine eindeu-
tige Fortsetzung zu einer stetigen linearen Abbildung 7., : L?(R) — L*(R). Weiter gelten:

1) Fistisometrisch, d.h. Vf € L*(R) : | F22(f)||, = IIf]]2 bzw.
Vf,g € L2(R) : <f2,2<f)af2,2(g)> = <fa g>
2) .F2’2 ist b|]ekt|V Mit 1) fg’g ist unitar.

3) F,, ist die eindeutige Fortsetzung von F~! zu einer stetigen Abbildung G : L*(R) —
L*(R).

Beweis: Aus 2.11:Yf € S(R) : || f]l2 = || f]]2-
a) Definition von 7, (f) fir f € L*(R):
Wabhle (f;) in C5°(R) mit || f; — f[l2 = 0
= (f;) ist Cauchy-Folge in L?(R)
Mimdllagl =ikl 7.y ist Cauchy-Folge in L(R)
L%(R) \gllsténdig

(f,) ist konvergent. Setze F,,(f) := lim f;.
j—o0
Fa(f) ist wohldefiniert: Ist (f;) weitere Folge mit || f; — f||» — 0, so folgt

7, = fill =11y = £ill: = 0, also lim f, = lim f;.

b) Eigenschaften von F;5:

Linearitat: Foo(af + Bg) = lim Flafi+ B8g;) = aFas(f) + BFaa(g).

o Isometrie: || Fo(f)|l2 = ]h_{go 1f5ll2 = jh_{go I fill2 = [ f1]2-
o Stetigkeit: || Foo(f) — Fo2(9)ll2 = [ Fo2(f — 9)ll2 = [If — gll2-

Injektivitat folgt aus Isometrie.

c¢) Eindeutigekeit: Sei # : L*(R) — L*(R) stetig und Fortseztung von F.

Zeige:Vf € L*(R) : H(f) = Faa(f)-

Zu f € L*(R) wahle (f;) in C5°(R) mit || f; — fll2 — 0.

= H()"E tim H(f) = lim Foo(f) 2T Fau(f).

J—00 j—roo
=F(f;)=F2,2(f;) da H, F» » Fortsetzungen von F

d) Wende a) —c) auf F~! an

= JF ! besitzt eine eindeutige stetige lineare Fortsetzung G : L*(R) — L*(R).

Sei f € L*(R) und (f;) in C5°(R) mit || f;— fllo = 0 = G(f) = Jim G(f;) = jli_{gof_l(fj)

= Fap (g(f)) = jlgglo Faz (]:_1<fj)) = jlijlolo fi=171

= f € Bild(Fs2) A Fa20G =Id. Insbesondere ist F;,» surjektiv
Nun ist F,, bijektiv = F,, = G.
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2.21 Achtung:: Fir f € L*(R) ist / f(z)e ™" dz eventuell nicht definiert.
R

2.22 Satz: Fur f € LY(R) N L*(R) gilt Foz(f) = Fieo(f)-
Ohne Beweis

R
2.23 Satz: Fir f € [*(R) gilt Foo(f) = L-lim [ f(z)e” ™" du.
—00 R

Beweis: Betrachte fr := x|—rg - f-
= fr € L*(R)N L*Y(R), denn

[tz = [ lwlas L ([ irwran) ([ 1) <o

2.22

= .FQ,Q(fR)(W) = \/%_W /_R f(x)efiwz dzx.

SchlieBlich || f — frlls = 0 = || F22(f) = Fa2(fr)||, — 0 flr R — oo,

2.24 Erinnerung: o € Nj hei3t Multiindex. Dafur:

o la| =01+ ...+ ap,
o 1% =" - a5?. .- a% fir z € R”,
ol o?
V¥ =——— 2B n=3,a=(1,0,2 , V02 — ,
* Ol 9an ( ) Or, - 03,

Fir A € C, z € R: (\z)* = Melge,

Leibnitz-Regel: Fir f,g € C*(R" — C) und a € N} gilt

v = 3 (5) 7).

BLla

wobei § < aie By Sar A ... A B < an und (g) - (gi)(g)

2.25 Definition: 1) Der Schwartz-Raum:

SR") :={feC®R"—C)|VjeNVaeN}: | fllja:= SIGIIIR)|ZE|j |V f(2)] < oo}
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2) Fir f e S(R™)ist f : R® — R™ mit

1 )
flw) = o /Rn f(x)e ™ ?dr (w-z:=wims+ ... +wTy)
die Fouriertransformierte von f.

3) Die Abbildung F : S(R") — S(R™) heif3t Fouriertransformation.

4) Fir f,g € S(R") ist
frg(z) = . flz —y)g(y) dy

die Faltung von f und g.

2.26 Satz: 1) F:S(R") — S(R™) ist linear, bijektiv, und es gilt 7~'(g) = g mit

1

~ — iw-x fu Rn.
g(x) e /Rn g(w)e“*dw flrz e

2) Plancherel-Gleichung: Fir f € S(R") gilt [|f]l2 = || f]]2-
3) Fur f,g € S(R"), a € N} gelten

a) Vof(w) = (iw)*f(w) = i f(w),

2.27 Fortsetzungen: 1) F besitzt eine eindeutige Fortsetzung zu einer stetigen und li-
nearen Abbildung F; .. : L'(R™) — L>°(R"). Es gelten:

£ 1 —iwz
B Fin) = f@) = G [ st
1
B) 173l < gyl
¢) Bild(F ) C {f € C(R" = C): f(x) — 0 fir |z] — oo}

2) F besitzt eine eindeutige Fortsetzung zu einer stetigen und linearen Abbildung F» 5 :
L*(R™) — L*(R™). Es gelten:
a) F.. istunitar, d.h. bijektiv und isometrisch (|| F22(f)ll2 = || fll2),
b) Foo(f) = L*-lim f(z)e ™" du,

c) Faoo(f) = Fre(f) fUr f € L*(R™) N LY(R™)
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1 1 . : . . .
3) Satz von Hausdorff-Young: Fir 1 < p < 2, ) + p = 1 besitzt F eine eindeutige stetige
und lineare Fortsetzung F, , : L?(R") — L(R"), und es gilt

|Fahll, < %wup-

(271’)”(%7

D=

2.28 Beispiel: Gegeben: f € S(R").
Gesucht: u € S(R") mit —Au+u=finR" (A=92 +...4+92).

Eindeutige Lésung: v = F~* <( )21+ - f)

. _ 1
Mit g .= F 1<(')2+1> folgtu =g f.
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Hohere Analysis

Teil llI: Distributionen

1 Voruberlegungen

Sei f R\ {0} 5 Rz s — = !

x| /o3 + 22 + 22

x
j]?

Af =0
Physik: —A f = 4n¢, ,Diracsche Delta-Funktion*

Firz £0: Vf =

(50:Ofurflf7£0
5(0):oosodass/ do=1

]R3

} geht natrlich nicht

Plan: Erweitere C*'(R™ — C) zu einem linearen topologischen Raum S’(R™), in dem gelten:

e D;: f 0, f sind stetige Abbildungen,
e D; eindeutig auf S’(R"™) fortsetzbar,

1
. f(x > m),(so € S'(R%) und —Af = —(D? + D2 + D2)f = &

2 Konstruktion des Raumes

2.1 Definition: 1) Der Schwartz-Raum:

S(R") = {p e C*(R" = C) | Vo € Nj Vj € Ny : sup |z}’ - |[V*p(z)| < 00}

reR”™

2) ol = > sup (1+|z])” - [Vop(a)| fir ¢ € S(RY), j € Ny,

HE

(Beachte: [, < ]l fir j < k)

o — I

P TN figr g, € S(RY).
e (R7)

3) digv) =5
=0

2.2 Satz: 1) disteine Metrik auf S(R"),
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2) (S(R™),d) ist ein vollstandiger metrischer Raum (Fréchet-Raum).

Ohne Beweis.

Hinweis: (¢;) Cauchy-Folge bezuglich d

= Va € Nj : (V*p;) ist Cauchy-Folge bezlglich Supremums-Norm

= Va € N} : (V%;) konvergiert gleichmaBig gegen eine stetige Funktion.

2.3 Satz: Fur eine lineare Abbildung 7" : S(R) — C sind aquivalent:

(i) T ist stetig,

(ii) 3j € NgJe > 0V € SR) : [T ()] < clloll;-

Beweis: (i) = (i): Sei f, — f in S(R"). Zeige T(f,) — T(f).
d(fi, ) =0 = |fi = fll; <2 d(fe, f) =0 )
() = T()| = [T = | £ ellfi = ;= 0
(i) = (ii): Zeige: —(ii) = T nicht stetig (Kontraposition)
—(ii) & Vj € Ng Ve > 03p € S(R™) : [T(p)| > clloll;
= Vj € NoJp; € SR") : |T(9))| > Jjllell;

Setze f; := —— ¢;. Dann:

7 lleill;

* d(fj’o) = Z%M

P L+ fillx
J
1 HfJHk
< ? + Z — 1
k=0 —]+1
J
1IN 1 71\
< —).Z -
< (%))
k=0
< 14y
< 5703
— 0
o [T()| =~ |T(¢y)| > lesl; =1
7 lejlls 7 lleills

= f; = 0=T(0) A =~(T(f;) = 0) = T nicht stetig in 0.

2.4 Definition: Eine temperierte Distribution ist eine lineare stetige Abbildung

T:S([R") — C.
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Der Raum der temperierten Distribustionen besteht aus der Menge
S'(R") := {T:S(R") — C | T ist linear und stetig},
versehen mit der linearen Struktur

(S+T)p) = Slp)+T(p)
(a-T)(p) = aT(p)

far S, T € S(R") (d.h. S(R™) ist ein linearer Raum) und dem Konvergenzbegriff

T, — Tin S'(R") & Vo € S(R™) : Ti(¢) — T(y).

2.5 Beispiele: 1) Sei z, € R" fest. Die Diracsche Delta-Distribution:
Oao () = p(xo) flrp € S(R").
2) ZufelP(R")mitl <p<oosetze
Ty(p) = . f@)p(x)dz flrp € S(R").
Dann gilt |[T()| < ¢l fllzo@n) - [@llnt1-
2.6 Beispiel: Sei (z;) Folge in R" mit z; — zo € R". Dann folgt 6., — d,, in S'(R™): Fr
beliebige ¢ € S(R) gilt

50, () = ;) T (o) = Gun(p):

2.7 Bemerkung: SeienT,S € S'(R).DannT =S < (Vo € SR") : T(p) = S(p)).

3 Einbettung klassischer Funktionenraume

3.1 Satz: Sei 1 < p < co. Die Abbildung
¢: LPR") — S'(R"): f— T}

ist linear, injektiv und stetig.

Beweis: 1) T; < S'(R"): Siehe 2.5.
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2) distlinear: ®(af +Bg)(v) = Turrpe(®)
= [ {af@)+ sota))pla) da

= aTy(p) + BT,(p)

= a®(f)(e) + B2(9)(¢)
fir beliebige ¢ € S(R™), also ®(af + Bg) = ad(f) + BP(g).

n

3) distinjektiv: Ty =T, < Vo € SR"): / (f(z) = g(z))p(x)dz =0.
=wu(x)

a) Abschneiden: ¢ € C*(R™) mit 0 < ¢ <1, Yr(x) = 1flr |z| <R

:T"l)R'u(SO) = Rn@DR'U'@dI:/HU'@Z)R'(deEZO
eS(R™)

Also: Ty,... = 0, supp (Y - u) C supp (¢ r) kompakt, ¢ - u € LY(R™).

b) Approximieren:
| J-(¥r - u) — ¥R - u}|L1(Rn) — 0 fore | 0 (vgl. 4.28)

Lwr- @) = [ G- yenudy 2 0
= |Yr - ullLign)y =0

= g -u=0*f0. Insbesondere: y({z € Br(0) : u(z) #0}) = 0.

¢) Zusammenfassen:

e}

U{weBR u(x) #0})

p({z e R":u(z) #0}) < u

IA
M8 —

p({z € Br(0) : u(z) # 0})

1

I
=T

= u=0f.0.,also f = gf0.

. . 2'5
9 @iststetig: If;—fll =0 = [T5()=T5(0)| = |Th-1(0)| < elfy= sy el =0

3.2 Einbettung: 1) Wir identifizieren f € LP(R") mit Ty € S'(R"). Damit gilt
LP(R™) C S'(R™) fir1 <p < oo.
2) T € S'(R™) heiB3t regulare Distribution, falls
dpe(l,o0] 3f € LP(R") : T' =Ty,

andernfalls heiB3t 7' (vorlaufig) singular.
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3) Falls T'= T} schreibe (T}, ) :== (f,¢) := T¢(p).
3.3 Beispiele: 1) o4, ist singular.
1. o) * p(x) _ = p(x)
2) InR':T(p) = 1%1(/ . dx+/€ . dx) = CH. [

= T ist singular.

3.4 Bemerkung: S(R") ist dicht in S’(R").

4 Differentiation

4.1 Hilfssatz: Fur f € S(R™) und o € Np gilt Tga () = (1) Ty ().

Beweis: Fie o = ¢;: Ty, ;(¢) / (8u,f) ¢
partlelle ' f a
Integratlon Rn
= —T}(0,0).
Far weitere Ableitungen genauso. 0

4.2 Definition: Fur T € S'(R™) und o € Ny ist
(D°T)(p) = (=)l (V2p) fir p € S(R™).

DT hei3t Distributionenableitung oder schwache oder verallgemeinerte Ableitung.

4.38Satz: 1) Fur 7' € S'(R") und o € N} gilt D*T € S'(R™): Jede Distribution ist im
verallgemeinerten Sinn beliebig oft differenzierbar.

2) Fur f € S(R") qgilt DTy = Tyas: D* ist eine Fortsetzung von V°.

3) Furjedes a € Nj ist D* : §'(R") — S'(R") stetig.
[Insbesondere: Da S(R") dicht in S'(R") ist, ist D* die einzige stetige Fortsetzung.]

4) E gilt der Satz von Schwarz: D?(D°T) = D%(D"T).
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Beweis: 1) e DT istlinear: Fur ¢,¢ € S(R™) und a,b € C gilt
(D°T)(ap+by) = (~1)T(V(ap+by)) "= (=1) (aT(Vp) + DT(V 1))
= a(DT)(p) + b(DT) ().

e D°T ist stetig: Es gelte ¢ — ¢ in S(R™).

& d(pk,p) >0
£ VjeN:|lpp—ol; =0
=  VjieNo: [V (er —o)ll; < llor = @lljsja — 0
& Ve, — V% in S(R™)
TEE (Vo) - T(V)
& (DT)(pr) = (D°T)(p).

2) Siehe 4.1
3) Esgelte T; — T'in S'(R™). Fir ¢ € S(R™) folgt
Tj*)T

(DT)(p) = (FNPT(v) "3 ()T = (DT ().

4) (DYDT))(p) = (=DIDT)(Vep) = (DT (VA (V)
= (P (VA(VPg)) = (=D)(DT) (Vi) = (D?(D°T))(¢). 0

4.4 Hilfssatz: Seien ¢, ¢, € S(R™). Dann sind aquivalent:

() d(pw, ») =0,

(i) Vj € No = [lox — f[; — 0.

Beweis: (i) = (ii): FUr £ — oo qilt

1 _ ol
d(pr, @) >0 = VjeNy: — lex — ol

- —0 = VjeNy:|ler—o|l; = 0.
2 1+ loe — oll; ’

.. L1
(i) = (): Sei e > 0 fest. Wahle I € N mit < g

l [e%s)
L o — ol L low —oll;
].:ZOQJ 1+ [lox — ol j;ﬂﬂ 1+ [lox — ol
l 0o
1 1
< E‘HW—@HHLZ@
j=0 j=l+1
1 1
< ||80k—90||125+5
j=0
19
2|\90k—90|\z+§

< ¢ furk > K..
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4.5 Regulare Distributionen: Sei f : R" — C messbar mit

und

3j € Ny : . f € L'(R™)

o
(T +[[)7

Tyigo [ faela)ar

Dann gilt 7y € S'(R"). T' € S'(R") heif3t regulare Distribution, falls ein f mit obiger Eigen-
schaft existiert, so dass T' = T gilt. Andernfalls hei3t T' (vorlaufig) singular.

Hinweis: Genauso wie bei 2.5:

4.6 Beispiele: 1) f:R—>R:z+— {

2)

_ f(z) i | |f(2)]
T3(0)| = ‘/n(pr—w'(lﬂfﬂ) @(x)dx‘ < ||90||y'/Rn(1+—’x|)jdw

0 <0
r >0
0 <0

= D'f =hmith(z) = { L s (Heaviside-Funktion, Einschaltfunktion).
x>

Denn: D'f() = (D'T)e) = ~Ty(e) = - [ a-¢(a)da

partielle 9 o
e o gl [ 1ela)de = Tile)
ntegration ~—_—— 0

=0

D2f = D'h = 6,
(D'T)(g) = ~T(¢) = — / T @) dr = —p@)| = 9l0) = dule).

D3f = D6y, wobei D'6y(p) = —do(¢’) = —¢'(0).
(D f) () = (=1)*"2(0).

f:R—=R, feCl(]—-o00,x[) A feC]xg,00[) N flxg£0),f'(xo £ 0) existieren.
Dann:
D'f = [ +(f(550 +0) — f(xo — 0))5:130'
klassische Ableitung fiir z # zo, Wert bei x = z¢ egal

Ableitung
—

Also: Khnick Sprungstelle
Ableitung

Sprungstelle ~—" 4-Distribution

3) I S(R"): (D6,,)(¢) = (=)o, (Vo) = (—1)/(Vop) (o).

4) f:R3—>R:a:t—>{
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Dann ist Ty eine regulare Distribution, denn

2
= 24 0)dod )
/Rs(l—l—\x] xda: /—/90/r01+7" rr 7 sin(6) p < 00

Behauptung: Af = (92, 4+ 92, + 92,) f = —4md, im schwachen Sinne.
D.h. Zu zeigen: Fir alle ¢ € S(R?) gilt
(DEON Ty (p) + (D) Ty () + (DO Ty(p) = —4mdo(e)

& (=1)PTp(02, ) + (—1)°T(02,0) + (—1)°T(02,0) = —4mp(0)
& Ti(Ap) = —4mp(0)

. . 1 .
Zu zeigen ist also: mAgo( r)de = —4mwp(0) fir ¢ € S(R?).
R3

Beweis: Fir ¢ € S(R?) gilt

ATy(g) = (~1°Ty(Ap) = / %«Aw)(x) da

~ Jim lim L (A (@) dz

/gglmléRé.(Aso)(x)dx _ /@SR(%.(A@)(@—A(é)w(mdx
- / <M<RV - (% - (Vo)(z) - (V%%o(x)) dz

atz von 1 1
Scat;e /{:m':E v iRy e (m (Vo) (x) — (Vm>go(x)>da.

1
Fir R — oo ilt/ n- \Y V—)p(x)|do — 0.
g - <|x| (Vo)@) = (Vi )#)
Flr |z| =egiltn = —m. Damit folgt einerseits
[ nem o] = [ e (Ve
|z|=¢e ‘l’| |z|=¢e ’JI|
1
< / el el
1
= — el do
€ |z|=¢
1
= =gl - dme?
3
— 0 fare |0,
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1
und andererseits mit V— = —ig
I
| / pla)do — dmp(0)] = | / " o()do / L o(0)do
|z|=¢ |9U| |z|=¢ |93| |z|=¢ €
71/82
1
< 5 le@=eolde
— 0 fare]0.
Die letzten Umformungen zeigen
. 1
l;igl g’ n- (Vm)gp(x)da 47p(0)
Insgesamt folgt
1
AT = lim lim — - (Ap)(x)dxr = —4mwp(0).
rle) = Jlim lim cteicn [l (Ap)(z) #(0)
4.7 Satz: 1) T; - TinS'(R") = VaeNj:D*T; — D°T.
2) YT, =TinS(R") = YaeNy: Y DTy = DT = D‘X(ZTJ).
j=1 j=1 j=1
Beweis: 1) T, —»T < VYpeSR") :Ti(¢) — T(p)
= Vo e SR : T;(DY) — T(D%p)
& DTy — DOT.
2) Folgtaus 1).
0, =<0
.. . 0, z<1 )
4.8 Beispiele: 1) fi(z) =< 279, 0<2<1 — f(z) := { X .- punktweise.
Y X -_

1, z>1
In S'(R): f; — f, denn fur ¢ € S(R) gilt

1
Ty, () = /Rfj-sodx = /Rf-sodwr/o wp(x)de — Ti(p).

2) f(x)= %\x! far —m <z <, 2r-periodisch fortgesetzt.

. , w2 - 0s(2j —|—
Fourierreihe: f(z) = = — Z
8 p (27 +1

1
(Konvergenz gleichmaBig auf R, da Majorante Z

— (2j + 1) <o)
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Z, —nm<z<0
D'f = pu , 2m-periodisch fortgesetzt.
R 0 S
4 7r
- 7 <z <0
2] + 1 CL’ verallgememerte 27r-periodisch
Dl — s
g 20: 27 +1 Dini-Bedingung 4’ O<z<m fortgesetzt.
0, x€{0,m, —7}
D2 — S E —1 j5.
=2 5o
Jj=—00
= Zcos 27 +1
T [e.e]
Al 27+ 1)z = = "
so: Jz;cos J + 2; )8, in S'(R).
5 Fouriertransformation
5.1 Voriiberlegung: Fir f. o € S(R™) gilt
Ti(p) = fw)ep(w) dw

5.2 Definition und Satz: Fiur T' € S'(R") sei
F(T): S(R*) = C: o — T(F(p)).
Es gelten:
1) F(T) e S'(R"),
2) F:S'(R") — S’(R") ist linear und stetig. F heiBt Fouriertransformation.

3) feSR") = F(Ty) = Try): F ist Fortsetzung der Abbildung 7 : S(R") — S(R").
[Da S(R™) dicht in §’'(R™) ist F eindeutig.]

4) F:8(R") - S'(R") st bijektiv: F~(T)(p) = T(F~(p)).
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Beweis: 1) a) F(T)ist wohldefiniert, denn ¢ € S(R") = F(p) € S(R").
b) F(T) =T o Fistlinear als Verkettung linearer Abbildungen.
c) F(T)iststetig: Nach 2.3: T stetig = 3j € Ny 3c > 0Vp € S(R™) : [T(¢)| < cllell;-

= |F(T)(p)] = 1T(2)
< c||loll;
|w|<24w?
T OST e) Ve e
|| < ~

:]—"(xr—)(Qfﬁz)j (CUQSO(x)))
Teil Il, 2.27

< n/Q > e @) 11 any
e <j
/
< (2r )n/Q Z /n W(l + ||) J+n+1|vr3 ‘d:c
1B1<25

Hoger //” H / 1 d
c j : 7 ax
= Pll2j+n+1 Jen 1+ 2] '

TV
<o

Also: ¥ € S(R™) : | F(T)(9)] < "¢l e

23 F(T) ist stetig.

2) Linear v/
Aus T; — T in S'(R") folgt

3) Siehe Voriiberlegung.

4) SeiG:S'(R") — S'(R™): G(T)(p) :=T(F ¢)). Dannfolgt G o F = Fo G = Id.

1
(27'(')”/2

5.3 Beispiel: F(6,,) = g mit g(z) = e w0 denn

(Foa))(9) = 8(F() = F@ao) = G [ plale ™™o = T()

5.4 Multiplikation: Sei u € C*°(R" — C) mit

Veu(x)
(1 + |])ke

Fir T € §'(R") setzen wir (u - T)(p) := T'(up). Dann gelten:

Vo € Ny Jk, € Ny : sup

z€eR™

< oQ.

1) u-TeS(RY),
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2) Die Abbildung M, : S'(R") — S'(R") : T'+— u - T ist linear und stetig,

3) u - Tf = Tu.f far f S S(Rn)

Beweis: 1) wu-T ist wohldefiniert, denn ¢ € S(R") = uyp € S(R")
u- T ist linear v/

u - T ist stetig:
|(u-T)(p)| = | T (ugp)]
2§3 c- |lupll; far geeignet gewahltes j
= e S0+ 2V (u(@) - 2 () ||
laf<j
K: max{ka lo|<j}
(2|: H 1+ |x| HLoo R")) '
(3 10+ T
laf<g
< d[olljv e
2.3

= wu- T ist stetig.

2) T, =T = (u-Tylp) = Tilu-¢) = T(u-¢) = (u-T)(p).

3) (u-Ty)(p) = Ty(up) = Rnf(%)ﬂ(ﬂ«“)sa(w) dz = T,s(p).

5.5 Faltung: Seien T € S'(R") und f € S(R"). Setze f~(z) := f(—x)
(T'* f)(p) = T(f x¢) furyeSR").
Dann gelten:
1) TxfeS (R,
2) Furfestes f € S(R")ist x;: S'(R") = S'(R") : T'+— T  f linear und stetig,
3) Furf,ge SR™) Qilt T, * f =T,
Beweis: 1) T x f ist wohldefiniert, denn f~ € S(R"),¢ € S(R") = [~ xp € S(R")

T « f ist linear v/
T « f ist stetig:

(T = £)(p)|

IT(f = )]
3

< cllfT el
Hilfssatz 5.6

\S]

M- Nl mit k= max{j, 2n + 2}

23 T « f ist stetig.
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2) Nachrechnen

3) (e N)e) = T +) = / e = [ o) [ =) dyda
1) = [ (g: D)) / [t = paeta) dyda
=fxg
= (1,5 1)) = Tyrls). .

5.6 Hilfssatz: Zu jedem j € N, gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass fir alle ¢, v € S(R"):

lox el < ellelle- [l mitk = max{j, 2n + 1},

Beweis: 1) Firzx,y € R” gilt

1
() 20+ —al) 2 (1427 S50l (*)
1/2
denn [y| = 3lel = (L+1) (0 +e—ul) 2 () 2 (1+2)

1 1
yl<5lel = Jz—yl = 2l =yl = 5lal
= (1+|y|>”2<1+|x—y|> > (1+ ]z —y))
1+

v

2) Seienk >2n+2und |af < k. Mit

‘Vago(x)} < —(1|f]|[;)k fir z € R",
[W(x)] < —(1%:;),{ flir v € R"

folgt
V(s ) (@) = [((V¥) x ) (z)]
= y45V%Mx—ww@wm

/ Lol - [l W
re (14 |z —y))" (1 + )™ (1 + y)*

[,
k/2 k/2

e (14 )™ (14 y)"
1 1

— _ . . —  d

< W lollk - 1]l

IN

INZ

i<k
= llexdl; < llexdlle < el 9]k 0
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5.7 Beispiel: 6, f = f:

(Go* f)p) = do(f *x¢) = (f x9)(0) = fly—=0)p(y)dy = Ti(p).

5.88atz: 1) (Txf)(z)=T,(f(x—y) =T(f(z—.),

2) TxfeC®R"—=C), V(T xf)=Tx*V*fflra € Nj.

Beweis: Sei g(z) := T,(f(z —y)) flr z € R". Wir zeigen:

g9(z)|
a c C(R* - C)und Jdk e N : ‘
) g€ C( ) S 04 )

b) T« f =T,. Dann 1) bewiesen.

< 00,

c) Veg=TxV*f.Mita) folgt T« f € C*(R" — C).

Zu a) ‘ (x+h)— ‘ = ‘T( x+h—y))—Ty(f(x—y))|
T, (f( w+h y) = flz —y))|
c- Hf:c—l—h—.)—f(a:—.)Hj
ch- || fllj4r — 0 farh — 0,
l9(2)] = |T,(f(z —v))| < dlf(a =l = e+ [zl fll
(%) ;
[T+ ) [f@—m)| < V201 +1al) @+ |z =) [f@ = )] < V201 + |2) [ ]l2]

IN AL

Zub) (T * f)(p) = T(f~*)
ne = [ D)
Riemann-Summen Ty( f(l’ . y) (p(:C) dSL’)
o =f~(y—=)

Zuc) +(g(x+hej)—glx)) = (T,(f(z+ he; —y)) = T,(f(z —y)))

= Ty<%(f($+h€j_y>_f<x_y)>>

J/

SIS
S

H@zjf(asfy) fir h—0
T stetig
—

(0., f).
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5.9 Weitere Eigenschaften: (T'x f)xg = T x(fxg),
VXT*f) = (D*T) = f.

Beweis: ((Tx f)+g)(p) = (T*f)lg”*9) = T(f*(g7x9)) = (T*(f*9)(»)
=(f7xg7)xp=(f*g)~xp
Txf
(L4 )"
(DT * 1)) () = (=D)UT = [)(V) = (=)T(f~ % V)
= (=DNIT(V(f x9)) = (DT)(f *9) = ((D*T) * f) ()

Wegen T x f € C*(R" — C) und e LY(R") gilt V(T = f) = D*(T * f). Nun gilt

5.10 Satz:  F(D*T) = ill.1d* F(T) (Id%(z) =z firz € R"),
F(d*-T) = illD>(F(T)),
F(Txf) = @m)"2F(f)  F(T).

Beweis: Nachrechnen
5.11 Beispiel: Gesucht: T' € S'(R™) mit —AT = 4.

1) Was bringt diese Losung? Zu gegebenem f € S(R™) sei u(x) := (T * f)(z).

u e C®R"— C)
—Au=(-AT)*x f=0o*x f=f

D.h. u ist klassische Lésung der Potentialgleichung —Au = f.
2) Finde die LOsung:

AT =6, & F(—AT) = F(5)
s W-F(T) = )

1

(27)"/ 22

& T=r" ((277)71‘/2 w2>

& F(T) =

Anmerkungen: 1) Im Fall n > 3 gilt fir f(w) = é: m - f € LY(R") (vgl. 4.5).
2) T heiBt Grundlésung oder Fundamentallésung zur Potentialgleichung.
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6 Schwartzsche Distributionen

6.1 Definition: Seien @ C R" offen und ¢;,¢p € C°(£2). Dann heiBt die Folge (¢;) D-
konvergent gegen ¢ (in ), falls

1) 3K C Q kompaktVj € N : supp (¢;) € K und

2) Va e Nj: V¥; — V% gleichmaBig auf 2. (Insbesondere folgt supp (¢) C K.)

Schreibweise: ¢; A ©.

Der lineare Raum C§°(2) versehen mit diesem Konvergenzbegriff hei3t Raum der Test-
funktionen und wird mit D(Q2) bezeichnet.

[D(Q) ist ein vollstandiger lokalkonvexer topologischer Raum, vgl. z.B. Reed-Simon.]

6.2 Definition: Eine schwartzsche Distribution ist eine lineare, stetige Abbildung
T :D(Q) — C (stetig: ¢; > ¢ = T(p;) — T(p) in C).
Der Raum der schwartzschen Distributionen besteht aus der Menge

D'(Q) = {T:D(Q) — C| T istlinear und stetig}
versehen mit der linearen Struktur

(S+T)p) = S(p)+ty),
(a-T)(p) = aT(p)

far S, T € D'(Q2) und o € C und dem Konvergenzbegriff
T, - TinD'(Q) & VYo e D) :Tj(¢) = T(p).

[D'(Q2) ist als topologischer Dualraum von D(£2) definiert und ist vollstandig.]
6.3 Satz: Sei T € S(R"). Dann T‘C’OO(]R") € D'(R").

Beweis: 1) T’COO(R") ist linear v/
0
2) T| O () ist stetig:

0; > o Houngen ;= in S(R) = T(p;) = T(p).
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6.4 Beispiele: 1) i,, € S'(R") = 4,, € D'(R").
2) Setze
Li(Q) = {f:Q— C| fistmessbar A VK CQ: K kompakt = f e L'(K)}.
Fir f € L .(2) definiere T durch
Ty() = [ f@pla)de forp e CF (@),

Dann Ty € D'(Q): T} ist wohldefiniert und linear.
Ty ist stetig: Sei ¢; T @, supp (¢;),supp (p) C K, K C Q kompakt.

= Ti(p;) —T(e)| = ‘/Kf(:c)(goj(x)—w(x))dx’

Holder
< e = el - 1l

— 0 flrj — oo.

3) f(z)=¢" firz € R. Dann T € D'(R), aber es gibt kein T € S'(R), so dass T ooy =
- 0
Ty. (Selber nachweisen als Ubung.)

6.5 Satz: Die Abbildung @ : Li..(Q2) — D'(Q2) : f +— Ty ist linear und injektiv.

loc

Beweis: Siehe Beweis von 3.1. 0

6.6 Definition: 1) Wir identifizieren f € L. .(Q) mit Ty € D'(Q). Dann L..(?) C D'(Q),
insbesondere C(Q) — C) C D'(Q).

2) T € D'(2) heilt regular, falls

andernfalls singular.
6.7 Bemerkung: Cg°(£?) ist dicht in D’'(12).

6.8 Beispiele: 1) ¢,, ist singular.

2) InR?: Ty, ist regulér.
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3) InR:T(p) :C.H./@dx = T ist singular.
R

6.9 Definition und Satz: Fir o € Nj und T' € D'(Q2) setze
(D°T)(¢) = (=)T(V) fiirp € C5*().

Dann gelten:

1) D°T € D'(Q); D* hei3t schwache Ableitung oder Distributionenableitung,
2) D~ :D'(Q) — D'(Q) ist linear und stetig,

3) FirkeN, f e C*Q — C)und |a| <k gilt D*T; = Tyay, d.h. D ist Fortsetzung der
klassischen Ableitung V<.

Beweis: 1) a) D°T ist wohldefiniert und linear v/

b) DT iststetig: o; 3 ¢ = Vo, 3 Vop
= (D°T)(p;) = (~D)NIT(Vog;) = (=1)T(V) = (D*T)(%).
2) Stetigkeit: T, — T
= Vo € C(Q) 1 (D T))(9) = (~1)T;(Vo) — (-D)FIT(Vp) = (DT)(y).

3) Seiyp e C5(2)- Wahle K C Q kompakt, so dass supp (¢) C K.
Wahle ¢ € C5°(Q) mit (x) = 1 fir = € K.
Setze ¢ und ¢ - f durch Null fort auf R™ zu &, f.
(DTp)(p) = (=D)TH(V)
= () [ @) ds
Q
= (=D [ f2)Vo@(r) da
]R’ﬂ
e [ (9 Pa)pta) do

- [ n@e
= Tar(p)-
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6.10 Bemerkung: 1) Jede schwartzsche Distribution ist beliebig oft differenzierbar.
2) Es gilt der Satz von Schwarz: D*(DPT) = D?(D*T).

3) T, - TinD'(Q) = VYaeN:DT; — DT.

4) iT] konvergent in D'(Q) = Va € N : D%iTj) = iDO‘Tj.
j=1

J=1 J=1

6.11 Definition und Satz: Sei a € C*(Q2 — C). Setze
(a-T)(p) = T(a-p) furee Cr(Q).
Dann gelten:
1) a-T eD(Q),
2) a-T,=T,,firue L, (Q),

3) Die Abbildung M, : D'(Q2) — D'(Q2) : T — a - T ist stetig,

4) Leibniz-Regel:
D*a-T) = Y (O‘)(Vﬂa)-Da—ﬂT.

BeNy, o b

Beweis: Selber.

7 Lokales Verhalten von Distributionen

Im Folgenden 2 = R", d.h. wir betrachten T" € D’(R").

7.1 Definition: Sei O C R™ offen. Fur T', S € D'(R™) definieren wir

T=Sin0 = VYo e CPR™) : (supp (¢) C O = T(p) = S(p)).

7.2 Beispiele: 1) Firu,ve L. (R") gittu=vinO = T,=T,inO.

loc

2) bz, =0iIn R\ {zo}:supp (@) CR" \{zo} = du,() = () = 0.

7.3 Satz: Sei T € D'(R") und

G = U 0.

Oc{OCR" offen:T=0in O}

Dannist G offenund T =0in G.
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Beweis: 1) G offen v
2) € C5°(R™) mitsupp (p) € G
supp () kompakt = supp (¢) C OOj mit 7= 0in O;.
j=1
Zerlegung der Eins:

J
I, .., 0y € C°(R™) s supp (¢5) € O; A ij(x) = 1flr x € supp (¢)

j=1

= T(p) = T(Wi%) = T(ijiﬁ'?/)j) = iT(w) = 0.

supp (...)CO;

7.4 Definition: Fur T € D'(R") ist

supp (1) = R™\ U 19)

Oc{OCR" offen:T=0in O}
der Trager von T'; x € supp (T') hei3t wesentlicher Punkt von 7. Falls supp (7') kompakt,
heiB3t 7" finit.

7.5 Beispiele: 1) supp (0,,) = {zo},
2) ue CeR™) = supp (T,) = supp (u),
3) Firue L (R") gilt

supp (T,) = R*\{z € R"|3U CR"offen :z € U A f=0f0.inU}.

7.6 Satz: Sei T : Cj°(R") — C linear. Dann sind aquivalent

(i) 7T ist stetig (d.h. T' € D'(R™)),

(if) VK C R" kompakt 3k € Ny 3¢ > 0 Vo € C°(R") : (supp (p) CK =
= ‘T(gp)! < Cmi}k(:HvaSDHLoo(Rn)).

|al

Beweis: (i) = (i): Zeige: T ist stetig.

©; = ¢ = 3K kompakt : supp (¢;),supp (¢) € K

= |T(p) —T(p)| = |Tle; —9)| < emax |V gl = en) — 0

= T(p;) = T(p).
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(i) = (i): Zeige (i) = —(i):
supp () € K A

—(i) < 3K kompakt Vi € Ny Ve > 0 Jp € C5°(R") : N
T(p)| > C‘fg@iHV Pk oo (mm)

Wahle c:=k € N = Jp, € C°(R") :supp (¢r) € K A [T(gp)| > k|m\i)1§ | V0r || Loo (m)
) <

Setze ¢, :=
k- MaX|q|<k ||Va%0k||L°°(R")

Pk

1..
= |T@We)| 2 1A [V Pillee@n) < 7 fUr ] <k A supp (i) € K

= ()
O
7.7 Folgerung: Ist T' € D'(R") finit, dann
Jk € Ng 3e > 0Vp € CP(R™) : |T(p)| < emax [ V@l e n).- (%)

<k

Beweis: Sei ¢ € C§°(R™) mit ¢ = 1 auf supp (T") (kompakt, da T finit). Fur ¢ € C§°(R™) gilt

T(e) = TW-@)+T((1-v)-¢) = T(W-).

Wende 7.6, Teil (i) an mit K := supp (¢¥):

Leibniz

T Q)] < emax ||V @) pwany < EmaxVipligen

7.8 Definition: T € D’'(R™) hei3t von endlicher Ordnung, falls (x) gilt. Das kleinste & € Ny,
fir das qilt:
Je> 0Vp € CFP(R™) : [T ()| < emax ||[V*ol| oo gn),

|| <k

hei3t Ordnung von 7T'.

7.9 Beispiele: 1) 0,,(p) = p(xy) = 04, hat Ordnung 0.
2) D%, hat Ordnung |«|.
3) uwe L'(R):
Holder
Tu(@)| < | Ju@)]-|e(@)]dz < [lollzeomn - lullzin
= T, hat Ordnung 0.

4) u(z)==zfirz e R = T, € D'(R) ist nicht von endlicher Ordnung, obwohl DT, = 0.
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7.10 Veranschaulichung:

D'(R")

Distibutionen endlicher Ordnung

finite Distributionen

LR L, (®")

7.11 Bemerkung: T < D'(R"), O C R" offen und beschréankt. Dann
dJoeNyIfe CR"—-C): T=Dfin0O

(vgl. Walter).

7.12 Ableitung ist lokale Operation: Falls T = S in O, so folgt DT = DS in O fur alle
a € Nj.

Beweis: ¢ € C5°(O) A supp (¢) CO = V% € C(0) A supp (V%) C O

= (D°T)(p) = (-1)T(Ve) = (-1)FIS(V*p) = (D*S)(p).

7.13 Anwendung im R*: Seien u(z) = z, v(z) = —z, w(z) = |z| fir z € R.

T,=T,in]0,00] = D'T, =D'T,=T,in]0,00]
T,=T,in]—o00,0] = D'T,=D"T,=T,in]—o0,0]

1, >0
= D'TI,, =T,+ Smitglz)={ —1, 2<0 und S € D'(R) mit supp (S) = {0}.
Wert egal bei z =0
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8 Direktes Produkt

8.1 Vorbemerkung: ¢, € CP(R™), o2 € C3°(R™), (1 X 2)(x,y) = p1(z) - p2(y)

= 1 X g € CP(R™™).

8.2 Hilfssatz: S € D'(R"), ¢ € C*(R™™), ¥(z) := S(p(x,.)) fir z € R™. Dann

1) Vo = S((V@¢(z,.)), insbesondere ¢ € C*(R" — C),
2) ¢ e C(RY),
n+m n .
3) ¢; PE) © = P; PEY Y (mity,(z) == S(goj(x, )))
Beweis: 1) Nachrechnen

2) supp(¢) C[-R,R™™™ = ¢(z,y)=0falls|z| >R, y € R™
= supp (¢) C [-R, R]"

3) supp (i) € [~R.B"" & supp (1) € [-R A"
Wende 7.6 an mit K = [-R, R]™:

—_
-

V(@) - V@) L[SV (g - ¢)(a, )

< emax [VOI (VO (o) = @) (@, )| oy
< ¢ max [[V(e; = o) e nim
— 0

8.3 Definition und Satz: Seien T € D'(R"), S € D'(R™). Dann ist das direkte Produkt
T x S von T und S definiert durch

(T x S)(p) = T (Sy(e(x,y))) fure e CEER™™).

Es gelten:

1) T x S € D/(R™™),
2) u e L&)C(Rn) N U E Llloc(Rm) = Tu X Tv = TuXU!

3) 1 € CE(R"), w2 € CF(R™) = (T x S)(p1 x p2) =T(p1) - S(pa2),

4) supp (T x S) = supp (T') x supp (.5).
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Beweis: 1) a) T x Sistlinear v’

b) T x Siststetig: o, " o B 5, (0i) "B S, (o v))
= To(Sy(es(z.y))) = To(Sy(e(z,1)))
2) Selber
3) Selber

4) a) Seien (z,y) € supp (T) x supp (S) und O C R**™ offen mit (x,y) € O beliebig,
aber fest
= 30, CR",0,CR"offen:2 €0, N yec O, N O, x O, CO
= Jp, € C°(R") :supp (pz) C O, A T(pz) #0
Joy, € Cgo(Rm) - Supp (901/) COy A T(pe) #0
= pp Xy € CF(R™™) A supp (pz X ¢,) €O
3)
A (T % S)(pz x y) = T(pz) - S(ipy) #0
= (v,y) €supp (T' x S)
b) Sei (z,y) € R*™ \ (supp (T') x supp (5)), z.B. 2 € R" \ supp (T

= d0, CR"offen : x € O, N Vp € Ci°(R") :supp (¢) C O, = T'(¢) =0
= V& € CP(R™™) : (supp (®) C O, x R™ = (T'x S)(®) = T(S,(®(.,y))) =0)

= (z,y) € R™™ \ supp (T x S).
U

9 Faltung

9.1 Zur Idee: fxg(x) = flz—v)g(y)dy
Aus Fubini:f,ﬂzne LYR™) = fxge LYR).
Aber: 1 % 1 geht nicht.
Abhilfe: Definiere f x g, falls flr alle a € R™ qilt
{yeR": f(a—1y)g(y) # 0} ist beschrankt
& {(z,y) eR™: f(x)#£0 A g(y) #0 A z+y = a} ist beschrankt
& (supp (f) x supp (g)) N {(x, y) ERM x4y = a} ist beschrankt

9.2 Definition: Seien T, S € D'(R"), o, := {(z,y) € R*" : |z +y| < a} fUra > 0. (T, S) erfillt
die Streifenbedingung, falls

Va > 0: (supp (T') x supp (S)) N o, ist beschrankt.
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9.3 Beispiel: supp (T') beschrankt (z.B. T' = §,) = (7, 5) erfullt die Streifenbedingung.

9.4 Voriiberlegung: Seien f, g, p € Cg°(R™). Dann

Trle) = [ (a)@pla)da
= / )@= 9)a)e(x) dedy
=0 [ ety asay

r=y-+z

= /nf(Z) /ng(y)w(y+2)dy dz

Ty ()= Ty (92 +1))
= T1.(Tyy(e(z+9)))
=  (Ty xTy)(®) mitd(z,y) = p(z+y).

Problem: ® hat unbeschrankten Trager.

9.5 Definition und Satz: Seien T, S € D'(R"), so dass (T, 5) die Streifenbedingung erfullt.
Zu ¢ € Cg°(R") wahle a) R > 0, sodass supp (¢) C Bg(0),

b) 1, € C5°(R*™) mit ¢, = 1 auf (supp (T') x supp (5)) N og.
Dann wird 7" x S definiert durch

(T S)(p) = (T x5)(Wy- @) mit &(z,y) := p(x +y).

Dann gelten:

1) T xS ist wohldefiniert (unabhangig von der Wahl von ),

2) TS eD (R

Beweis: 1) Seien R > 0 mitsupp (p) C Bx(0) und ¢ € C3°(R**) mity) = 1 auf (supp (T') x
supp (S)) Noy. Dann

(T % 8)(¥y- @) = (T x S)(¥- @) = (T x58)((¢vp—1) @)
=0

2) TxS:C2(R") — Cistlinear v

T S ist stetig: Sei ¢; PED @

Wahle R > 0, so dass fur j € N : supp (¢;) € K C Bg(0)
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Waéhle ¢, € C5°(R*") mit ¢, = 1 auf (supp (T') x supp (S)) N og, gleich fur alle ;.
Dann ¢, - ®, PEY Y, - @, denn

supp (1/’<p ) (I)j> C supp <¢<p> kompakt
und V@ (®,) — V@ o gleichmaBig auf R™

= (T'x5) Wy - ®;j) = (T x 5)(thy - D). 0

9.6 Beispiele: 1) T x6y=T

2) 1,02 € CPRY) = T, Ty, =Ty uyp, (Siehe 9.4).

9.7 Eigenschaften: (T, S) erfille die Streifenbedingung. Dann
1) TxS=85x%T,

2) Yae Ny : DT *S)=(DT)*S =T DS.

Beweis: 1) Wahle ¢, € C°(R™™) mit ¢, = 1 auf (supp (T') x supp (S)) N og so, dass
¢¢(xa y) = wSD(ya IE) Dann f0|gt

(T*S)p) = T
noch:z.z. Sy (Tx (d}@
(

= (5xT)(p

Fir @1, 02 € C5°(R™) gilt: T, (Sy (¢1(2) - 02(y))) = T(1) - S(02) = Sy (T (01(2) - 02(y)))
T linear = T,(S,(¢1(x) - va2(y))) = Sy (Tu(1(z) - p2(y))) gilt auch fir Linearkomb.
LH(C5e(R™) x Cg°(R™)) ist dicht in D(R*") (vgl. [Walter]).

2) DT *5)(p) = 1‘“'(T*5)( %)

T x )Wy, ) Vep(z +y))

= (DT (S, (V5 (Yo (2, 9)e(z + 1))
= T,(D*Sy(¢y(z,y) - (l‘+y)))

/‘\/\/\
H
~— ~— ~—

9.8 Definition: 1) Eine Ableitungsvorschrift

P(D) := > caD*:D'(R") - D'(R")

la|<k

mit k € N, ¢, € C hei3t linearer Differentialoperator.
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2) Eine Distribution T' € D'(R™) hei3t Grundlésung oder Fundamentallésung zu P(D),
falls

9.9 Satz: Sei T € D'(R") Grundlésung zu P(D). Fur die lineare partielle Differentialglei-
chung

P(D)WU = F (%)

gilt: Ist FF € D'(R"), so dass (T, F') die Streifenbedingung erflllt, so ist U := T « F' LOsung
von (x) (eine ,schwache Lésung").

Beweis: P(D)(T = f) = (P(D)T) « F = 6y F = I,

9.10 Beispiel: P(D) = —A in D'(R"),

1
_— >3
n—2" -
T =T, mitu(z) = F1n|$| 1
—In—, n=2
21 |z

(', := Oberflacheninhalt der Einheitskugel im R™). Dann —AT = 4.
Fur f € C5°(R™): T, = T ist klassische Losung von —Au = f.

9.11 Fragen: 1) Wie bestimmt man eine Grundlésung?

2) Unter welchen Voraussetzungen gilt U = F + T € C*(R" — C), d.h. U ist eine ,klassi-
sche* Lésung von P(D) = F?



