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Hohere Analysis (SS 2016) — Modulpriifung

Termin: 26.09.2015

Hinweise: Abgaben mit Bleistift oder Rotstift werden nicht gewertet.
Bei allein Aufgaben sind vollstidndige Argumentationsschritte anzugeben.
Verwenden Sie fiir Ihre Bearbeitung jeweils ein Extrablatt.
Am Ende der Klausur bitte alle Losungsblétter in das Umschlagblatt einle-
gen.

Hilfsmittel: Keine aufler Schreibutensilien und leerem Papier. Insbesondere sind Ta-
schenrechner, Handys, Computer und Formelsammlungen nicht erlaubt.

Bearbeitungszeit: 120 min

Name: Matrikel-Nr.: Gruppen-Nr.:
Punkte:
Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 by
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Aufgabe 1 (14 Punkte) Sei (2,3, 1) ein Mafiraum und sei g : (Q, %, u) — (R, B(R)) eine positive
Borel-messbare Funktion.

(a) Geben Sie den Satz der monotonen Konvergenz an.
(b) Zeigen Sie, dass
v(A) = / gdp fir AeX
ein Mafl v auf ¥ definiert. !
(c¢) Wir betrachten nun den Mafiraum (€2, £, v) und eine einfache Funktion s : (€2, 3, ) — R. Geben

Sie die Definition einer einfachen Funktion s an und geben Sie die Definition von | sdv an.
Q

(d) Zeigen Sie, dass fiir jede einfache Funktion f : Q — R gilt:

/Qfdvz/ﬂfgdu. (1)

(e) Zeigen Sie, dass (1) ebenfalls fiir jede positive Borel-messbare Funktion f : (Q, %, u) — (R, B(R))
gilt.

(f) Zeigen Sie: Aus f € LY(Q,X,v) folgt fg € L' (2,3, 1) und dass (1) gilt.

Hinweis: Sie diirfen in jedem Aufgabenteil die Resultate der vorhergehenden Aufgabenteile verwen-
den, ohne sie bewiesen zu haben.

Losung 1.

(a) Seien f, : (,%, 1) — (R, B(R)) messbare Funktionen fiir allen € Nund 0 < f1 < fo < ...,
dann gilt

lim fndu—/ lim f,du.
QO Q’I’L*)OO

n—o0

(b) (by): Es gilt v(0) = /gdu =0, da p(0) = 0.
(b2) Da g positiv ist, gilt v(A) > 0.

bs) o-Additivitéit: Seien paarweise disjunkte A; € ¥ gegeben. Wir definieren
j

n
Bn = U Aj.
j=1
Aus der Definition folgt 0 < xp, < xB, < .... Da g positiv ist, folgt insbesondere

0<gxB <gxXBy < -

Also ist die positive Funktionenfolge f, := xp, g monoton und messbar als Produkt messbarer
Funktionen und es folgt mit dem Satz der monotonen Konvergenz

v A :/ gdu:/x oo .ng:/ lim f,dy = lim /fndM: lim gdp.
jLJl ! U521 4; Q U= 4 Qn—o0 n—oo Jq n=o0 Jun 4

j=1
Weil die A; paarweise disjunkt sind folgt
n o
d [ st 3 [ =3 )
j= j=

=1 Aj
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(c)

(d)

(e)

(f)

Eine Funktion s : (£2,3,r) — R heifit einfach wenn es ¢; € R und A; € ¥ gibt, so dass

n
=Y e,
j=1

und das Integral ist definiert als
/ sdv = chy(Aj) = ch/ gdp.
Q j=1 =1 A
Sei f einfache Funktion, d.h. f = Z;”:l ¢jxA;, wobei ¢; € R und A; € 3. Hierfiir folgt
/ fdv = chl/(Aj) = ch/ gdp = / chXAjgdu = / fgdu.
Q = =1 A Q=1 @

Sei f positive Borel-messbare Funktion. So wissen wir nach Satz 2.13 aus dem Skript, dass
f montoner Limes einfacher Funktionen ist. Das heifit, es gibt 0 < 57 < s9 < ..., wobei s,
einfache Funktionen sind fiir alle n € N mit lim s, = f. Wir erhalten

n—oo

/ fdv Mon. Konv lim / S, dv (g) lim Sng du Mon':Konv/ fgdu.
Q Q Q Q

n—oo n—oo
Man beachte, dass wir wie in (b) verwendet haben, dass s,g ein monotoner Limes gegen ¢ ist.

Sei f € LY(Q,%,v), dann ist fy € LY(Q,X,v) und f_ € LY, %, v), wobei f = f. — f_. Wir
wissen, dass fy := max{0, f} und f_ := max{0,—f} positive Borel-messbare Funktionen sind
und erhalten dann

[rav= [ foaw— [ rav® [ fgau= [ rgan= [ soan

Also gilt (1) und wir wissen nach Satz 2.16 im Skript, dass fg € L'Y(Q,%,v) & |fg| €
LY(Q,%,v). Wir verwenden Gleichung (1) fiir |f| und erhalten

[ if1ar = [ 179 [ 1golan

Da f € LY(Q,%,v) folgt fg € L' (), %, ).

Aufgabe 2 (7 Punkte) Fiir festes 0 < a < 7 sei die Menge

A= {(z,y) ER?:4 < 2? + 49> <16 A 2y > sin(a)y/z2 + 492}

und die bijektive Abbildung

O |1, 2[x]a,mr —a]—= A:(r,p)— (2rcos(p),rsin(y))

gegeben (die Bijektivitdt muss nicht nachgwiesen werden).

()
(b)

Begriinden Sie, dass ® ein C'-Diffeomorphismus ist.

Berechnen Sie/y:v2 d\®.
A
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Losung 2.

(a)

(b)

Wir weisen Kriterium 3.13 aus dem Skript nach, da wir aus der Aufgabenstellung wissen, dass

® bijektiv ist. Das heifit wir miissen zeigen, dass ® € C1(]1,2[x]a, 7—a[) und |det (%) | #0

auf |1, 2[x]a, ™ — af.

® ist offensichtlich in C(]1,2[x]a, 7 — «f), weil cos, sin und Polyonome glatte Funktionen sind
und die Multiplikation glatter Funktionen wieder glatte Funktionen ergeben. Also erhalten wir
sogar ® € C*°(]1,2[x]|a, ™ — «[). Die Jacobimatrix ist gegeben durch

M ~ (2cos(p) —2rsin(yp) . M e .
8(’/“, 90) B ( Sin(@) T’COS(gp) > = |d t< 8(7", (10) >| 2r >0, d > 1.

Nach Kriterium 3.13 ist ® damit ein C'-Diffeomorphismus.

Weil @ ein C'-Diffeomorphismus verwenden wir die Transformationsformel
/ FdA® = / (f o ®)|det®|dA?).
A 3-1(4A)

Um ®!(A) zu berechnen setzen wir x = 2r cos(p) und y = rsin(y). Aus der Definition von A
folgt
4<2?+4y* <16 < 4 < 4r?cos(p) + 4r?sin(p)? < 16 < 1 <r < 2.

Die zweite Bedingung von A ergibt
2y > sin(a)y/22 + 4y? < sin(p) > sin(a).
Diese Bedingung ist fiir alle ¢ €]a, 7 — o] erfiillt, denn es gilt

inf |sin(¢)] = inf sin(¢) > min{sin(a),sin(r — )} = sin(a).
p€lam—a p€lam—al

Die letzte Gleichheit gilt wegen
sin(m — a) = sin(a).

Mit der Transformationsformel erhalten wir dann

/ yr? dA® = / 874 cos()? sin(p)dA?
A 11,2[x]a,mr—af

Wir betonen, dass wir / ya? d\® als Riemann-Integral berechnen diirfen, da yxz? eine stetige

A
Funktion ist und dass der Satz von Fubini gilt, (was am Endergbnis klar wird, da der Integrand
positiv ist).

Also gilt
2 e 831
/Ayx2 dx® = 8/1 r4dr/ cos(ip)? sin(p)dp = ﬁ[— cos(p)3]T
-31 16 - 31
= 85 .33 (cos(a)® — cos(m — a)?) = ? : z (cos(a)?.
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Aufgabe 3 (7 Punkte) Gegeben ist die reelle Funktion f(z) = 7 —|z| fiir z € [—7, 7, 2m-periodisch
auf R fortgesetzt.

(a) Berechnen Sie die reelle Fourierreihe von f.

(b) Geben Sie das Kriterium von Dini an der Stelle 2y an und iiberpriifen Sie, ob die Bedingung
im Punkt xy = 0 erfiillt ist.

(c) Beweisen Sie die folgende Gleichheit

o0

> o=
= (2n+1) 8

(d) Fiir f kann man nachweisen, dass |f(z) — f(2)| < |z — /| fiir z,2" € R gilt. Was folgt fiir die
Konvergenz der Fourierreihe?

Losung 3.

(a) f ist achsensymmetrisch, daher hat die Fourierreihe von f folgende Gestalt
a > 1 (7
?0 + Zaj cos(jx), mita; = = f(t) cos(jt) dt, V3 € No.
— o
Wir berechnen zuerst

s

1 /" 2 [T
ag = — f(t)cos(jt)dt:/ T—xdt=m
-7 ™Jo
und nun betrachten wir fiir j € N
2 [T 2

o~ . i+ dtpart:.Int.i in(it) dt — . T —
o == [ (= w)costit) = [ sintit) dt = 1= costin)

2

j27r((—1)ﬂ'+1 +1).

Also ist die Fourierreihe von f

(b) Sei f : R — C 27-periodisch und f € L(] — w,7[). Das Kriterium von Dini im Punkt z ist,

dann
2550 :/6 f(l‘othl)t—f(ﬁCo)
5

wobei s, die n-te partielle Summe der Fourierreihe von f bezeichne.

Offensichtlich ist f(z) = 7 — |z| € L*(] — 7, 7), da |f(x)] < 7. Das Kriterium von Dini im
Punkt ¢y = 0 lautet fiir > 0

/.

dt < 0o = 1i_>m sn(x0) = f(xo),

1
f(t)—f(o‘dtzz/ t‘dt:25<oo.
t o |
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(c) Wir wissen aus der vorherigen Aufgabenteil, dass

lim s,(0) = f(0),

n—o0

da das Kriterium von Dini erfiillt ist. Also erhalten wir aus der Rechnung in Teilaufgabe a)
folgendes

T o4& 1 .
2+7sz;(2j+1)2008((2j+1)0)=f(0) =,

woraus folgt
oo

> G
T = 2] +1)2
Die Multiplikation mit 7 /4 ergibt das gewiinschte Ergebnis.
(d) f ist Lipschitzstetig. Also folgt nach dem Kriterium von Lipschitz (Satz 1.10 im Skript), dass
spn gleichméfBig gegen f konvergiert auf R.
Aufgabe 4 (5 Punkte)

(a) Sei T € §'(R™) und « € Njj ein Multiindex. Geben Sie die Definition der schwachen Ableitung
DT an.

(b) Seien g,h: R — R stetig differenzierbar und beschrinkt,

F(x) = {g(ac)j fiir <0 Fz) = {g/(w), fir z <0

h(z), firz>0,’ W (z), fiir z >0,

und Ty, Ty € S'(R) die induzierten Distributionen. Zeigen Sie, dass D'Tp—T; = (h(0)—g(0))do
gilt.

Loésung 4.

(a) Fir T € 8'(R") und a := (a1, g, . . ., o) € Njj ist die schwache Ableitung DT definiert durch
DT(p) := (~1)*IT(V¥y), fiir p € S(R"),
wobei |a| ;= a1 +ag + -+ + .

(b) Fiir ¢ € S(R) gilt nach Definition

0o 0
D'Tr(e) =~ [ @@y [ gle) (@) e
Partielles Integrieren ergibt
0
D'Ti(p) = —[h(2)p(@)]F - [g(a / W (@)p(a) do + / ¢ (@)¢(x) dv

= —[h(@)p@)]F° — [9(2)p(@))2 o + Ty (e
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Nun wissen wir, dass h beschriinkt ist und dass |z (x)| beschrinkt ist, da ¢ € S(R). Also gibt
es ein C' > 0 mit

lim |h(z)p(z)| = lim [h@)e(z)a] < C lim |z|7' =0.

T—500 T—v00 |x‘ T—500
Analog wird gezeigt, dass
lim |g(z)e ()] = 0.

T—r—00

Also erhalten wird

D'Tr(p) = (h(0) — g(0)¢(0)) + Ty (¢) = (h(0) — g(0))do(0) + Ty (),

woraus sofort D'Tp — Ty = (h(0) — g(0))d folgt.

Aufgabe 5 (6 Punkte)

(a) Esseien n € N und ¢;, ¢ € C5°(R™). Geben Sie die Definition von ¢; Tt @ an.

(b) Geben Sie die Definition von L] (R") an.

(c) Es sei v € L{_(R™) und Ty(p) = / u(z)p(z) dA™ fiir ¢ € C§°(R™). Beweisen Sie, dass T,

loc
n

eine schwartzsche Distribution ist.

Loésung 5.

(a) Auf C5°(R™) ist die D-Konvergenz folgendermafien definiert:

©; B ¢ < 3K C R" kompakt, so dass Vj € N supp(p;) € K, und
Va € Ny [[VP; — V|| poo@ny — 0 fiir j — oo.
(b) Es gilt
Li,(R") := {u:R" — C : u ist messbar und VK C R" : K kompakt = u|x € L'(K)} .
Hinweis: Im Skript steht u anstatt u|g.

(c) T, ist wohldefiniert: Fiir ¢ € C§°(R"™ ist supp(y) kompakt und deshalb

/ u(x)p(z) dA™ = / ( )u(x)go(x) dA™ e C
" supp(¢y

Die Linearitéat von T, folgt aus der Linearitéit des Integrals.

Wir miissen daher nur noch zeigen, falls ¢; Y @ fiir o, p; € CF°(R™), dann gilt Ty, (¢;) S, ().

1
loc

Sei daher ¢; K2 o fiir ¢, ¢; € C3°(R™) und v € L, (R™). Es reicht folgendes zu zeigen

Jim () = lim [ (@)@ = [ ale)ple) ) = T(e),

J]—00 R” n
Wir wissen aus der Definition der D-Konvergenz, dass

JK C R" kompakt, so dass Vj € N supp(¢;) € K
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und fiir o = 0 haben wir die gleichméfiige Konvergenz von ¢; gegen ¢ auf R".
1. Méglichkeit :
Wir betrachten

supp(p;)C
(@) (05 () — o)y x| L /K (@) p5(x) — ()| dAD

<llp; — 90\|L00(K)/KIU(90)|d>\(1).

| U
]Rn

Da ¢; gegen ¢ gleichméBige auf R™ konvergiert, folgt

lim T, (p5) = Tu(e)-
J—00

2. Méglichkeit :

Aus der gleichméfligen Konvergenz folgt
Jc>0,vVj eN : HngHLoo(Rn) <ec.
Dann gilt nun folgende Abschétzung

[y ()] "PPEE e u(@) g5 ()] < clulo) |y

fiir fast alle z € R™. Da u € L] _(R™) ist die rechte Funktion eine integrable Majorante auf R™.
Also verwenden wir den Satz von der majorisierten Konvergenz und erhalten

lim Tu(@j) = Tu(@)'

Jj—00
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