Themen zur Priifung Analysis III

Kapitel 1:

e Kontrahierende Abbildungen und Banachscher Fixpunktsatz

e Satz iiber implizite Funktionen, Existenz der Umkehrabbildung

e Extrema unter Nebenbedingungen
Kapitel 2:

e Separierbare, exakte, Ahlichkeits-Differentialgleichung

e Satz von Picard-Lindelof

e Lineare Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen: Fundamentalsystem, Wronski-
Determinante, Variation der Konstanten, lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten.

e Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung: Fundamentalsystem, Wronski-Deter-
minante, Reduktion der Ordnung, Variation der Konstanten, lineare Differentialgleichun-
gen mit konstanten Koeffizienten.

Kapitel 3:

e Definition des Riemann- und des Darboux-Integrals iiber Intervallen im R¢, Satz von
Fubini,

e Riemann-Integral iiber Jordan-messbare Mengen, Kriterien fiir Integrierbarkeit, Eigen-
schaften des Riemann-Integrals (auch Monotonie bzgl. Menge),

e Integral iiber projizierbare Mengen, Fubini fiir Jordan-messbare Mengen, Satz von Ca-
valieri, Transformationssatz.

Kapitel 4:

e Kurven: Parameterdarstellung, Rektifizierbarkeit, Lange, Bogenldngendarstellung, Kur-
venintegral, Wegintegral, Wegunabhéngigkeit von Wegintegralen,

e Flidchen: Parameterdarstellung, Tangentialraum, Tangentialebene, Normalenvektor, Rand
einer Flache, Flacheninhalt, Fliachenintegral,

o Integralsidtze von Green und GauBl in der Ebene in Greenschen Bereichen, Integralsétze
von Stokes und von Gaufl im R3.



Alte Klausuraufgaben

Dies ist eine Auswahl und deckt nicht den ganzen Priifungsstoff ab!

0.1. (Klausur Analysis II, 15.2.2016)
Zeigen Sie, dass das System von Gleichungen

T =1+ Y
Ty = y? — 2?2

mit 1, 22,y1,%2 € R im Punkt (z1,22,91,72) = (0,-2,0,0) lokal nach y = (y1,2)
auflosbar ist und berechnen Sie die Ableitung der auflésenden Funktion in diesem Punkt.

0.2. (Klausur Analysis 11, 15.2.2016)

(a) Formulieren Sie den Banachschen Fixpunktsatz.

(b) Begriinden Sie, dass der Raum C([0, 5] — R) versehen mit der Norm

[1flloc == max {|f(z)] : @ € [0, 3]}

vollstandig ist.

(c) Zeigen Sie durch Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes in einem geeigneten
normierten Raum, dass die Integralgleichung

fx) = / " f) e

genau eine Losung f € C([0, 3] — R) besitzt.

0.3. (Klausur Analysis II, 1.10.2015)
Gegeben sei die Funktion

f:R? > R, (x,y) — z-y.

(a) Skizzieren Sie die Hohenlinien der Funktion f in einem geeigneten Koordinatensys-
tem.

(b) Wir betrachten f eingeschrinkt auf S! := {(z,y) € R? : 22 + ¢y* = 1}. Warum
besitzt f|s1 einen grofiten und einen kleinsten Wert? Berechnen Sie diese mit Hilfe
eines Lagrangeansatzes und geben Sie die Art und Lage der Extrema an.

0.4. (Klausur Analysis III, 30.3.2016)
Gegeben sei das Anfangswertproblem

y =2z eV y(0) =yo € R.



(a) Berechnen Sie die allgemeine Losung des Anfangswertproblems.

(b) Geben Sie das maximale Existenzintervall der Losung in Abhéngigkeit von yy € R
an.

(c) Die Differentialgleichung in obigem Anfangswertproblem besitzt die Form

y = f(z,y)

mit einer stetigen Fuktion f : R? — R. Welche zusitzliche Voraussetzung muss f
erfiillen, damit fiir das Anfangswertproblem in jedem Quadrat

Q:=[-1,1] x [yo— L,y0 + 1]

der Satz von Picard-Lindel6f anwendbar ist?
Priifen Sie diese Voraussetzung fiir das gegebene Anfangswertproblem.

0.5. (Klausur Analysis 111, 30.3.2016)
Gegeben sei das Vektorfeld

T 2z (cos y)?
A:R? = R?, y|— | y— (siny)(cosy)
2 2+ 22 + 2

Desweiteren betrachten wir die Flachen

Fl = {(.T,y,Z) ER3 : $2+y2§4, Z:O}a
By = {(r,y,2) e R® : 2 + 9> + 22 =4, 2 > 0}.

(a) Skizzieren Sie beide Fliachen.

(b) Bestimmen Sie die drei Integrale

(i) /A-nda, (ii) /diVAdq:, (iii) /A-nda.
P 1% F

In (ii) sei V' das von den beiden Flidchen eingeschlossene Volumen, in (i) und (iii)
seinen die Normalenvektoren n jeweils so orientiert, dass sie bzgl. V nach auflen
zeigen.

0.6. (Klausur Analysis I1I, 5.10.2016)
Wir betrachten die Differentialgleichung

2 2
y"——y’+—2y20, reR x>0. (1)
T x

(a) Die gegebene Differentialgleichung besitzt Losungen der Form y;(z) = ax + b mit
Koeffizienten a,b € R. Bestimmen Sie eine solche Losung.



0.7.

(b) Fiihren Sie die Substitution y(x) = yi(x) - y2(x) mit eine der Losungen y; aus
Teilaufgabe (a) durch und 16sen Sie anschlieBend die Differentialgleichung fiir ys.

(c) Geben Sie ein Fundamentalsystem fiir (1) an und berechnen Sie die zugehorige
Wronskideterminante.

(d) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

2 2
y'— =y + Sy=uxe, reR,z>0.
T x

(Klausur Analysis 111, 5.10.2016)
Gegeben sei das Vektorfeld

z -y
A:R? = R3, yl—| =
z 0

Desweiteren betrachten wir die Flache
Fi={(z,y,2) €R® : 2* +9* =4, 0 < 2z < 1+ y%"}

(vgl. Skizze). v1 bezeichne den unteren Rand von F', 75 den oberen, die Orientierung
beider Randkurven entnehme man ebenfalls der Skizze.

(a) Parametrisieren Sie die Fléche und zeigen Sie, dass die z-Komponente des Norma-
lenvektors von F' verschwindet.

(b) Bestimmen Sie die drei Integrale

(1) /rotA~nda, (ii) / A-Tds, (iii) / A-Tds.
F g Y2



0.8. (Klausur Hohere Analysis, 26.9.2016)
Fiir festes 0 < a < 7 sei die Menge

A={(z,y) eR*:4 < a2®+ 4> <16 A 2y > sin(a)y/22 + 4y}
und die bijektive Abbildung
O :]1,2[ X |a,m —al— A:(r,@)— (2rcos(p),rsin(p))
gegeben (die Bijektivitéit muss nicht nachgwiesen werden).

(a) Begriinden Sie, dass ® ein C'-Diffeomorphismus ist.

(b) Berechnen Sie/yx2 d(z,y).
A

0.9. (Klausur Hohere Analysis, 1.2.2017)
Sei U :=|1, 00[x]| — 7, w[%x]0, oo[. Wir betrachten den folgenden C*'-Diffeomorphismus

T:U =R (r,0,0) — (6rcos(p), Orsin(p), vVr2 —1).
(a) Berechnen Sie die Funktionaldeterminante von 7.
(b) Sei

1
H = {(x,y,z)€R3 0< 2z <2, 5(1+22)<x2+y2<2(1+22)}.

Berechnen Sie T7!(H).

(c) Berechnen Sie/ﬁzd(z,y, ).

H



