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2 Gewohnliche Differentialgleichungen

2.1 Einfiihrung

1) In einer Tasse sei heiBer Tee mit Temperatur y(t) (¢t = Zeit), die AuBentemperatur y,ypen Sei
konstant.

Physik: Der Verlauf von y(¢) ist bestimmt durch:
a) Anfangstemperatur yg: y(()) = 1Yo,

b) AbflieBen der Warme: y'(t) = — oz(y(t) - yaursen)
.- v ~ g -
Anderung der abflieBende
Temperatur Waérme (a > 0)
Mathematik:

Zu b) Seien a, Yaupen € R vorgegeben. Die Differentialgleichung

y,(t) - —Oé(y(t) - yauBen)

besitzt die Losungen y(t) = ce™ + yaugen (¢ € R beliebig):
Einsetzen:

linke Seite:  ¢/(t) = —ace™ stimmt
rechte Seite: —a(y(t) — yaugen) = —aqce™™ tiberein

!
Zu a) Yo = y(O) = Ceo + YauBen = C + Yauen = € = Yo — YauBen
Mathematik bestatigt Physik:

Sind &, Yaugen, Yo € R vorgegeben, so ist der Temperaturverlauf eindeutig:

y(t) = (y() - yauBen) e + YauBen-

Yo

Temperaturverlauf bei Thermoskanne: Kleineres o > 0

Ya L mmmmmmmmmmmmm e TTEEE

xz

Beobachtung Die Differentialgleichung hat unendlich viele Lésungen. Die Anfangsbedingung
Y(0) = Yaugen »WahIt" die richtige aus.

Fiir eine eindeutige Losung werden Differentialgleichung und Anfangsbedingung benétigt.
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2) Senkrechter Wurf (eines Steins) nach oben: Sei y(t) die Hohe des Steins iiber dem See.

Physik: Beschreibung der Bewegung y(t) durch

a) Startpunkt y(0) = h
b) Startgeschwindigkeit y'(0) = v
c) Einwirkung der Gewichtskraft:  my"(t) = —myg
—
Tragheitskraft Gewichtskraft
Mathematik:

1
Zuc) y'(t)=—g & Y{t)=—gt+a & y() =—§gt2+01t+02.

Die Differentialgleichung besitzt unendlich viele Lésungen

1
y(t) = —§gt2+clt+02 (Cl,CQER)

1
Zu a) héy(O):—§g-O+cl-0+02 = cp=nh
Zu b) véy'(O):—g-O—l—cl = ¢ = .

Mathematik bestatigt Physik: Sind g, h, v bekannt, so ist die Losung
L
y(t) = —§gt +vt+h
eindeutig.

Beobachtung: Die Differentialgleichung hat unendlich viele Lésungen. Die Anfangsbedingung
y(0) =h A ¥/(0) =wv ,wahlt" die richtige aus.

Fiir eine eindeutige Losung werden Differentialgleichung und Anfangsbedingung benétigt.

2.1 Definition (vorliufig): Seien F': R"** — R und I C R ein Intervall.

1)

2)

3)
4)

5)

Die Gleichung

F(x,y(2),y (2),y"(2),....y"(x)) = 0 firzel (D)
fiir die unbekannte Funktion y heiBt gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Ist (D) nach y™ auflésbar, so heiBt

y () = f(z,y(@),y (@), y"(z),...,y" () firzel (D)
explizite gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Ist y € C™"(I — R), so dass (D) bzw. (D) erfiillt ist. so heift y Losung.

Seien Yo, Y1, ..., Yn—1 € R und xq € I gegeben. Die Bedingung
y(xo) = o, ¥ (o) =w1, -, Yy (20) = Yn (AB)
heiBt Anfangsbedingung (n-ter Ordnung).

(D) A (AB) bzw. (D) A (AB) heiBt Anfangswertproblem (n-ter Ordnung).
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2.2 Bemerkungen: 1) n-ter Ordnung: Die héchste auftretende Ableitung ist y™.

2) Die Differentialgleichung heiBt gewdhnlich, weil y nur von x € R! abhangt (Falls y = y(x)
mit € R4, d > 2: partielle Differentialgleichung).

3) Abkiirzende Schreibweise: y™ = f(z,y,v/,...,y" V).

4) Es gibt keine allgemeine Theorie zur Lésung von Differentialgleichungen. Im Folgenden: Ver-
fahren fiir einige spezielle Typen von Differentialgleichungen und ein allgemeiner Existenz- und
Eindeutigkeitssatz.

2

2.3 Beispiele: 1) ' =2xy, y(0) = —1: Losung y(z) = —e”".
Beobachtungen:
a) Die Losung ist fir x < xg = 0 und fiir x > ¢ definiert. Oft wird kein Intervall fiir die

Differentialgleichung angegeben. Bei Konstruktion der Losung wird das Intervall mitge-
liefert.

b) Die Losung existiert fiir alle = € R: globale Losung.
2) ¥ =1+y% y(7) =1,

Losung y(z) = tanx fir x € 1 :} _I E[,

I # R: lokale Lésung.

2.4 Geometrische Veranschaulichung: Eine Losung der Differentialgleichung

y(z) = f(z,y(@))

hat im Punkt (¢, yo) die Steigung v’ = f(x¢, yo). Die Differentialgleichung ordnet also jedem Punkt
(z,y) eine Steigung f(x,y) zu. Die Lésungen der Differentialgleichung sind die Funktionen, die in
jedem Punkten die richtige Steigung besitzen.

ZB.y = —g fiir (z,y) € R2\ {(2,0) : 2 € R}

_ g__ - Die eingezeichneten Steigungen bilden ein
Richtungsfeld. Man kann dadurch den
7 - 4+ ~ \ .. “ .
Losungsverlauf evtl. , erraten” oder numerisch
s -~ 3T ~ \ berechnen.
/ \
/ s/ o924~ N \ Vermutung:
! ;o144 . \ y(x) = e —a? fir ¢ >0, |z] < /e,
y(x) = —vVe—2a2 fire>0, |z| <4/
-5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 57 Probe:
N\ ~1 sy ’ x
\ / y(@) =t—F—=s-(-20)=—.
\ N ~24+ - / 2Ve — a? )
\ /
N ~ —3—+ ~ /
\ ~ —4+ - 7
~ —5—+ ~
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2.2 Ein paar Losungsmethoden

2.5 Nur integrieren:
y™ = f(z) mit f € C([a,b] = R).

n-Mal integrieren liefert alle Losungen der Differentialgleichung.

2.6 Definition: Seien f, g : R — R. Die Differentialgleichung

heiBt separierbare Differentialgleichung.

c e, : :
2.7 Beispiele: y' = 2z -cosy ist separierbar
/ 9() 2f(y) )
pu— ]_ = . | |
y +y 1 -(1+y°) istseparierbar
9(@) f)
Yy = 2x + cosy ist nicht separierbar

2.8 Trennung/Separation der Variablen: Gegeben sei die separierbare Differentialgleichung

Y = f(y)-g(z).

1) Konstante Losungen: Fiir welche € D(f) gilt f(n) = 07?
f(n) =0 = y = const =7 ist Lésung.

2) Seiy(x) € {ne D(f): f(n) =0}

v = fly)glx) & y = g(x) (Variablen getrennt!)

y'(x)
f (93

B U 7 d“]

1
Sei H eine Stammfunktion von 7 s H'(u) =

L
i)
& Hiy) = / g(x) da

& yla) = HY / g(x) dr )

(Da H'(u) = # 0, ist H lokal streng monoton, also lokal invertierbar)

b
f(u)

. 1 ; : . :
Bendtigte Voraussetzungen: ? und g miissen eine Stammfunktion besitzen.
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Also ,, Kochrezept" fiir die separierbare Differentialgleichung v'(z) = f(y) - g(z):

1) f(n) =0 = y(z) = n ist konstante Losung. nicht vergessen!
I1) Fir y & {Nullstellen von f}:

V= L= ) e
= /g(z)dx

dy
Lose entstehende Gleichung nach y auf.

f(y)

I11) Allgemeine Losung aus I) und I1).

IV) Mit der Anfangsbedingung aus der allgemeinen Lésung die richtige Lésung auswahlen.

2.9 Beispiele: 1) ¢ =

) fly) =0 & y=1
= Einzige konstante Losung y(x) =1

d
i) y#1: = —a(y - 1)?
dyda:
& = — |xdx
f(y—1)2 J
1 x?
& ——1+C = —E—i‘d, c,deR
y—
1 2
N ] = = % JeR 224-2
y ’%2+d x2 + 2d 7
_ 2 4
& y(x) = 21 od deR, = # —2d
I11) Alle Losungen: y(z) =1 oder
= deR
YT od €

IV) Fiir die Anfangsbedingung y(zo) = yo:
Fall yo = 1: Gesuchte Losung ist y(z) = 1.

Fall yo # O:
Loy 2
o= 3+ 2d
1 219 2
& _ nt2d xn d
Yo — 1 2 2
1 2
o d = T
Yo — 1 2
d existiert und ist eindeutig
= Einzige Losung mit y(zo) = vo:
2
€T =
y(@) e e

Achtung: Der Definitionsbereich der Losung hangt von xg, yo ab, siehe unten.
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Z.B. (z9,y0) = (1,2) 4

= ylx)=1+ firzeR

_ Cx?+1
Diese Losung ist global.

Z.B. (zo,v0) = (3,3)

2
= y(z) =1+ — 8fi]rx>\/§
l’ —
Dies ist eine lokale Losung 2 T
2 2,3)
e = -2 -1 12 v
fiir —/8 <2 < V38 1

Dies ist eine lokale Losung

ZB. (5730790) - (27 %) 7777777777 T o | T

Beobachtung: Durch jeden Punkt (zg, o) € R? geht genau eine Lésung, d.h. fiir jeden An-
fangswert (x¢,%0) € R? besitzt das Anfangswertproblem

y = —zy® A y(zo) = yo
genau eine Losung.
P 111/2 — s 11172,
y = ly-1 Ly -1
=9 =f(y)
Allgemeine Losung: y(xz) = 1 firx e R
1
ylx) = 1+ Z(x +¢)? fir z > —c (c € R)
1
y(x) = 1——(z+c)? fir v < —c (c € R)

4
Anfangsbedingung y(1) = 2:

1
= c=1, y(m):1+1(x+1)zﬂjrm>—1

Losungen aneinanderkleben: Setze

1
1+~ (z+1)*firz > —1,

4
ye(T) = 1 fir —c<ax < -1,
1
1_Z($+0)2 fir x < —c

(¢ > 1 beliebig).
= yeC'R—=R), y(1)=2,9 =+/|y—1]|.

= Alle Funktionen y,. l6sen das AWP

v =+VIy—1], y(1) = 2.
Beobachtungen:

a) Durch jeden Punkt (x¢,40) € R? verlauft mindestens eine Lésung.
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b) Fiir yo # 1 ist die Lésung des AWP in einer Umgebung von 1z eindeutig (lokale Eindeu-
tigkeit).

c) Global gesehen besitzt das AWP unendlich viele Lésungen.

2.10 Heuristik: Ist y € C'(Ja, b[— R) eine lokale Auflésung von

h(z,y(z)) = c
und ist A differenzierbar, so folgt mit Kettenregel

%h(m,y(aﬁ)) = 0 = 0,h(z,y(x)) + Oyh(z,y(z))y' (z) = 0.

Umgekehrt: Ist y Losung der letzten Differentialgleichung, so folgt h(x,y(x)) =c.

2.11 Definition: Sei D(h) C R? offen, h € C*(D(h) — R). Die Dgl
aach(xa y) + 8yh(l‘7 y)y/ = 0

fir die unbekannte Funktion y heiBt exakte Differentialgleichung. Losungen dieser Dgl erhalt
man durch Aufldsen von h(z,y(z)) = c fiir beliebiges ¢ € R.

2.12 Definition (vorldufig): 1) G C R? heiBt Gebiet, wenn G offen und wegzusammenhingend
ist, d.h. zu beliebigen Punkten x1,25 € G ein Polygonzug (endliche Aneinanderfiigung von
Strecken) existiert, der z; und x5 verbindet und in G verlauft.

2) Ein Gebiet G C R? heiBt einfach zusammenhingend, wenn jeder kreuzungsfreie geschlos-
sene Polygonzug in G nur Elemente von GG umschlieBt.

G nicht einfach
zusammenhangend

umschlieBt
muss in Punkte, die nicht
G liegen in G liegen



Analysis 111, Wintersemester 2019/20, Seite 8

2.13 Kriterium fiir Exaktheit: Seien G C R? ein einfach zusammenhingendes Gebiet und f, g €
C1(G — R). Die Dgl
fl@,y) +g(z,y)y = 0 (%)
ist genau dann exakt, wenn
Oyf = 0,9in G. (s)

Zum Beweis: Zeige: (x) exakt = (x).

(x) exakt = 3h e CY(G = R): ,h=f A dh=g
[, CHG—R) = heC?G—R)
= 0, = 0,(0:h) TE 0,(9,h) = dug.

Riickrichtung: Spater in Vektoranalysis: h ist ein Potential fiir ( g ) :G = R2.

.. . Ty Ty / —
2.14 Beipiele: 1) 22+ ye™ + ge™ y/(z) =0
=f(z,y) =g(z,y)
Do = ey = 0,f =, in R?
0,9 = €%+ xe™y y) = =9
R? ist einfach zusammenhingend = Dgl ist exakt

b) Berechne h:
Oh = [ = 2z +ye™

= h(z,y) = 22+ +c(y)
= Ohxy) = eVz+l(y) = glay) = ze”
= d(y) = 0, also ¢ = konst
= Wihle h(x,y) = 2% + ™ (nicht eindeutig)
c) Losung der Dgl: h(x,y) = ¢ auflosen:
= 224+ = ¢, ¢c>0
& e = c—2%, ¢>0, 22 <c
& vy = In(c—2?), ¢>0, 2?2 <c

o { x=0 A c¢=1 bringt keine Losung

y:%ln(c—xz), c>0,2°<c, 2#0
= Alle so berechenbaren Losungen:
1
y(z) = —In(c—2?), ¢ >0, x €] —/c,0[ oder z €]0,/].

x

2 2 —xy' =0

) ity vy
=f =g
Diese Dgl ist nicht exakt:
Oyf =2xy+1+# 0,9 =—1.

1
Abhilfe: Multiplikation mit —
Y
Achtung: Dadurch fallt die Losung y = 0 weg.

~ X
= (D) z+-—=9y =
) y oy
N =~
—F =i

~ 1
= @fz—;zﬁzg aufG:{(x,y):y>O}
= (D) ist exakt auf G,
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2.15 Definition: Seien O C R? offen, f,g € C(O — R). Ist A € C(O — R\ {0}) gegeben, so
dass die Dgl

M, y) - f(z,y) + M, y) - g(w,y) -y = 0

exakt ist, so heit \ integrierender Faktor fiir die Dgl f(x,y) + g(x,y)y’ = 0.
Achtung: Durch Multiplikation der Dgl mit A konnen Losunge wegfallen oder neue Lésungen dazu-
kommen.

Bemerkung: Sind f,g € C(O — R) mit f(zo,v0) - 9(z0,v0) # 0 (d-h. (zo,70) € O ist reguldrer
Punkt der Differentialgleichung f(z,y) + g(z,y)y’ = 0), so kann die Existenz eines integrierenden
Faktors A bewiesen werden. Die Kunst besteht darin, A zu finden.Tipp: Zundchst A = A(z) oder
A = A(y) probieren.

2.16 Ahnlichkeitsdifferentialgleichung 3’ = f (g) :
T

1) Ist y € C'(Ja,b[) = R) Lésung, dann auch 7 : 2 — Ly(ax):

7' = Lyan)a = y(ax) VP f(M) _ f<@>

[6%4 X

Geometrisch: Der Graph von ¢ entsteht aus dem Graphen von y durch zentrische Streckung
mit Zentrum (0, 0) und Streckfaktor 1: (z,y(z)) — (£ M) = (%£,9(%)) = (z,9(z)).

a’ « a
Yy

2) Losung durch Substitution u(z) = v@). st y € Cl(Ja,b]— R) mit iy = f(ﬂ) so folgt

vy oy 1 Yy 1 y Yy
R ] Ut et O b )
s ou =

Hurra! Die entstehende Differentialgleichung ist separierbar.

Also Loésungsverfahren fiir ¢/ = f<g>: o Setze u := Q,
x x

1

e ldse Differentialgleichung v’ = = (f(u) — u),
T

e Riicksubstitution y(z) = x - u(z).
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2 2
2.17 Beispiel: y' = vt —Z oYy (Q) (nicht separierbar).
T T T
1 1
wi=2 = u'==(u+u®—u) =~ -u’
T x T

Allgemeine Losung u(z) = 0 oder u(z) = (ceR), x ¢ {0,+e}.

CInlz+c
Riicksubstitution =- Losung der urspriinglichen Differentialgleichung

y(x) =0 oder y(z) = (ceR), = &{0,+e}.

CInfz[+ ¢

b
2.18 Die Jacobische Differentialgleichung vy’ = f( az + by + c)

ox + By + v
(a,b,c,a, B,v € R gegeben)

Fall 1: « =3 =0, also ¢ = f(Axz + By + C):
Die Substitution u(x) := Az 4+ By(x) + C fiihrt auf

u = A+ By =A+ Bf(u)  (separierbar).

Fall 2: « # 0 oder 5 # 0

Fau2m<mt(g g):=0:¢ 3Aeﬂ£:(%):=A(§§> (Zeilen sind linear abhangig)

= a= X aANb=)\j
/\ozx+)\ﬁy+c)
ar + By +

In Dgl: 3/ = f(

AU+ ¢
u—+y

Substitution v :=ax + fy = v =a+py =a+ Bf ( ) (separierbar)

Fall 2b: det ( g g ) # 0. Ziel: ¢, wegtransformieren.

Setzex .=z +& y:=y+nbzw. y=9—n, =3 —&

ax + by + ¢ a(T—&)+b(y—n) +c

oz + By + a(@—&)+B(H—n)+~
al+by+c—al—bn
ar+py+y—al—FBn

_aTl+by falls a+bn=-c
af+ By al + fn =7~
Seien &, n Losung dieses LGS (existiert wegen ’ g g ‘ #0).
Welche Differentialgleichung erfiillt w(Z) := g(Z — &) = g(x)?
a+ b
du dy dx aZ 4+ bu '\ falls 320 7
e ACEI IR N | —=
dz dx dz ol + bu o+ B—
T

Dies ist eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung.
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- 4r +3y — 1 4 3
2.19 Beispiele: 1) o = —o—— 2 det (3 4 )=16-9=7#0
eispiele: 1) v =—g—— 77 (31 #
. 4&+3n = -1 B B
Lose 3éqdny = 1} = ¢(=-1,n=1
Transformation z =x —1, gy =y + 1
Y
dy 47+ 37 falls #£0 4+3§
T A T 35445 a0
T T4+4y 31 4Y
T
Losung als Ubung.
1
R
r+2y+3 ) )
u=r+2y+3 = u’:1+—:u+
u u
Konstante Losung: u(x) = —2
Fir u # 2:

2—2 1

Diese Gleichung ist nicht explizit nach u auflosbar!

2.3 Existenz und Eindeutigkeit

2.20 Vektorwertige Funktionen: Sei I C R ein Intervall und f: I — R? d € N.

e Differentialrechnung: f ist in ¢ € I genau dann differenzierbar, wenn alle Koordinaten von f

in o differenzierbar sind. Es gilt

fi(zo)
f(wo) = :
fa(zo)

Riemann-Integral: Definiert man das Integral von f iiber I durch Riemannsummen im R, so
ergibt sich, dass f genau dann iiber [ integrierbar ist, wenn jede Koordinate fi, ..., fy liber

I integrierbar sind. Es gilt
[ rtayds -
I

Es gilt der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung: Ist f : [a,b] — RY stetig, so ist
die Integralfunktion
/ 70

auf [a, b] differenzierbar, und es gilt F'(x) = f(z) fir x € [a,b]. (In x = a rechtsseitige, in
x = b linksseitige Ableitung.)

[; fi(z) da

f[ fd<x) dx
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Nach Hadamard ist ein Problem korrekt gestellt, wenn es folgende Bedingungen erfiillt:

1) Existenz: Das Problem besitzt eine Losung
2) Eindeutigkeit: Die Losung ist eindeutig
3) Stabilitdt: Die Losung héngt stetig von den Daten ab
2.21 Hauptsatz iiber lokale Existenz (Picard (1890), Lindelof (1894)): Seien d € N, (xq, o) €
R x RY, a,b > 0,
feC@—=RY) mit Q:={(r,y) € RxXR": |z —zo| <anlly—yoll <0}

(N (y1s- - ya)]|oo = max{|y;] : j = 1,...,d}), und f geniige einer Lipschitz-Bedingung beziiglich
y:
AL > 0Y(z,y), (2,9) € Q : [[f(z,y) = f(2,9)ll0 < Llly = ¥llco-

Ferner seien

K = max{|[f(z,y)]l : (z,y) €Q} > 0,

) b
a = min {a, K}
Dann besitzt das Anfangswertproblem

v =flz,y) A ylzo) = yo (AWP)

eine eindeutige lokale Lésung y € C*([rg — o, 79 + a] — RY).

2.22 Bemerkungen: 1) Ist d > 2, so heiBt die Dgl ¥/ = f(x,y) auch Differentialgleichungs-
system.

2) Veranschaulichung der Definition von « im Fall d = 1:

votb ! yo+b 1

Yo + . Yo +

vo—b1 =0+
QCOLG 110 xoli—a' :co;a IIO .Z'OLFCLV

Wegen |y/| < M befindet sich die Losung in Q.
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3) Ist f € CHQ — RY), so erfiillt f eine Lipschitz-Bedingung: Fiir j = 1,...,d gilt

d
Filay) = file, )| M N g ) (v — )|
k=1

der Diffrechnung

d
< D 10k )y = 7l
k=1
mit L := my)e%a)1<<k<dz |8kfj T 77k
Beweis: von 2.21: Sei [ := [zg — o,z + .
1) Aquivalente Integralgleichung:
yeC(I—=RY) A y(a:):yo—{—/ ft,y(t))dt fir x € I. (1G)
z0
a) Seiye€ CY(I — RY) Lésung von (AWP)
y e C(I — RY)
= AWP r awp) [*
ola) =m0 " yla) — yl) = [ 0@ ™ [ fieyie)a
xo o

=y erfiillt (1G)
b) y erfiillt (1G)

_ y(zo) = vo
o' (z) "R p(ry(z) TRy e O(T - RY), also y € CL(I — RY).

=y erfiillt (AWP)
2) Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes:

a) Wahl des metrischen Raumes: Sei

M = {g€C(—R"):max|g(x) - yofl < b}
— —2L|z—x0]
lgll = maxe 9(2) oo
<1, 26—2La

Dann ist (M, ||.||) ein vollstandiger normierter Raum: Konvergenz beziiglich ||.|| bedeutet
koordinatenweise gleichmaBige Konvergenz.

b) Setze
F:M— M: g~ hmit h(zx) ::yo+/ f(t,g(t)) dt.

z0

F ist wohldefiniert:
e he(C(l — Rd) v
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o Inye) -~ ()l = ‘/fjtg )d]
< tg ‘dt‘
|lz—z0|<c
< aKk

< b firj=1,....d
= [|h(z) — yolleo < b fiir z € 1.

Insgesamt folgt h € M.
c) F ist Kontraktion: Fiir f,g € M gilt

IFio)e) - 16l = | [ (tecatn - sa.nion) a]

< f (t,g(t)) — f(t, h(t) Hoodt)
= / Lilg(t) — h(t)]Joc 241101 21120l gy
o
< LHg — hH / e2L|t—$0\ dt‘
Zo

1
= Lllg — A 57 (el - 1)

1 .
< Sllg = bt

= [[F(g) = F(h)ll =

— maxe 2ol F(g(a)) — F(h(x)|

zel

d) Banachscher Fixpunktsatz: 3!y € M : F(y) = v.
Mit Schritt 1 folgt die Behauptung.

= h
< gllg—hl

2.23 Folgerung: Seien —co < a < b < 00, z9 € |a, b, yo € R?, f € C([a,b] x RY — R?) mit
K = sup{|f(z,y)|w:a<a<b A yeR} < oo,

und f geniige in Q := [a,b] x R? einer Lipschitzbedingung. Dann besitzt (AWP) eine eindeutige
Lésung y € C'([a, b] — RY).

Beweis genauso wie oben mit M := C([a,b] — R?), ||.|| wie oben.

2.24 Satz: Seien die Voraussetzungen von 2.21 oder 2.23 erfiillt und

y' = flz,y) A ylzo) =y A yeC(I—RY,
g'=f(z,9) N glzo) =90 N geC{—RY,
wobei [, I die Existenzintervalle bezeichnen. Dann

ly(x) = 7(2)]|ee < eX¥7N|yo — Golloe  fiirz e INT.

Insbesondere ist Stabilitat fiir (AWP) gegeben.
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Beweis: Sei z € I N1 fest. 0.B.d.A. sei z > x.
Zeige mit vollstandiger Induktion: Fiir alle n € N gilt

i L " . o (Ll — aol)* .
ly(z) = g(@)lloo < —rl2 — 0] mwﬂww—w@mm+§:——75——ﬂm—yﬂw

ro<t<z 0

Induktionsanfang n = 1:

N R ROy YO
A-Ungl

<" o=l + || [ (00) - sl 500) ]|
< ool [ S 00) — 0]

-

<Lly®) -5t
oo = oll+ L | (mx o(s) ~ 5(5)])
xo - -

= o= folle + Lz — ) max [ly(s) = 55

IN

= Induktionsvoraussetzung ist wahr.

Induktionsschritt von n auf n + 1:

wie oben

ly(z) = g(e)e < Hm—%M+L/!w G(8)lloo at

n

Ind.vor B L n B
< o=l + 2 [ (il = ol max () - 56l

o

n—1
(Lt — o|)* "
oy ol g ar
k=0

~ Ln ~ |$ _ x0|n+1
= o~ oll+ L(55 max[lu(s) — 5(6) o
n—1 LF|z — x|+ | ol )
075 1Yo — Yolleo
[
—~  kl(k+1)
Lo — ol max [y(s) — (5)
g r— X max o0
(n+1)! 0 zo<s<z Y\s)— Y
-1
L|t I'0| ~
+ llyo — olloe + kz I IIyo ol s
1’
= Induktionsbehauptung.
Induktionsschluss: Die Formel gilt fiir alle n € N.
Fiir n — oo folgt aus (x):
[e.e]
~ le ZL’()| T—T
ly(z) = §(z)]le < 0 2: lyo = Gollee = €7 lyo = Gioloo-
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2.25 Satz: Seien I C ReinlIntervall n € Nyn >2, D CR"”, f:IxD — Rund (zo, Y0, Y1, -, Yn—1) €
I x D gegeben.

1) Ist y € C"(I — R) Loésung des Anfangswertproblems

y(n) = f([L'7 ya y/a e 7y(n71)) } (*)
y(xo) =yo A Y (o) =1 Ao Ay (20) = Yoy
dann ist
(75} y/
U2 Y 1
u = : = : e C°'(I—-R" ()
Up, fy(nfl)
Losung des Anfangswertproblems
u; Us
/ . U1
T : = ; A u(zg) = : (k)
u%_l Un yn.fl
Un N f(xaulau%-"?un)
::};(;,u)

2) Ist u € CY(I — R") Lésung von (*x*%) und y(z) := uy(z), so folgt y € C*(I — R), und y
ist Losung von (x).

Beweis: 1) ye C"(I - R) = ue CYI - RY

AuBerdem:
U =y = U =9y =uy
us =y’ = uy=y" =us

y )

Uy =y =l =y
Up = y(n—l) = u;l = y(n = f(xayay,> s ’y(n—l)> = f(xaulau% e 7un)-

= u erfiillt die Dgl. in (xxx).

Und u;(z¢) =y =Y (z9) = y;.1 = u erfiillt die Anfangsbedingung in (xx).
2) y; €eCI—-R)firj=1,...,n

= y=u € C'(I > R) A y’:u’l(*:bk)uQEC’l(I%R)

Yy =uy € CY(I = R) Ny =l (=) uz € CY(I — R)

y ) =u, cC'I = R) A y™ = () flzug,ug, .. un) = fl2,y,y, ...,y D)

n

= y € C"(I = R) Ay erfillt die Dgl. in (x).

AuBerdem: y\9) =, fiir j=0,....n—1 = y9(20) = ujyi(20) = y;
=y erfiillt die Anfangsbedingung in (x).
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2.26 Bemerkungen: 1) Man kann entsprechend auch jedes System
y™ = f(x,y) firy: I — R
auf ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung zuriickfiihren.

2) Jedes Differentialgleichungssystem n-ter Ordnung kann auf ein Differentialgleichungssystem
1. Ordnung zuriickgefiihrt werden, aber nicht umgekehrt.

2.27 Folgerung: Seien n € N, (20, Y0, Y1,-- > Yn_1) € R"™ a, b >0,

Yo
Q = {(x,n)G]RXR":|:E—a:0|§a/\H77—(

). <o}

yn.—l
f€C(Q — R), und f geniige einer Lipschitzbedingung
3L > 0 V(x,n), (v,7) € Q : |f(z,n) — fz. )| < Llln — 7]l

Ferner seien K > 0 und o > 0 wie in 2.21 definiert. Dann besitzt das Anfangswertproblem (x) eine
eindeutige lokale Losung y € C™([xg — a, 9 + a] — R).

Beweis: 1) Existenz: Wende Picard-Lindelof (2.21) an auf (x*x) und beachte

2 2
[P - P, = ||| & - I
f(@ ) J@, )
- maX{\Th—ﬁz!,---,’ﬂn—ﬁn’,\f(l”ﬁ)—f<$777>|}

< max{L, L} [lu — .

Picard-Lindeldf = (xxx) besitzt eine Lésung u € C'([xg — a, 7g + a] — R")
2':%5 Fir y :=u; gilt y € C"([xo — o, 29 + a] — R) und y erfiillt (x).
2,

2) Eindeutigkeit: Seien y, 5 € C™([xg — a, ¢ + a] — R) Losungen von ().
. _ 225 .
Definiere w, @ durch () 1:§ w, @ erfiillen (%)
=

Picard-Lindelof = uw=1u Yy=u =1U =79. 0

2.28 Satz von Arzela-Ascoli: Es seien —oo < a < b < oo und (f,,) eine Folge in C([a,b] — R)

mit den Eigenschaften:

(i) (fn) ist punktweise beschrankt, d.h. Vz € [a,b] : (fn(x))neN ist beschrankt.
(ii) (fn) ist gleichgradig stetig:
Ve >0 36 >0 Vo, 2o €[a,b] YneN: (|zg — o] <6 = |fu(z1) — fulza)] < ).

Dann besitzt (f,) eine Teilfolge, die auf [a, b] gleichmaBig konvergiert.
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Beweis: 1) Wahl der Teilfolge: Sei () eine Abzédhlung von Q N [a, b].
(fu(21)) beschrankt in R = Teilfolge (f o (x1)), ., konvergiert
k

(fn(l) (a;Q)) beschrankt in R = Teilfolge (fn(2)<I2))
k k

(f (x3)) beschrankt in R = Teilfolge (f @ (x3))
k k

keN

ey Konvergiert

ke konvergiert

Definiere g, := f ) (Diagonalfolge)
l

fn§1)(351) fn(21)(l’1) fngn(l‘l) e g(xl)

2/'/
fn§2)(l‘2) fng)(l‘g) fnéz)(l‘g) el g(f[‘g)
fnis)(l‘g) fng3)(373) fnés)(l‘g) A g(ZEg)

~—~
=193

= (g1) ist Teilfolge jeder der Folgen (f o))ren fiir j € N
k

= (gi(z;))ien konvergiert fiir jedes j € N

= (g;) ist punktweise konvergent auf Q N [a, b].

2) Zeige: (g;) konvergiert gleichmaBig auf [a, b].
Es geniigt zu zeigen: (g;) ist gleichm&Bige Cauchy-Folge auf [a, b]:
Ve>0 3N, >0 Vi, k>N. Vz € [a,b]: |g(z) — gr(z)| <e.
Da R vollstindig ist, ist (¢g;) dann auch gleichmaBig konvergent auf [a, b] (Analysis Il).
Sei € > 0 beliebig, aber fest gewahlt. Wahle § > 0, so dass

£
Vay, s € [a,b] Vn e N: <|901 — x| <6 = ‘fn(%) - fn(iﬂz)‘ < g)
(gleichgradige Stetigkeit)
[a, b] ist kompakt J
{lz;— 6,2, +6[: j € N} ist offene » = 37 €N:[a,b] C | J]z; — 6,2, + 4
Uberdeckung von [a, b] j=1

1) = (gl(:cj))leN ist konvergent fir j =1,...,J

= AN.eN Vk,1>N. Vje{l,....J}: o) — anlz;)] < %

Sei x € [a, b] beliebig, aber fest. Wahle ein j € {1,...,J} mit z € Jx; — §,z; + 4.
Fiir k,1 > L folgt

\gl(ff) - gk(xﬂ < igl(f) - gl($j>l+ \gl(xﬂ - 9k(%)| +lgk(93j) - gk(x)l < &

.

<?s73 <?/3 <Z/3
= (g1) ist Teilfolge von (f,,) und gleichmaBige Cauchy-Folge auf [a, b]. 0

2.29 Satz (Peano): Seien g,y € R, a,b > 0, Q := [zg, 20+ a] X [yo—b,yo+ 0], f € C(Q — R)
und

K = mac{|[f(z,y): (#.y) €Q} >0, a:= max{a%}.

Dann existiert mindestens eine Lésung y € C'([zg, 7o + a] — R) von

y = flz,y) A y(xo) = yo. (AWP)
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Beweis: Fiir 6 > 0 definiere

Yo fiur z < zg

ys(x) = y0+/ f(tys(t—0))dt fiirzg <z <3y +a

zo

1) Zeige: ys ist auf | — oo,z + ] wohldefiniert:

ys(z) = yo + /x f(t, yo) dt

and [ys(x) — vl < | [ 15(tu0)]
SK-|$—$xO| Sx;(-ong

ys(z) = yo + / f(t, y5|[x0_57x0+5] (t—0))dt

und |ys(z) — ygr <lz -l K <b

Fir zo <z < x¢+ min{d, a} :

o+ <z < xo+ min{26, a} :

Nach endlich vielen (k) Schritten: xy + min{kd, a} = xo + o : Verfahren endet

2) Betrachte (yl/”)neN auf [zg — 1,20 +

(0 i fir z,7 <
‘/ Ftnlt = 0) df] < K- Jo—
vn(@) —yim@] =4 <K-|lr—F| fird<mz<a
’/xf(t,yl/n(t—é))dt’ < K-lx—2z| firzg <z,

= (y1/x) ist gleichgradig stetig auf [zo — 8,z + o]

AuBerdem: )
ym(@)] = |uo +/ Pt de| < ol + Kz — o
zo
= (yl/"(x))neN ist fiir jedes = € [xp — 1,70 + ] beschrdnkt.
5:2% Es gibt eine gleichmiaBig konvergente Teilfolge (ys, )nen ((6,) Teilfolge von (1)):

ys, — y € C(lxrg— 1,20+ a] = R) gleichmaBig auf [xg — 1,20 + @]

= s, (t—=62) —y(®)| < |we,(t — 60) — s, )] + s, (t) — y(t)]
— 0 fiir n — oo gleichmaBig auf [zg, z¢ + ]
Q@ ist kompakt = f ist gleichmaBig stetig auf @

= f(t,ys,(t—0n)) — [f(t,y(t)) gleichmaBig beziiglich ¢ € [z, 2o + q

3) Fir z € [zg, o + o] folgt
) = D (o) =l (oot [ (s - 62) dt)

Zo

= yo+/ T}Lngof(t,yan(t—én)) de

Zo

S / " F () de

wie Beweis

ot Y = F(@y) A ylzo) = yo und y € C¥([zo, 7o + a] = R).
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2.30 Bemerkung: Peano liefert Existenz, aber keine Eindeutigkeit.

2.31 Folgerung: Sind die Voraussetzungen von 2.29 mit ) = [zo — a,zo + a] X [yo — b, yo + 0]
erfiillt, so besitzt (AWP) mindestens eine Losung y € C'([zg — o, yo + o] — R).

Beweis: 2.29 = Ldsung y, € C'([zg, zo + a] — R) von (AWP) existiert
Beweis von 2.29 = Lésung y_ € C*([zg — o, 7g] — R) von (AWP) existiert

| yy(x) fir z € [xo, 20 +
Setze y(z) := { y_(z) fiir z € [zo — o, xo]
Zeige: y € CY([zg — a, zo + o] = R):

1) 1iTm y(x) = 1iTm y—(x) (AP y(xo) (AXP) y+(xg) = y ist stetig in
xTTo ZTTo
= y € C([xg — a,x0 + o] = R).
, , AWP) .
2) lmy(e) = lmy (@) 7 lm Sy @) = flao,w)
xTxo xTxo TTTo
: : AWP) .
limy/(x) = lmy(e) 7 lm ey (@) = o)
xlxo xlxo T4To

vste y differenzierbar in xy und y' stetig in xq

= yell(ro—a,zo+a] - R)

2.32 Beispiele: 1) y = —z-y? =: f(z,y): Betrachte Q := [x¢g — a, 79 + a] X [yo — b,y + b].
Es gilt f € C(Q — R) und

fz,y) = fl@. D) = |z =7)| = lz-w+7) (y—19)
< Ewrg?gQ!w~(y+ﬂ)}J'!y—§l-
)

Picard-Lindelof = Das Anfangswertproblem

/

y =—x-y* A y(xo) = yo
besitzt fiir jedes (xg,%) € R? genau eine lokale Lésung.

2)  =|y—1"2 = f(z,y) (vgl. 2.9)
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/

In @Q: Eindeutige
Hier in (): Losung Losung

ist nicht eindeutig 3 +

(.Z'(), yO) =

Peano

Es gilt f € C(R* - R) =" Das Anfangswertproblem
v =1y =1 A (o) = o

besitzt fiir jede Wahl von (z¢,y) € R? eine lokale Lésung.

Falls yo # 1, Q = [z0—a, zo+a] X [yo—b,yo+b] und 1 & [yo—b, yo+0], gilt f € CH(Q — R).
= f erfiillt in @ eine Lipschitz-Bedingung

Llljiéda;ﬁf Das AWP besitzt eine eindeutige lokale Losung
Aber falls 1 € [yo — b, yo + 0], dann erfiillt f keine Lipschitz-Bedingung in @Q: Mit y = 1:
— 1 — 1|12 1
A (S [ e LS SN
ly — 1] ly — 1 ly — 1|V

= Voraussetzungen fiir Picard-Lindelof nicht erfiillt.

Dies erklart, warum das Anfangswertproblem in Beispiel 2.9, Teil 2), unendlich viele Lésungen
besitzt, die sich in Punkten (z, 1) verzweigen.

2.4 Lineare Systeme 1. Ordnung

2.33 Definition: Seien I C R ein Intervall, d € N, A : [ — R() (im Fall d > 2 eine Matrix-
wertige Abbildung) und g : I — R®. Dann heiBt die explizite Differentialgleichung

y = A(x)-y+g(z)

fir y : I — R? lineare Differentialgleichung (oder lineares System) 1. Ordnung.
Ist g = 0, so heiBt das System homogen, sonst inhomogen. Im letzteren Fall heiBt die Differenti-
algleichung

zugehorige homogene Differentialgleichung.
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1
. , 972 Yy, = —uy + Y+ 227
2.34 Beispiel: y' = ) = X

1
1 ‘y+(3x
x

S 8|

1
Y = — Y2+ 3x
T

Zugehorige homogene Differentialgleichung:

QQ\
Il
O 8|
| = =
N

2.35 Bemerkung: Bei linearen Differentialgleichungen gibt es keine Einschrankung fiir die Werte
von y(z). Die einzige Beschrankung liegt im Laufbereich I fiir die Definiertheit von A(z) und g(x).

2.36 Satz: seien —00 < a <b < oo, d €N, A€ Clabl>RY), g€ Clla, b= R, (w0,30) €
Ja, b xR9. Dann besitzt
y = Al@) - y+g(x) A ylzo) =y (AWP)

genau eine Lésung y € C*(Ja,b[— RY). Insbesondere: Im Fall ¢ = —o00, b = oo ist die Lésung
global.

Beweis: Wahle (a,,) monoton fallend, (b,) monoton wachsend mit a < a,, < zo < b, < b fiir
n € Nund a, — a, b, — b. Setze f(z,y) := A(z) -y + g(x). Dannist f € C([a,,b,] x RT — R?)
und fiir (z,y), (x,7) € [an, b,) x R? gilt

1z 9) = F(@:9)llec = [1A@) - (Y =9) Il
—_—

=1,...

d

< .. —
< (xS lag @) ) ly ol

Jj=1

d
< ([ max max" jay(@)]) Iy - 5l
j=1

an<z<by 1<i<d

[ J/
-~

=:L

Folgerung 2.23 = (AWP) besitzt genau eine Lésung y = ¥, € C1([a,, b,] — RY).
Eindeutigkeit der Lésung in [a,_1,b,-1] = ¥n = Y,_1, d.h. y, ist Fortsetzung von ¥, ;
Setze

‘[anfhbnfﬂ
y(x) == yu(z) fir x € [a,,b,].
Dann:
e y ist definiert auf ]a, O]
e y € Cl(Ja,b|— RY): Fiir z € ]a, b[ wihle n € N, so dass x € |a,, b,|

="y ist differenzierbar in Umgebung [a,, b,] von = mit stetiger Ableitung.

in [an,bn]
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o y ldst (AWP)

e y ist die einzige Losung: Ist  eine weitere Losung, so folgt aus der Eindeutigkeit in [a,, b,]

Vn e N: ﬂ|[ambn] =Y, =y

[an,bn]’
= U=y
O
2.4.1 Homogene Differentialgleichungssysteme
Fiir A : I — R@) betrachte das homogene System
y = A(@)-y. (%)

2.37 Satz: 1) Sind ypj, yjg Losungen von (x) und «, B € R, so ist auch y := ayp) + Byjg eine
Losung von ().

2) Ist Ae C(I — R¥), so bildet die Menge aller Losungen
V= {yelC'I—-R"):y =A) y}

einen Vektorraum der Dimension d. Eine Basis {y, ...,y } von V heiBt Fundamentalsy-
stem zum Differentialgleichungssystem (x).

Beweis: 1) ' = ayly + Bypy = aA(z) - yp) + BA(2) - yig = A(2) - (ayp) + By) = Alz) -y
= y = Ax) - vy.

2) y=0 = y eV, insbesondere V # )
yeV = —yeV
V' bildet nun mit der {iblichen Addition von Funktionen und Multiplikation mit Skalaren einen
Vektorraum.

Sei xq € I fest und
Ty :RY =V iy = y:= Losung von i = A(z) -y A yl(zo) = yo.

Dann ist T}, wohldefiniert, da die Lésung y existiert und eindeutig ist (Satz 2.36).

T, ist linear: Ty, (ayo + BYo) = ol (yo) + BT, (To)
injektiv: Ty (Y0) = Lo (To) = Yo = Ty (y0) = Lo (Y0)(x0) = Yo
surjektiv: Ist y € V' gegeben, so setze yo = y(xo) = y = Ty, Yo, denn
y ist eine Funktion, fiir die y/ = A(z) - y A y(zo) = yo gilt und
Ty (yo) ist eine Funktion, fiir die 1%, (yo)' = A(z) - Ty, (yo) A Ty (Y0) (x0) = yo gilt

= T, ist ein Vektorraum-Isomorphismus
= dim(V) = dim(R?¢) = d. 0

0
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OO

0 0
2.38 Beispiel: iy = % % -y = Der Lésungsraum hat die Dimension dim(V') = 3

Fundamentalsystem {yp1, 12, 31} mit

0 0\ ,
( > ;Y () = (_11>e_xvy[3]($)=<%>em,

= Losungsraum V = {y =cryp tC2yp +C3ypE i € ]R}.
Sei zy = 0. Die Abbildung Tj ist gegeben durch

Y1 1 0 0 .
TO:R”—H/:(yl) »—>(R9xr—>y1 0 Jer g LU 7 Voo tts(y e3x>
Y3 0 2 -1 2 1
——

=Yo

denn:

e To(yo) 16st die Differentialgleichung, da Ty(yo) € V, und

Y1 Y vi—w Y yitys [V < Y )
O(y3>(> y1<0> 2 41 2 1 Ys
= To(yo) ist Losung des AWP
0 hn
2 -y ANyl0)=1{ vy |.
1 Ys

2.39 Folgerung: Seien A € C(I — RdQ) und ypy, . . -, Yja) LOsungen von (x). Dann sind dquivalent:

OO
o= O

(i) {yps---,yq} linear unabhingig in V,
d.h. (cly[l]—i——i—cny[d]:() = CIZ--~:Cn:0),

(i) {yp(z0), ..., y(zo)} linear unabhingig im R" fiir ein zy € 1,

(iii)) {yn(2),...,yq(2)} linear unabhingig im R™ fiir jedes = € 1.

Beweis: Fiir jedes x € [ ist T, : R® — V ein Vektorraum-Isomorphismus, bildet also linear
unabhangige Mengen auf linear unabhangige Mengen ab. 0

2.40 Folgerung: Seien A € C(I — Rd2) und ypj, - - -, Y[q) Losungen von (x). Dann sind dquivalent:

(i) {yp.---, Y} ist ein Fundamentalsystem.
(i) W (o) := det (yp(zo) ... ya(zo)) # O fiir ein 2 € 1.
(iii) W(z) := det (ypj(z) ... yu(z)) #0 fir alle z € I.

W (z) heiBt Wronskideterminante.
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Beweis: 2.39 und Lineare Algebra: Fiir vy, ...,vq € R? gilt

{v1,...,vq} linear unabhingig < det(vy...v4) # 0. 0

2.41 Beispiele: 1) Auf I :=]0,00[ besitzt

QQ\
I
O 8|

das Fundamentalsystem {9[1179[2]} = {x — ( > , T > ( 6 >} denn beide Funktionen

sind L6sungen und

2
W(a:)zdet(a; g):—xQ#Oaqu

2
= Alle Lésungen: y(x) = cl-<x >+c2-<g>mit c1, o € R.

2) Fiir Beispiel 2.38:

Wi(z) = det( 0 e7® e3w) = e"(e® — (—e*)) = 2% # 0.

2.42 Reduktion von D’Alembert: Sei I C R ein Intervall, A € C(I — R*) und y € CY(I —
R?) eine Lésung von

y = Ax) -y (+)
mit y;(x) # 0 auf I. Der Ansatz
0
2o()
g(x) = c(x)y(x) + z(x) mit z(z) = 2’3.517)
zd(.a:)

eingesetzt in (x):

Cytey+7 =7 = A)-§=cle) Alw) -y + Ale) - 2(a)

VIt dy+z = Alx) -z

& Z=A)-z2-Cy
(

d
0 = Zalk(x) 2z —
PR k’z?
z; = ajk(z) 2z — 'y,
( k=2
( 1
d = — Z ap(x) g (1)
Ly
A d
Z, = (a p(x) — —jalk(x))zk (1=2,...,d) (2)
| ey,

Lose (2): d — 1 Differentialgleichungen
Mit Losung von (2): Bestimme ¢ aus (1) durch Integrieren
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2.43 Satz: Seien die Voraussetzungen von 2.42 erfiillt. Ist {2}, ..., 2;4-17} ein Fundamentalsystem
zu (2) und

C/ Z[J] (j=1,...,d—1),
dann ist

{c + 0 Coy + 0 C + 0 }
1Y ) , C2Y 2 yoo oy Cd—1Y ) Y

ein Fundamentalsystem zu (x).

Beweis: 1) Alle Funktionen c;y + ( ZO

i

) und y lésen (x) nach 2.42

2) Zeige: Fiir die Wronski-Determinante gilt W (x) # 0.

0 0
W(ZE) = det (cly + < ) > yeeos Cg—1Y + ( Za—1] ) ,y)
0 0
—  det ,
) (< [ ) ( #la-1] ) y)

Entwicklung
nach TZeiIe (_1)dy1 det (2[1] o Z[d—l])
# 0
2.40

= Behauptung. 0

2.4.2 Inhomogene Systeme 1. Ordnung

Fiir A: I — R@), g: I — R? betrachte das inhomogene System
y = Al)-y+g(x). ()
2.44 Satz: 1) Sei ypy eine Lsung von (xx). Fiir yp € C'(I — RY) sind dquivalent:

(i) ypo ist Losung von ().
(i) y := yp) — ypg ist Losung des zugehdrigen homogenen Systems ¢ = A(x) - y.

2) Ist Yparr eine Losung von (xx) (eine partikuldre Losung), so ist der affine Raum V' aller
Lésungen von (xx) gegeben durch

Vo= (e ty:y €C'T=R) Ay =A@y} = pant I

Lésungsraum der zugehdrigen homogenen Dgl

Beweis: 1) (i) = y' =y —yqy = A) yny+9(@)— (Alz) -y +9(x) = A(z)- (yn) — yp) =
Ax) -y = (ii).
(i) = vy = (yp — ) = Al@) -y + g(x) — A(z) -y = A(x) - (yn —y) + 9(z) =
A() -y + g(z) = (ii).
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Yy
= Y=Y — Ypar 10st ()
Y=Ypart +Y € Yparr +V
b) 7€ yparr +V, d.h. § = yparr +y und y 16st ()
& Yparr — § = —y I6st (x)
9 j ist Losung von (sx), also § € V ]

2.45 Wie man eine partkuldre Losung findet (Variation der Konstanten): Sei
{ym, e ,y[d}} ein Fundamentalsystem des zu (%) gehdrenden homogenen Systems und

y = c(x)yp + - .. + ca(T)ya-

Dann sind dquivalent:

(i) v ist Losung des inhomogenen Systems ().

/
€
(i) ¢ = : ist eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems

/
Caq

(y[l](a;) y[d}(a:)> d(z) = g(x).

(.

d X d-Matrix mit Héchstrang
da W(x) #0

Beweis: (i) < g(z)=y — A(z) -y
() = yp + -+ ey +ayyy + -+ caylg — Alx) -y

=c1(y[y—A@)-ypy)+..=0
/
G

S @) =cyn + ..+ = (ym y[d}) |
a

2.46 Bemerkung: Variation der Konstanten funktioniert auch im Fall d = 1 (kein System, eine
lineare Differentialgleichung).

1
.. , -1 23:2
2.47 Beispiele: 1) Auf I =]0,00[: y = é: 1 .y+< 3x>

x
Fundamentalsystem fiir die zugehdrige homogene Gleichung (vgl. 2.41):

{(%)-(5)}
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2

Ansatz: y(z) = ¢1(z) - ( r ) + co(x) - ( 6 > ist partikuldre Losung genau dann, wenn

(% 6)-(2)=(%)
e (26)(2)=(%)
& dy=—x AN d=3

2
Wihle ¢; = —% A c1(x) = 3z (nicht eindeutig!)

2 5,3
= partikuldre Losung ypar(z) = 3z - ( 3; > — % . ( "6 ) = ( 252 )

ot

2 23 2
Alle Losungen: y(z) = ( ?’)x2 ) +c - < 9; > + ¢y - ( 6 ) c1,c0 €R
2) ¢ = (sinx)y + ze %,

a) Zugehorige homogene Gleichung: ¢ = (sinz)y ist separierbar
Konstante Losung: y(z) =0

d
Fiir y # 0: Y- /sinxdx

Y
< Inly| = —cosx+c¢
&= |y| — @ COST , oC
& y(r) = Lef e ®”
=:d

Mit konstanter Losung: y(z) = de™ “**  d € R sind alle Lésungen der homogenen Dgl,

Fundamentalsystem: {e” "} (da d = 1).

b) Partikuldre Losung: Ansatz y,a = c(z)e™ “** ist genau dann Lésung der inhomogenen

Dgl, wenn

e*COSZEC/ — xe*COSZE @ C/ =7

. 2 2
Wihle ¢(z) = % = ypan = e 7

2
. xr= _
Alle Losungen: y = 5 € ST 4 ce” T ce R

2.4.3 Lineare Systeme 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

2.48 Satz: Der Raum R versehen mit der Norm

d
1AL =) lag

k,j=1

ist ein Banachraum, und es gilt |A - B|| < ||A| - || B|| fir A, B € RY.

Beweis der Normungleichung durch Nachrechnen. R? ist mit jeder Norm vollstandig. Konvergenz

bedeutet koordinatenweise Konvergenz in R.
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2.49 Definition: Fiir A € R* se

=1
Z k_ mit A® .= = FEixq.
k=0
Die Reihe konvergiert wegen
1 )
HZ AkH < H Mlo< ZEHAHk < ¢ firm>n> N..
k=n k=n

2.50 Folgerung: 1) e? ist eine d x d-Matrix.
2) et =et. e falls A, B kommutieren (Beweis mit Cauchy-Produkt fiir Reihen).

3) Die Abbildung R > x — e ist beliebig oft differenzierbar (d.h. jede Koordinate ist differen-
zierbar), und es gilt

—e"h = A"
dx

Beweis wie bei Ableitung von Potenzreihen.
4) Firve R und y(x) :=e*4 - v gilt y € C°(R — RY) und

y(x)=A " =A-y(x) A y(0)=FEgq-v=r0.

2.51 Satz: Sei A € R” eine konstante Matrix. Fiir jeden Anfangswert (x0,Y0) € R x R™ besitzt
das Anfangswertproblem

= Ay, yl@o) =10
die eindeutige globale L6sung

x—x0)A

y(z) = e Yo fir r € R.

Beweis: 2.50 und 2.36.

2.52 Fundamentalsystem: Sei A € R . Ist {vy,...,vs} C R? linear unabhingig und yp;; : R —
R: x> e"* . v, so bildet {ypj, ..., v} ein Fundamentalsystem fiir y' = A - y.

Beweis: 1) y=e"".0; = y = Ay siehe letzte Folgerung.
2) Wronski-Determinante und Satz 2.40
W(0) = det (eOA-vl Loett Un) = det(vy ... vg) #0.

da {vy,...,vq} Basis des R%.

2.53 Bemerkung:: Jetzt geht es nur noch darum, die Basis {vy, ..., v4} geschickt zu wahlen. Dazu
wird Lineare Algebra benétigt: Sei A € R” und T : C? — C? : v +— A - v die zugehérige lineare
Abbildung.
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1) Gibt es eine Basis B = {vy,...,v4} € C? aus Eigenvektoren von T zu den Eigenwerten
A1, ..., Ag, SO besitzt T beziiglich dieser Basis die Darstellung

A0 .00
(T(v))B = 0 _)‘.2 0 -(v)p  ((v)p := Koordinaten beziiglich B)
0 ... 0 X

Fir v; € B gilt A¥-v; =\ - vy,

2) Im allgemeinen Fall existiert eine Basis B C C4, so dass

Ji(A1) 0 .. 0
A I O R
0 0 Ji(N)
wobei
A 10 ... 0
0 A\ S
Im(Am) = T |
: oo An 1
0o ... 0 A
Jordan-Blocke bezeichnen (Jordansche Normalform). Die Basis B besteht aus Hauptvektorket-
ten: Ist z.B. J; (A1) eine n x n-Matrix, so haben die Basisvektoren {vy, ..., v,} die Eigenschaft

A'Ul = /\1'?]1
A"Uj — /\l'vj_’_vj—l fUr]:27,n

(v; = Hauptvektor der Stufe j — 1). Es gelten

AF oy = )\’f-vl
AF iy = AR AL = Ak_l-()\l-vg+vl)
= AN-AF g MLy = >\1~Ak’2~(>\1'U2+v1)+)\k71~vl
AL ARy 20

= Moty

selber — k — e
AF g b )\’f-v3+ k )\’fl-vg+(2))\k2-vl fur k > 2
=(7)

3) Da A reell ist, kann in jedem Fall B so gewahlt werden, dass die Basisvektoren reell sind oder
dass
vEB & 1v€eB

git(zB. A-v=XA-v&s A-1=)\-7).



Analysis 111, Wintersemester 2019/20, Seite 31

2.54 Satz: Sei A € R¥ und B eine Basis wie oben angegeben.

1)

2)

3)

4)

Sei A € R Eigenwert von A. Dann kann das zugehorige Basiselement v reell gewahlt werden,
und es gilt

Ay = Moy
Sei A € C\ R Eigenwert von A. Ist v € B zugehériger Eigenvektor, so ist v nicht reell, und
esgilt v € B und

e (y+7) = 2Re (¥ - v) = eReWc(cos (1m(\)) (u +7) = sin (Im(A)z) (v =) )
reell reell ——

reell

e" A Ly —7) = 2Im (eM - v) = efeW= ( cos (Im(N)z) (v — v) + sin (Im(N)z) (v + U))

1
1

Ist A € R Eigenwert von A mit zugehériger (reller) Hauptvektorkette {v1, ..., v,}, so gilt
Jj—1 7
ex'A-vj = e”-zf-vj,l firy=1,... n.
=0

Ist A € C\R Eigenwert von A mit zugehdriger Hauptvektorkette {v, ..., v,}, soist {vy,..., .}
Hauptvektorkette zum Eigenwert A, und es gilt

J—1
T
" (v + ;) = —'-2Re(em-vj_l)
=0
i1
1 — !
em.A'T(Uj—@j) = —'QIHI (e)‘m~vj_l)
=0
firg=1,...,n.
=1 2 gk 2,k )k
Beweis: 1) ex'A-v:ZE-(:r A)F v:Z—| ARy = X v=2e" v
k=0 k=0 k=0 '
exA-vlz)eM-v A Az
oh — e~ = e (v+v):2Re(e v)
e T =eM . T =eM.y

e k
= emA V3 = Zx—‘Ak U3
k=0
- TA SEAPT
= U3+ﬂ' U3+ZE' Ok
k=2
— k k—1 LR
= U3+I'<)\'U3+U2)+ZF‘<)\U3+l€>\ - Vg + 9 A 'Ul)
k=2
k o k 0 k

_ T k x E—1 ¥ k(k—1) 4
= Z—‘)\Ug—i—z—k)\ ’l)g—i-kZET)\ c M
_ —2
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> k—2 1

k—1 z k—2
)\ vy + 22 ;(k_2>!-§)\ N

= o ‘U3 + T - Z
2

s
= em'vng:ceM-vg—l—?'eM-vl.

4) Wie 2). 0

2.5 Beispiel: y' = ()} |
Eigenwerte: det< - _4_)1\ ) =N 44\ +4= ()\+2)2£0 = A= -2

Eigenraum:(_4 _2‘8> & <(2) (1) 8)

= der Eigenraum ist 1-dimensional, Eigenvektor v = _%

Hauptvektor: ( _i _% _%) & (% (1] (1]> =

Hauptvektor z.B. w = ( (1) ) oder w = (

)orree (1) e ()

2.5 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung

[\'))—‘

Fundamentalsystem: {x e 2. (

Im gesamten Kapitel seien —co < a < b < oo und I =]a,b.

2.56 Definition: Seien ay,...,a,_1,9 € C(I — R). Die Differentialgleichung

Y™+ a1 (2) Yy + Lt ag(x)y = g(x) (*)

fir y : I — R heiBt lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist ¢ = 0, so heiBt sie
homogen, sonst inhomogen.

V, == {yeC"(I = R) : y erfiillt (x)}

bezeichnet den Losungsraum, V|, bezeichnet demnach den Losungsraum der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung.

Y
y/
2.57 Bemerkung: Definiert man wie frither u := : , so gilt
y(nfl)
0 1 0 0 0
0 - 1 - 0 0
u o= : ; u+ : (%)
0 . 0 1 0
—ap(z) —ay(x) ... —a,—1(x) 9()

(vgl. 2.25). Beachte: Ist u € C*(I — R™) Ldsung von (xx), so ist y := u; Ldsung von () . Sei
= {ueC'(I - R") :werfiillt (xx)}
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der Lsungsraum von (xx).

2.25 = die Abbildung

ist bijektiv, und es gilt T7!(u) = uy.

2.58 Satz: Seien ag,...,a,-1,9 € C(I — R) und xy € I, yo,...,yn—1 € R. Dann besitzt (x)
genau eine Losung u € C"(I — R), die die Anfangsbedingung

y(@o) =y A Y (x0) =y1 ... ¥V (20) = Yos (AB)

erfillt.

Beweis: 2.36 = (**) besitzt genau eine Lésung u € C1(I — R"), die die Anfangsbedingung

Yo
u(wo) = ( : >
Yn—1

erfiillt. Definiere y := T 'u = y € C"(I — R) und y erfiillt (x) und (AB).
Da T bijektiv ist, folgt die Eindeutigkeit.

2.59 Homogene Differentialgleichung: 1) Die Menge aller Lésungen
Vo == {yeC™(I->R):y™ +a, (z) Yy b ag(n)y = 0}
bildet einen Vektorraum der Dimension n. Jede Basis von V' heiBt Fundamentalsystem.

2) n Lésungen {ypj, ..., ym} der homogenen Differentialgleichung bilden genau dann ein Fun-
damentalsystem, wenn

ypy(z) Yl (2)
/ /
ym(x) e Y (x)
Jrel:W(x) = det : : # 0
n—1 n—1
i V@) @)
~— —
=T (yp) (@) =T (Y[n)) (@)

(W (x) =: Wronskideterminante). In diesem Fall gilt W (z) # 0 fiir alle z € I.

Beweis: 1) 1 ist linearer Raum als Kern der linearen Abbildung
D:C"(I—-R)—=C(I—=R):y—=y™4a, 1()y" Y +.. +ao(z)y.

T:Vy— f/O ist linear und bijektiv, also ein Vektorraum-Isomorphismus.
= dim(Vp) = dim(Vp) 2" n
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2) T bildet Basen auf Basen ab. Damit folgt

{yn), -, ym} ist Fundamentalsystem von (x) mit g = 0
< {T(ypy),---T(ym)} ist Fundamentalsystem von () mit g = 0
2,40

& W(z) = det (T(ypn))(2), ..., T(ym)(x)) # 0O fiir ein bzw. fiir alle z € I.

2.60 Inhomogene Differentialgleichung: 1) Sei V{ der Losungsraum der zugehérigen homo-
genen Differentialgleichung und yp,« eine partikuldre Losung der inhomogenen Differential-
gleichung (x). Dann ist

‘/g = Ypart T Vo

der affine Raum aller Lésungen von (x).

2) Variation der Konstanten: Ist {3/[1]’ e ,y[d}} ein Fundamentalsystem der zugehdrigen homo-
genen Differentialgleichung, so ist

y = c(@)yp + -+ (@) yg

genau dann Ldsung von (x), wenn

Y ('T) Yn (Z’) ci(x
(@) (o) yas 0
L R ()
yi (@) yi (@) cn(2) g(x)
Beweis: 1) ypare 105t (%) = T'(Ypart) 10st (xx)
2IZ4>4 ‘79 = ‘70 + T (Ypart)
= Vg = Tﬁl(‘z]) = Tﬁl(‘N/O) + Ypart = Vo + Ypart
/ 0
ci(z) _
2) (eee) & (To)@) - Ta)@) | 2 =] §
2,45 ol 9()
& u(r) = (2)T(yp)) (@) + ... + cn(2)T (ym)) () ist Losung von (xx)
& y(r) =u(x) = ci(z)yp (@) + ... cu(@)yp () ist Losung von (x) 0

2.61 Beispiel: y" + 3y" —y/ — 3y = e":

1) Zugehorige homogene Differentialgleichung: v + 3y" —y' — 3y =0
Vortragsiibung: yhom(z) = c1e73% + cpe” 4+ c3e7%, ¢; € R
Fundamentalsystem: {x > ¢73% 2+ ¢*, z +— ¢}, denn

effm % e~ %

W(zx) = det ( —3e73 ot e > =e (1 -9-3-9+1+3)=—-16e"3* #£0

9673:1: e% e T
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2) Inhomogene Differentialgleichung, Variation der Konstanten:
y(z) = c1(2)e™3® + co(x)e” + c3(x)e™ ist genau dann Lésung, wenn

e3 e 7% c’} 0
—3e73T ot _e77 |. ¢y | = 0
9e 3% ¥ 7 A e’

1, 1 1,
= 052—162,C,2:§, C/1:§64.
1 1 1 1 1 1
Wihle c3 = — e, ¢y = — = _—_e¥r = — % L = get 4 — ¥
dhle c; = o™, =g, o= y(x) 35 —|—8xe —|—8e

1
Wahle ypar(z) = gxef"’ (die anderen Summanden sind in yhom enthalten).

1
3) Allgemeine Losung: y(z) = 3 ze® +cre + e’ +eze”, ¢ €R.

2.62 Reduktion der Ordnung von D’Alembert: Gegeben sei die lineare homogene Differential-

gleichung
Yt ap (@) y" Y+t ag(r)y = 0. (*)

Ist 1) eine nichttriviale Losung, so liefert der Ansatz y(x) = c(x)yp)(x) eingesetzt

> () oy @)+ o) etafyle) + o) + anla) = 0

o 3 ()P @+t o)
k=1
+ (@) (Y™ + a1 () y" Y + L+ ag(z)y) = 0.

Da yp1) Lésung von () ist, folgt

> (n) W) -y (@) + .+ (@) @y () = 0.

k=1

Dies ist eine Differentialgleichung der Ordnung n — 1 fiir ¢.

5) 9
2.63 Beispiel: ' — —y' + — y = 2’ fiir z > 0:
T T

) 9
1) Homogen: 3" — —¢/' + —y =0:
T T

a) Probieren: y(z) = 2% «a # 0,1 einsetzen: = y(z) = 2* ist Lésung.

b) Reduktion der Ordnung: Ansatz y(x) = c(z) x*
= y(x) = z° Inx ist weitere Lésung,

c) Also Fundamentalsystem: {x s 2® 2 +— 2®Inx},

3 3]
Wi =det (g 50 0 ) =0 20daw 0
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2) Inhomogen, Ansatz nach Variation der Konstanten: ypae = ¢1(x) ypj + c2(x) yjg ist genau

dann Losung, wenn (vgl. 2.60)

x3 2?Ilnz _ ( cgl ) B
322 3z%Inzx + 22 ) T

Wiahle ¢y = —xlnz + 2, co ==

= Ypart = —ZL‘41I1|JZ| +ZE4 + z*In |I| =

)

& =1, ¢

3) Allgemeine Losung der inhomomgenen Differentialgleichung:

y(z) = 2* + 2% + cp 2% In ||

2.64 Konstante Koeffizienten: Seien n € N und ay, ..

stem zur Differentialgleichung

v a1y V4 ay4ae = 0.

(c1,c0 € R).

Z,
bzw. mit u =T(y) = | . zum System
(=)
0 1 0 0
0 0 1 0 0
ul py : .
5 0
0 1
—ay —m —ap—1
—A
Wir wissen:
{ypy, - -, yp } Fundamentalsystem zu (x)

< {T(yw),. .-, T(ym)} Fundamentalsystem zu (sx)

Das Fundamentalsystem zu (*x) enthalt Elemente der Form

Az

u(x) = e v, u(xr) = ze

cw, u(x) = e

= Das Fundamentalsystem zu (x) enthalt Funktionen der Form

A\x

y(x) = e, y(z) = xze™, y(x)

Also Ansatz y = e’ in (*) einsetzen:

2 Az

xoe™ ...

A+ ap N Fa A+ ag) = 0

& p(A\) = Nda, N+ taAtag = 0

p heiBt charakteristisches Polynom der Differentialgleichung (x). Es gilt

p(A) = (=1)"det(A— X E,xn)

Wie erhilt man aus den Nullstellen von p ein Fundamentalsystem zu (x)?

Az

., 0,1 € R. Bestimme Fundamentalsy-

(%)

()
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Fall 1) A € R ist einfache Nullstelle von p: Wahle

y(z) = e

als zugehoriges Element des Fundamentalsystems.

Fall 2) A € R ist k-fache Nullstelle (£ > 2) von p:
(Dann existiert zu A als Eigenwert von A eine Hauptvektorkette der Lange k.)
Wihle

Yy (x) = e j=0,... k-1
als zugehorige Elemente des Fundamentalsystems.

Fall 3) A € C\ R ist k-fache Nullstelle (£ > 1) von p:
Wahle

yy)(x) = pleReNz cos(Im(X)x) und gp;)(z) = pieRez sin(Im(M)zx), 7=0,...,k—1

als zugehdrige Elemente des Fundamentalsystems.
(Da in diesem Fall auch A k—fache Nullstelle ist, benétigen wir 2k zugehérige Elemente des
Fundamentalsystems, und wir haben 2k Elemente gefunden.)

2.65 Beispiele: 1) y" —y" — ¢y +y=0:pA) =N - XN - A+1=A—-1)>*A+1)
Fundamentalsystem: {x + €*, © — ze”, x> e 7},
2) yW 4+ 8y" + 16y = 0: p(A) = (A2 +4)%, d.h. A = 4-2i sind doppelte Nullstellen.

Fundamentalsystem: {z — cos(2z), x + sin(2z), = +— zcos(2z), x +— xsin(2z)}.



