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3 Integration im R

3.1 Partitionen
3.1 Definition: Seien —oo < a; <b; < oo fir j=1,...,d.

1) Dann heiBt

1 = [aj,bj] = [al,bl] X [ag,bg] X oo X [(ld,bd]
j=1

J
= {(:El,...,:l?d)ERd{Vje{l,...,d}:ajngﬁbj}

abgeschlossenes Intervall im R oder abgeschlossenes d-dimensionales Intervall. Die

Menge
d
I° = H]aj’bj[
7j=1
heiBt Inneres des Intervalls 1.
2) Das MaB des Intervalls ist
d d
pa(l) = Md(H[aj;bj]> = 1 —a)).
j=1 j=1

Falls 35 € {1,...,d} : a; = b;, so gilt 14(/) = 0 und I heiBt Nullmenge. In diesem Fall gilt
I° = 0.

3) Die Lange von [ wird durch
O(I) = max(b; — aj )

1<j<d

definiert.

3.2 Beispiele: 1) n=3:1=10,1] x[0,2] x [0,3] = pus({) =6.

Y
2) 4+ L = [2,5] X [1,3]
I3 I I, = [3,5] x [3,4]
3+ [3 = [273] X [374]
I ]1UIQU]3 = [2,5])([1,4]
27 ! LN, = [3,5 x [3,3] Nullmenge
14+

d—1
3.3 Bemerkungen: 1) Setzt man I’ := H laj, bj], so gelten
j=1

I = Il X [ad, bd] und /,Ld([) = (bd — &d) ud,1(1I>.
——

=u1([aq,bal)
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2) Fir M CR% st
1 fallsz e M

. d )
xR %R.x%{ 0 sonst

die charakteristische Funktion von M.
Mit I’ wie vorher gilt

x1(@' za) = Xr(2') - Xagpa (za) fir (2',z4) € R x R.

3) 1, C R? abgeschlossene Intervalle = I; N I, ist ein abgeschlossenes Intervall oder (.

3.4 Definition: Seien I, 1I;,... I, Intervalle. P = {I;,...,I,} heiBt Partition von I, falls
1= U]k VAN Hd(]kmjl) :0furk7él
k=1

Das FeinheitsmalB von P ist durch

A(P) = max 0(Iy)

1<k<n
definiert. Ist P' = {Ij,..., 1] } eine weitere Partition von I, so heiBt P’ Verfeinerung von P, wenn
Vke{l,...om}3je{l,...n}: I, C I,

gilt.

3.5 Satz: Seien die Voraussetzungen wie vorher.

1) Ist P’ Verfeinerung von P, so folgt A(P’) < A(P).

2) Die Menge
P ={NL:1<k<m A 1<j<n}\{0}

ist eine Partition von I und eine Verfeinerung von P und P’, die gemeinsame Verfeinerung
von P und P'.

3.6 Satz: Ist P = {I;,...,1,} eine Partition von I, so gilt

pa(l) = Y pa(ly)
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3.2 Riemann-Integrierbarkeit

3.7 Definition: Sei I C R? ein abgeschlossenes Intervall und f: I — R.

1) Ist P ={l,...,1,} eine Partition von [ und § = {&,..., &t mit & € I firk=1,...n
ein Menge von Stiitzpunkten zu P, so heiBt

S(f,P€) == > f(&)mally)

eine Riemannsche Summe von f beziiglich P.

2) Existiert eine Zahl J € R mit der Eigenschaft

Ve > 0 36. > 0 VP = Partition von I mit A(P) < 4.
V¢ = Menge von Stiitzpunkten zu P : ‘S(f, P& — J{ <&,

so heiBt f Riemann-integrierbar iiber I, und J heiBt Riemann-Integral von f iiber I.
Schreibe f € R(I) und

/If(ac)da: = J.

3.8 Satz: Seien f,g € R(I) und ¢ € R. Dann:

1) f+g,¢c-feRU) und

Jursa@ar= [t [g@ar [ (e Hado=c [ f)a

1 1

2) f(x)>g(x)aufl = /If(x)dx > /Ig(x)dx,
insbesondere: f(z) >0 auf I = /f(x) dz > 0.
I

3) f(x) = g(x) auf einer in I dichten Menge = /If(x) dor = /Ig(x) dz.

4) f ist beschrankt (auf I).

Beweis zu 4): Annahme: f € R(I) und f ist unbeschrankt. Dann existiert eine Folge (z,,) in I,
so dass f(x,) — oo (oder f(x,) — —oo, eventuell Teilfolge).

I kompakt = (z,,) kann als konvergent angenommen werden: z,, — x € I (eventuell Teilfolge).
Zu irgendeinem ¢ > 0 wahle Partition P = {Iy,..., I, } mit A(P) < 0. und der Eigenschaft = € I,
fur ein k.

Ty =T = X, € Iy, flirn > N,

Zu P sei eine feste Stiitzpunktemenge & = {1, ..., &, } gegeben. Ersetze &, durch x,,:

g(n) = {gla cee 7§k0—17 L,y gko-‘rlv ce 7€n}

Fiir n > N ist £ Stiitzpunktemenge zu P.
Definition R-Integrierbarkeit = |S(f, P,&™) — [, f(z)dz| <& firn > N

S(f,P,e™) = Z F(&)pa(l) + f(xn)pa(ly,) — oo (oder — —o0)
Krasser Widerslfr:ulcﬁ”!éflCO ]



Analysis 111, Wintersemester 2019/20, Seite 41

3.9 Definition: Sei / C R? ein Intervall, f : I — R beschrénkt und P = {I,,...,I,} Partition
von . Mit

mi(f) = nf f(z),  Mi(f) := sup f(z)

wely xely

werden die Untersumme von f beziiglich P durch

S(f,P) == mi(f)paly)

und die Obersumme von f beziiglich P durch

S(f.P) =Y My(f)pally)
definiert. Dann heiBt

/f(x) dz := sup{S(f,P): P Partition von I}

/f(z) dz := inf {S(f,P): P Partition von I}
unteres bzw. oberes Darboux-Integral von f iiber I.

3.10 Satz: Es gilt /f(x) dxﬁ/f(x) dz.

T 1

Beweis: 1) Ist P’ Verfeinerung von P, so gilt
S(f,P)<S(f,P) <S(f P)<S(f,P)
2) Sind Py, P, Partitionen von I mit gemeinsamer Verfeinerung P’ (vgl. 3.5), so gilt
S(f,P) <S(f, P") < S(f, P') < S(f, Pr)

3) Nun folgt _
s}gp{ﬁ(f, P} <5(f, P)

fiir beliebige Partitionen P, von [ und

sgp{ﬁ(f, P} < igf{g(f, Py)}.
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3.11 Definition: Sei I C R? ein Intervall, f : I — R beschrinkt. Gilt

/f(x) dr — /f(x) dz

so heiBt f D-integrierbar iiber /. In diesem Fall schreibe

D—/]f(x) do = /f(x) do = /f(a;) do

fir das Darboux-Integral.

3.12 Satz: Sei I C R? ein Intervall, f : I — R beschrinkt. Zu jedem £ > 0 existiert ein §. > 0,
so dass fiir alle Partitionen P von I mit A(P) < 6.

[t@ar—c < s4.p) < [ f@ae

/f(x)dx < S(f,P) < /f(a:)da:+8

1

gilt.

Beweis: (im Fall d = 2 fiir die erste Ungleichung)
Sei ¢ > 0 fest. Wahle Partition Py von I mit

/f(x)dx—% < S(f, Py)

Sei L := Gesamtlange der Trennstrecken in F,. Definiere

€
2Lsupz € I}f(x)‘

0, =

Fiir eine Partition P mit A(P) < J. betrachte die gemeinsame Verfeinerung P’ von P, und P.

Partition Fy: Partition P: Gemeinsame Verfeinerung P’:
Y Y )

I3 P

I
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1 P) = 3 () — () Jua(T})

Infimum von f(z)
iiber das Intervall
Ilk mit []; g [lk

= > (mi(f) = mu () pall)
ke

= §(fapl)_

[T

-

<supgcr ‘f(:ﬁ) ’

< SUp,e; ’f(SC)} Z,U/d(jllf)

—_——
<L-6¢
< &
2
B P’ Verfeinerung e
= [fapde=5 < str) SIS < SULP) 4
T ]

3.13 Satz: Sei I C R ein Intervall und f : I — R. Dann sind iquivalent:

(i) feRU)

(ii) f ist beschrankt und Darboux-integrierbar iiber I.

In diesem Fall gilt

D-/I f@)de = /I (@) da.

Beweis: (i) = (i): Fir A(P) < ¢. folgt aus Satz 3.12 fiir jede Wahl von ¢

/f(ac) de —e 322 S(f. P) mk(f)gff(fk) S(f,P.€) f(fk)SSMk(f) §(f7 P) 322 /f(x) dr e
2 I
= D—/If(x) dz = D—/[f(x) dz

(i) = (ii): (i) 28 f ist beschrinkt.
Sei e > 0 fest. Wahle eine Partition P mit A(P) < 0. fiir Satz 3.12, so dass zusatzlich

5,29~ [10)as] <

fir jede Wahl der Stiitzpunktemenge ¢ gilt. Wahle zunichst £ so, dass die Werte f(&;) nahe an
My (f) = sup{f(z) : x € I};} liegen und

|S(f7P7§)_§<f7P>‘ < €



Analysis 111, Wintersemester 2019/20, Seite 44

gilt.

= /f(:c)d:c < S(f,P) < S(f,P,&) +e < /f(x)dx+25.

1
I

Wihle nun € so, dass die Werte f(&,) nahe an my(f) liegen und

S(£,P,€) - S(f.P)] < ¢

1

= /f(x)dx > S(f,P) > S(f,P,§) —¢ > /f(x)dx—Qs.
T
Insgesamt folgt

/If(yc)dx—Qe < /f(:z:)dx S /f(x)dx < /If(:z:)dm—l—Qe

1

Da € > 0 beliebig war, folgt

/ fl@)de = / f@)de = /1 F(z) da.

I

3.3 Kiriterien fiir Integrierbarkeit

3.14 Riemann-Kriterium: Sei I C R? abgeschlossenes Intervall und f : I — R. Dann sind
aquivalent:

(i) feRU)
(ii) f ist beschrankt und

Ve > 0 3P = Partition von I : S(f, P) — S(f, P) < e.
Beweis: Vgl. letzter Beweis

3.15 Definition: M/ C R? heiBt Nullmenge, falls zu jedem ¢ > 0 eine hdchstens abzihlbare
Menge von abgeschlossenen Intervallen {I;, I, ...} existiert, so dass

MclJnR A mall) <e
k k

3.16 Folgerung: 1) Jede abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge.

2) M C R?% Nullmenge und M’ C M = M’ ist Nullmenge.
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3.17 Beispiele: 1) M C R? endlich oder abzihlbar = M ist Nullmenge.
Fir M = {z1,75,...} CR?und & > 0:

d 00
1
— o d
L= o+ [T 1= pgs) = MU A D mall) = 201" 50
j=1 keN keN k=1
wahle > 0 geniigend klein.
2) M =] — 00,00[ X[a,a] C R? ist Nullmenge:
€ € = 2ke 1
L= [k, k] x [a — ﬁ,a—l—ﬁ} > McJh A Y ml) =Y 5 =2y =
K K k=1 k=1

3.18 Lebesgue-Kriterium: Sei I C RY abgeschlossenes Intervall und f : I — R. Dann sind
aquivalent:

(i) feR(U)
(ii) f ist beschrankt und fast iiberall stetig auf I, d.h.

dM C I : M ist Nullmenge und f ist stetig in jedem z € [\ M.

3.19 Definition: Sei I C R? abgeschlossenes Intervall und f : I — R beschrinkt.
1) Fir M C I, M # () heiBt

(M) = sup f() = inf f()

S (@) - () oy € M)
= sup{|f(z)— f(y)| :z,y € M}

die Oszillation von f auf M.

2) Fir z € I heiBt
wr(z) = %ngf(Bé(x) N1I)

(Bs(z) = {y : |ly — z|| < ¢}) die Oszillation von f in x. (Der Grenzwert existiert, da
0 — Qs(Bs(x) N I) monoton wachsend und nach unten beschrankt (> 0) ist.)

3.20 Folgerung: Sei I C R? abgeschlossenes Intervall und f : I — R beschrinkt. Fiir z € I gilt

[ stetigin z & we(x) = 0.
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Beweis: "=": Sei f stetigin x und £ > 0 fest. Zeige ws(x) < €.

fstetiginz = 36 >0Vi € By(x)N1:|f(F)— f(x) <§

S Q(Bs(@) N 1) = sup {|£(9) — F(2)] sy € Bola) NI} <
= Wf(ﬁ) < Qf(B5($) N I) <e

"<=": Sei wy(x) =0, >0.
Wf(l‘):O = 35>OIQf(Bg(ZL')ﬂ])<E
dh.sup {|f(y) — f(2)| 1y, 2 € Bs(z) N1} <e

= Vy € Bs(x) N 1:|f(y) - ()] <e.

3.21 Satz: Sei A(f) :={x € I : f ist nicht stetig in 2} und

A(f) = {x el :ws(x)>e}fire>0.

Dann gilt A(f) = (] Au(f).
k=1

3.22 Satz: A, ist kompakt

Beweis: Zeige: A.(f) ist beschrankt und abgeschlossen.

1) A(f) C1 = A.(f) ist beschrankt.

2) Zeige: R\ A.(f) ist offen.
Sei 7 € R1\ A.(f)
Fall # ¢ 1 = 36 >0: Bs(7) CRY\ I C R\ A.(f)
Fall @ € I\ AL(f) = w(F) < e
= 30>0:QBs(@) NI) <e
= YyeBs(Z)N1:we(y) <e¢
— By(#)NICI\A(f)

Beweis von 3.18: (ii) = (i): f beschrankt = IK >0Vr e l:|f(z) < K.

Sei & > 0 fest. Zeige: 3 Partition P : S(f, P) — S(f, P) < &.
(Da e > 0 beliebig, folgt nach dem Riemann-Kriterium f € R([).)

. < = 3
(i) = A(f) Nullmenge = 3Ji, Jo,... abg. Intervalle : A(f) C HJk A ;ud(Jk) <%
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In jedem z € I\ A(f) ist f stetig

=3I, CR? I, abgeschlossenes Intervall : x € IS A VZ € I2NT:|f(Z) — f(2)

g

= QNI <2

= {Jp:keN}YU{IZ:z eI\ A(f)} ist offene Uberdeckung von I
= ICJU...UJy Ul U...UI; da I kompakt

Wihle Partition P = {1, ...,I,} von I so fein, dass

ijl,...,nflm:fjg(],;’m \Y% fjg[;m

n

= S(£P) - S(FP) = (M —mua(D) = 3+

7=1
wobei
o= Y - my) pally)
1
GlamLcry } <ok
~ o0 c €
< 2K Z ta(l;) < QKZud(Jk) < 2KE =5
{13mL;CI ) k=1
22 - Z (M; — my) pa(l;)

UIE3mLClzn ) (1)< (Lepn)

Quj(l 2. mlly) < %;Hd(jj) = -

{3 13m:0,CI3, }

IN

= Partition P gefunden mit S(f, P) — S(f, P) < ¢.

(i) = (ii): (i) = f ist beschrankt.
Zeige: A(f) ist Nullmenge.

A(f) = U Ayi(f) = es geniigt zu zeigen: Ay, (f) ist Nullmenge.
k=1
O.B.d.A. Ay/i(f) # 0. Sei e > 0 fest

Wihle Partition P = {I,,...,1,} von I mit S(f, P) — S(f, P) < %
Definiere M :={I; € P: Ay, (f)NI; #0} C P

= AaphHc U L

Jil;eM
Zerlege M = My U M5 mit

M, = {]; GMIAl/k(f)mI; # 0}
M, = {Ij eM: Al/k(f>ﬂ]jo :(Z)}
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Fir I] € Ml und z € []O N Al/k(f) gllt

1

36 > 0: Bg(iE) C Ijo A Qf(Bg(ZL‘) ﬂ[) > %
1
= M;—m; = sup f(z) — inf f(zx) > —
acEI]- z€l; k

1
= 7 oLy <Y (My—my)pa(ly)
{j:]jEMl} {j:IjGMl}

< §<fvp>_§(f>P) <
= ) ) < g

{5:;€M1}

£
2k
Fiir I; € M, gilt: Ay (f) N I; € I; \ I7 = Nullmenge.

= 3,1,,... abg. IntervaIIe:UIj\I;’ - Uf]o A Z,ud(fj) < g
J

Jj=1 J

Insgesamt folgt

Ap(f) € Lu U L\F

{j:1;€M1} {j:1;€ M2}
c U sulnse U roys
{jljeM} J=1 {s:1jeM} J
und B s e
> )+ pally) < gts =¢
{5:I;€M1} J

3.23 Folgerungen: Sei I C R? abgeschlossenes Intervall und f: I — R.
1) feC(I—R) = feR().
2) feR() A Bid(f) Cla,b A ge C([a,b] = R) = go feR().
3) feR(U) = |f| € R(I). AuBerdem

‘/If@f) da| < /I|f(x)|dx.

4) f,g € R(I) = max{f, g}, min{f, g}, f g€ RI).

5) feRU) A |f(@)]>c>0 = %GR(I).

6) feR(I) N P={lL,...,1,} Partition von

Vi=1,....,n: f € R(Ix)
=
= d
/I floyds =3 [ J@)ds
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3.24 Satz von Fubini: Seien I,, I, abgeschlossene p- bzw. g-dimensionale Intervalle und I = I, x
I, CRPY st f € R(I, x I,), und existiert

gly) = f(z,y) dx fiir jedes feste y € I,
III)

(kurz: f(.,y) € R(I,) fiir jedes y € 1)), so folgen g € R(I,) und

/Iyg(y)dy = /Iy( . f(x,y)dx) dy = /ff(m’y)d(x’y)'

Beweis: Seien P, = {I,,...,1,} Partition von I,, P, = {I,,...,I,,} Partition von I,.

= P = {Ijxszlgjgn A 1 <k < m} ist Partition von I,
A(P) = max{A(F;), A(F,)}

Zug:I, > R:yw— [ f(x,y)dz betrachte die Riemannsumme

Iy
S(g. Py, €) = Zg(gk)ﬂq(fk)-
k=1
Setze
mjk = 1nf~ f(xay)a Mjk ‘= sup f(l',y)
IjXIk Iink
= mj < f(.CE &) < My, fir x € I

Integral iiber I;
ey My (1 / fla, &) de < Mpp,(1;)

= mitip (L) g (1) /f 2, &) dw pg(Ii) < Mywpy(1;) g (L)

TN iyl X T) < / f (. 8) dz g (1) Z settpralTy > 1)
j=1
=9(&k)
MR N (I x I) < Zg (&) q(11) Z sitpra(Iy % 1)
7,k
Untersumme;:r Partition P Obersumme;:r Partition P
N S(f,P) <S(Py,f€)<5(fp
Satz 3.12
z3 —e < S(P,
fir A(P)<de /fa:y xy ) /fxy my

unabhangig von der Wahl der Stiitzpunktemenge &.

~ geR(I,) und / o(y) dy = / f( ) d(z,y). .
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3.25 Folgerung:

d
Ist T =[] [ax,bx] und f € C(I = R), so gilt

/If(x)d:c = /:1 (/:( abdf(:zzl,...,:cd)d:cd) drg_q ... dx2> dx;.

und die Reihenfolge der Integrationen ist beliebig vertauschbar.

3.26 Beispiel: 7 = [0,1] x [0,2] x [0,3], f(z,y,2) = xy* + 23

/I F(&)de = /;0 /:O /jo(nyJrz?’)dz dy e

TV
x,y als Konstante behandeln

1 g2 1 13
= / / [xyzz + —z4] dy dz
=0 y:O N V4 z=0

:3wy2+%1
1
81 72
= / [xy —|——y] dz
=0 4 y=0
:8;;871
81 1
- |: +? ]1:0
81 89
— 44+ = 22
2 2

3.4 Das Riemann-Integral iiber Jordan-messbare Mengen
3.27 Definition: Sei M CR% M #Qund f: M — R.

1) Wir bezeichnen die Fortsetzung von f durch Null mit

| f(z) fallszeM
Jar(w) = {0 sonst

2) Seien M beschrinkt und I C R? ein abgeschlossenes Intervall mit 7 O M. Dann heiBt f
Riemann-integrierbar (R-integrierbar) iiber ), falls f), iiber I Riemann-integrierbar ist,

und
[ r@ar = [ @y
M I
heiBt das Riemann-Integral von f iiber M. Schreibe f € R(M).

3) Falls M = 0: /f(x) dx := 0 fiir beliebige Funktionen f.
0
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3.28 Bemerkung: Sowohl die Definition der R-Integrierbarkeit als auch der Wert von / f(z)dz
M

hangen nicht vom gewabhlten Intervall I ab.

3.29 Definiton: M C R¢ heiBt Jordan-messbar, falls die Funktion 1 : M — R : z + 1 iiber M
R-integrierbar ist. In diesem Fall heiBt

|M| = / ldz :/ Iy(z) do
M DM S~~~

=x (x) charakteristische Funktion von M

der d-dimensionale Jordan-Inhalt von M, fiir d = 2 auch Flicheninhalt bzw. fiir d = 3 auch
Volumen von M.

3.30 Interpretation: Seien M C R? beschriankt, I C R? abgeschlossenes Intervall mit I O M,
P=A{6,...,1I,} Partition von I. Dann gilt

n

Stxas P) = D inf xar(@) - palle) = Y pally),

xE€l}

k=1 {k:I,,CM}
S(xu, P) = > paly).
{k:I,NM#0}
Man nennt
u(M) = Sllljpﬁ(XM,P) = /XM(x)dx
T
(M) = me (xn, P /XM
7

den inneren bzw. duBeren Inhalt von M.
3.13 = M ist genau dann Jordan-messbar, wenn p(M) = (M) gilt. Dann gilt [M| = u(M) =

i(M).

3.31 Satz: Ist M C R? beschrinkt, so ist M genau dann Jordan-messbar, wenn OM := M\ Me°
eine Nullmenge ist.

Beweis: Sei I C R? abgeschlossenes Intervall mit 7 D M.

xm € R(I) %P\ fast iiberall stetig

und
XM | Ao ISt stetig

. . ist fii M teti
XM|1\M st stetig } = xu ist genau fiir x € OM unstetig
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3.32 Lebesguesches Integralkriterium: Sei M C R? Jordan-messbar, f : M — R. Dann gilt
f € R(M) genau dann, wenn f beschrankt und fast iiberall stetig ist.

Beweis: Sei I C R? abgeschlossenes Intervall mit 7 O M. Aus

{z € I: fy ist unstetig in x} C {z € M : fist unstetigin 2z} U OM

Nullmenge

-~ -~

=:Uy =g

und
Uf D) Uf

folgt Us Nullmenge < u; Nullmenge.

Also: f € R(M) < fiy € R(I) ¥ Uy Nullmenge < uy Nullmenge

U
3.33 Folgerungen: Seien M C R? Jordan-messbar und f,g € R(M), ¢ € R. Dann:
1) fogeRON A [ (o) + (o) do = / f@ydo+ [ glo)ds
M M M
2) c'fER(I)/\/cf /f
3) |f|€R(M)/\‘/f(:z:)dx /|f )| da,
M
4) [-g,max{f, g}, min{f g} € R(M
5) Falls zusitzlich |g(z)| > d > 0 i c R(M),
g
6) f<gauf M = f(x)dxg/ g(x)dx.
M M
3.34 Mittelwertsatz: Seien M C R Jordan-messbar und f € R(M). Dann:
inf f(x)-|M| < / f(z)dz < sup f(x)-|M]|.
zeM zeM
Beweis: Es gilt inf f(z) < f(y) < sup f(x) firy e M
zeM xeM
Verwende 3.33 und / cdx =c-|M|.
M U

3.35 Satz: M, N C R? Jordan-messbar = M UN, M NN, M \ N Jordan-messbar.
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Beweis: M UN, M NN, M \ N sind beschrankt
O(MUN) C 9M UON, denn
—_—

Nullmenge nach 3.31

MUN\ (MUN)° = (MUN)\(MUN)* = M\ (MUN)°UN\ (MUN)°
(MUN)°DM® _
C M\ M°UN\N° = OM UON.
(MUN)°DN®
Entsprechend O(M \ N),0(M N N) C OM UON
3.31
= alle Jordan-messbar. ]

3.36 Satz: M C R? Jordan-messbar A f € R(M) A N C M A N Jordan-messbar = f’N €
R(N).

Beweis: Verwende 3.32. =

3.37 Satz: Sei M, N C R Jordan-messbar A f: MUN — R A f’M ER(M) A f|N € R(N).
Dann folgt f € R(M UN) und

/MUNf(l")dx = /Mf(x)d$+/Nf(x)da:—/AMNf(x)dx.

Beweis: 1) M U N Jordan-messbar nach 3.35
f fast lberall stetig auf M bzw. auf N = f ist stetig f.i. auf M UN =4 fER(MUN).

2) Fall MNN = (: Dann fyun = faur+ f. Sei I C R? abgeschlossenes Intervall mit [ 2 MUN

= f(z)dz = /IfMuN(SC)dSC = /I(fM(x)—l—fN(x)) dz

_ /IfM(a:)dm+/IfN(x)dx - /A4f(x)dx+/]\[f(a:)dw

MUN=M\NUMAN)UN\M
(U = disjunkte Vereinigung)
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3.38 Folgerung: Seien M, N C R¢ Jordan-messbar. Dann:

1) [MUN]|=|M|+|N|—|MnNN|,

2) NCM = |[M|=|M\N|+|N| = |[M\N|=|M|—-|N|
insbesondere |N| < |M]|.

3.39 Satz: Fiir M C R sind dquivalent:

(i) M beschrankt und Jordan-messbar und |M| = 0, d.h. M ist Jordan-Nullmenge.

(ii) Ve >03n e N3I,,..., I, C R? abgeschlossene Intervalle : M C U I, A Zud(lk) <e
k=1 k=1

(ii) Ve >0 3n € N 3I4,..., I, C R? abgeschlossene Intervalle : M C U I; A Z,ud(lk) <e

k=1 k=1

Beweis: (i) = (ii): (i) = (M) |M|=0

= Zu kompaktem Intervall I D M existiert Partition P mit S(xar, P) < i(M) +c=¢

> MC(WleP:InM#0ud Y py(l) = Slxar. P) < ¢ (vel. 3.30)
{IeP:INM#0}

= (ii).
(ii) = (iii): VergroBere alle I, so dass M C U I;.
k=1
VergroBerung so klein wahlen, dass Zﬂd([k) < € bleibt.
k=1
(iii) = (i): (iii) = M ist beschrankt und OM ist Nullmenge, denn

U I? mit Z,ud

wie ii = (iii)

MQOQ:GMQMQO

= M ist Jordan- messbar

AuBerdem: M C I; 338 M<‘ I .| <e = |M|=0.
_kU = |M]| Uk—z | 1| | M|

k=1

=pq(Iy)

3.40 Folgerung: 1) Jede Jordan-Nullmenge ist Nullmenge.
2) Jede endliche Vereinigung von Jordan-Nullmengen ist Jordan-Nullmenge.

3) Jede Teilmenge einer Jordan-Nullmenge ist Jordan- Nullmenge.
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3.41 Folgerung: Seien M, N C R? Jordan-messbar mit M NN C OMUON und f : MUN — R.
Dann:
fERMUN) & f|, € RIM) A f|, € R(N).

dr = de + [ f(z)dz. *
/MUN flo)da /Mf(x) ! /N (@) dz )
Insbesondere: |M U N| = |M|+ |N|.

In diesem Fall gilt

Beweis: 1) 3.35 = M UN ist Jordan-messbar.
2) f unstetiginz e MUN

f unstetig in x € M \ N oder
< (¢ [ unstetigin z € N\ M oder
f unstetiginx e MNN

= {x € MUN : f ist unstetig in x}

C{zr e M\ N: funstetiginz} U{x € N\ M : f unstetigin z} U(M N N)
~——

Nullmenge

O {x e M\ N: funstetigin z} U{x € N\ M : f unstetig in x}

3) (x) folgt aus 3.37 und

0 < \/Wﬂx)dx\ < /W|f<x>|dx < sup |f(@)| - IMNN]| = 0.

3.5 Integration iiber projizierbare Mengen
3.42 Satz: Sei M C R? Jordan-messbar und f € R(M). Dann ist der Graph
G(f) == {(z,f(z)) :2 e M}

eine Jordan-Nullmenge in R4+1.

Beweis: Seien [ O M, I abgeschlossenes In’ﬁarvall, und € > 0 fest.
Wihle Partition P = {Iy,...,I,} von I mit S(far, P) — S(fu, P) < € (vgl. 3.14)
Es gilt

G(f) € G(fu) € UIkX (M, My]
k=1
und

n

> sa (I x [y, My]) = Y pa(ly) - (M —my) = S(far, P) = S(fur. P) < ¢

k=1 k=1
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3.43 Satz: Seien M C R? Jordan-messbar und u,0 € R(M) mit u(x) < o(x) fiir x € M. Dann
ist die Menge

N = {(:L‘,md+1) cx €M N u(x) <zgyq < o(x)} C R

Jordan-messbar, und es gilt

|IN| = /M (o(z) — u(z)) d.

Beweis: 1) Wihle K; < Ky mit K7 < u(z) < o(z) < Ks fir v € M.

2) Zeige: ON ist eine Nullmenge.
ON C {(z,u(z)):z e M}+{(z,0(x)) :z € M}

~ ~

=:B (Boden) =:D (Deckel)
+ {(JZ,ZL‘d+1) cxedM N K < Ta+1 < KQ}

-3
3.42 = B, D sind Nullmengen

S ist Nullmenge, denn fiir ¢ > 0 gilt

oM C Ufk thud K (OM ist Nullmenge)
1

= SQUIk X [Ky, K] A Zudﬂ (Ix % [K1, Ka)) = (Ko — K1)> pa(l) < e
k k k

= BUDUS ist Nullmenge, also auch 9.

3) Wihle I C R? abgeschlossenes Intervall mit I > M
= NQIX [Kl,Kg]

= N = / (@ zasn) d(@, 2as)
]X[KlKQ]

Fublnl
// XN(%, Tgy1) degyr do

existiert, S|ehe unten

o ()
= / / 1 d$d+1 dCL‘
UM

=on(z uM( ) existiert

_ /I (onr(#) — upr()) da
_ /M (on(z) — une(x)) da

3.44 Definition: Sei M C R

1) M heiBt projizierbar in z;-Richtung (1 < k < d), falls es eine Jordan-messbare Menge
M, € R4 und zwei Funktionen u, 0 € R(M,) mit u(z) < o(z) fiir x € My gibt, so dass

M = {(z1,...,2q) 1 &' = (T1,. .., Tp_1, Thp1, - .., Ta) € My A u(@’) <z < o(a!)} (%)

gilt.
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2) M heiBt Standardbereich, falls M in jede Richtung x1, ..., x4 projizierbar ist.

3.45 Satz (Fubini fiir Jordan-messbare Mengen): Seien M C R¢ projizierbar in z4-Richtung und
f € R(M), My und x’ wie vorher. Existiert fiir jedes 2’ € M das Integral

o(z')
/ f(x,w/rd) dl’d,
u(x’)

dann gilt
o(x")
flz)dx = / / f(@' xq) dogda’.
M My Ju(x’)

Entsprechendes gilt, falls M projizierbar in x;-Richtung ist.

Beweis: Beachte: ' = (z1,...,241).
Wahle abgeschlossenes Intervall I O M, I =1’ X [a,b], I' C R4 abgeschlossenes Intervall

= / flz)de = / fu(x)de
M 1I'x[a,b]
Fubini ’
o / / fM(LU/,.ZCdJrl) dflfd da’
I' Ja

o(z')
= / f(2', x4) dzy existiert nach Voraussetzung
u(z’)

3.46 Beispiel: M = {(z,y) e R*:y >0 A 2?2 +y*> <1}, f(z,y) = 2%y.

1 Vi—z2
/f(x,y)d(fv,y) = / / ’y dy dzx
M rz=—1 Jy=0

1
= —/ 731 — %) da
2 r=—1
_ 1[333 x5}1
213 514
12
= 215079
B 2
15

3.47 Beispiele: 1) M projizierbar in x1- und in zo-Richtung, also ist M ein Standardbereich.

T2

T



2)

3)

4)

3.48 Satz von Cavalieri: Seien M C R d > 2 Jordan-messbar, a,b € R, so dass

und

Dann:
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M projizierbar in z;-Richtung, aber nicht in x5-Richtung

T2

X1

M weder in z1- noch in x5-Richtung projizierbar:

T2

X1

T t2
f sei stetig auf [0, 1]. Vereinfache / f(u) dudt: 14
t=0 Ju=0

Integrationsgebiet M = {(t,u): 0 <t <x A0 <u<t?}
(Darstellung als in u-Richtung projizierbare Menge).

Aber M ist auch in t-Richtung projizierbar: t=y

u=t>

M={(tu):0<u<z® A Vu<t<a}

f:M —R:(t,u) — f(u) ist stetig, also R-interierbar und

/x flu)dt = (z — /u)f(u) existiert.

T 2 x2 T
W / / Fflu)dudt = / / Fu) dudt
t=0 Ju=0 u=0 Jt=y/u

- / (x — V) f(u)dudt

0

M g {(571727"'7$d)GRd:agggb}7

V¢ € [a,b] : Mg := {2’ e R*": (£,2') € M} ist Jordan-messbar in R?"".
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1) Die Abbildung & — |M| := (d — 1)-Jordan Inhalt von M, ist R-integrierbar iiber [a, b] und

b
2) fiir den Jordan-Inhalt von M im R? gilt | M| :/ | M| d€.

Beweis: Wahle abgeschlossenes Intervall I C R4, so dass M C [a,b] x [

= |[M| = / ldz :/ X (x)de.
M [a,b]x I

Voraussetzung
. o ; MeCI / r / / _—
= V&€ [a,b]: | M| = / lda" = /XMs(I)d:L‘ = /XM(g,x) da’ existiert
Mg I I
Fubini 3.24 =
1) (g o /XM(g,x') dx’) e R([a, b)) und
I

N J/

-~
=[M|

b
2) |M| = / (21, 2") d(z1,2") = / /XM(xl,x’) de'dz, = / |M,,| dxy
la,b]x I [a,b] JT a

2
3.49 Beispiel: Seien r,h > 0und M = {(z,y,2): 0< 2 < h A 2? +y> < %z}:

2
,Schnitt” mit z = & M, = {(z,y) : 2> + 2 < %g} .

= | M| = T%ﬁ (Flacheninhalt Kreis) h
Wihlea=0undb=h = M C{(z,y,2) e R®:a <z <b}

= Volumen des Rotationsellipsoids: M, x {€}

h 2
r ™
M| = [ e = Ten
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3.6 Der Transformationssatz

3.50 Transformationssatz: Seien O C R? offen, g € C1(O — R?) mit
det(¢'(x)) > 0 auf O oder det(¢'(x)) < 0 auf O,

g injektiv, M C O Jordan-messbar mit M C O. Dann ist auch g(M) Jordan-messbar, und fiir
feC(g(M)—R) gilt

/ fly)dy = / f(g(z)) !det(g'(a:))!dx.
g(M) M

3.51 Bemerkung: Im Fall d = 1, M = [a, b] gilt gem3B Integration durch Substitution

g(b) b
dy = Mg (z) dz.
/g(a) f(y) dy / flg(x))g (x)

Woher kommt der Betrag | det(¢'(z))|? Im Fall ¢'(y) < 0 fiir y € [a.b] gilt g(a) < g(b), da g streng
monoton fallend, und es folgt

[a,b]

b
fe@) lg@)]de = - / F(g(2))g (x) dz
g(b)

Sub
= - fy) dy
g(a)
g(a)

= f(y)dy
g(b)

- F(y) dy
[9(b),9(a)l=g([a,b])

3.52 Beispiel: / e~ @) d(2, y)
Br(0)

Ebene Polarkoordinaten: = = rcosy
y = rsing

g ( ; ) - ( g ) . 9]0, 00[x]0, 27[— R2\ {(2,0) : = > 0}

S r cos —7rsin . .
= ¢ injektiv, g’( 0 ) = < Smfz rcosgf ) ist stetig,

det(g'(r,)) = rcos? o +rsin®p =r >0

Transformationssatz fiir Bg(0) nicht anwendbar. Definiere M. C Bild(g) durch
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Winkel =c = M.=g([e,R] x [e,2m —¢])

9 x ~~
R Urbild ist Rechteck

Transformationssatz:

/ ei(mQerz) d(&?, y) _ / ef(r2 cos? p+r2? sin? @)T dr dQD
le,R]x[e,2m—¢]

: Fb 2m—e
ubini / / rdgpdr

=2n— 2e)e 2y

=  (2m — 2¢) [ — —e_’ﬂ}

Wegen
9 Mittelwertsatz
‘/ e~ (7 my‘ < max{e” (**+¥") - |Br(0) \ M|
(0)\ M 3.34
< 1(me® + eR?)
— 0firel0
folgt

/ e @ (2, y) = lim [ @ d(z,y) = 7(1 - F)
Br(0) 0

3.53 Satz (Monotonie beziiglich Menge): Seien M C N C R? Jordan-messbar und f € R(N),
f(z) > 0 auf N. Dann
[ @ < [ rayas
M N
Beweis: 3.36 = f e R(M)

3.35 = N\ M ist Jordan-messbar

3.37 = . f(z)dz = /Mf(a:) dx+\N\M f(x) dl:‘_/MﬁN\N . x)de > / f(x

-~

>0 siehe 3.33 —0 ]
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o0

3.54 Folgerung: / e dr = /7

Beweis: Es gilt Br(0) C [-R, R] x [-R, R] C B ;5(0)

67(932;;/2)>0 / e_(m2+y2) d([p’ y) S / e_(m2+y2) d(x7 y)
JBr(0) [ RR]x[~R.F]

J/ N J/
~~ ~~

=n(l—e~B?)—r fiir R—o0 :ffR e—2? dg fFR ev? dy—)(ffooo e—7? dm)2 fiir R—o00

/ e d(z, y)
B\/ER(O)

J/

IN

-~

=n(1—e=2R?) 1 fiir R—o0

3.55 Satz: Seien M, N C R offen und Jordan-messbar, g € C'(M — N) bijektiv und det(g'(z)) >
0 auf M oder det(¢'(x)) < 0 auf M, Weiter seien g, det(g’) stetig fortsetzbar auf M. Dann gilt fiir

feC(N—R)

Beweis: 1) fly)dy /Nf(y)dy—i- 6Nf(y)dy /N ON /f

N=NUON

Es geniigt also, zu zeigen, dass

/N fly)dy = /M 7 (g(a))| det (¢/(2)) | da

2) N, M sind kompakt, und f, g, det(g'(z)) sind stetig

= 3K >0:|f(y)| <K firye N A |f(g(x))det (¢'(2))| < K firze M

3) Spezialfall f > 0: Sei e > 0 fest.

a) Wahle abgeschlossenes Intervall I C R mit M C I
330 = 3 Partition P={Iy,....Lyvon I: Y pa(l) > |M|——

K
{k:I, CM}
Setze M := U I;.. Dann
{k:I, CM}
()MQM/\M M C M und
(i) [M]= > Nd(fk)EfM!—gund
{k:I M}
Mittelwert- MCM ~ (“)
o €

(iii) ‘/M\Mf(g(x))}det (g’(m))|dx
? = £
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N YR TR P
. M\M M

(iii)

< /M f(g(2))| det (¢ (z

MCcM
Transformation_ssatz in O=M /g‘(M) f<y) dy te
G(M)CN, f>0
< | raye
353 N

b) Wihle abgeschlossenes Intervall J C RY mit N C J
. £
330 = 3JPartition P={Jy,....Ju}von J: > py(Jy) > [N|— =

{k:Jk,CN}
Setze N := U Ji.. Dann
{k:J, CNY}

(i) N=N C N und

(i) |N] > [N - % und

(i) | [ ] <

N\N
= fly)dy = /...dy—l—/ . dy
N N N\N

< /Nf<y>dy+e

Transforngtionssatz / ) f(g(x)) } det (g/(l')) } dr + ¢
9 H(N)

g~ (N)CM

< /M f(g(x))|det (¢'(z))| dz + e

353

dx

)| dz + e

- /N fy)dy < /M £ (9(x))] det (¢'(x)) | dz + & < /N F(y) dy + 2¢

e>0 giebig /N f(y) dy — /AV/[ f(g(q})) ‘ det (g’(x)) ‘ dz

4) Fiir beliebiges f € C(N — R): Zerlege
f = f—min f(y)+min f(y)

yeN yeN
—_— —
>0 konstant

und verwende die Linearitdt des Integrals.

3.56 Beispiele: 1) Polarkoordinaten im R?:

T = Trcosyp <r>_(rcpsgp)
y = rsing I\ ¢ ) = \rsing

g :10,00[x]0, 27[ — ERQ \ {(#,0):2 >0}

(. J

-~ -~

=D(g) =Bild(g)
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Y
@ /
2T

// N

Integral iiber Br(0) berechnen:
Setze M :=]0, R[x ]0,2x[, N := Bg(0)\ {(,0): x>0}

L M= x [0,27], N = Br(0)
g, det ’ = r sind stetig fortsetzbar auf M
= / T,y) = / f(rcosp,rsinp)-rd(r,
Br(0 [0,R]x[0,2] ~~ - T

=90 det (¢/(r, )

fir f € C(Bg(0) — R).

2) Zylinderkoordinaten im R®: z = rcos¢p
Yy = rsing
z = h

T T COS
© = 7 SIN @ = det(¢’) =7
g(h> h (9')
g :]0,00[x]0,27[ xR — R*\ {(2,0,2) : 2 >0 A z € R}

3) Polarkoordinaten im R3:

2
x 7”,——“‘(may7z)
rcosd T | r 7 sin 1 cos
| g(tp) = rsind sin @
3 9 r cos ¥
o
LY
v |
_—+(z,9,0)
b4 T

g:]0,00[ x ]0,27[ x |0, 7[ = R*\ {(2,0,2) 12 >0 A z€R}

sinvcosp —rsindsing rcosdcosp
det (¢'(r,,9)) = det 2i0r;11);singo Ssinﬁcosgo C(;nossigrsﬁingp

1
©)
—r?sind
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= ‘BR(O)‘ = /B( 1d(z,y, 2)

R 2 s
325__ / / / 1-7'sinydddedr
und Fubini r =0 J9=0



