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4 Integralsatze

4.1 Kurvenintegrale
4.1 Definition: Sei v € C'([a,b] — R%).

1) K := Bild(y) heiBt Kurve im R?, (v, [a,b]) heiBt Parameterdarstellung von K. Ist v(a) =
~(b), so heiBt K geschlossen.

2) st 7|[a " injektiv, so heiBt K Jordan-Kurve.

4.2 Bemerkung: Parameterdarstellung induziert einen Durchlaufsinn.
4.3 Beispiel: Seien r, ¢ > 0 gegeben und

( rcos(t) >
v:[0,4n] = R3 : t — TSHzlf(t) :

4.4 Definition: Seien (v,[a,b]), (g,[c,d]) Parameterdarstellungen der Kurve K. Existiert ¢ €
C*([a,b] — R) mit

'(t) > 0 auf [a,b] und ' o
Zg(a) = a@(b) — d und } = ¢ :[a,b] = [c,d] bijektiv
Y(t) = g o p(t) fiir t € [a,b],

so heiBen die Parameterdarstellungen aquivalent.

8wt
 Cos (1—+t)
4.5 Beispiel: (g,[0,1]) mitg(t) = | rsin (f—ﬁ) = ﬂy(f—ﬁ) ist dquivalent zu (v, [0, 47]) aus 4.3.
r cos(t?)
(R, [0,2y/7]) mit h(t) = | rsin(t?) | = ~(t?) liefert die selbe Kurve K, ist aber keine dquivalente
ct?

Parameterdarstellung, denn (t) = t2, aber '(0) = 0 ist nicht erlaubt.
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4.6 Definition: Sei (7, [a,b]) Parameterdarstellung von K. Existiert 7/(to) und gilt 7/(to) # 0, so

heiBt
1

1" (o)

T,(to) = -7 (to)

Tangenteneinheitsvektor im Punkt 7(to).

4.7 Satz: Seien (7, [a,b]), (g,[a,b]) dquivalente Parameterdarstellungen der Kurve K. Dann

1 1y 1=goe g (e(to)) - () w0 gl(e(te)
H’Y’(to Tg(go(to)).

Ty(to) = 70 = G el 9]

4.8 Definition: Sei K Kurve im R%.
1) Existiert eine Parameterdarstellung (v, [a,b]) mit v € C*([a,b] — R?) und +/(¢) # 0 auf

[a,b], so heiBt K glatt.
Insbesondere: K glatt = T, stetig auf [a, b].

2) K heiBt stiickweise glatt, falls es eine Parameterdarstellung (7, [a, b]) und eine Unterteilung
a=ty<t; <...<t,=>gibt, so dass

/
i oy € C (151,85 — R?) und (’Vhtj,l,tj]) (t) £ 0 fiirt; .y <t <t

firj=1,..., n gilt.

4.9 Bemerkung: Glatte Kurven haben keine Ecken, stiickweise glatte Kurven konnen Ecken besit-
zen.

4.10 Definition: Sei K Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung (v, [a, b]).

1) Falls

so heift K rektifizierbar.
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2) st K rektifizierbar, so heiBt

die Bogenldnge von K.

4.11 Satz: Sei K Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung (7, [a,b]), v € C*([a,b] — R?). Dann

ist K rektifizerbar mit ,
= [ o)

Beweis: 1) Fira <t;_; <t; <bgilt

[7(t) = (t-

S Ly (K /Hv ]dt _.

b
= K ist rektifizierbar und L(K) < / |7/ (®)]] dt.
2) Seie > 0. ist stetig auf kompakter Menge, also gleichmaBig stetig:
3> 0Vs,t €lab]:[s—t|<d=||7(t) =~ ()| <e

Sei t0:a<t1<...<tn:bmitmax\tj—tj,1] < 9. Dann

YO = W) +7O) =~ @) < [Vl +e firt;, <t <t
= /t] Y@ dt < |7 @)t — ti-1) + ety — ;1)
- ‘ /t_j (Y (t;) =~ () +~'(1)) dtH bty — )
< /t.j HW H dt—l—H/ )dt"+5(tj—tj—1)
< V@) jlumg b

= [ @l < 3 ()~ 7o) + 26 - 1) < L)+ 256~ a)

b
Fir e | 0 folgt / || dt < L(K).
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4.12 Bemerkung: Ist K rektifizierbar, und sind (”y, la, b]) (g, [a,b]) aquivalente Parameterdar-
stellungen, so gilt

LK) = SngIIV(tj)—v(tj—l)H = SlnllpZHg(tj)—g(tj—l)H = LY(K).

D.h. dquivalente Parameterdarstellungen ergeben die selbe Lange.

4.13 Hilfssatz: Sei K rektifizierbare Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung (7,[a,b]). Ist ¢ €
la, b, so sind K’ = ~([a,c]) und K" := ~([c, b]) rektifizierbare Jordan-Kurven, und es gilt

LK"Y + L(K") = L(K).

Beweis: 1) Seiena=ty<t1 <...<t,=c¢,c=85<8$<...<S$, =0

= Lty (K') 4 Liggsmy(K") = L.

= K', K" sind rektifizierbar, L(K') + L(K") < L(K).

2) Seie > 0 vorgegeben und a =1ty < ... <t, =bmit Ly, .1(K)>L(K)—e¢.
Erganze die Unterteilung eventuell um ¢, sodassa =t, < ... <t , =c<t) , <...<t, =
b.

t;g}(K,) + L{t;g--wt;n}(Kﬂ) = L{t6 77777 t;n}(K) > L(K) — €.

777777

= LK)+ L(K") > L(K) —¢ 2 L(K'")+ L(K") > L(K).

4.14 Beispiel: (1) = ( 5 Joo<t<oyt =g ) = [v®l=vivie

b
nalysis b 1 .
= LK) = / V1t 42 de At 5\/1+4b2+1ar81nh(2b)
0

4.15 Satz: Seien K rektifizierbare Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung (7, [a,b]) und
Ky :=~([a,t]), L(t) := L(K,) fir t € [a,b].

Dann gelten:

1) L ist streng monoton wachsend,
2) L ist stetig,
3) Bild(L) =[0,L(K)] und L : [a,b] — [0, L(K)] ist bijektiv,

4) st zusitzlich v € C*([a,b] — R?), so ist L differenzierbar mit L'(t) = ||7/(¢)]| fiir t € [a,b)].
Insbesondere: L € C*([a,b] — R).
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Beweis: 1) Fiira <t <t <bgilt mit K" =~([t,t]):
413 = L(K;)+ L(K') = L(Ky)

= L(t') - L(t) = LK) > |v(#) —~@®)]| > 0.
da K Jordan-Kurve: y(t') # ~(t)

2) a) Seie > 0. Zeige: Es gibt ¢, €]a, b[, so dass
0<L(t) <eund 0 < L(b) — L(t') < e.
Wiahlea =ty < ... <t, =b mit
7 ist stetig auf kompakter Menge [a, b], also gleichm&Big stetig
36> 0t € [a,b]: [t =] < & = ||y(t) — (|| < %

Erganze {to,...,t,} um Zwischenstellen zu {t,...,t }, so dass [t} —t, ;| < ¢ fiir
=1,...,m.

£
= L,y (K) > Ly, 0 (K) > L(K)—§. (%)

Setze Kj := y([tj_y,1}])

= 0 < L(K) —|[v(t) — ()|
< D (LK) = ) =)
413 L(K) — Ly, (K)
) L<K)_(L(K)—g>
. 15
T2
5 LK) < S+ )] < 545 =
= 0 < L(t)) = LK) < e

4.13

Genauso folgt 0 < L(b) — L(ty—1) = L(K,,) < e.
b) Seitela,b] mit0<L(t) <e

= Fiir " € [a, ] gilt

0 <
~—
1) =0 1)

€ > 0 beliebig = L ist in t = a rechtsseitig stetig.
Anwendung von a) auf y([to,b]) *="° L ist rechtsseitig stetig in t = t, fiir ty € [a, b[.
Genauso: a) = L ist linkseitig stetig in ¢, fiir ¢y €]a, b].

3) L stetig A L(a) =0 A L(b) _ L(K) ZWiSChe:n;vertsatz 3).
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a) 411 = Lt / I1y(r) EREp ) = |y (@)

Diff-Integralrechnung 0

4.16 Definition: Sei K rektifizierbare Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung (v,[a,b]). Dann
heiBt

(9,10, L(K)]) mit g(s) =~v(L7'(s))

Bogenlangendarstellung von K. (Durch Nachrechnen: Aquivalente Parameterdarstellungen fiihren
zur selben Bogenlangendarstellung.)

4.17 Folgerung: Falls v € C'([a,b] — RY): g € C*([0, L(K)] — R?) und

lg@l = e e |\v’<L-1<s>>-(L‘1)’<s>||

o) gl = PO gl -

4.18 Beispiel: Sei r > 0 fest und ~(t) = ( cgﬁfg;rg ) 1<t <2

—2mr sin(2nt
||7/(t)|| - H( 27rrcos§27rt§ > H = 2mr
t
= L(t) = / 2nrdr =2mr(t — 1) =
1
- t:L—l(s):2i+1
= Bogenlangendarstellung:

(s) < +1> rcos(§+27r) (Tcosf) 0< <9
s) = = e ], 0<s< 27r.
g i 27r rsin(§+27r) rsin o

4.19 Definition: Seien D C R?, f € C(D — R), K C D rektifizierbare Jordan-Kurve mit
Bogenlingendarstellung (g, [0, L(K )]) ann heiBt

[ras = [ stgas

Kurvenintegral von f iiber K.
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4.20 Satz: Voraussetzungen wie 4.19 und zusatzlich Parameterdarstellung (7, [a,b]) von K mit
v € CY([a,b] — RY). Dann gilt

b
| ras = [l

t
Beweis: 4.11: L(t) :/ |7/ (7)]| dr

s=L(t)

L(K) b
< [ feenas O gy o) ar

ds=||v'(t

20 (L=1(L(8))) = (t)

b
4.21 Beispiele: 1) ~:[a,bt] = R : st K = [a,b] = /fds - / F£(6) -1t
K a

Also: Kurvenintegral beinhaltet Integral iiber Intervall.

2) SeiaERfest,fy(t):(;t>, 0<t<1lund f(z,y) = 2*+ ¢

1
1
= /fds = /(1+a3)t3\/1+a2dt = \/1—|—a2(1—1—a3)zl
K 0

4.22 Definition: Sei D C R? offen

1) Ist f: D — R differenzierbar, so heiBit

81f al
gradf := : = Vf (V=| : = Nabla-Operator )
8df acl
Gradient von f.

2) Ist f: D — R dann heiBt f auch Vektorfeld. Gibt es eine Funktion F' € C1(D — R), so
dass f = VI in D, so heiBt f Gradientenfeld, I’ heiBt Potential von f.

3) Ist f: D — R? differenzierbar, so heiBt

d
divf == Y 0;f; = ij
j=1
Skalarprodukt im R?

Divergenz von f, auch Quellenstarke.

4) Nurfird=3:Ist f: D — R? differenzierbar, so heiBt

Oy f3 — 03 fa o] f1
I'Otf = 83f1 — 81f3 =: VXf = 82 X f2
O1fa — 0o f1 7 03 E

Kreuzprodukt im R?

Rotation von f, auch Wirbelstarke.
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4.23 Folgerung: 1) /(/\-f+u~g)d3:)\/fds+u/ gds
K K K

2) ‘/des

3) Falls K = Ky UK, Jordan-Kurve, wobei K, K5 rektifizierbare Jordan-Kurven und Endpunkt
von K7 = Anfangspunkt von Kj:

< max|f| - L(K)

/fd3: fds+ f ds.
K K

Ko

4.24 Rechenregeln: 1) grad,div,rot sind linear.
2) rot(gradf) =0, div(rotf) = 0.

4.25 Definition: Sei D C R? offen, f € C(D — R?), K C D rektifizierbare Jordan-Kurve mit
Bogenlangendarstellung g € C* ([0, L(K)] — R%). Dann heiBt

/K foT,ds = /0 " o) - g (s) ds

~—
= Tangenteneinheitsvektor
4.17: ||g'(s)]| =1

Wegintegral von f liber K.

4.26 Folgerung: Voraussetzungen wie vorher. Ist zusatzlich (7, [a,b]) eine Parameterdarstellung
von K mit v € C'([a,b] — R?), so gilt

[ rmas = [ ) o

Beweis: Selber, vgl. 4.20.

4.27 Bemerkungen: 1) Wegintegral in der Physik: Arbeitsintegral
2) Andere Schreibweise

Aﬁwm:gﬁmm,ém%:L%wwmw

4.28 Erweiterung: Sei D C R offen, f € C(D — R?) und K C D eine stiickweise glatte Jordan-
Kurve mit Parameterdarstellung (v, [a,b]) und a =ty <t; <... <t, =b so, dass y([t;_1,;]) fiir
j=1,...,n glatte Kurven sind. Dann

n

/Kf-ngs - Z/m_lﬂf Tds:Z/ D (Gl ) @

j=1
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4.29 Satz: Seien D C R? offen und f € C(D — RY) ein Gradientenfeld mit Potential F' €
CY(D — R). Fiir jede stiickweise glatte Jordan-Kurve K C D gilt

/ f-T,ds = F(Endpunkt) — F'(Anfangspunkt).
K

Insbesondere ist das Wegintegral wegunabhangig.

Beweis: Seien (7, [a,b]) und a =ty < t; < ... <t, =b wie in 4.28. Dann

/Kf.ngs 428 Z/ Fly ’y‘ . 1t]>/(t) dt

= (VR)(y(£) -7 (2)
Kettenregel %F(’y(t))

riickwarts

(F(v(t;)) — F((tj-1)))

F(v(\tg_)) - F(v(\tg_,))-

Hauptsatz Diff-
Int-Rechnung

Teleskopsumme

4.30 Definition: Sei D C R%.

1) D heiBt (weg-)zusammenhdngend, falls zu je zwei Elementen z,y € D eine Kurve K C D
mit Parameterdarstellung (7, [a,b]) und v(a) = x und ~(b) = y existiert.

2) D heiBt Gebiet, falls D offen und zusammenhangend ist. In diesem Fall kann oBdA K als
glatt angenommen werden.

4.31 Satz: Sei D C R? ein Gebiet und f € C(D — R%). Ist das Wegintegral von f iiber K fiir
stiickweise glatte Kurven K C D wegunabhingig, so besitzt f ein Potential FF € C'(D — R),
dh VF = fin D.

Beweis: Wahle o € D fest. Zu jedem x € D wahle K, C D stiickweise glatt mit z( als Anfangs-
und z als Endpunkt. Setze

F(z) = f-Tds.

Ky
Seien x € D, K, und j € {1,...,d} fest. Zeige: 0;F(x) = f(x).
D offen = 36y > 0: B (z) C D.
Setze v;(t) =z +t - e; fiir |t| < dp.
Wahle |h| < 09 = ~;([0,R]) C D, glatte Kurve



Analysis 111, Wintersemester 2019/20, Seite 75

= K, U~7;([0,h]) ist Kurve von xy und = + h - ¢;, die in D verlduft

= F(z+h-e)) = / f-Tds+/ f-Tds
= 75 ([0,h])
—F(a)
= F(z+h-e;) — F(x) = / f-Tds
75 ([0,h])

h
20 / flx+t-e5)-e; dt
0 N ~~ -
=fj(z+t-e;)

Mittelwertsatz (h _ 0) . f](x + Th * ej)u T € ]0, h[

Integralrechnung

h—0

 L(Fthoe) - F@) = fa+meom) T 5@
= 0;F(z) = f;
= VF@) = fla)

4.2 Flichenintegrale im R?

4.32 Definition: Sei O C R? offen, f € C* (O — R3), M C O, M abgeschlossen und Jordan-
messbar, f‘M injektiv und

nfi Oxfa
Rang (01 f(z) 0xf(x)) = Rang(@lfg 82f2) = 2 firxze M.

Ofs Oxfs

Dann heift F = f(M) Flache im R?, (f, M) heiBt Parameterdarstellung von F'.

4.33 Satz: Sei F Fliche im R?® mit Parameterdarstellung (f, M). Ist K C M eine glatte Jordan-
Kurve, so ist f(K) eine glatte Jordan-Kurve im R3.

Beweis: K besitzt Parameterdarstellung (7, [a, b]), so dass 7‘[(1 o INjektiv, v € C*([a,b] — R?)
und 7/(t) # 0 fir t € [a, b] ist.
= f(K) besitzt die Parameterdarstellung (f o+, [a,b]) und

1) fo 7\[“[ ist injektiv, da f, V‘M[ injektiv

2) foyeC'a,b] — R

Orfi(y(t)) Oafi(v( I (t
3) (o) = £aO)-v0 = (anhe) anoe |- ()
O1fs(y(t)) Oafs(y(t 2
O f1((t Oa fr(y(t
= @) | Ofa(y(t +75(t) - | Oafal(t # 0,
O f3((t Oa f3(y(t
da {01 f,02f} linear unabhéngig und ( 7§<t> ) =~/(t) #0.
Y5(1)
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4.34 Folgerung: Der Tangentenvektor

1
17 o
liegt in LH{O:1 f(v(t)), 02f (7v(t))} (LH = lineare Hiille).

Troy(t) = (fo)(t)

4.35 Definition: Sei (f, M) Parameterdarstellung der Flache ' und z € M.

1) LH{0:f(z),0.f(2)} heiBt Tangentialraum an F im Punkt f(z).

2) Die Ebene
hn
{(#)=r@+eou@ s afw;:sicr)
Y3
heiBt Tangentialebene an F' im Punkt f(z).
1
3) n(x - 01 f(x) x Oaf (x) heiBt Normaleneinheitsvektor an F' im
) 9= G xaw]
Punkt f(z).
4.36 Bemerkung: ||0,f(z) x 9, f(x)| ist der Flicheninhalt des Parallelogramms, das von 0, f(x),

Oy f () aufgespannt wird. Daher gilt

Hﬁl ) X Oaf (z H #0 < {01f(x),0of(x)} ist linear unabhangig
< Rang(d1f(z) 02f(2)) = 2.

4.37 Definition: Sei (f, M) Parameterdarstellung der Flache F. Dann heit OF := f(0M) Rand
von F'.

4.38 Folgerung: Sei (f, M) Parameterdarstellung der Fliche F'. Ist OM eine stiickweise glatte
Kurve mit Parameterdarstellung (v, [a,b]), so ist OF eine stiickweise glatte Kurve im R® mit Para-
meterdarstellung (f o+, [a,b]).

4.39 Definition: Sei (f, M) Parameterdarstellung der Flache F' C O, O offen, und g € C'(O — R).

1) |F| = /M |01 f(z) x 92 f(x)|| dz heiBt Flacheninhalt von der Fliche F.

2) /g do = / ||81 ) X Oof (z H dx heiBt Integral von g iiber F'.
F

Offensichtlich: |F| = / ldo.
F
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T
4.40 Beispiel: [:R> 5 R%: (31 ) (4 7 ),O_RQ,M—{xeR2:|x|§\/§}

2 2
: 0 .o i
1f - ( _23:1 > ' Qf - < _2x2 )

2.171
= O f(z) X Oaf () = (ng ),

1
H@l Xagf( )H = \/1+4$%+4$%
= |F| = / 1+ 422 + 422 dx

2m
Pola / / VIt 4 dpdr
r=0

koordinaten

2 1v2
= 2= (144r2)%2. 2
7r3 13’/TT:0
= (@271 = =
6 ) 3

4.3 Integralsditze

4.41 Integralsatz im R?: Sei D C R? offen, f € C*(D — R) und M C D ein Standardbereich,
so dass

M = {([L’l,l‘g) ER*:a; <21 <by A ug(z) <ap < 02(17)} (Projektion in z5-Richtung)
M = {(.Tl,l’g) ER*:ay <y <by A ug(z) <2 < ol(x)} (Projektion in z1-Richtung)

mit geeigneten a; < by, as < by, wobei zusatzlich uy, 05 € C’l([al, bi] — R), Uu,01 € C’l([ag, bo] —
R) und u;(z) < 0;(x).

Dann ist OM eine stiickweise glatte geschlossene Jordan-Kurve. Wird M im Gegenuhrzeigersinn

durchlaufen, so gelten
/(f)-Tds——/afd
0 ) e = 2]
oM M

/8M<?>-ngs - /Malfdx

Beweis: Betrachte Projektion in z5-Richtung. Parameterdarstellung von OM:

| (Z(Zﬁ@(b%)) 0<t<1

() = %@th{)(?%? — (b)) ) 1<t<?2
(0(b+(t—2)(a—b)) 2<t<3

\ ( g(Cl)Jr(t—i%)(u(a)—O(a)) ) 3<t<4
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(Im Fall o(b) = u(b) oder o(a) = u(a) entsprechende Kurvenstiicke weglassen.)

((P79) 20 o<i<i

/ (ob)—up) ) #0 1<t<2
A (=D )#0  2<t<3
| (@) —ofa) ) #0 3<t<4

+/3<5>-<a”_‘b>dt+/40dt
= /0f(a+t(b—a),u(a+t(b—a)))dt(b—a)
+/3f(b+t(a—b) u(b+t(a—1b))) dt(a —b)

T=a+t(b—a)

dr=(b—a)dt
/fTu d7'+/ f(o,0(o
07b+(t—2 (a—0b)

do = (a —b)dt
=: (%)
Andererseits:
b o(x1)
—/ an(JT) dz = —/ / 82f 1'1, ZEQ) dCL’Q dl’1
M z1=a J zo=u(r1)
b
auptsatz Diff-
e O [ (Fansoa)  flar,u(e) da
Int-Rechnung a
= (%)
Zweite Gleichung genauso mit Projektion von M in x;-Richtung. 0

4.42 Folgerung: Voraussetzungen wie in 4.41, aber f € C'(D — R?). Dann:

1) Satz von Green: / (Oof1 — O1fo) dz = — f-T,ds.
M

oM

2) Satz von GauB in der Ebene: / V. fdr = f-nds,
M

oM
wobei n = ( —((T%)% ) den ins AuBere von M weisenden Normaleneinheitsvektor an M
g

bezeichnet.

Beweis: 1) /A/[(82f1—81f2)d1‘ 441 /6M<<—0fl).Tg_<]92>.Tg>dS
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2) / O fi+ 0af2) dZL’4—41 /8M<<L]91>-Tg—<J62)~Tg>dS = /3M(fml+f2n2)d8

4.43 Beispiel: M = B;(0), | ( 4 ) = ( ) >

) X2
Green: / (82f1 — (91f2) dz = / 0der =0
M M

GauBVf:81f1+82f22:1+1:2

= / V-fde=2|M|=271-9=18r
M

cost
sint

—sint 1 t
= (1) :3< cost )7 n(t) = ”7/(,5)” '3< fgisnt )
R e / Fv(0) - n(t) ||m |dt
oM
. 3cost cost
- /0 ( 3sint ) ”7 ” < sint ) “7/(t)Hdt

= 27-9 = 18«

Parameterdarstellung des Randes: ~(t) = 3 ( ) , 0<t<2rm

4.44 Definition: M C R? heiBt Greenscher Bereich, wenn es Standardbereiche M, ..., M, C
R? gibt, die die Voraussetzungen von 4.41 erfiillen, so dass

= |JM; und |M; 0 My| = 0 fiir j # k.

Jj=1

Der Rand OM setzt sich aus Teilen der Rander OM;,...,0M, zusammen und ist daher eine
stiickweise glatte Kurve oder eine Vereinigung stiickweise glatter Kurven.

4.45 Beispiel: M = By(0) \ B,(0) ist Greenscher Bereich:

X2 )

OM = K1 UK,

K

T Kl T
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4.46 Definition: Seien D C R? offen, f € C(D — R) und M C D ein Greenscher Bereich.
Besteht OM aus der disjunkten Vereinigung der geschlossenen Jordan-Kurven K, ..., K,: OM =
KiUKyU...UK,, so definiert man

/fds: Z/fds

4.47 Folgerung: Seien D C R? offen, f € C'(D — R?) und M C D ein Greenscher Bereich mit
Rand OM = K, UK, U...UK,, wobei K1,..., K, geschlossene Jordan-Kurven sind. Dann

/ (82f1 - 81f2) dr = - f-T,ds (Satz von Green)
M oM
/ V-fde = / f-nds (Satz von GauB),
M oM
wobei jede Kurve K; so durchlaufen werden muss, dass die Menge M links von der Kurve liegt.

Beweis: /M (Oofs — O fo) dz 2 i /M | (0ofr — D1 fo) da

‘MjﬂMk|=0
4.42 Jewells
- E f -Tyds

- —/ f-ngs.

oM
Beachte: In der Summe auf der rechten Seiten der vorletzten Zeile heben sich die Randintegrale
iiber gemeinsame Randteile der Mengen M, weg (vgl. Skizze 4.45). ]

4.48 Satz: Sei D C R? einfach zusammenhingendes Gebiet, f = < ﬁ ) € CY(D — R?) mit

Oy f1 = O1f> Dann besitzt f ein Potential in D, d.h. es gibt F € C'(D — R) mit f = VF'. Dies
schlieBt die Liicke beim Beweis von 2.13.

Beweis: Wahle 2y € D fest. Zu x € D existiert Polygonzug P, C D von z( zu x. Ist PI € D ein
weiterer Polygonzug von xy zu z, so gilt

= / f-ngs—/ f-T,ds :/ f-T,ds = /(82f1—81f2)d:c =0
P, P, oM M
= F(z) ::/ [ - T, ds ist wohldefiniert
PI

1 1
= —(F(z+h-e)—F(z)) = —/ f-Tyds
h h {z+t-e;:0<t<h}

= 0;F = f bzw. VF = f. o 0

30 — f;(z) (vgl. Beweis von 4.31).
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4.49 Stokesscher Integralsatz im R3: Sei D C R? offen, f € C'(D — R3), F C D Fliche mit
Parameterdarstellung (¢, M), wobei M ein Greenscher Bereich ist (M ist dann abgeschlossen und
Jordan-messbar) und ¢ € C?*(D — R3), wobei M C D, D C R? offen. Dann gilt

/F(fo)-nda = /aFf-ngs.

Hierbei muss der Durchlaufsinn von 0F = f(0M) so gewahlt werden, dass beim Durchlaufen der
Urbildkurve OM die Menge M links von OM liegt, n muss wie in 4.35 definiert werden.

Beweis: Fiir den Fall, dass M aus einer (nicht aus mehreren) geschlossenen Jordan-Kurve besteht.
Sei (7, [a,b]) eine stiickweise glatte Parametrisierung von M im richtigen Umlaufsinn. Dann ist
((p o, la, b]) Parameterdarstellung von OF:

Esgilt f-T, = fi(Ty)1 + fo(T,)2 + f3(1,)s und

fi(Tyhds = / filpory(t)) (pron)(t) dt
oF ————
—(Ven) (v ()7 (2)

(O (Te) (1) - (1) e
| (fro9)(Ven) Ty ds
= /M (((ro0)-21) = (i 0) - Dhpr) ) d
e [ (07 09) O~ 0 o) B ) do
23: (95f1) 0 ) 31%-82901—23:((8]-/"1)090)-5‘290j-31901

i= ="
(8 1)op- (?1@2 - Oaipr — 3290231901)

(flOSD)

[
J

\K

-,

/N

+%(61903 - Oaipr — 3290331801)> de

Andererseits

/F (Vxf)-ndo = /M (V % [)((x)) - (Oup x Bagp) da

Oy f3 — O3 fa D1pa0ap3 — 01030202
= / % — 01 fs ) 01930201 — 01910203 4
Y\ oy -ty ) | D010~ Ooadiey

Restliche Terme aus / fa- (T,)2do, fs - (T,)3 do analog.
oF OF O
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4.50 Integralsatz von GauB im R3: Sei D C R3 offen, M C D ein abgeschlossener Standard-
bereich, so dass fiir die Projektion in z;-Richtung

M = {(xl,xg,xg) € R?: (29,23) € My A uy(z) <21 < ol(x)}

gilt, wobei M, C R? ein Standardbereich ist, der die Vorausetzungen von 4.41 erfiillt, und u;, 0, €
C*(M; — R) mit uy(z) < oy(z) fiir v € M;. Enstprechendes gelte fiir die Projektionen in zo- und
r3-Richtung. Fiir jede Funktion f € C1(D — R3) gilt

/ V- f(zx)de = f - ndo;
M oM

hierbei bezeichnet n den Normaleneinheitsvektor, der ins AuBere von M weist.

Beweis:

Zeige / 81f1 (l’) der = f1 5] do
M

oM
Linke Seite:

o1(z1,22)
/ (91f1(:1:) dx = / / 81f1(a:) d:z:l d($2,$3)
M (z2,x3)eM1 J z1=u1(T1,%2)
= s 5 > - > s 5 d 5 .
‘/Zﬁ (f&(O(xl Ta), w1, %3 ) — fi(u(zy, ¥3), 21 $2)> (21, 22)

=z’ ! xz’ ! z/

Rechte Seite:

. . . . X9 u(x17$2>
1) Linke Flache: L besitzt Parameterdarstellung (o, M;) mit ¢ ( o T

= = Ohp X Dap = x
102 x Dspl] ’ [ 1 T

- /f1 mds = [ o) n—lu . ..de’ - —/M fi(u(e), ') da’

]fl,[EQ
2) Rechte Flache ¢(x1,x2) < )

"o ||1||<ai0>x<a§ ) :;n(l)
:>/f1 nlda—/lel(o v) de
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3) Seitenfliche: n; =0 = /fl-nl do =0
S

= aMfl'nldO' = /Lfl-n1d0+/Rf1-nlda—i—/sfl-nlda
— // ; (fl(o(x'),x’) — fl(u(x'),x')) da’.

Genauso: | 0;f;(z)dx = fj-mnjdo fir j =2,3.
M

oM O

4.4 Mannigfaltigkeiten

Ziel: k-dimensionale Teilmengen des R? sinnvoll darstellen, so dass man dariiber integrieren kann.

4.51 Definition: 1) Eine Menge S C R? heiBt k—dimensionale Mannigfaltigkeit ohne

2)

3)

Rand, falls es zu jedem x € S eine offene Umgebung U, C S (d.h. U, = O, NS, O, C R?
offen) und eine Abbildung

po: BY(0) = {y €R*: Iy <1} > U,
gibt mit
a) z €U, und
b) ¢, bijektiv und
) ¢ o, stetig.
Das Paar (¢,,U,) heiBt Karte auf S.

Eine Menge
A(S) = {(¢s,;,Us,) Karte auf S: 1 < j <n}

heiBt Atlas von S, falls
ij = S.

1

n

J

S ist von der Klasse m € Ny, falls ein Atlas A(S) = {(y;,U;) : 1 < j < n} existiert, so

dass
¢; € C™(BP(0) — RY) und

Rang (%—fj) =k in B{k)(())

Schreibweise: S € C™ bzw. S € C, falls S € C™ fiir jedes m € N.

firj=1,...n

4) S CRImit S ={zy,...,2,} heiBt Null-dimensionale Mannigfaltigkeit.
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4.52 Beispiele: 1) S={zeR3:|z||=4 A z3 > 0} ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit

2)

3)

ohne Rand, S € C*.

Karte: U = S, @(y1,y2) = (21, 242, /4 — dyi — 43):

@ ist bijektiv,
0, ! sind stetig,
p € C=(BP(0) — R?)

dpy 2 0 B
() - () -2
= A(S) :={(p,U)} ist ein Atlas auf S.

S = {x € R® : |z|| = 4} ist 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand, S € C. Atlas
A(S) = {(¢1,U1), .-, (s, Us) } mit

P12 - (?/hyz) = (2341, 29, i\/ 4 — 4?/% - 43/%)7 Uip = SN {933 2 0}
P34 : (3/173/2) — (2y1, i\/ 4 — 43/% - 493723/2), Usg =5N {x2 2 O}
@560 (y1,12) = (£4/4 —4yf —4y3,2u1,2y2),  Use =S N{x; 20}

S={zeR®: |z =4 A x3>0} ist keine Mannigfaltigkeit ohne Rand.

4.53 Definition: Seien

1)

2)

3)

BV7(0) = {y e R*: lyll <1 A 51 <0} (k> 2) baw.
Bi"7(0) =] 1,0 und By = [0,1].

S C R? heiBt k—dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn es zu jedem z € S eine
Umgebung U, = O, N S, O, C R? offen gibt und eine Abbildung

(k> 2
(k=1

O Bfk)(O) — U, oder @, : Bfk)f(O) — U,
e ;] —1,1]— U, oder ¢, :] —1,0] = U, oder ¢, : [0,1][— U,

~— —

existiert mit den Eigenschaften wie in 4.51, und wenn 95 # () gilt (siehe 2)).
x € S heiBt Randpunkt von S, falls
_1  o(k)— -1 (k)— ca —
. (Uz) = B (0) und ;' (z) € {y € B""(0) : yo = 0}

(im Fall k = 1 entsprechend). Die Menge 9S := {z € S : z ist Randpunkt von S} heiBt
Rand von S.

Die Begriffe Karte, Atlas und S € C"™ werden wie in 4.51 definiert.

4.54 Bemerkung: Die Festlegung x € 0S hangt nicht vom gewahlten Atlas ab. Sind (1, Uy),
(p2,Us) zwei Karten mit x € U; N Uy, so bildet (pfl o @9 innere Punkte auf innere Punkte ab
(Brower, zitiert in Zorich).
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4.55 Beispiel: S = {z € R?: |zl =1 A x3 > 0} ist 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand
= {ZL‘GRBZ.IQ,:O A x%%—x%:l}.

05 ist 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand.

4.56 Satz: Ist S eine k—dimensionale Mannigfaltigkeit (¢ > 1) mit Rand der Klasse C™, so ist
0S8 eine (k — 1)—dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C™ ohne Rand, d.h. 9(9S) = 0 (auch
fir k = 1, ohne Beweis).

Beweis: Sei A(S) = {(¢;,U;) : 1 < j < n} ein Atlas von S. Konstruiere Atlas A(3S) von 5.
Sei = € OS beliebig, fest. Konstruiere Karte (,U) von 9S mit z € U.

r€dS = FjaxelU; A g eC™(BP(0) =R A ¢il(x) € {yeBP(0):y =0}
Setze

GiWr - vk1) = 25(0,41,. . yia) fiiry € BIFY(0)

Uj = U;noS Ui OOSO Nas, O, C R? offen.

T e Uj = Uj NnosS

D ng_l)(()) — U ist surjektiv:

v €U; =11 €08 = o7 (1) € {y e BN (0) 1y =0} = {(0,y) : v € BV (0)}

= T = QOj(O, Y1y - ,yk_l) € Blld( N)

Insbesonder: ¢; : B§k_1)(0) — U bijektiv, ©;, goj stetig als Einschrankungen stetiger Funktionen,
0p; 00 (0,91, ...

QOJEC'm( (k= 1)(0)—>]Rd),Rang< L& ))—Rang< 23 (01, Yo 1))_k—1

- a(ylv"‘ayk—l 8(y1,...,yk_1)
N { (%,)U)_ ist Karte auf 95,

A(S (¢;,U;):1<j<n A 0 '(U;) = B(k (0)} ist Atlas von 9, zeigt dS € C™
U

4.57 Definition und Satz: Seien k > 1, S € C' k-dimensionale Mannigfaltigkeit, zo € S und
(o, Upy) Karte auf S mit oy € Uy. Dann heiBt

Tlaw) = LH{ 52000 (), 52005 00)

Tangentialraum in x,. Es gelten

1) dim7(xy) = k und
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2) T'(xo) ist unabhangig von der gewahlten Karte.

0
Beweis: 1) Folgt aus Rang (%(y)) = k fiir y € BM(0)
2) Sei (¢1,U) eine weitere Karte mit = € Uy.
Setze Dj = 903_1((]0 N Ul)
@, stetig = D; offen
©o, @1 bijektiv. = ¢yt oy 1 D1 — Dy bijektiv

D1 _ Opeopy o)
821 (Zo) 821 (ZO)
d —1
Kettenregel 8900 . a(SDO o gpl)j
=2 Jy; () 0z (zo)
J=l = — ~~
€T (z0) €R
& T([Eo)

= LH{a—fll(gpl_l(xo)), e 2—2(901_1(%))} ist Unterraum von T'(z)

1) = dimLH{...} = k = dim(T(x)) = LH{...} = T(z0).

4.58 Folgerung: Voraussetzungen wie 4.57, (1, U;) weitere Karte mit zq € U; Dann

et (28220 (010 £ 0.

Insbesondere dndert die Determinante
0 gofl o
det <%(z)>

das Vorzeichen nicht, so lange 2 € ;' (Uy N UY).

4.5 Orientierung

4.59 Orientierung des Raumes: Zwei Basen {by,... by}, {c1,...,cx} eines k—dimensionalen

Raumes heiBen gleich orientiert, falls

k
b = Zaﬂ ¢ N det(ay;) >0,

I=1
oder aquivalent
k
a=Y By-bj A det(By;) >0.
oy ~——

B 1
~ det(ay)
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4.60 Beispiele: 1) Sei {b;,by} Basis des R%. Dann: {—b;, —b,} ist gleich orientiert, {—b;, by}

2)

ist nicht gleich orientiert.

{by, b, b3} Basis des R3: {—by, —bo, b3} ist gleich orientiert, {—by, —by, —bs} ist nicht gleich
orientiert.

4.61 Orientierung von Mannigfaltigkeiten: Sei S € C! und z, € S.

1)

2)

3)
4)
5)

Zwei Karten (p1,U7), (p2,Us) von S mit zg € Uy N Uy heiBen gleich orientiert, falls

det (%’29@)]) (z) >0

fiir 2 = ;' () und damit fiir alle z € ¢~ }(U; N Us). (Die Determinante hangt stetig von z
ab und ist immer # 0 (vgl.4.58)

Nach dem Beweis von 4.57 bedeutet dies: Die Basen
Oy -1 01 -1 o -1 Oy -1
{Gorter @), e o} {50 (e o), 5o e o))

von T'(zy) sind gleich orientiert.

Zwei Karten (¢1,U) und (g2, Us) auf S heiBen kompatibel, wenn U; N Us = ) oder wenn
sie gleich orientiert sind.

Ein Atlas von S heiBt orientiert, wenn alle seine Karten paarweise kompatibel sind.
S heiBt orientierbar, wenn mindestens ein orientierter Atlas auf S existiert.

Zwei orientierte Atlanten A(S),.A(S) von S heiBen kompatibel, falls A(S) U A(S) ein ori-
entierter Atlas von S ist. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der orientierten
Atlanten von S. Eine Aquivalenzklasse ist eine Orientierung von S.

1

4.62 Beispiele: 1) S={t¢- ( % > : 0 <t < 3}. Definiere einen Atlas:

3(z+1 1

o1 |—1L0—=S: z— | 3z+1) |: Uy={t-| 1 |:0<t<3}
3(z+1 1
2z 1

wo: [0,1][— S Z %Z) Uy ={t- % 0<t <2}
z
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t t t t
1 ¢ = ——1 o7t t = —
¥1 <t) 3 P2 (t) 9

©1, P2, P17, 0y sind stetig, Uy UU, = S = A(S) := {(¢1,U1), (¢2, Us)} ist Altlas von S.
Ist A(S) orientiert?

) . 2z 2
proowa(z) = ¢ | 22 | = g2

d(p7t 2
L et (%d_w(z>) =2 >0
z

= A(S) ist orientiert, S ist orientierbar.

2) S={(z1,20,33) 2} +2i=1 A 0<uz3<2}
S ist orientierbar, S sind zwei disjunkte Kreise.
Durch eine Orientierung von S wird eine Orientie-
rung von 0S5 induziert (siehe unten).

3) Mobius-Band: nicht orientierbar

4) Kileinsche Flasche: nicht orientierbar

4.63 Satz und Definition: Sei S € C? orientierbare Mannigfaltigkeit der Dimension k& > 2 mit
Rand und A(S) orientierter Atlas von S. Durch die Konstruktion im Beweis von 4.56 wird ein
orientierter Atlas A(0S) definiert. Die dadurch definierte Orientierung von 05 heiBt vertraglich
mit der Orientierung von S.

Beweis: Sei A(s) orientierter Atlas von S, zg € 95, (¢1,U1), (p2,Us) € A(S), o € Uy NUs

A(S) orientiert = det <M(gp21(xo))) >0

0z
Sei 1) := ¢, ' 0 @,. 1 bildet Rand- auf Randpunkte ab
0
w1(0,227...72k) =0 = %(0,22,...,2]@) =0 7 :2,...,k'
Z.
= j
0
¢1(21<O,227...,2k)<0 = ﬂ(O,ZQ, ,Zk;>>0
82’1
= 0 < det <%>
8Zj l,j=1,....,k
oYy
% 0 0 ... 0
= det | Fir
81/)1 1 31/11
- St 0 (3
021( 2 0)) ¢ 02/ 1j=2,...k
>0 = ;0
()
Mit Bezeichnungen aus 4.56: : (0,29, ....21) = 1 0 Polza, ..., 2)

U
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~—1 ~
@)
= (¢1,01), (@2, Us) sind gleich orientierte Karten von 9 0

4.64 Beispiel: 5 = B\ (0) C R2.
1) Ist A(S) Atlas, der (p,U) mit
ple) =z, U=B0)
enthalt, so gilt: Die vetragliche Orientierung von 05 ist die im Gegenuhrzeigersinn.

2) st A(S) Atlas, der (o, U) mit o(x1,22) = (—x1, z2) enthdlt, so gilt: Die vertragliche Orien-
tierung von 95 ist die im Uhrzeigersinn.

4.6 Zerlegung der Eins
4.65 Definition: Sei f : R? — R. Der Tréger (Support) von f ist

supp(f) = {z € R?: f(x) # 0}

4.66 Satz: Sei M C R? und {O, : a € A} eine offene Uberdeckung von M. Dann existiert eine
abzihlbare oder endliche Menge {¢); € C*°(R* - R) : j € J} mit

1) VjeJVzeR:0<;(z) <1 und

2) Vj e J:supp(v,) ist kompakt und

3) VjeJ3ae A:supp(y;) C O, und

4) Ve e M :{je J:¢;(x)#0} ist endlich und

) VoeM:) wx)=1

jeJ

Die Familie {¢; : j € J} heiBt Zerlegung der Eins beziiglich {O,}. Im Fall, dass M kompakt ist,
kann J als endlich angenommen werden.

4.67 Hilfssatz: Sei § > 0 Dann gibt es eine Funktion 5 € C*°(R¢ — R) mit den Eigenschaften

@5 >0, supp(ps) € Bs(0), /d ps(z)dr =1
R

—1/x
Beweis: 1) g¢i(x):= { 8 i z(()) = ¢ € C*(R = R)
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2) gx):=gi(1 - (z3+4... 4+ 23)) firz € R

= go € C°(RY = R) A supp(gz) = B1(0) A go(x) > 0 fiir x € R%

1

3) g3(x) := —————ga(x). Dann gilt zusatzlich / g3(z)dz = 1.
/ go(z) dx
Rd

R4

1
4) ps(x) = ﬁg3(§> erfiillt die geforderten Eigenschaften, beachte

)
y=5
/Rdws(x) T i /Rdgg(y) y

O
4.68 Hilfssatz: Sei K C R? kompakt, M C R abgeschlossen und K N M = (). Dann
d(K,M) = inf{||lz —y||:xe M N ye K} > 0,
und das Infimum ist ein Minimum.
Beweis: Wahle (z,,) in K, (y,) in M mit ||z, — y,| — d(K, M).
K kompakt = 3 Teilfolge (x,,) : z,, =z € K fir k — oo
[Ynill < [1Yn — @n, | + lzn, | = (yn,) ist beschrankt
Bolzano—gaerstraﬁ 3 Tellfolge ynkl : ynkl N y c Rd
M abgeschlossen, Yy €M = ye M
= e — ol = Jim [y, — 22, | = d(, A1)
KNM=0 = z#y = dK,M)=|z—yl#0 0

4.69 Hilfssatz: Sei O C R? offen, K C O, K kompakt. Dann existiert ein ¢ € C*°(R? — R) mit

0 <) <1firzeR? A supp(p) CO A ¢(x) =1auf K A supp(yp) beschrinkt.

Beweis: Im Fall O = R setze § := 1, andernfalls § :=

Setze K := {z € R?: d(K,x) < 6}, K; ist kompakt.
{Bs(z) : © € K5} ist offene Uberdeckung von Kj

d(K,00) > 0.

1
4

= dxy,...,1, € K5 : K5 C UB(;(:E]-) =0

j=1

= O'COund O kompakt und Jordan-messbar.

= p(z) = / ws(x —y)dy mit s aus 4.67

hat die gewiinschten Eigenschaften. 0
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4.70 Folgerung: Sei O C R? offen, K C O kompakt. Dann existiert ein O’ C R? offen und
beschriankt mit K C O’ C O’ C O.

4.71 Hilfssatz: K C R? kompakt, {O4,...,0,} offene Uberdeckung von K. Dann existieren
01,...,0y C R? offen und beschrinkt, so dass

0;co; nKEC|]O)
j=1

n

Beweis: B; := K N (R?\ |J O;) ist kompakt, B; C O.

7j=2
Wihle O offen und beschrankt mit B, C O} C O} C O, (letzte Folgerung)
= {0},0,,...,0,} ist offene Uberdeckung von K.

Sukzessive alle weiteren O; ersetzen. 0

Beweis von 4.66: 1) Falls M kompakt: Setze O := U O,, O ist offen
acA
M C O, M kompakt = E_|_5>O:M5::{:E€Rd:d(x,M)§5}QO
M; kompakt, {O,} offene Uberdeckung von Mj

= 3Jay,..., 0 € A: M C | O,
j=1

Letzter Satz = 304,...,0, C R? offen und beschrinkt mit

0; € 0a, NM; C|JO;
j=1

469 = Jp; € C°(R? 5 R) : ;(z) =1 auf O; A pj(z) >0 A supp(p;) C O,

. 1
Setze Q/JJ([E) = m({%(l’) fir x € M5
=1

n

= ij(x)zlfurxeMg A @/;jECOO(Mg—)R) A OSQ/;J(JT><1

i=1

469 = Jpe C*RY - R):px)=1auf M A 0<p(x) <1 A supp(p) C M.

Setze .
wi) = D T am o) e

0 sonst

= {¢; : j =1,...,n} hat alle gewiinschten Eigenschaften.
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2) M beliebig. Beweise die Existenz der Zerlegung der Eins anstelle fiir M fiir M = U O,. Sei

acA

—_

M, ={xeM:|z| <jnd(x,0M)> -}

<

=M=\, M, kompakt
j=1

Fiir festes j ist {O;N(int M; ;R4\ M;_,) : a € A} offene Uberdeckung von M;\ int(M;_,).
Nach Fall 1 existiert eine endliche Zerlegung der Eins {¢;; : k = 1,..., N;}. Setze

N;

Z w]k

7=1 k=1

<

Nach Konstruktion existiert fiir jedes x € M eine Umgebung U(x), so dass die Summe in
U(z) endlich ist. = 0 € C°(R? — R).

AuBerdem: o(x) > 0 fir z € M.

{%k jeNANE=1,. Nj} ist Zerlegung der Eins

4.7 Integration iiber Mannigfaltgkeiten

4.72 Definition: Sei 1 < k < n,{vy,...v,} € R Dann ist der k—Inhalt des von vy,...v;
aufgespannten Parallelepipeds definiert durch

V(k)(vla o ,Uk:) = (det (£U1 .. ’Uk;):,; (Ul .- -'Uk:Z))l/Q

vV vV
kxn—Matrix  nxk—Matrix

N J/

TV
kx k—Matrix

4.73 Bemerkungen: 1) Sei A:= (v; ... v;): AT - A ist symmetrisch
= det(AT - A) = Produkt der Eigenwerte A, ..., \;
Firz e R*: (AT - A.z,2)=(A-2,A-2) >0
= Alle Eigenwerte \; > 0
= (det(ATA))l/ ? ist reell

2) Fallk=1:VW() = /det(vT -v) = Jv} +---+v2 = |[v]|% Im Fall k = 1 gibt VI (0)

die Lange von v an.

3) Fallk=n:

VO (v, .. 0,) = y/det(v, Todet(vy...v,) = /(det(...))2 = |det(vy...v,)|V

4) {vy,...v;} linear abhingig = Rang(vy,...,v) <k
= Rang ((U17“'7Uk)T'(Ul,...,Uk)) <k = V®(0y,.. ) =0.
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5) S e C' Mannigfaltigkeit der Dimension k, (¢, U) Karte von S, zy € U,y := ¢ '(z0). Dann

Ist
o) (o)

0 0
der k—Inhalt des Parallelepipeds, das von den Tangentialvektoren a_g0<y0)’ Cee ai(yo) auf-
21 Yk

gespannt wird.

4.74 Definition: Eine Mannigfaltigkeit S C R? heiBt kompakt, wenn sie als Teilmenge des R?
kompakt ist.

4.75 Definition: Seien 1 < k < d, S € C"' kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension
k, A(S) = {(goj,Uj) 1< < n} orientierter Atlas von S, O; C R? offen mit U; = S N O; fiir
j=1,...n,und {¢q,...,1,} Zerlegung der Eins, so dass

Z%(m) =1firzesS undVje{l,...,n}:supp(¢y;) C O;.
j=1
Sei weiter S C O, O offen und f € C(O — R). Dann heiBt
/de(’“) = Z/¢j-fdv<k)
s = s
& Jp; 0p;
=Y [ DV (P 5 W) .
1 4PJ-_1(Uj)

= oy Y

das Integral von f iiber S.
Der k-Inhalt von S ist durch

definiert.

4.76 Bemerkung: Die Definition von /de(k) ist unabhangig vom gewahlten Atlas und von der
S

gewahlten Zerlegung der Eins.

4.77 Satz von GauB-Ostrogradski: Sei O C R offen, S C O kompakte orientierte C'-Mannigfaltigkeit
mit Rand der Dimension d. Fiir f € C1(O — RY) gilt

/v-fdv<d> = / fondv®,
S as

wobei n den ins AuBere von S weisenden Normaleneinheitsvektor bezeichnet.



