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Priifungsklausur — Analysis 111/
Fortgeschrittene Analysis (WS 2019/20)

Termin: 16.05.2020
Hinweise: Lésen Sie bitte jede der Aufgaben auf einem neuen Blatt.
Alle nicht in der Vorlesung behandelten Sachverhalte sind zu beweisen,
Losungsschritte entsprechend zu begriinden.
Aussagen und Sétze aus der Vorlesung diirfen ohne Beweis verwendet wer-
den, sofern der Beweis nicht Gegenstand der Aufgabe ist. Alle verwendeten
Aussagen und Sétze sind dabei zu kennzeichnen.
Am Ende der Klausur alle Losungsblétter in das Umschlagblatt einlegen.
Hilfsmittel: keine
Bearbeitungszeit: 120 min
Maximal erreichbar: 45 Punkte

Wir wiinschen Ihnen viel Erfolg!

Name: Matrikel-Nr.:

Punkte:
Al A2 A3 A4 A5 PN
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Aufgabe 1 (8 Punkte)
Gegeben ist das Anfangswertproblem

mit yg # 0.

(a) Seien a > 0, b := ’y20| und Q := [—a,a] X [yo — b,yo + b]. Weisen Sie nach, dass das

Anfangswertproblem die Voraussetzungen das Satzes von Picard-Lindelof in @ erfiillt und
somit eine eindeutige lokale Losung besitzt.

(b) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems in Abhéngigkeit von yp.

(c) Geben Sie das maximale Existenzintervall der Losung an. Fiir welche Werte von yq ist die
Losung global, fiir welche Werte von yg existiert nur eine lokale Losung?

Losung 1
1
(a) Da @ keinen Punkt (z,0) enthélt, ist f(x,y) := — cos(x) auf @ stetig. AuBerdem erfiillt f auf
Y
() die Lipschitzbedingung

)~ ] = | (5 - ) eos@)] = Bt jeostal < i~ ol

da |yl,|y’| > b nach Definition von Q.
Alternative Begriindung: Da @ keinen Punkt (x,0) enthilt, gilt f € C1(Q — R) und Q ist
kompakt. Aus einer Bemerkung in der Vorlesung folgt dann

|f(z,y) — flx.y)| < ey —y (mitcz(xrg?gcg}ayf(:v,y)b-

Damit sind die Voraussetzungen fiir den Satz von Picard-Lindel6f erfiillt.

(b) ¥y = 1cos(:L‘) = /ydy = /cos(;v)dx/\ y#0
y?

Y
& 5 = sin(z) +¢ A y#0
& y? = 2sin(x)+d A y#0 (d=2c)
& y = =++/2sin(z)+d falls 2sin(x) +d >0

o =y(0) =+£Vd & d=yj
= Eindeutige Losung im Fall yo > 0: y(z) = v/y3 + 2sin(z) (Definitionsbereich siehe c)
im Fall yo < 0: y(z) = —\/yg + 2sin(z) (Definitionsbereich siehe c)

(c) Falls y2 > 2: Fiir alle x € R gilt y2 + 2sin(z) > 0
= die Losung existiert auf ganz R, also liegt eine globale Lésung vor.

2
Falls y2 < 2: y2 + 2sin(z) > 0 gilt nur auf dem Intervall |arcsin ( — %), 7 — arcsin ( — (i
Yo Yo g 2 2

bzw. auf Verschiebungen dieses Intervalls um 2km
Da die Anfangsbedingung in = 0 gegeben ist, existiert die Losung nur auf dem Intervall
2 2 2 2
} arcsin( - %O)m — arcsin( — %0) [ = ] — arcsin (‘%’),W + arcsin (%0) [, insbesondere ist die
Losung lokal.
Ergénzung im Fall yg = 2: Die Funktion y(x) kann zwar auf ganz R definiert werden, aber
1

() = ————-2cos(z) = +0 fii]r:l:—):l:z = 1y ist keine globale Losung.
y(@) 24/2 4+ 2sin(z) () 2 Y & &
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Aufgabe 2 (7 Punkte)
Gegeben sind a, b, c,d € R und die lineare Differentialgleichung

y Wt ay” + by’ +ey +dy = 0. ()
(a) Formen Sie die Differentialgleichung in ein dquivalentes lineares Differentialgleichungssys-

tem fiir eine Unbekannte v : R* — R* um.

(b) Beweisen Sie: Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung (*) ist identisch
mit dem charakteristischen Polynom der Matrix, die in Threm System aus Teilaufgabe (a)
auftritt.

(c) a,b,c,d seien nun so gewihlt, dass das charakteristische Polynom zur Differentialgleichung
(%) durch p(A) = (A + 2)%(A? + 4) gegeben ist. Geben Sie die allgemeine Losung von (%)

an.
Losung 2
(a) Setze uj :=y, us := 9/, ug :=y” und uy := y"”’. Dann folgt
u) U 0 1 0 ©
b ey | us - o 0 1 0|
R RV Uy - o o o 1 |"
u) —auy — busz — cug — dug —d —c —b —a
(b) Charakteristisches Polynom zu (x):
p(A) = M +aX3 +b\2 + X+ d.
Charakteristisches Polynom der Matrix:
- 1 0 0
- 0 —x 1 0
PO = det g gy 1
—d —c —b —a—AX
- 1 0 0 1 0
= —X-det 0 —X 1 ] —1-det 0 —X 1
—c b —a-—A\ —d —-b —a—A\

= AN (-=a—=X)—c+0-0-bA—0) —1(—d)-1
Myad+ed+02+d
= p(N\)

(c) Allgemeine Losung
y(x) = c1e® + cywe ™% 4 c3sin(2x) + ¢4 cos(2z)

mit ¢y, ca,c3,c4 € R,
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Aufgabe 3 (11 Punkte)
Gegeben sind die Abbildung

) 9 (T 222 — 2y
g:]0,00[ x ]0,00[— R <y ) — < 902 1 2

und die Menge

B = {(u,v)€R21u+v20 ANd<2VJut+v<v—u A 4§v—u§16}.

(a) Zeigen Sie, dass g injektiv ist, und bestimmen Sie ¢! < Z ) fiir < z ) € Bild(g).

(b) Bestimmen Sie M := g~!(B). M ist Jordan messbar (muss nicht nachgewiesen werden).
(c) Weisen Sie nach, dass die Voraussetzungen fiir den Transformationssatz erfiillt sind.
(d) Berechnen Sie das Jordan-Maf} |B| = ‘g(M)‘

Hinweis: Zur Losung der Aufgabe ist es nicht erforderlich, die Menge B zu skizzieren.

Losung 3

(a) g(z,y) = (u,v) € Bild(g) & 202 — 22 =u A 222+ 22 =
& 4’ =u+v AN 4P =v—u

1 1
T0y>0 p= VU A y=oViu

[= D=

U+ v
= (z,y) eindeutig = g ist injektiv, g} ( u ) _
v 5 U — U

() gzy)eB & 22>0 A d<dr<dy? A 4<4y?<16
& 1<z<y? A1<y*<d4
2 l<a<yP A1<y<?2

= M=g'B)={(z,y) eR?*: 1<y <2 N 1<z <y?}

(c) Mit O =10, 00[ x ]0, 00| offen gilt g € C1(O — R?) und

AuBerdem bereits nachgewiesen: ¢ ist injektiv und M C O.

@ B = [ 1dwo e [ 1 s2yd(e,)
g(M) , tionssatz M
.. 2 Y 2 2.2
M_gojl_ 32 xy dz dy = 32/ y{x—}y dy
zierbar y=1Jz=1 y=1 2 lz=1
2 5 6 29
Y Y Y Y
= 32 (——f)d = 16[———}
2 2% 6 2y
64 1 4 1 16
S I
0 6 6 2+2 6 g
= 144
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Aufgabe 4 (11 Punkte)

Gegeben sind der abgeschlossene Standardbereich

und die Abbildungen

. x x —y

@:R2—>R3:<y>»—> , fRSR: [y |~ x
2

(a) Skizzieren Sie M.

(b) Geben Sie eine (stiickweise C'-) Parameterdarstellung der Randkurve M an, so dass
beim Durchlaufen mit wachsenden Parameterwerten die Menge M links von der Kurve
liegt.

(c) Weisen Sie nach, dass ¢(M) die Definition einer Fliche im R3 erfiillt. (Da M ein Stan-
dardbereich ist, ist M Jordan-messbar. Dies muss nicht nachgewiesen werden.)

(d) Berechnen Sie mit dem Satz von Stokes das Integral

/ (V x f)-ndo.
o(M)

Losung 4

y
(a) 34

(2 ) m=e=o

. 2.

(b) ~v:[-mn] >R : t 2 cos(t) e
2/2sin(t) m
x Y \
(c) o ist injektiv, denn aus ¢ < y ) =| v | folgtz=uwund y =v
w
12 3
Auflerdem ¢ € C*(R* — R?), - — (M) ist Fliiche
Rang(0,¢ 9yp) = Rang | 0 1 =2
2x 2y
und M ist abgeschlossen und Jordan-messbar )
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(d) Es gilt ¢ € C?(R? — R3) (als Voraussetzung fiir den Satz von Stokes benétigt).
Beachte: (M) wird durch ¢ o« berandet. Es gilt

2 cos(t) 2 cos(t)
poxy(t)=1 2sin(¢) fir —m <t <0und po~y(t) = 2v/2sin(t) fir0<t<m
4 4(1 + sin?(t))

Satz von ) s — T o . ° /
L<M)(fo)'”d“ A /f T,d / Fpor(®) - (por)(t)dt

Stokes —r
o [ —2sin(t) —2sin(t) + [ —2v/2sin(t) —2sin(t)
/ 2 cos(t) | 2cos(t) dt + / 2 cos(t) : 2v/2 cos(t) dt
—m\ 2cos(t) 0 0 2 cos(t) 8 sin(t) cos(t)

= / 4dt + /7T (4\@ + 16 sin(¢) COSQ(t)) dt
= 4(1+V2)7 - E[cosg(t)]t 0
(1+ \f)ﬂ' + ?

= 4

Aufgabe 5 (8 Punkte)
Gegeben ist die Funktion f : R — R mit

flz1,22,23) = af - a3 - 23

und das Ellipsoid
N = {(z1,22,23) € R®: 2] + 223 + 323 = 1}.
(a) Begriinden Sie, warum die Funktion f auf N ihr Minimum und ihr Maximum annimmt.
(b) Begriinden Sie ohne die Methode von Lagrange, dass das Minimum der Funktionswerte
Null ist, und geben Sie einen Punkt auf NV an, in dem das Minimum angenommen wird.

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode von Lagrange das Maximum von f auf N. Geben
Sie einen Punkt auf N an, in dem f das Maximum annimmt.

Losung 5

(a) Die Menge N ist beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt. f ist stetig und nimmt daher
auf der kompakten Menge N das Maximum und das Minimum an.

(b) Esgilt f(x1,2z2,23) > 0und f(1,0,0) = 0. Also gilt min{f(x) : € N} = 0, und das Minimum
wird z.B. im Punkt (1,0,0) angenommen.

(c) Nicht verlangt: Die Voraussetzungen fiir die Anwendung der Methode von Lagrange sind erfiillt.

Zur Bestimmung des Maximums kann z1,x2,z3 # 0 vorausgesetzt werden. Denn falls eine
Koordinate Null ist, nimmt f das Minimum an.

Setze F(x1,x2,23,\) = 23 - 23 - 23 + M\(23 4 223 + 323 — 1). Methode von Lagrange: Wenn ein

Extremum vorliegt, dann gibt es ein A € R, so dass

O P = 2m1x%x§ + 21 =0
Or, F' = 2x02%23 + 419 = 0
Ors F' = 2x32373 + 6Ax3 =0
OF = z3+223+323-1 = 0
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Wegen z; # 0 kénnen die ersten drei Gleichungen umgeformt werden zu

w3xf + A = 0 (1)
233 4+ 22 = 0 (2)
a:%a:% + 3\ = 0 (3)
1
2(1) — (2) = 22322 — 2222 =0 "B 42 = St
1
3(1) ~ (3) = Bada} —afad =0 "L of = a3
In die Nebenbedingung eingesetzt:

In allen zugehorigen Punkten ist der Funktionswert gleich. Also ist dort der Funktionswert lokal
maximal oder minimal. Die Menge N hat keinen Rand, daher gibt es kein Randmaximum.

= das Maximum wird z.B. im Punkt (\/g, \/g, %) angenommen, und es gilt

max{f(z):x € N} = é.,., -
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