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Höhere Analysis SS 2020 — Blatt 1

Alle Aufgaben sind bis Donnerstag, 23.4.2020, 24:00 Uhr schriftlich abzugeben.
Für die Lösung von Aufgabe 1.1 erhalten Sie bis zu 4 Punkte.
Für korrekte Lösungen der Aufgaben 1.2, 1.3 und 1.4 wird jeweils ein Votierpunkt vergeben.

1.1. In der Vorlesung wurden die Exponential-, Kosinus- und Sinusfunktion mit Hilfe von Reihen
definiert. Konkret ist

ez :=

∞∑
k=0

zk

k!
, cos z :=

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
z2k, sin z :=

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1.

für alle z ∈ C. Zeigen Sie, dass für alle z, w ∈ C gilt:

(a) eiz = cos z + i sin z,

(b) ez+w = ez · ew .

Verwenden Sie diese beiden Ausdrücke, um zu zeigen, dass für alle z ∈ C auch

(c) ez = eRe z · (cos (Im z) + i sin (Im z)),

(d) cos z = 1
2

(
eiz + e−iz

)
bzw. sin z = 1

2i

(
eiz − e−iz

)
,

(e) (cos z)2 + (sin z)2 = 1

gilt. Zeigen Sie ferner, dass

(f) Kosinus und Sinus nur reelle Nullstellen haben und

(g) limy→±∞ | cos (x+ iy)| =∞, bzw. limy→±∞ | sin (x+ iy)| =∞ für alle x ∈ R.

1.2. Welche der folgenden Funktionen C→ C sind in z = 0 differenzierbar?

(a) z 7→ Re z + Im z, (b) z 7→ Re z · Im z, (c) z 7→ z, (d) z 7→ zz.

Verwenden Sie für Ihre Bearbeitung nur die Definition der Differenzierbarkeit.

1.3. Beweisen Sie die Kettenregel:
Solange f : Df ⊂ C → C differenzierbar in z ∈ D ist und h : Dh ⊂ C → C differenzierbar in
f(z) ∈ Dh, gilt

(h ◦ f)′(z) = h′
(
f(z)

)
· f ′(z) .

1.4. Berechnen Sie die folgenden Wegintegrale:

(a)

∫
γ
z2 dz für γ(t) = eit mit 0 ≤ t ≤ π ,

(b)

∫
γ

Re (z) dz für γ = [0, 1 + e] .
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