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Gruppenübung 8

Aufgabe 1 (Differentialgleichungsystemen I)
Bestimmen Sie die allgemeine Lösung des Differentialgleichungsystems y′1

y′2
y′3

 =
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−2 8 −2
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 y1
y2
y3

 .

Aufgabe 2 (Differentialgleichungsystemen II)

a) Sei A ∈ Rn×n diagonalisierbar mit Eigenwerten λ1, . . . , λn ∈ R und det(A) < 0.
Zeigen Sie, dass das Differentialgleichungsystem ẋ = Ax eine nicht-triviale Lösung
x : R→ Rn mit lim

t→∞
x(t) = 0 hat.

b) Die allgemeine Lösung eines Differentialgleichungsystems ẋ = Ax mit A ∈ R2×2 ist

x(t) = c1e
7t

(
2
1

)
+ c2e

−5t
(
−2
1

)
, c1, c2 ∈ R.

Bestimmen Sie die Matrix A.

Hinweis: Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

Aufgabe 3 (Quadriken) Sei die quadratische Form q : R2 → R gegeben durch

q(x) = 3x21 − 3x22 − 8x1x2 + 22x1 + 4x2 + 7.

a) Bestimmen Sie eine symmetrische Matrix A ∈ R2×2, einen Vektor b ∈ R2 und eine
Konstante c ∈ R, so dass q(x) = x>Ax+ b>x+ c.

b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix S ∈ R2×2, so dass q(Sy) = y>Λy+ b̃>y+ c,
wobei Λ ∈ R2×2 eine Diagonalmatrix und b̃ ∈ R2 ist.

c) Bestimmen Sie die Gestalt der Quadrik Q = {x ∈ R2 : q(x) = 0} anhand der
Normalform {y ∈ R2 : y>Λy + b̃>y + c = 0}.
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Aufgabe 4 (Differenzierbarkeit, Richtungsableitung, Jacobimatrix)

a) Überprüfen Sie die Funktion c : R2 \ {(0, 1)} → R mit c(x, y) = 4 ln
√
x2 + (y − 1)2

auf Differenzierbarkeit in (−1, 2) und berechnen Sie die Richtungsableitung von c
in (−1, 2) in Richtung des Vektors v = 1

5
( 3
4 ) .

b) Bestimmen Sie für die folgenden Funktionen jeweils die Jacobimatrix bzw. den Gra-
dienten.

i) h(x, y, z) =

(
xy2z3exy

2z3

x2ey − sinx

)
, ii) q(x, y, z) = arctan(cos(x2y))+ez cosh(x+y).

Aufgabe 5 (Differenzierbarkeit, Richtungsableitung)
Die Funktion f : R2 → R sei in (x0, y0) differenzierbar und für u = 1√

5
( 1
2 ) und v = 1√

2
( −11 )

gelte ∂uf(x0, y0) = − 1√
5

bzw. ∂vf(x0, y0) =
√

2.

a) Bestimmen Sie ∂wf(x0, y0) für w = 1√
2

( 1
1 ).

b) Bestimmen Sie die Richtung und den Betrag des steilsten Anstiegs von f im Punkt
(x0, y0).

Aufgabe 6 [Schriftliche Aufgabe (6 Punkte)]

a) Bestimmen Sie die Lösung des Differentialgleichungsystems

ẋ1 = −x1 + 2x2 + x3
ẋ2 = x2 + 2x3
ẋ3 = 4x2 − x3

mit der Anfangsbedingung (x1(0), x2(0), x3(0)) = (1,−1, 2).

b) Bestimmen Sie die Normalform der folgenden Quadrik

Q =
{
x ∈ R3 : x21 + x22 + x23 − 2x1x2 +

√
2x2 + 2x3 + 1

8
= 0
}
,

das heißt, bestimmen Sie eine Diagonalmatrix Λ ∈ R3×3, eine orthogonale Matrix
S ∈ R3×3, einen Vektor b ∈ R3 und eine Konstante c ∈ R, so dass Q = {Sy ∈ R3 :
y>Λy + b>y + c}. Bestimmen Sie außerdem den Typ der Quadrik.

Hinweis: Wenden Sie das gleiche Verfahren wie in Aufgabe 2 an.

c) Bestimmen Sie für die Funktion h : R2 → R mit

h(x, y) = x2ey − sin(x)

die Richtungsableitung im Punkt (0, 1) in Richtung des Vektors v = 1
5

( −43 ).
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