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FAQs #3

Wi ieso ist im Fall reeller Koeffizienten mit jeder Losung auch ihr
Realteil und ihr Imaginarteil eine Losung?

Wir betrachten die homogene Differenzialgleichung
aay D () + -+ + a1y (1) + agy(t) = 0 (1)

mit konstanten reellen Koeffizienten a; € R. In der Vorlesung wurde erwéihnt, dass fiir jede Lésung
y von (1) auch deren Realteil Rey und deren Imaginérteil Imy eine Losung ist. Warum ist das so?
Antwort: weil

aa(Rey) D (t) + - + ar(Rey) V() + ao(Rey)(t)
= agRe(y'? (1)) -+~ + a1 Re(y™ (1)) + ao Re(y(1))

= Re(ady(d) (t)+---+ a1y (t) + aoy(t))
=Re0=0.

Im ersten Gleichheitszeichen wurde
(Rey) (1) = Re(y (1)) (1€ NU{0},t € R)
benutzt und im zweiten Gleichheitszeichen
Re(az) = aRe(z) (a €R,ze€C).

Fiir “Imaginérteil” geht es genauso wie fiir “Realteil”.

Wie kriege ich im Fall reeller Koeffizienten die allgemeine reelle
Losung?

Wir betrachten wie eben die homogene Differenzialgleichung
agy () + -+ + ary D (t) + aoy(t) = 0 (2)

mit konstanten reellen Koeffizienten a; € R. Wir wollen dann reelle Funktionen finden, aus denen alle
(reellen) Losungen von (2) zusammengesetzt werden konnen.

Sie wissen aus der Vorlesung: aus den Funktionen ¢ — y ;(¢) := t!e*" — wobei A die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms durchlauft und | die Menge {0,1,...,m) — 1} (m, die Vielfachheit der
Nullstelle A) — kann jede Losung y von (2) (komplex) linear kombiniert werden:

y(t) = Y exoyno(t) +exiyan () + -+ exmy—19amy-1(t) (¢ ER)
AEN
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fiir gewisse komplexe Zahlen ¢y ; € C (N bezeichnet die Menge der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms).

Allerdings sind diese y»; im allgemeinen nicht reellwertig, weil das charakteristische Polynmom im
allgemeinen natiirlich auch nichtreelle Nullstellen A hat.

Sie kénnen aber (im Fall reeller Koeffizienten!) aus dem System der Bausteine y, ; immer ein neues
System von Bausteinen gewinnen, die reellwertig sind. Wie geht das? Antwort: Sie ersetzen die Bausteine
yr; und y5, durch die Funktionen ¢ — t'e® cos(bt) und ¢ — t'e® sin(bt), wobei a den Realteil und b

den Imaginirteil von A\ bezeichnet: A = a + ib und A\ = a — ib. (Beachten Sie, dass mit A auch X eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, und zwar mit derselben Vielfachheit.)

Diese neuen (reellwertigen!) Funktionen sind wirklich Losungen von (2), denn sie sind Real- bzw.
Imaginérteil der Losung yx ;. Und da Sie aus diesen neuen Funktionen die alten Bausteine yx; und yy,
zuriickgewinnen kénnen:

yau(t) = t'er = tle (cos(bt) + isin(bt)), yxa(t) = tlert = tleat (cos(bt) — isin(bt)),

konnen Sie tatséchlich auch aus diesen neuen Funktionen jede beliebige Losung (komplex) linear kom-
binieren. Insbesondere kénnen Sie aus diesen neuen Funktionen jede beliebige reellwertige Losung reell
linear kombinieren, mit anderen Worten: die allgemeine reelle Losung y von (2) ist eine reelle Linear-
kombination aus diesen neuen Funktionen:

y(t) = Z cxo cos(bt) +cx1te™ cos(bt) + -+ 4 Cxmy—1 £ e cos(bt)
a+ib=XAeNT
+ > daosin(bt) +dxate™ sin(bt) + -+ dagn, 1t e sin(bt) (¢ € R)
a+ib=AENT

fiir gewisse reelle Zahlen cy; und dy; € R, wobei N* := {\ € N : Im\ > 0} (statt die Summe iiber
N laufen zu lassen, ginge auch N~ := {A € N : Im A < 0}).



