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Vortragsubung 10

Aufgabe 1 Cauchyfolgen
Sei durch

2+ a,
1+a,

ap=1, ap1 = fiirn > 0,

eine rekursive Folge in R beschrieben. Beweisen Sie folgende Aussagen:
a) Es gilt a,, > 1 fiir alle n € Ny.
b) Es gilt |ap12 — apiq| < % |ni1 — ).
c) BEs gilt |ans1 — an| < 5= a1 — ao] < 2.
d) (an)nen, ist eine Cauchyfolge.

Welchen Grenzwert hat die Folge?

Aufgabe 2 Hdaufungspunkte 1
Bestimmen Sie alle Haufungspunkte, sowie den Limesinferior und Limessuperior der reel-
len Folgen:

i n+(—1)"(3n+1) by = (—1)" + cos (T)
" n o 2/

Aufgabe 3 Haufungspunkte I1

a) Finden Sie Beispiele fiir reelle Folgen mit folgenden Eigenschaften:

1. (@n)nen besitzt 1 als Haufungspunkt, aber nicht als Grenzwert.
2. (bn)nen besitzt 2 als Haufungspunkt und ist unbeschréankt.
3.

(Cn)nen besitzt keinen Haufungspunkt.
Begriinden Sie, warum (¢, )neny unbeschrinkt sein muss.

b) Sei (a,)nen eine beschrankte, reelle Folge mit genau einem Haufungspunkt a. Zeigen
Sie, dass (a,)nen konvergent mit Grenzwert a ist.

c*) Gibt es eine reelle Folge, die jede reelle Zahl als Haufungspunkt besitzt?
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Aufgabe 4 Konvergente Majoranten und divergente Minoranten

a) Verdichtungssatz von Cauchy:
Sei (an)nen eine monoton fallende Nullfolge. Die Reihe Y | a, konvergiert genau

dann, wenn die Reihe Y7 2"asn konvergiert.

Beweisen Sie mithilfe des obigen Satzes, dass die Reihe
>
nOé
n=1
genau dann konvergent ist, wenn o > 1 ist.
b) Untersuchen Sie die Reihen

> sin(k — 1 S 1 in(+/
Z k(g)’ i Z(_l)kmsm( arctan(k?)),

2 k=0

k=1 k

auf Konvergenz oder Divergenz.

Aufgabe 5 Leibnizkriterium

a) Zeigen Sie, dass die Reihe
= k
k
Z(_l) 21
k=2
konvergiert.

b) Beweisen oder widerlegen Sie: Ist (a,)nen eine reelle, positive Nullfolge, dann kon-
vergiert die alternierende Reihe
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