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Aufgabe P 1.  Binomialkoeffizienten
Berechnen Sie ohne Taschenrechner:

11
()
11 10 10
b — _ _
e = (5) - (4)-(5)
Hinweis: Nutzen Sie dabei die Eigenschaften der Binomialkoeffizienten geschickt aus.

Aufgabe P 2. vollstindige Induktion
Beweisen Sie folgende Summenformeln mit Hilfe der vollstandigen Induktion:

n

Aufgabe P 3. Mengen

(a) Skizzieren Sie die Mengen

M, :={(z,y) eR*| 2* +y* =1},
M, : = {(z,y) € R*| * +y* =16},
Ms:={(z,y) €R?| (x—1)°+ (y+3)* =16} .

Diskutieren Sie dabei in ihrer Gruppe, welche Auswirkungen die Anderungen bei jedem
Schritt in der Skizze haben.

(b) Skizzieren Sie nun die Mengen

My:={(z.y) eR*| z =2},

Ms: = {(v,y) e R*| y £ 1},
Mg :={(z,y) € R?*| (x —1)*+ (y +3)> < 16} .

und die Schnittmenge von M,, M5 und Mj.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H1. Binomischer Lehrsatz
Zeigen Sie, dass die folgende Summenformel fiir alle Zahlen n € Nj gilt:

> ()=

Hinweis: Sie kdnnen dabei den Binomischen Lehrsatz verwenden, den Sie in der Vorlesung
gelernt haben.

Aufgabe H 2.  vollstindige Induktion, Pascalsches Dreieck
Zeigen Sie mit Hilfe des Prinzips der vollstandigen Induktion, dass die folgende Summenformel

fir alle m,n € Ny gilt:
Zn: m+k\ (m+n+1
k n n

k=0
Stellen Sie das Ergebnis fiir m = 2, n = 3 im Pascalschen Dreieck dar.

Hinweis: Nutzen Sie hier ebenfalls die Eigenschaften der Binomialkoeffizienten geschickt aus.

Aufgabe H3. Mengen

(a) Skizzieren Sie die Mengen

)eR?| y=2(x—1)* 43},
YeR? |z —2(y—1)>=3}.

{(
{(

Machen Sie sich wieder klar, welche Auswirkungen die Anderungen in den Gleichungen
haben.

(b) Skizzieren Sie nun die Mengen

M : Y
M : x,y

My:={(z,y) eR?| 2 —2(y—1° =3},
My:={(r,y) € B| (¢ —1)° + (y — 3)° < 25} .

und die Schnittmenge von M3 und My.
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Aufgabe P 4. Komplexe Zahlen
Gegeben sind die komplexen Zahlen z; = 1+ 217, 20 = 6 — 24, z3 = (2 + \/5)1 — 5 und
z4 = 3 + 6. Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die Ergebnisse sowohl in
klassischer Schreibweise (a + bi) als auch als Paar (a,b) an (jeweils mit a,b € R).

(a) 25 = 22 + 23

(b) 26 — k2" %]
_a
(c) 27—z4

Skizzieren Sie alle beteiligten Zahlen in der Zahlenebene.

Aufgabe P 5. Mengen
Bestimmen Sie folgende Teilmengen von C und skizzieren Sie diese:

M :={z€C| |z—1] <2},
M, :={2zeC| Re(l/z) 21}

Aufgabe P 6. Eigenschaften von Abbildungen
Untersuchen Sie, ob die folgenden Abbildungen surjektiv, injektiv oder bijektiv sind:

fiiR=R:x—ux,
1

far{zreR|z>0} —-R: T

fa:R—=R:z—2vV1+22,

fi:R—=R:z— zsin(x)

Aufgabe P 7. C kein geordneter Korper

Zeigen Sie, dass es keine Anordnung < auf C gibt, die sich mit der Addition und der Multipli-
kation des Korpers vertragt: d. h. so, dass fiir beliebige a,b,c € C gilt:

e a<b— atc<b+c
e 0<aANO<b) = 0<a-b

Hinweis: Uberlegen Sie, was aus 0 < i (bzw. i < 0) folgen wiirde.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H4. Komplexe Zahlen
Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form = + yi mit z,y € R:
(@) (—143i)*+ (244)(1+21)
3(1+ i)2 2(1 - z')3
(b) Y N3
(1—1) (1+14)
(c) (1—14)+Re(|3+4i)
(d) Im((2+4 i)+ Re((2 - 31)%))

Aufgabe H5. Mengen
Bestimmen Sie folgende Teilmengen von C und skizzieren Sie diese:

My:={2€C| Rez-Imz < 1},
My:={z€C| |z+1| 22N |Imz| S 1} .
Aufgabe H6. Eigenschaften von Abbildungen
(a) Untersuchen Sie, ob die folgenden Abbildungen surjektiv, injektiv oder bijektiv sind:

flzRﬁR:xHeﬁQH,
forR—[-1,00): 2+ |z|—1,
fng—>R:x»—>min{:c2, x} :

(b) Fiir welche Werte von a € R sind die folgenden Abbildungen injektiv?

fi:[0,a) =R :x > 2? =5z +7,

222 —3x +a

i RN{2} = R:z— o ,

fo ' R—=R:z—2°+az.

Aufgabe H7. Polynomdivision
Gegeben sind die beiden Polynome

pi(z) =2 +22° —2—2 und
po(z) =2 — 1.
Bestimmen Sie alle reellen Lésungen fiir die beiden Gleichungen p;(z) = 0 und ps(z) = 0.

Hinweis: Wenn Sie erst einmal eine Losung xq gefunden haben, ist es sinnvoll, den Quotienten
¢;(z) == pj(x)/(x — x0) zu berechnen und Lésungen von ¢;(z) = 0 zu suchen.
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Aufgabe P 8.  Polarkoordinaten komplexer Zahlen
Berechnen Sie Polarkoordinatendarstellung der folgenden komplexen Zahlen:

(a) 2423
(b) 3+3i
(c) —10i

Aufgabe P 9. Mengen
Gegeben sind folgende Mengen:
My={zeC||z-2=2},
My ={z€C| [Imz|+|Rez| S 1},
M; = Cc(M; U M)
M, = Cc(My) N Ce(My)

Zeichnen Sie die Mengen M7, My und Msj.

Warum brauchen Sie die Menge M, nicht mehr zu zeichnen? Kennen Sie einen allgemeinen
Grund fiir die Beziehung zwischen den beiden Mengen Mjs und M, ?

Aufgabe P 10. Linearfaktoren
Zerlegen Sie die folgenden Polynome in Linearfaktoren:

(@) p1(X)=5X*+5X3—50X2+40X
(b) po(X)=X°—-1
(€) ps(X)=X3—(5+40) X2+ (5+131) X +2— 104

Hinweis: In (c) hat eine der Losungen den Realteil eins.

Aufgabe P 11.  Vektorraum der Polynome

(a) Verifizieren Sie, dass Pol R ein (unendlichdimensionaler) R-Vektorraum ist.
(b) Untersuchen Sie, ob

1) o = / f(2) 9(z) da

ein Skalarprodukt (-[-)_; ;; auf PolR definiert (im Sinne von 2.6.2 der Vorlesung).

(c) Finden Sie ein quadratisches Polynom p,, das beziiglich (-|-);_,, orthogonal zu den
durch po(X) =1 und p;(X) = X gegebenen Polynomen ist, dass also gilt:

(P2 po)1) = 0= (p2]P1) iy -

Hinweis: Mit py, p1 und py beginnt die Folge der sogenannten Legendre-Polynome.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H8. Komplexe Zahlen
Berechnen Sie Polarkoordinatendarstellung der folgenden komplexen Zahlen:

(@) =1 =22,

(b) z=1++3i
(C) 23 = 21 %9
Hinweis: Nutzen Sie zur Berechnung von z3 schon die Ergebnisse von z; und z5.

Aufgabe H9. Mittelwerte
n

Fir z1,..., 2, € RT wird das harmonische Mittel definiert als Tnam = —
1
=Y
(a) Zeigen Sie, dass fiir n =2
—2

z geom

fharm = =
L arithm

gilt, wobei Tgeom das geometrische und Zyithm das arithmetische Mittel bezeichnet.

(b) Ein Fahrzeug fahrt eine Stunde lang mit der Geschwindigkeit v; = 50 km/h und eine
Stunde lang mit der Geschwindigkeit vo = 100 km/h. Berechnen Sie die Durchschnitts-
geschwindigkeit .

(c) Ein anderes Fahrzeug fahrt 100 km weit mit v; = 50 km/h und 100 km weit mit
vy = 100 km/h. Berechnen Sie auch hier die Durchschnittsgeschwindigkeit ©.

(d) Um welche Mittelwerte von v; und v, handelt es sich bei & bzw. v ?

Aufgabe H 10.  Untervektorraum
Im R-Vektorraum R? betrachten wir die Vektoren v; = (1,0, 0) und v, = (0, 1, 0). Die
Menge
L (v1, vg) == {al U1 + Qi Uy ‘ aq, ap € R}
heiBt lineare Hiille oder Aufspann der Menge {vy,va}.
Zeigen Sie, dass L (vy, v3) ein Untervektorraum von R3 ist.

Zusatz: lst L (vy, v2) auch ein Untervektorraum des C-Vektorraums C3?

Aufgabe H 11. Linearfaktoren
(a) Zerlegen Sie die folgenden Polynome in Linearfaktoren:
pi(X) =X +8X2+22X+20, po(X)=X>—-27i und p3(X)=X*"-2X%*+4.

(b) Wie miissen die Parameter a und b aus C gewahlt werden, damit 1+ ¢ und 2 + 34
Nullstellen des Polynoms p(X) =2 X%+ a X + b sind?
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Aufgabe P 12.  Geraden und Ebenen
Durch die Punkte A = (—1,1,1), B = (—1,3,0) und C = (0,1, —2) wird eine Ebene F;
im R3 festgelegt. AuBerdem sind noch die Punkte P, = (1,0,—-2), P, = (0,—2,2) und
Py = (1,-2,2) gegeben.

(a) Berechnen Sie die Parameterdarstellung von Ej .

(b) Existiert eine Gerade gy, die parallel zu E; durch die Punkte P, und P, verlauft.
(c) Existiert eine Gerade g5, die parallel zu E; durch die Punkte P, und P; verl3uft.

Aufgabe P 13. Lineare Unabhangigkeit
Gegeben sind die Vektoren v; = (0, 1, 0), v = (0,0, 1), v3 = (1,0,0), vy = (1, 1, 1),
vs = (4,5,0), vs=1(3,0,0) und v; = (0, 2, \).

(a) Sind die Vektoren vy, vy und vg linear unabhangig?

(b) Sind die Vektoren vy, vq, v3 und vy linear unabhangig?

(c) Sind die Vektoren vy, v3 und vs linear unabhingig?

(d) Sind die Vektoren v, und vs linear unabhangig?

(e) Fiir welche A € R sind die Vektoren vs, vg und v7 linear unabhingig.

Geben Sie jeweils eine geeignete Basis des R? an.

Aufgabe P 14. Interpolation mit Lagrange-Polynomen

Fir Xy,..., X, werden die sogenannten Lagrange-Polynome als
X —-X;
X):= — 1Sk
i#k

definiert. Im Folgenden Sei nun n =4 und X; =1 fir 1 <1 < 4.

(a) Zeigen Sie, dass im Vektorraum Poly R die Polynome ¢1, ¢2, g3 und g4 linear unabhingig
sind und skizzieren Sie diese.

(b) Das kubische Polynom p interpoliert die Punkte (1,—1), (2,0), (3,2) und (4,1). Stellen
Sie das Gleichungssystem fiir die Koordinaten von p bzgl. der Monombasis {1, X, X2 X3}
auf.

(c) Stellen Sie p als Linearkombination der ¢ dar.

Aufgabe P 15.  Polynomraum
Wir betrachten den Vektorraum Poly R := {Z?:o o X7 ’ a; € R} der reellen Polynome vom
Grad hdchstens 2 mit den Basen B = {X? X —1,X + 1} und C = {1, X, X?}.

Geben Sie fiir das Polynom p(X) := X? +2X + 1 die Koordinatentupel _p beziiglich B und
op beziglich C' an.

Uberpriifen Sie die von ihnen gefundenen Koordinaten durch Probe (Einsetzen).
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 12.  Dreiecksungleichung
Beweisen Sie folgende Dreiecksungleichung:

Fir alle =, y € R™ gilt | |2 — |y|| < || +[y].

Aufgabe H 13.  Geraden und Ebenen
Gegeben sind die Punkte P, = (1,1,1), P, = (2,1,-3), Py = (0,—4,1), P, = (—2,—4,9),
P5:(—2,—4,0) und P6:(1,17Oé).

(a) Berechnen Sie eine Parameterdarstellung der Ebene Ey, die die Punkte P;, P> und P;
beinhaltet.

(b) Liegt der Punkt P, auf der Ebene E;?

(c) Bestimmen Sie « so, dass die Gerade g durch die Punkte Ps; und P geht und parallel
zu der Ebenen FE; ist.

Aufgabe H 14.  2m-periodische Funktionen

(a) Zeigen Sie, dass im Vektorraum der 27-periodischen Funktionen von R nach R die
Funktionen f1(X) = 1, fo(X) = sin(X), f3(X) = cos(X), fi1(X) = sin(2X) und
f5(X) = cos(2X) linear unabhangig sind.

(b) Stellen Sie die Funktionen
g1(X) = 3sin(X) cos(X), g2(X) = (1 + cos(X))?

als Linearkombinationen von f; bis f5 dar.

Hinweis: Die Additionstheoreme 1.8.3 sind hier niitzlich, vielleicht auch die Relation
cos?(X) + sin*(X) = 1.

Aufgabe H 15.  Auffiillen einer Basis
Wir betrachten den Untervektorraum

U= {(xl,x2,$3,$4) c R4 ’ 21'1 — T9 + X3 — 31‘4 — O} g R4'

Zeigen Sie, dass v; = (1,0,1,1) und v = (0,1, 1,0) linear unabhiangig sind und in U liegen.
Geben Sie eine Basis von U an, welche v; und vy enthilt. Welche Dimension hat U?
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Aufgabe P 16.  Vektorprodukt
Gegeben sind die folgenden Vektoren

8 1 18 6
a=1 3 , b=15 c=1 16 und d=1| 7
4 9 26 2

Berechnen Sie:
(@) axbund axd
(b) (a+10b) xc
(c) (a+b,axb)

Aufgabe P 17.  Winkel, Hesse-Normalform

Bestimmen Sie fiir das Dreieck 7" mit den Eckpunkten (2,2,1), (1,2,2), (1,1,1)
(a) alle Innenwinkel,
(b) den Flacheninhalt,
(c) die Hesse-Normalform der Ebene E;, die T enthilt,

(d) ein Rechtssystem {by,bs,b3}, wobei b; der Normalenvektor der Ebene E; mit positiven

1 -Wert sein soll und b; = - (1,0, 1" ist.

Aufgabe P 18. Abstand zwischen windschiefen Geraden
Zeigen Sie, dass die beiden Geraden

1 1 0 1
gp:r=|5 ]+ s| 1 und g .= -1 |+t]| 2
2 0 1 2

windschief sind (d. h. sie sind nicht parallel und sie schneiden sich nicht), berechnen Sie deren
Abstand sowie die Punkte P € ¢g; und (Q € go mit dem kiirzesten Abstand.

Aufgabe P 19. Lineares Gleichungssystem

Es soll nach folgender Tabelle (Nahrstoffanteile (in %)) ein Obstsalat zusammengestellt werden,
der insgesamt 9 g EiweiB, 5g Fett und 194 g Kohlenhydrate enthalt.

| | EiweiB | Fett | Kohlenhydrate |

Apfel 03 | 06 15
Bananen 1,1 0,2 22
Orangen 1,0 0,2 12

Stellen Sie hierfiir ein lineares Gleichungssystem auf.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 16. Lineares Gleichungssystem

Es wird der Radius r und der Mittelpunkt M = (x,,,y,) eines Kreises gesucht, der durch
die drei Punkte A = (=2,4), B = (—=3,0) und C = (0,0) festgelegt ist. Berechnen Sie die
Unbekannten 7, z,, und y,, mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems.

(a) Stellen Sie die allgemeine Kreisgleichung auf.

(b) Ersetzen Sie die Unbekannten r, x,, und y,, geschickt durch a;, as und a3, damit
keine Quadrate mehr auftauchen.

(c) Losen Sie das entstandene lineare Gleichungssystem und berechnen Sie daraus wieder r,
Ty und Yy, .

Aufgabe H 17.  Flachenberechnung
Ein Wiirfel mit Kantenldnge 1 wird von einer Ebene E durch den
Mittelpunkt senkrecht zur Raumdiagonale geschnitten. " P

N

(a) Bestimmen Sie den Winkel zwischen der Ebenen E und einer
Wiirfelflache.

(b) Bestimmen Sie die Flache des entstehenden Sechsecks.

(c) Bestimmen Sie den Abstand der Ebenen E' zum Punkt P.

Hinweis: Legen Sie den Wiirfel in ein geeignetes Koordinatensystem.

Aufgabe H 18. Linearitit des Vektorproduktes
Zeigen Sie, dass das Vektorprodukt in jedem der beiden Argument linear ist, d. h. es gilt

(cva + Bb) X (yc+ 0d) = ay(a x ¢) + ad(a x d) + By(b x ¢) + fo(b X d)

fiir beliebige o, 3,7,0 € R und a,b,c,d € R3.

Aufgabe H 19.  Grassmann- und Lagrange-ldentitat
Beweisen Sie fiir beliebige a,b,c,d € R?

(a) die Grassmann-Identitit:
(axb)xc=(a,c)b—(bc)a,
(b) die Lagrange-Identitit:
((a x b), (¢ x d)) = (a,c)(b,d) — (a,d)(b,c) .

Hinweis: Die Linearitat (vgl. H18) kann helfen, die Rechnungen zu vereinfachen.
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Aufgabe P 20.  Multiplikation von Matrizen
Berechnen Sie fiir

01 3
4 4 6
A=11 0], B = ( ) und y=|-2
01 40 50 60 0
folgende Summen und Produkte (sofern das maglich ist):
(a) ATy (b) Ay’ (c) B'B  (d) A+B  (e) A+B" (f) y'y

Aufgabe P 21.  Bestimmung einer Matrix
Gesucht ist eine Matrix A so, dass die (lineare) Abbildung ¢: R* — R?: u +— Au die Vektoren

1 3 -2
Uy = —1 s Uy = —1 s Uz = 1
0 1 -2
jeweils auf
0 —2 1
V1 = 0 s Vg = 3 s V3 = 0
1 0 4

abbildet. Bestimmen Sie die Eintrage der Matrix A mit Hilfe linearer Gleichungssysteme.

Aufgabe P 22.  Lineare Abbildungen

Untersuchen Sie, ob die folgenden Abbildungen linear sind (dabei bezeichnet C*°(R) den Vek-
torraum aller beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen von R nach R, und u jeweils
solch eine Funktion). Geben Sie jeweils einen Beweis oder mindestens ein Gegenbeispiel an.

(a)
fi: C*R) = C*R): ur—2u+3

(b)

f2: C°(R) = C®°(R): ur—
(c)

f3: C®°(R) — C=(R): u + u?
(d)

f1: C®(R) - C®°(R): u—u" —u
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 20.  Matrizenmultiplikation
Berechnen Sie fiir die Matrizen

3 4 =2
4 3
4 -1 1 1 2 3 4
a=lo s |om=(r 2] e=(587 %)
1 5 2

alle Matrizenprodukte aus je zwei Faktoren, soweit diese Produkte definiert sind.

Aufgabe H 21.  GauB-Algorithmus

(a) Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

1 0 -1 2 0 2
0 2 1 1 -3 -3
A=1 5 1 -3 0 | . 1
2 -1 -2 0 2 2

Bestimmen sie alle Losungen des linearen Gleichungssystems mit Hilfe des GauB-Algorithmus.

(b) Bestimmen Sie die t € R, fiir welche das lineare Gleichungssystem

t 1 (t—1)? T t
01 1 ) = 0
1 3 2 T3 0
(i) genau eine Losung (ii) keine Losung (iii) mehrere Lsungen

besitzt. Geben Sie in den Fallen (i) und (iii) alle Lésungen an.

Aufgabe H 22. Lineare Abbildungen
Untersuchen Sie, ob die folgenden Abbildungen K-linear sind. Geben Sie jeweils einen Beweis
oder mindestens ein Gegenbeispiel an.

« peww ()= ()
(b)
s () (1)
(c) fgz@Q—’R:(z>Hx+\/§y (fir K= Q)
(d)

fi:C—C:z2—7%
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Aufgabe P 23.  Rang einer Matrix
Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix A. in Abhadngigkeit vom Parameter ¢ € R.

cle=1) 0 0 ¢(c—1)

01 0 0

Ae = 00 1 2c
cle=1) 0 2¢ c

Es sei nun a.: R* — R*: v — A.v. Bestimmen Sie jeweils eine Basis fiir den Kern dieser
linearen Abbildung fiir c=0, ¢c=1 und ¢ = 2.
Aufgabe P 24.  Beschreibung linearer Abbildungen durch Matrizen

(a) Beschreiben Sie die lineare Abbildung §: R* — R?, die jeden Vektor auf den um %
gegen den Uhrzeigersinn gedrehten Vektor gleicher Lange abbildet durch ihre Matrix 0,

beziiglich der Basis C': ¢; := ((1)) , Coy = <(1)> .

(b) Gegeben ist die Ebene

1 1
Ell g 2 o7 | = 0
-2
Spiegeln an dieser Ebene ist eine lineare Abbildung, wir nennen sie . Geben Sie die
1 2 0
1

Matrizen gpp und cp¢e an fiir die Basis B: b, := 3 2 |, by=-1],b5:=1|1
—2 0 1

und die Standardbasis £ des R?.

Aufgabe P 25.  Rang von Matrizenprodukten
Gegeben seien die linearen Abbildungen a: R® — R?, 3: R? — R* und ~: R* — R3? durch
ihre Abbildungsmatrizen (jeweils beziiglich der Standardbasis)

11

12 3 0

A= (PO 1Yy p=| 29| c=(02 1 -1

011 ~1 3 Ly 1 o
01

(a) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrizen zu den Abbildungen o, yo 3 und yo o a.
(b) Bestimmen Sie jeweils zu allen Abbildungsmatrizen den Rang.

(c) Warum kann der Rang der Abbildungsmatrix von v o 3o a nie groBer als 2 sein?
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 23.  Lineare Abbildung

P P
Das abgebildete Quadrat Q S R? besitzt die Eckpunkte ! ’
Pl = (_17_1)1 P2 = (17_1)1 P3 = (171) und P4 = (_171)
Bestimmen Sie alle Matrizen A, fiir die die lineare Abbildung Q
f:R? - R*: uw— Au
P, P,

die Ecken des Quadrats auf sich selbst abbildet.

Aufgabe H 24. Kern und Bild

Zeigen Sie, daB Kern(«) und Bild(«) einer linearen Abbildung a: V' — W Untervektorrdume
von V' bzw. W sind.

Aufgabe H 25. Inverse Matrizen

(a) Gegeben sei die Matrix A := <; ?) € R?*2,

. . . . C C
Fiir welche o € R existiert eine Matrix C' = < 1 12) € R*2 \ {0} derart, dass

C21 C22
AC =0 gilt?
Bestimmen Sie jeweils alle solchen Matrizen C' € R?*? und berechnen Sie dann auch C'A.

d

Was muss fiir a,b,c,d € R gelten, damit es mdglich ist, die inverse Matrix A=™! zu A
zu bestimmen (also eine Matrix A™' € R**? mit AA™' = FE, = A71A)?
Geben Sie die Inverse in diesen Fallen an.

(b) Gegeben sei die Matrix A := ((z b) € R?x2,
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Aufgabe P 26. Inverse Matrizen
Gegeben sind die folgenden reellen Matrizen

12 1 1 -1
A=lo0o1 o, B=| -1 1 und C:(éfé)
13 —1 0 1

(a) Fiir welche Matrizen gibt es eine Rechtsinverse, eine Linksinverse, eine Inverse?

(b) Berechnen Sie in den Fallen, wo es mdglich ist, die Inverse.

Aufgabe P 27.  Pseudoinverse
Gegeben sei die Matrix

o

&

I
e i -
O W N
~+~ O O

(a) Berechnen Sie Rg(A;).
(b) Fiir welche Werte von ¢ ist A, invertierbar? Berechnen Sie hierfiir die Inverse A, .
(c) Berechnen Sie AT Ay und ApgAT mit

At =1 —

O = W
[en i \V]
o O O

Was fallt auf?

Hinweis: AT ist die sogenannte Pseudoinverse von Aj.

Aufgabe P 28. Determinanten
Gegeben sind die folgenden Matrizen

1 2 3 —2 4 3 2 -3 5
A= -3 10|, B=( o 10], c= -2 0 -1 ],
4 -2 1 5 -2 3 3 -1 2
2 7 -2 1 2 3
D=| -3 1 0 und F=| =30 10 0
4 14 —4 20 10 -5

(a) Berechnen Sie det A mit Hilfe der Regel von Sarrus.
(b) Berechnen Sie det B, indem Sie nach einer Zeile oder Spalte entwickeln.
(c) Berechnen Sie det C', indem Sie die Matrix C' zuerst auf Dreiecksgestalt umformen.

(d) Berechnen Sie det D und det F' auf mdoglichst einfache Weise.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 26. Inverse Matrizen
Bestimmen Sie A~! und B~ fiir die folgenden Matrizen A und B:

L2595 g(l)zhi
A= 4 3 1 | eR*®>*® und B= e C¥4,
11 0 1
1 4 2 .
1 1 1

Berechnen Sie zur Probe AA™', A=A, BB~! und B~ 'B.

Aufgabe H 27.  Basiswechsel
Es ist die lineare Abbildung

%) ‘R® - R3: (x,y,2) — (22 + 2y, —y,y + 22)

beziiglich der Standardbasis £ gegeben. Weiter betrachten wir die Basis

—1 2 0
Bibi=| 0], bo=] -1 by=| 3
—1 0 —2
(a) Stellen Sie die Matrizen ¢, .id, und ,id, auf.

(b) Berechnen Sie die Matrix ¢ ..
Aufgabe H 28. Spatvolumen und -oberfliache

Die lineare Abbildung o : R® — R3? bildet die Standardbasisvektoren e;, ey, e3 jeweils ab auf
die Vektoren

2 — 1
b1 = 4 5 bg - 2 5 b3 = 2
1 4 2

(a) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix o, .
(b) Berechnen Sie die Oberflache des Spats, der von by, b, b3 aufgespannt wird.

(c) Bestimmen Sie das Volumen dieses Spats mit Hilfe des Spatprodukts
(vgl. 3.11.2 der Vorlesung).

(d) Berechnen Sie det(,a,).

Was fallt lhnen bei den letzten zwei Ergebnissen auf? Verallgemeinern Sie Ihre Beobachtungen,
und begriinden Sie die allgemeinen Behauptungen mit Aussagen aus der Vorlesung.
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Aufgabe P 29. Schmidtsches Orthonormierungsverfahren
Gegeben sind die folgenden linear unabhangigen Vektoren vy bis vy:

v =(2,2,1,0", vy=(=3, -5 -207, wvs=(1,5 -3,0", wv=(5 —1, -8 1)".

(a) Konstruieren Sie mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormierungsverfahrens eine Ortho-
normalbasis F': f17f2;f37f4 SO, dass gllt L(fl) = L(’Ul), L(fl,f2> = L(Ul,'l}g) und
L (f1, f2, f3) = L (v1, 02, v3).

(b) Warum gilt auch L (f1, fo, f3, fa) = L (v1,v2,v3,v4) ?
(c) Begriinden Sie, warum die Matrix A := (Ef1 pf2 ol Ef4) orthogonal ist.

Aufgabe P 30. Drehung

Gegeben seien die affinen Abbildungen « : u+— Au, f:v+— Av+sund v:ww+— Aw+t
von R3 nach R3 mit

. 2 -1 2 1 1
A=zl 2 2 -1, s=| -5 |, t=11
-1 2 2 4 1

(a) Bestatigen Sie, dass o, # und v Bewegungen sind. Handelt es sich um eigentliche oder
uneigentliche Bewegungen?

(b) Zeigen Sie, dass « eine Drehung ist, indem Sie die Drehachse (die Menge aller Fixpunkte
x mit x = a(x)) und den Drehwinkel bestimmen.
Hinweis: Finden Sie zur Berechnung des Drehwinkels einen Vektor y, der orthogonal zur
Drehachse ist, und berechnen Sie den Winkel zwischen y und a(y).

(c) Handelt es sich auch bei 3 und v um Drehungen? Versuchen Sie auch hier, die Drehachse
zu bestimmen.

Aufgabe P 31. Scherung

Eine Scherung ist eine affine Abbildung der Ebene R? auf sich selbst mit folgenden Zusatz-
eigenschaften: Es gibt eine Gerade (genannt Scherungsachse), die punktweise festbleibt, und
alle Punkte auBerhalb dieser Geraden werden parallel zur Scherungsachse verschoben.

Gegeben ist nun eine Scherung « mit der der Geraden y = x + 1 als Scherungsachse bei
der der Punkt P = (1,1) auf den Punkt P’ = a(P) = (3,3) abgebildet wird. AuBerdem ist

Q=(21).
(a) Bestimmen Sie a(Q) zeichnerisch durch eine geometrische Konstruktion.

(b) Beschreiben Sie den linearen Anteil und den Translationsanteil von « (beziiglich des
Standardkoordinatensystems).

(c) Priifen Sie ihr Ergebnis aus (a) rechnerisch nach.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 29. Determinante
Zeigen Sie mit Hilfe vollstandiger Induktion, dass fiir die Determinante der Matrix A,,, mit

1 0 0 b,
0 1 0 bn_1
An = 5
0 0 1 b
Cn Cn—1 Co 1
det A, =1 —bycy — -+ — b,c, gilt.

Aufgabe H 30. Affine Abbildung
Gegeben sind die affinen Abbildungen

a: R SR v— Ajw+t; und as: RP = R3: v Ay + ty

mit den Matrizen und Vektoren:

AR 10 1 -1 2
Alz— 1 \/§ —1 ,AQZ 1 0 —1 7t1: 0 ,tgz O
1_\/?5 1 1_|_\/7§ 01 2 —1 1

(a) Ist die affine Abbildung «; oder oy eine Bewegung?

(b) Bestimmen Sie den linearen Anteil und Translationsanteil der Komposition 5 = a0« .
Ist diese affine Abbildung eine Bewegung?

c) Bestimmen Sie die affinen Abbildungen a7! und a5!.
( ) g 1 2

Aufgabe H 31. orthogonale Matrizen

Es seien A und B aus R™ "™ zwei orthogonale Matrizen. Zeigen Sie, dass die Matrizen AB
und A~! ebenfalls orthogonal sind.
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Aufgabe P 32.  Affine Abbildungen

Es sind die affinen Abbildungen a: R3 — R?: v — Av +t und 8: R? — R*: v+ Bv +r
durch

1 0 1 2 3 0 —4 0
A=11 -1 -1 t:=10 B=1[12 -1 re=1_1
0 1 2 1 21 0 0
gegeben. Weiter ist
1 3
g:=<A 2 1+ -2 AeR
-1 0

eine Gerade.

(a) Bestimmen Sie a(g) und 3(g). Sind das Geraden?

(b) Berechnen Sie den linearen Anteil und den Translationsanteil von «wo 5 und G o a.

Aufgabe P 33.  affine Koordinatentransformation
Im R?® sind die Punkte Py := (5,—2,1), P, := (6,1,4), P, := (3,—-1,3), P53 := (5,—1,2)
gegeben.

—

Bestimmen Sie ein Koordinatensystem F so, dass [ = 0

b= 61,FP2 = 627]FP3 = €3.
Dabei ist E = (0; e, €2, e3) das Standardkoordinatensystem.

'F

Geben Sie die Koordinatentransformationen B und plp an.

Berechnen Sie die Koordinaten gF1 des Punktes P, aus Py = (2,1,-3).

Aufgabe P 34. Koordinatenwechsel

Es sei E = (6, e1, e, e3) das Standardkoordinatensystem in R3. Durch den Punkt P :=
(—1,%,4) und die Vektoren f, = (1,2,0)7, f» := (=2,-3,1)", f3 := (3,—1,1)7 ist ein
weiteres affines Koordinatensystem F := (P; f1, fa, f3) bestimmt.

(a) Ist F ein kartesisches Koordinatensystem?

(b) Berechnen Sie mit Hilfe des Ansatzes

n
IFX: Yo — X=P+yfi+typfotyfs
Ys

die Koordinaten IFG, p€1, p€2, p€3.
(c) Bestimmen Sie die Koordinatentransformation .

(d) Bestimmen Sie die Koordinatentransformation ..

Uberprijfen Sie damit |hr Ergebnis fiir FG, p€1y p€2, €3
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 32.  Scherung
Die Scherung « ist im Standardkoordinatensystem [E gegeben durch

a:R2—>R2:LEr—>(i :1)x+(;)

Wir betrachten das affine Koordinatensystem G = (A;ay,as) mit A= (0, 1), a1 =

1
und ay = —=(—2, 1)".

V5

(a) Bestimmen Sie die Scherungsachse.

(P
ﬁ(lv 2)

Hinweis: Die Punkte auf der Scherungsachse sind Fixpunkte.
(b) Ist das affine Koordinatensystem G auch ein kartesisches Koordinatensystem?

(c) Bestimmen Sie die Beschreibung Qg der Scherung « beziiglich des affinen Koordina-
tensystems G.

(d) Bestimmen Sie die Koordinatentranformationen _r. und .x

E G E-

Aufgabe H 33. Drehung in der Ebene
Die affine Abbildung o sei eine Drehung mit Drehwinkel % gegen den Uhrzeigersinn und
Drehzentrum P = (—2, 3). Mit Hilfe der Vektoren

1 : 1 ; 1 : 1 .
b= —(1, 10", by=——o(—1,1)", d=-(34 nd  dy=—(—4,3
1 \/5( ) 2 ﬁ( ) =234 2= 2(=4.3)

sind die kartesischen Koordinatensysteme B = (P; by, by) und D = (P; dy, dy) gegeben.
(a) Bestimmen Sie den linearen Anteil und Translationsanteil der Beschreibung .« , dieser
Drehung im Standardkoordinatensystem E.

(b) Berechnen Sie ;o und die Koordinatentransformationen  x_, px, und .k

DE' B D B-

Aufgabe H 34. Koordinatenwechsel
Gegeben sind die Punkte P := (1,-2,-1), F; := (0,—1,1), Fy := (0,0,1) und F3 :=
(—1,-3,2) sowie @ :=(—1,0,1), Gy :=(0,0,0), Gg :=(—1,1,3) und G3 := (—2,1,3).
(a) Zeigen Sie, dass durch die Punkte P und F; bzw. die Punkte @) und G, jeweils ein affi-
—_— — — —_— — —
nes Koordinatensystem F = (P; PFy, PF;, PF3> bzw. G := (Q; QG, QG,y, QG3)
gegeben ist. Sind dies auch kartesische Koordinatensysteme?

(b) Sei nun noch das Standardkoordinatensystem [E gegeben. Berechnen Sie die Koordina-

tentransformationen e 5Fer oFer gFer oy und .
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Aufgabe P 35.  Eigenwerte und Eigenrdume
Gegeben sind die folgenden Matrizen:

—-11 -7 4 1 3 2
= w) m=(Ge) (5 5)
(a) Bestimmen Sie alle reellen Eigenwerte der Matrizen A, B, C' sowie die zugehérigen Ei-

genraume.

(b) Bestimmen Sie alle komplexen Eigenwerte der Matrizen A, B, C' sowie die zugehdrigen
Eigenraume.

Aufgabe P 36. Eigenwerte und Eigenvektoren
Gegeben seien die Matrix und die Vektoren

12 4 0 -9 1 0 3
A 2 10 0 -3 T N |3
2 21 —6 |’ 1 8 |’ 2 0|’ 3 0
2 20 4 0 0 2

(a) Untersuchen Sie, welche der Vektoren vy bis v3 Eigenvektoren von A sind.

(b) Berechnen Sie alle Eigenwerte von A und geben Sie jeweils einen zugehdrigen Eigenvektor
an.

(c) Welche algebraische und geometrische Vielfachheit besitzen die Eigenwerte jeweils?

Aufgabe P 37. Involutionen

Gegeben sei ein R-Vektorraum V' und eine lineare Abbildung ¢ : V' — V' mit der Eigenschaft,
dass ¢ o p = idy . (Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft heiBt Involution.)

Welche Eigenwerte kann ¢ besitzen?

Zusatz: Zeigen Sie, dass jeder vom Nullvektor verschiedene Vektor ein Eigenvektor von ¢ oder
die Summe von zwei Eigenvektoren von ¢ ist.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 35.  Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Matrix
a b ¢
A= b d e
c e f
hat die Eigenwerte Ay = 1, Ay = —1 und A3 = 2 und die dazugehorenden Eigenvektoren

T T

v =(1,0,-1)7, v, =(1, 1, 1)
(a) Bestimmen Sie die Matrix A.

und vz = (-1, 2, —1)

(b) Bestimmen Sie z so, dass Az = (0, 1, O)T gilt, ohne dass Sie die Matrix invertieren.
Schreiben Sie (0, 1, O)T dazu als Linearkombination der Eigenvektoren.

Aufgabe H 36. Eigenwerte und Matrixpotenzen
Es sei A € K™*" eine Matrix und n eine natiirliche Zahl.

(a) Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion: Ist A ein Eigenwert von A zum Eigenvektor v,
dann ist A" ein Eigenwert von A™ zum Eigenvektor v.

(b) Widerlegen Sie die folgende Behauptung: Ist A\ ein Eigenwert von A™, dann ist YA ein
Eigenwert von A.
Hinweis: In ,kleinen” Raumen lassen sich fiir kleine n schone Gegenbeispiele finden.

Aufgabe H 37.
Gegeben sei die Abbildung ¢: C3 — C3: 2z — Ax, wobei

V2 —V2i 0
A= —V2i V2 0
0 0 —4

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und die zugehdrigen Eigenraume von A.

(b) Wahlen Sie den Eigenwert \; von A mit algebraischer Vielfachheit zwei und einen zu-
gehorigen Eigenvektor f;. Konstruieren Sie eine Basis F': f1, f2, f5 ( f3 ist der Eigenvek-
tor zum Eigenwert Ay mit algebraischer Vielfachheit eins), indem Sie einen Vektor f5 so
wahlen, dass (A — A1 E3) fo = fi. Bestimmen Sie die Matrixdarstellung ..
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Aufgabe P 38. Diagonalisierung
Gegeben sind die symmetrischen Matrizen

1 21 1+4a 2« 0
A=\ 2 0 2 und B = 2a 1+« 0 , a>0.
1 21 0 0 1—«

Diagonalisieren Sie A und B. Geben Sie jeweils die Transformationsmatrix und die Diagonal-
matrix an.

Aufgabe P 39.  Quadratische Form
Gegeben ist die quadratische Form ¢(z) = ' Az mit

25 0
A=| -5 3 -3
41 2

(a) Schreiben Sie ¢ als Polynom.
(b) Finden Sie eine symmetrische Matrix A so, dass q(z) = " Az gilt.

(c) Begriinden Sie, warum zu jeder quadratischen Matrix B die Matrix (B + BT) sym-

metrisch ist, und dass B und (B + B') dieselbe quadratische Form r(z) = 2" Bx
beschreiben.

Aufgabe P 40.  Skizzieren von Quadriken
Gegeben sind die folgenden Quadriken:

O

|
—

&

m

e

)

&

-
N
[@n R \V]
oo O
N——

&

|
DN | —

I

o
H/_/

T
Q4={xGR2 z" _2 g>x+2(_g) x:O}

Skizzieren Sie jeweils die Quadriken.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 38. Konjugierte Matrizen
Gegeben sind die Matrizen

-10 =2 24 1 2 =2
A= 20 3 —40 und T=|1 -4 0 1
-4 -1 10 01 -1

(a) Berechnen Sie die zu A konjugierte Matrix B = T AT.
(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren von B.

(c) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren von A.
Hinweis: Verwenden Sie Satz 5.2.2 aus der Vorlesung.

Aufgabe H 39.
Bringen Sie Matrix A

1 7 3V3 0
A= 5 3v3 13 0
0 0 —128

auf Diagonalgestalt D. Dabei sollen die Diagonaleintrage der Matrix DD absteigend sortiert
sein, also dy1 2 dyy = ds3 gelten.

Die zur Diagonalisierung vorgenommene Basistransformation entspricht einer Drehung um die
x3-Achse. Bestimmen Sie deren Drehwinkel .

Es sei nun die Quadrik

Q:{xERB‘ xTAx:O}

gegeben. Skizzieren Sie die Schnittkurven mit den vier Ebenen jeweils parallel zur x;25-Ebene

und _im Abstz.and —%, 0, \/% bzw. ﬁ vom Ursprung. Die Skizze sollte sauber von Hand
gezeichnet sein.

Hinweis: Es ist einfacher, vom gedrehten Koordinatensystem auszugehen.

Aufgabe H 40. Quadrik
Gegeben ist die Quadrik Q := {(z1, 22, 25) € R*| 32% — 223 — 23 — 1 =0}.
(a) Geben Sie den quadratischen, den linearen und den konstanten Teil der Quadrik an.
(b) Geben Sie die Matrixbeschreibung der Quadrik @ an.
(c) Entscheiden Sie, ob @ eine kegelige, eine parabolische oder eine Mittelpunktsquadrik ist.

(d) Skizzieren Sie die Quadrik.

Hinweis: Gehen Sie analog zur Vorlesung vor und schneiden Sie die Quadrik mit Ebenen,
die senkrecht zu Koordinatenachsen liegen.
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Aufgabe P 41. Grobeinteilung der Quadriken
Fiir welche ¢ € R ist die Quadrik

Q={zeR’| 2] +a}+caj+dcrras+2c(c—1)az+c(c—1)=0}

eine kegelige Quadrik, eine Mittelpunktsquadrik oder eine parabolische Quadrik?

Aufgabe P 42.  euklidische Normalform
Bestimmen Sie die euklidische Normalform der folgenden Quadrik:

9 , 26 12
x1+x1x2+3x2x1—|—4x2+3x1+€x2—7:0 .

QZ{ZEGRQ

Geben Sie fiir jeden Transformationsschritt und fiir die Gesamttransformation jeweils das neu
gewahlte Koordinatensystem und die Koordinatentransformation an. Skizzieren Sie die Quadrik.

Aufgabe P 43. Klassifikation der Quadriken im Raum

Um welche Quadriken konnte es sich bei den folgenden Bildern handeln? Geben Sie jeweils den
Typ der Quadrik und eine mogliche euklidische Normalform an.

q
(¥
SIS
AN TGRS
Gk

' O
i

N/
e,

AN
”(A’VA\VA
WIS
A VAR
LIRS

7
Y7

N

A\

N
N
N\
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 41. Definitheit einer quadratischen Form

Gegeben ist die quadratische Form ¢(z) = ' Az mit

A ?—4+3c *—4—3¢
T\ *—4—-3c *—4+3¢ )"

Untersuchen Sie, fiir welche Werte von ¢ € R die quadratische Form positiv definit, negativ
definit bzw. indefinit ist.

Aufgabe H42. Typ einer Quadrik
Bestimmen Sie fiir die Quadrik

Qo = {x ER?" ﬁ—2x§—|—a:r§+4x1x2+2\/gm1+4\/3x2+04:0}
in Abhangigkeit von dem reellen Parameter o die Matrixform und den Typ.

Aufgabe H 43.  euklidische Normalform
Bestimmen Sie fiir die Quadrik

Q:{xGR?" x%—l—x§+4x§+6x1x2+12x1x3—|—4x2x3+8x1+4x2—2x3—|—1():0}

die euklidische Normalform und den Typ. Geben Sie fiir jeden Transformationsschritt und fiir
die Gesamttransformation jeweils das neu gewahlte Koordinatensystem und die Koordinaten-
transformation an.
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Aufgabe P 44. Monotonie und Beschranktheit

Untersuchen Sie die Folgen auf Monotonie und Beschrinktheit. Geben Sie im Falle der Be-
schranktheit konkrete obere und untere Schranken an.
Konnen Sie eine Aussage dariiber machen, ob die Folgen konvergieren?

(@) (n+ Sin(2 Tn))

(b) (n sin( )neN
(c) (5 sin )neN

(d) (sin(y) )nEN

(e) (sin(mn—2 )neN

Aufgabe P 45.  Haufungspunkte
Berechnen Sie die Hiaufungspunkte, lim a, und lim a, der folgenden Folgen.

n—oo n—oo

Untersuchen Sie die Folgen ebenfalls auf Konvergenz.
(a) a, = 2"
(b) an=5-(=1)"

B (3)"  fiir n gerade
(c) an { (1 _i 1) fiir n ungerade

(d) a, = cos (%)

Aufgabe P 46. rekursive Folgen
Berechnen Sie die ersten fiinf Folgenglieder der rekursiv definierten Folge

Api1 = an +8(n—1) mit a; = 1.
Zeigen Sie mit Induktion, dass fiir diese Folge auch
an =4n? —12n+9

gilt.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 44. Hiufungspunkte
Geben Sie alle Haufungspunkte der folgenden Folgen an:

@ (s (),
3n+1
(b) ((—1>n<1—n>)neN

@ ().,

(d) (n — 2[10g2(n)])neN'
wobei ,, [...]" (GauB-Klammer) das Abrunden beschreibt, d. h. [z] ist die groBte ganze
Zahl, die kleiner oder gleich z ist. Zur Erinnerung: log,(z) ist definiert durch 2°%2(*) = g

Aufgabe H 45.  Konvergenz

Untersuchen Sie die Folgen auf Konvergenz. Falls die Folge nicht konvergiert geben Sie —
falls vorhanden — deren Haufungspunkte an. Bei Konvergenz geben sie deren Grenzwert an.

o/mm\ n+2 An* —3n+1 An* —3n+1
a, = sin <—> b, = ——F— Cp=—""""
2 2n nd nt
4n* — 3 1 1\" 1
dn:% en:<1+—) (2——) gn=vVn+2—vn+1
n n n

Hinweis: Die dritte binomische Formel kann bei der letzten Folge sehr hilfreich sein.

Aufgabe H 46. rekursive Folge von Matrizen, Fibonacci-Zahlen
Wir starten mit der Matrix
A 01
S\l 1)

Wir definieren die Folge (a,)nen durch: , a; ist der Eintrag rechts oben in der Matrix A7 “.

Weiter ist die Folge der Fibonacci-Zahlen rekursiv definiert durch

fi=1, fo:=1, VYn=2: fo1:=fo+ fo1-
(a) Zeigen Sie mit Hilfe vollstandiger Induktion, dass die Folgen (a,)nen und (fy)nen gleich
sind.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jede Diagonalmatrix D und jede invertierbare Matrix T" gilt:
VkeN: (T'DT)'=T"'D*T

(c) Benutzen Sie die beiden vorigen Aufgabenteile, um eine explizite (nicht-rekursive) Be-
schreibung der Fibonacci-Zahlen zu geben.

Hinweis: Lassen Sie sich nicht von ein paar Wurzeln schrecken.
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Aufgabe P 47.  Cauchy-Folgen
Zeigen Sie, dass die Folgen

1 1"
= und bn:< )
2n+1 2n +1

Qn

Cauchy-Folgen sind. Geben Sie zu jedem ¢ > 0 ein n, so an, dass das Cauchy-Kriterium erfiillt
ist.

Hinweis: Es ist hilfreich, wenn sie sich den Verlauf der Folgen, wie zum Beispiel Monotonie
und Beschranktheit, naher betrachten.

Aufgabe P 48.  Konvergenz und (bestimmte) Divergenz
Gegeben sind die Folgen

(an)per = (27) e (brners = (l>neN

n
2nt
n = dn -
(c )nGN ( n2 +1 ( )neN\{Q} <_2 n? + 8) neN~{2}
—6n%+42n — 172

oo = (2T = s e = ()

(a) Untersuchen Sie diese Folgen auf Konvergenz, Divergenz und bestimmte Divergenz.

2n3—|—2n2—|—n)
neN

(b) Fiihren Sie diese Untersuchung ebenfalls durch fiir die Folgen

(an b”)neN <a” gn)nEN (d” b">n€N\{2} (fn gn)neN
bn, Gn
N e R S I ()
9In /) nen n/ neN
Begriinden Sie mit Hilfe dieser Erkenntnisse, warum es nicht moglich ist, Ausdriicken wie
,0-00% ,00—00" , 2" oder, % “ einen verniinftigen Wert zuzuordnen.

Aufgabe P 49.

Finden Sie jeweils Beispiele von Folgen (a;)nen und (b,)nen reeller Zahlen so, dass (a,,) nicht
konvergiert und (b,) gegen Null konvergiert, wihrend die Produktfolge (a,b,)nen

(a) unbeschrankt ist,
(b) gegen ein beliebiges ¢ € R konvergiert,

(c) beschrankt ist, aber trotzdem nicht konvergiert.
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Hausiibungen (Abgabe in der ersten Gruppeniibung im Sommersemester):

Aufgabe H 47.  Cauchy-Folgen

Geben Sie fiir alle Folgen an, ob sie beschrankt oder monoton sind. Welche der Folgen sind
Cauchy-Folgen?
n? 42 e’ 1
“ n?+1 (=1) 4n 4+ 5 L -

Bestimmen Sie fiir die Cauchy-Folgen ein moglichst kleines ng 1, so, dass gilt:

‘v’k,f € N: (k’,g > No.ol — ‘Clk —ag| < 001) .

Aufgabe H 48. Babylonisches Wurzelziehen
Fir a = 0 wird die Folge (an)nen, rekursiv definiert durch

an—1

2

Qp—1 + <
ag=a+1, ap = ——————
(a) Verifizieren Sie, dass alle Folgenglieder positiv sind.

(b) Untersuchen Sie, ob fiir alle n = 0 die Ungleichung a,, = \/« gilt.
(c) Zeigen Sie, dass die Folge (a,) monoton fillt.

(d) Berechnen Sie den Grenzwert lim a,, .

n—oo

Aufgabe H 49. geometrische Reihe

Einem regelmiaBigen achteckigen Weihnachtsstern (Oktagramm) werden wiederholt verkleinerte
konzentrische Sterne einbeschrieben. Dabei wird der jeweilige Nachfolger in das innere Achteck

(Oktagon) des Vorgangers eingepasst.
T
W

Die Punkte A und B haben beim duBersten Stern den Abstand 1. In welchem Verhaltnis stehen
die Langen /,, dieser Grundseiten aufeinanderfolgender Sterne zueinander? Berechnen Sie die
Gesamtlange der schwarzen Randlinien sowie die Summe der grau eingefarbten Flachen bei der
Grenzfigur.
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