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Prasenziibungen

Aufgabe P 1. Konvergenz in metrischen Raumen

Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Konvergenz in R? bzw. R3. Wahlen Sie hierzu
zunachst eine geeignete Metrik aus {p1, p2, pso} aus.

3+sinn 2-+cosn
n n

(a) a:N—>R2:nr—>an::( :

n

(b) b: N —R*: n b, := <3+Smn 2+COSH,ZL>

n n = Y

Aufgabe P 2. Konvergenzkriterien
Untersuchen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren.

@ Y1y (y (© g;*j
o> (S5 () @ >

Aufgabe P 3. Koch-Schneeflocke

Die Koch-Schneeflocke entsteht durch folgenden iterativen Prozess. Ausgangsfigur ist ein
gleichseitiges Dreieck mit Kantenlange 1. Im n-ten lterationsschritt setzt man dann in die
Mitte einer Kante mit Kantenlange a ein weiteres gleichseitiges Dreieck mit Kantenlange %a
an.
(a) Sei b, die Kantenldnge im n-ten lterationsschritt und ¢, die Anzahl der Kanten.
Bestimmen Sie by, b, b3 und ¢y, o, c3. Berechen Sie anschlieBend allgemein b, und ¢, .

(b) Bestimmen Sie den Umfang einer Koch-Schneeflocke.

(c) Bestimmen Sie den Flacheninhalt einer Koch-Schneeflocke.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 1. Konvergenzkriterien fiir Reihen
Untersuchen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren:

k=1

Aufgabe H 2. Stetigkeit
Betrachtet wird die Funktion f: [1,4] — R: x — /.
(a) Berechnen Sie fiir jedes € > 0 ein passendes ¢ > 0 so, dass gilt

Vee [1,14+0]:  |f(x)— f(1)| <e.

(b) Finden Sie fiir jeden Punkt zy € [1,4] und fiir jedes € > 0 ein § > 0 so, dass die

Bedingung
Vo e [1,4]: (|o — x| <0 = [f(2) = f(zo)| <e)
erfiillt ist.
(c) Betrachtet wird nun die Funktion g: R — R
1, z#2
g(z) = {27 o

Konnen Sie auch hier ein § wie in (b) finden?
(d) Was hat das Ganze mit Stetigkeit zu tun?

Aufgabe H 3. Konvergenz in metrischen Raumen

Auf der Menge C°([0,1]) der reellwertigen stetigen Funktionen auf dem Intervall [0,1] ver-
wenden wir die durch pu.(f,g) := max {|f(t) — g(t)| | t €[0,1]} festgelegte Metrik po.
Die Folge (fn)nen in C°([0,1]) wird definiert durch

fa) =B firie o]

Uberpriifen Sie, ob die Folge konvergiert und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.
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Aufgabe P 4. Stetigkeit
Gegeben ist die Menge
L={k-J|kez}

und die folgenden Abbildungen:

fiRNL—-R: 2z~ ’

sin(2x)
sin(2z)
|sin(2x)|
h:RNL—-R:z— (_s?n(Qx) + 1) Cf)s(x)

|sin(2z)| sin(z)
[: L - R: x> sin(2x)

g:RNL—-R:iz— cos(x)

(a) Skizzieren Sie die Graphen der gegebenen Funktionen.
(b) Untersuchen Sie anhand der Skizzen die Funktionen auf Stetigkeit.

(c) Bestimmen Sie fiir f, g und h an Stellen 2 € L die rechtsseitigen und linksseitigen
Grenzwerte.

(d) An welchen Stellen zo € L lassen sich f, g und h linksseitig stetig erganzen, wo
rechtsseitig? An welchen Stellen kann man sie stetig erganzen?

Aufgabe P 5. Umbkehrfunktionen
Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen in ein Koordinatensystem ein:
(@ fi:[0,9] = R:z— x
(b) fo: [-1,3] > R: z+— 27
(c) f3:[0,5] = R:z+— (z+1)2=5
3z+3, z<-1
d firR->Riz—<(x+1)?, —-1Z2=Z1
6 — % ) x>1
Welche dieser Funktionen besitzen eine Umkehrfunktion?

Bei welchen kénnen Sie dies durch Anderung des Definitions- oder Zielbereichs erreichen?
Geben Sie die Definitions- und Wertebereiche der Umkehrfunktionen an.

Aufgabe P 6. Nullstellen

(a) Gegeben sei die Polynomfunktion f: R — R: z +— 2 + 2% — 62° — 52 + 5.
Bestimmen Sie die Anzahl der (reellen) Nullstellen. Begriinden Sie lhr Ergebnis.

(b) Wie viele (relle) Losungen besitzt die Gleichung
27 =4x7?
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 4. Stetigkeit
Bestimmen Sie moglichst groBe Teilmengen von R, auf denen die folgenden Definitionen
sinnvoll sind:

. CoS (“—;)

(@) fi:a Pl —1]
(b) fo:z—In(In(1+2?))
1

(c) firxo ———

14271

3at + 62° — 272 — 62 + 24
d :
(d) fira— 23— 222 —x +2

. cos(3x)

(€) Jo: = sin(2x)
(F) fs: xHﬁ wobei a,b € R

Untersuchen Sie diese Funktionen auf Stetigkeit, und bestimmen Sie jeweils die links- und
rechtsseitigen Grenzwerte an den Liicken in den Definitionsbereichen.
An welchen dieser Liicken sind die Funktionen stetig fortsetzbar?

Aufgabe H 5. Stetigkeit und Folgen

Sei f:(0,00) — (0,00) stetig und f(z) < z fiir alle x > 0. Fiir die reelle Folge (a,)nen
gelte a, > 0 und a,1 < f(a,) fir alle n € N. Zeigen Sie, dass (a,),en konvergiert und
bestimmen Sie lim a,,.

n—oo

Aufgabe H 6. Funktionsgrenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, ohne die Regel von |'Hospital zu verwenden:

—9
1 -
(@) lim —— 3m+2

(b) lim sin(z) — cos(x)

T cos(2x)
: 5a° 1
0 (0
(d) Tim r  sin(z)
2—0 \ sin(3x) x

(e) lim ﬁ, a € R

(f) lim (\/x+a—\/x—b> a,beR
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Aufgabe P 7. Potenzreihen

Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:
(@) > 2%z —3)" (b) > K%5*a*
k=1 k=1
s xk k!,
© 21 (@) > gme
k=1 k=1
(&) > (2+(~1)k) "ot (F) > kra?
k=1 k=1
Skizzieren Sie jeweils den Konvergenzkreis.

Aufgabe P 8. Differenzierbarkeit

(a) Untersuchen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, ob die Funktion f an der Stelle

o = 0 und die Funktion g an den Stellen xqg = 0 und x; = —3 differenzierbar ist.
. ‘ NG fir x € [0, +00)
f']RHR'xH{—\/—x fir x € (—00,0)

g R—=>R:zxw— z|z|+ |z + 3

(b) Setzen Sie die Funktionen f und g an der Stelle 2o = 0 stetig fort und untersuchen
Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, ob die beiden Funktionen an dieser Stelle
differenzierbar sind.

[ R\{O}%lelﬂ—ursin(l>

T

1
g ]R\{O}—HR::E}—wﬂsin(—)
T

Aufgabe P 9. Trigonometrische Funktionen

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Formel von Euler und de Moivre, dass fiir alle z € C die
folgenden Gleichungen gelten

eiz + 6—iz ) 61'2 _ e—iz
cosz=———, sinzg = ———
2 21
(b) Verifizieren Sie damit fiir z € C die bekannte Identitdt (sin z)? + (cos 2)? = 1.
(c) Zeigen Sie, dass fiir alle z,w € C die folgenden Additionstheoreme gelten:

cos(z +w) = (cosz)(cosw) — (sin z)(sinw)

sin(z + w) = (cos z)(sinw) + (sin z)(cos w)
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H7. Potenzreihen

Bestimmen Sie die Konvergenzradien und Entwicklungspunkte der folgenden Potenzreihen:

(d) Z z—i-\/_

(b) Z n*(z — 1+ 2i)" (e) Z on "

n2n

(<) Z (f) 22“ 22+ 4z +4)"

SklZZleren S|e Jewe|ls den Konvergenzkreis. Geben Sle an fiir welche z € R die Reihen kon-
vergieren.

Aufgabe H 8. Ableitungen
Berechnen Sie fiir folgende Funktionen die Ableitung nach x:

1

tan x
(b) fo:R—TR:zr— sinh(V1+ x2)
(c) f3:(0,00) = R:z+ Jrin(l +2?)

(@) fi:(0,2)->R:z+—

2

z?—1

(d) f4:R—>RZLIZi—>x4+1
. _ sin(x) cos(x)
(e) f5R—>R$ m

(f) f6:(0,7) = R:x+ (sin(z))”

Aufgabe H9. Fibonacci-Zahlen
Die Folge (a,) der Fibonacci-Zahlen ist definiert durch

ap:=1, a:=1, apy1 =a,+a,1 firneN.

Zeigen Sie: Fiir den Konvergenzradius p der Potenzreihe

o0
E anx”
n=0

gilt p= 1.
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Aufgabe P 10. Funktionsgrenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit der Regel von I'Hospital

3r—1
I
(@) Jin S
. sin(2x)
b) 1
(b) 20 sin(5x)
(c) lim =

Tr—00 ,I‘?’

Inz

(d) lim

rz—oo e7%

. 2
(e) ml_1)10riox In(x)

© by (g~ 577)

Aufgabe P 11. Differentiation von Umkehrfunktionen
(a) Untersuchen Sie, ob fiir die Funktion f: [0,7] — R: 2 — (cosz)” auf dem Intervall
0, 7] eine Umkehrabbildung f~': f ([0, 7]) — [0, 7] existiert.
(b) Berechnen Sie, falls die Umkehrabbildung existiert und f~! in f (o) differenzierbar
ist, die Ableitung

mit Hilfe der Formel sinz = /1 — (cos z)°.

(c) Fiir welche z gilt diese Formel?

Aufgabe P 12. Potenzreihen

Berechnen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen und bestimmen Sie jeweils
eine geschlossene Darstellung.

Hinweis: Fiihren Sie die Potenzreihen durch Integration auf Reihen mit bekannter Darstellung

zurtick und differenzieren Sie anschlieBend.
2k +1 ,,
T

(a) X

k=0

(b) i(l{:—i— 1)2%2*

(c) i(%? + 9k + 2)(=3)Fz*

k=2
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4. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 10. Funktionsgrenzwerte

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit der Regel von I'Hospital

(a) lim 2)

Tr—00 {L’4

(b) lim tan(3z)

e—= tan(z)
(c) 31612% <xsull(a:) a %)
(d) mErlrlo In(z)In(1 — z)
@ g (102 )

x—0 {L’Q

Aufgabe H 11. Taylorpolynom

Fiir ein festes k € N ist das Intervall [ := [—27k,27k| gegeben. Weiter ist auf [ die
Funktion sin}lz I — R: z + sin(z) definiert.

(a) Uberpriifen Sie, ob die Funktion sin’l die Voraussetzungen des Satzes von Taylor in
dem Intervall I erfiillt.

(b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T5(sin

57, 0).

(c) In anwendungsbezogenen Vorlesungen wird Ihnen haufig eine Aussage der Form |, fiir
kleine Winkel kénnen wir sin(x) durch x ersetzen" begegnen. Darf man das wirklich?
Was sind ,, kleine Winkel"? Stellen Sie diese an sich gewagte Behauptung auf ein solides
mathematisches Fundament, indem Sie sich das Restglied Ry(sin |, z,0) anschauen.

Aufgabe H 12. Umbkehrfunktion der Cosinus-Funktion

(a) Schréanken Sie die Cosinus-Funktion cos im Definitionsbereich so auf ein geeignetes
Intervall ein, daB die Umkehrfunktion Arcuscosinus arccos existiert und skizzieren Sie
diese.

(b) Berechnen Sie di arccos(z) mit Hilfe der Ableitung der Umkehrfunktion.
x

T=x0

(c) Zeigen Sie arccos(z) = § — arcsin(x).
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Aufgabe P 13. Kurvendiskussion
Die Funktion f sei gegeben durch die folgende Zuordnungsvorschrift:

f(z) =2 —2]z| +1.
(a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich von f in R und untersuchen Sie die
so gewonnene Funktion auf Stetigkeit.
(b) Untersuchen Sie den Graphen von f auf Symmetrie.
(c) Bestimmen Sie die Nullstellen von f.

(d) Bestimmen Sie die Extremalstellen von f, sowie jeweils deren Typ und die zugehdrigen
Funktionswerte.

(e) Skizzieren Sie den Graphen von f.

Aufgabe P 14. Stammfunktion
Fiir welche Konstanten a,b € R ist

F(z) = ae® In(2 + 32%) + barcsin(2 + 32)
eine Stammfunktion von

B 60e®” 23

= 5. +10e” 2 1In(2 + 32*)
T

/(@)

Aufgabe P 15. Integrale
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a) /2x5+4x3—3:+1dx

2 cos(z) sin(z)
@ [

(f) / e~ cos(kx) dz fir k € Z
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5. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 13. Taylorpolynome

Sei f:R— (=5,%): x> arctanx.

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3. Stufe T3(f,x,zq) beziiglich des Entwicklungs-
punktes zo = 0.
(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von T3 eine N&herung fiir arctan0.1.

c) Untersuchen Sie das Restglied Rs(f,z,0), um eine Schranke fiir den Fehler
U hen Sie das Restglied R3(f,z,0 ine Schranke fiir den Fehl
|£(0.1) — T5(f,0.1,0)| zu erhalten.

Aufgabe H 14. Potenzreihen und Differentialgleichungen
Gegeben sei die Differentialgleichung

f'=af,
wobei a € R ist. Eine Losung dieser Differentialgleichung ist eine differenzierbare Funktion
f: R — R, fiir die gilt
f'(z) = af(x) fir alle z € R.
Sei nun f eine solche Funktion.
(a) Bestimmen Sie fiir beliebiges n € N die n-te Ableitung f™ und schlieBen Sie dabei
induktiv, dass f beliebig oft stetig differenzierbar ist.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von (a) die Taylorreihe T'(f,x,0) und anschlieBend deren
Konvergenzradius.

(c) Machen Sie eine Probe, indem Sie sich vergewissern, dass T'(f,z,0) die Differential-
gleichung erfiillt, das heiBt LT'(f,z,0) = a - T(f,x,0).
(d) Welche Reihe erhalten Sie fiir den Anfangswert f(0) =17

Aufgabe H 15. Kurvendiskussion
Die Funktion f sei gegeben durch
1 1
1@ =52y ~a—ap

(a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich von f in R und untersuchen Sie
das Verhalten von f an dessen Randern (gegebenenfalls in +00). Uberpriifen Sie die
Funktion auf Stetigkeit.

(b) Untersuchen Sie f auf Symmetrie.

(c) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f.

(d) Berechnen Sie f’, sowie Art und Lage aller Extremalstellen von f. Bestimmen Sie
auBerdem die Tangente an den Graphen von f im Punkt x = 0.

(e) Bestimmen Sie alle Wendepunkte von f.
(f) Skizzieren Sie den Graphen von f.
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Aufgabe P 16. Partialbruchzerlegung

6. Gruppeniibung zur Vorlesung
Hohere Mathematik 2

Sommersemester 2010

Prof. Dr. M. Stroppel
Prof. Dr. A. Séndig

Finden Sie eine Partialbruchzerlegung fiir die folgenden Briiche:

r+1
x2—4
r+1
22 +4

(a)
(b)

Aufgabe P 17. Integrale

Tx — 15
x3 — 222 + b
1
xt— 23 + 222 — 20+ 1

(c)
(d)

Berechnen Sie die folgenden Integrale

1
a sin?zcos® rdz x—_4d
()/ © | s ied”

s, 7w — 15

Machen Sie in allen Fallen eine Probe.

Aufgabe P 18. Geschlossene Form
Bestimmen Sie die Konvergenzradien der Potenzreihen

P(z) = an"_l und Q(z) = Z (=1)" z".

—~ n?—n
Finden Sie jeweils eine , geschlossene Form* der Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenz-
kreises, das heiBt, stellen Sie dort P beziehungsweise () dar als Produkt, Summe oder
Komposition , bekannter” Funktionen — als bekannt sind dabei die Funktionen aus 2.2.5
beziehungsweise 3.1.7 des Skripts anzunehmen.

Aufgabe P 19. Universalsubstitution

Zeigen Sie, dass fir x € R\ {(2k + 1) | k € Z} bei Verwendung der ,, Universalsubstitu-
tion" w: x — tan(%) gilt:

sinszU—(x) cos(x) =
(x) T (@)’ (x)

Hinweis: sin(z) = 2sin(%) - cos(%) und cos(z) = (cos(%))2 — (sin(%))2.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 16. Integrale

Berechnen Sie die folgenden Integrale

W [ i @ [E
(b) /de (e) /1 \/xmdx
(<) /x2 —5|-$2;Zi_—?—10 T (f) /_llxe:”2 sin(z?) dx

Machen Sie in allen Fallen eine Probe.

Aufgabe H 17. Geschlossene Form

Bestimmen Sie fiir die folgenden Reihen den Konvergenzradius und eine geschlossene Form
im Inneren des Konvergenzkreises. Der Begriff ,, geschlossene Form* ist zu verstehen, wie in
Aufgabe P 18.

(a) x+x_3+x_5+
3 b}

(b) 1-22+2-32°+3 4o + ..
Aufgabe H 18. Integration fiir Fortgeschrittene

Verwenden Sie die Resultate der Universalsubstitution aus Aufgabe P 19 um folgende Inte-
grale zu berechnen

@ [

1
(b) /Sin(x)cos(x)dx
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Aufgabe P 20. Uneigentliche Integrale
Bestimmen Sie, falls moglich, die folgenden uneigentlichen Integrale:

(a) /O+ooxexdx
(b) /ng—l—ldx

2 —1
“+oo eir
© | '—Hﬂ

Aufgabe P 21. Konvergenzverhalten uneigentlicher Integrale

dzx

Untersuchen Sie folgende uneigentliche Integrale auf Konvergenz (ohne sie zu berechnen):

+o0 T
——d
(a)/o 2zl

S|
(b) —dx
o1+

(c) /+°° z+1 d
——dx
0 \/1’4—1—1

Aufgabe P 22. Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion ist definiert durch

+o0
"R - R:a+— /etto‘l dt.
010

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass dieses uneigentliche Integral in der Tat fiir alle o > 0
konvergiert.

(a) Zeigen Sie mit partieller Integration die Funktionalgleichung I'(a+ 1) = al'(«a).

(b) Berechnen Sie I'(1).

(c) Leiten Sie damit fir n € N die Identitdt I'(n + 1) = n! her. Anschaulich bedeutet

dies, dass die Gamma-Funktion eine Fortsetzung der Abbildung N — N: n +— (n—1)!
ist.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 19. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Zeigen Sie dass fiir alle z = 0 folgende Ungleichung gilt:

3 z(z+6)
2 (x+3)?2

Betrachten Sie hierfiir die Ableitung der linken und der rechten Seite, und verwenden Sie den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Aufgabe H 20. Uneigentliche Integrale

Bestimmen Sie, falls moglich, die folgenden uneigentlichen Integrale:

(a) /O+oox26”£dx ©) /_zﬁdx
(b) [OO L s (d) /1+°°12—fdx

2+

Aufgabe H 21. Bogenlinge und Rotationsflache
Sei r > 0. Skizzieren Sie die Kurve

fi(=ryr) =R z—r (1——),
bestimmen Sie ihre Bogenlange
o~ [V TR
sowie die Rotationsflache :

A= 27T/f(:1))\/ 1+ (f'(z))*dx.

Das Ergebnis sollte aus der Schule bekannt sein.
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Aufgabe P 23. Multiindizes

Stellen Sie die folgenden Polynomfunktionen in Multiindex-Notation > a;z? dar.
|31k

(a) f: (xla x2) = x? + 31'%1'2 — .CL'S
(b) g: (1'1, T2, .1'3) = x?.fgxg

(c) h: (z1, 20, 23) — xias — 4o 2d + 623 — 13

Aufgabe P 24. Konvergenz mehrdimensionaler Folgen
Untersuchen Sie die Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert:

o ().
o ().
o ().

Aufgabe P 25. Stetigkeit
Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit:

sin(zy)
(@) f:R> = R: (z,y) — Y xy # 0
1 zy =0
(b) g: (RN {0}) xR —=R: (x,y) — Sm(Tl’y)
Ty
(c) h:R* = R: (x,y)H{ 2 (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)
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Aufgabe H 22. Konvergenz mehrdimensionaler Folgen

Untersuchen Sie die angegebenen Folgen in R? auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebe-
nenfalls den Grenzwert:

(a) (sin (m + %) , sin (27m + %))
(b) (sin(gn + %) , sin (m + %))

I N Vo
(c) (;?’ﬂg(%jtl)!ﬁk)

neN

Aufgabe H 23. Funktionen in mehreren Veranderlichen
Es ist die Funktion f: R* — R: (z,y) — sin(z? + y*) gegeben.
(a) Skizzieren Sie die Niveaulinien von f zu den Niveaus —1,0 und 1. Skizzieren Sie mit
Hilfe der Niveaulinien und achsenparalleler Schnitte den Graphen.

(b) Weiter sind die Folgen (a,),cyy und (b,),cy gegeben mit a, := (Lsin(n), L cos(n))
und b, := (%, \/g—l— %) Bestimmen Sie

lim f(a,), lim f(by,).

n—-—4oo n—-—+oo

Aufgabe H 24. Funktionen in mehreren Veeranderlichen

Gegeben sind die Funktionen
3 — xy?
2x

g: (RN A0}) x (RN A0}) — R: (2,9) —

fr (RNA0}) xR — R: (z,y) —
23 — xy?
2xy
(a) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f und g. Verwenden Sie dazu als Hilfsmittel
Niveaulinien und achsenparallele Schnitte.

(b) Sind f und g stetig? Lassen sich f und g stetig auf R? fortsetzen?
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Aufgabe P 26. Partielle Ableitungen
Berechnen Sie alle ersten partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen.
(@) flz.y)=22+y*+4

(b) g(z,y) = g y#0

(c) h(z,y) = (sin(z +1y))* — (sinz)? + (siny)?
(d) p(z,y,2) = ze ™"

(e) Q(9171>352,:L“3, x4) = sin(xlx?))ex%ﬂi

Aufgabe P 27. Partielle Ableitungen
Gegeben ist folgende Funktion f:R? — R mit
2% — 2
Filoy) —{ Waag,e (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

Berechnen Sie f,(z,y) und leiten Sie f,(0,y) nach y ab. Bestimmen Sie nun f,(x,y) und
leiten f,(x,0) nach z ab. Was stellen Sie fest?

Aufgabe P 28. Taylorpolynom

Essei f: R? - R: (z,y) — 322y — ¢>.
(a) Bestimmen Sie die Tangentialebene im Punkt (1,1, f(1,1)) and den Graphen von f.
(b) Stellen Sie die Hesse-Matrix Hf auf.

(c) Berechnen Sie das Taylorpolynom T5(f, (o, o), (1,1)) im Punkt (zo,yo) der Stufe
2 um den Entwicklungspunkt (1,1).

(d) Zusatz: Bestimmen Sie auch das Taylorpolynom T3 ( f, (o, yo), (0, 0)) im Punkt (zo, o)
der Stufe 3 um den Entwicklungspunkt (0,0).
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Aufgabe H 25. Partielle Ableitungen
Die reellen Funktionen fi, fo, f3, f1 sind durch die folgenden Zuordnungsvorschriften ge-

geben:
fi: (z,y) — In (x/xQ +y2> , fo: (x,y) — arctan( > ,
fa: (u,v) — e, fa: (ry) = ry/cos(2¢) .

(a) Bestimmen Sie fiir i € {1,2,3,4} den maximalen Definitionsbereich D; € R? der
Funktion f;.

(b) Berechnen Sie von den gegebenen Funktionen jeweils die ersten und zweiten partiellen
Ableitungen.

SHESS

Aufgabe H 26. Taylorpolynom
(a) Berechnen Sie das Taylorpolynom T5(f, (z,4), (1,1)) der Funktion

f:(0,400) x (0,4+00) — R: (z,y) — z¥.

(b) Verwenden Sie die Entwicklung aus Teil (a), um 1.05"? naherungsweise zu berechnen.
Vergleichen Sie dieses Ergebnis mit dem exakten Ergebnis.

Aufgabe H 27. Differenzierbarkeit
Gegeben ist die Funktion:

Y falls () # (0,0)
f:R* = R: (z,y) — { ot +yt Ay ’

0 falls (z,y) = (0,0)
(a) Skizzieren Sie die Mengen:

Go = {(x,y) eRg‘ f<x7y) :0}
G, = {(x,y) GRQ‘ f<x7y) = 1}

(b) Bestimmen und skizzieren Sie fiir ¢ € R die Niveaulinie {(z,y) € R*| f(z,y) =c}.

(c) Bestimmen Sie fiir alle (g, yo) € R? die partiellen Ableitungen f. (zo,%0). fy (Z0,%0),
fay (@0:90) s fye (205 %0), faw (%0, y0) und fyy (o, yo) -
(d) Untersuchen Sie die Funktion f auf totale Differenzierbarkeit.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



A. Kirchhoff, 10. Gruppeniibung zur Vorlesung Prof. Dr. M. Stroppel
T. Pfrommer,

M. Kutter, Dr. |. Rybak Hoéhere Mathematik 2 Prof. Dr. A. Sandig

Sommersemester 2010

Prasenziibungen

Aufgabe P 29. Standortbestimmung

Auf einem Firmengelande befinden sich die Standorte P; = (a;,b;), i =1,..., N. Es soll ein
Zentrallager P = (x,y) so errichtet werden, dass die Transportkosten, die proportional zum
Quadrat des Abstands von P zu P; sind, minimal werden. Die Transportkostenfunktion ist
also

fla,y) =) E(l@—a)’ + (y = b)),
i=1
wobei durch die positiven Faktoren ¢? beriicksichtigt wird, dass manche Standorte &fter
angefahren werden als andere. Berechnen Sie die optimalen Koordinaten (z,y) von P.

Aufgabe P 30. Extrema
Gegeben ist die Funktion

f:R* = R: (z,y) — 2%y* — 2% — > + 1.

(a) Skizzieren Sie jeweils die Mengen der Punkte (z,y) € R?, fiir die f(z,y) = 0,
f(x,y) > 0 beziehungsweise f(x,y) <0 gilt.
(b) Berechnen Sie grad f und Hf.

(c) Berechnen Sie T5(f, (x,y), (0,0)) und bestimmen Sie den Typ der Schmiegquadrik an
den Graph von f im Punkt (0,0).

(d) Geben Sie alle kritischen Punkte von f an (d.h. Punkte mit grad f = 0).

(e) Bestimmen Sie alle Extrema von f.

Aufgabe P 31. Extremalproblem mit Nebenbedingung
Bestimmen Sie und klassifizieren Sie die lokalen Extrema von

[ RS R: (2,y) — a2 — 20y +1)°
mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatoren-Methode auf der Menge

M = {(z,y)" e R?| 22 +4y* =1}.
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Aufgabe H 28. Extrema
Gegeben ist die Funktion

f(z,y) =sin(z)sin(y)sin(z +y), 0<z<m 0<y<m.
(a) Berechnen Sie grad f und Hf.

(b) Geben Sie alle kritischen Punkte von f an (d.h. Punkte mit grad f = 0).

(c) Berechnen Sie an allen kritischen Stellen (z,¢) das Taylorpolynom Ty (f, (z,v), (Z,7))
und bestimmen Sie den Typ der Schmiegquadrik an den Graph von f in den kritischen
Punkten.

(d) Bestimmen Sie alle Extrema von f.

(e) Geben Sie den Wertebereich von f an.

Aufgabe H 29. Extrema unter Nebenbedingungen
Es soll eine Konservendose mit vorgegebenen Volumen V{, > 0 hergestellt werden. Die Dose
wird als idealer Zylinder mit Hohe h, Deckel- bzw. Bodenradius r und Volumen V' angenom-
men. Um Materialkosten zu sparen stellt sich folgende Optimierungsaufgabe: Man bestimme
r und h so, dass die gesamte Zylinderoberfliche minimal wird unter der Nebenbedingung,
dass V =V} gilt. Zur Lésung dieser Aufgabe soll die Multiplikatormethode nach Lagrange
verwendet werden.
(a) Geben Sie die Gesamtoberfliche des Zylinders in Abhangigkeit von r und h an.
(b) Formulieren Sie die Nebenbedingung V' = V; als Nullstellenbedingung g(r, h) = 0 mit
Hilfe einer Funktion g(r, k) in Abhdngigkeit von r und h.
(c) Geben Sie das Gleichungssystem an, auf das die Multiplikatormethode nach Lagrange
fiihrt. Berechnen Sie alle reellen Losungen dieses Gleichungssystems.

Aufgabe H 30. Kugel- und Zylinderkoordinaten
(@) Sei Dy ={(r,0,¥)"|0 <r < 00,0 < p <27m,0 =<9 < 7} und

r rcos(p) sin(1))
fi: Dy =R | ¢ | — | rsin(p)sin(v)
P r cos(1))

Man nennt f; Parametrisierung von R3 \ (0,0) durch Kugelkoordinaten. Berechnen
Sie die Jacobimatrix von f; und deren Determinante.

(b) Sei Dy ={(r,0,2)"|0 <r < 00,0 < ¢ <27 2 €R} und

r rcos(p)
fo: Dy =R | | — | rsin(p)
2 2

Man nennt f, Parametrisierung von R3~ (0, 0) durch Zylinderkoordinaten. Berechnen
Sie die Jacobimatrix von fy und deren Determinante.
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Aufgabe P 32. Differentiationsregeln

Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen der folgenden Felder direkt und unter Verwendung der
Kettenregel. Untersuchen Sie Definitions- und Wertebereich aller dabei auftretenden Funk-
tionen.

(a) f(xvy) = f2(f1($7y))
mit fi(z,y) = 2%+ y? und fo(t) = sin(t),

(b) 9(t) = 92(a(?))

mit g (t) = (sin(t), cos(t))" und ga(z,y) = (zy, 2%, y*)".

Aufgabe P 33. Ableiten in Polarkoordinaten

Es sei eine Funktion
f:RQ\{(g)}—ﬂRi <z>’—>f(5573/)

gegeben. Weiter wird eine Funktion

g: RT x [0,27) — R?: ( " ) — ( r cos(yp) )

© rsin(yp)

definiert.
(a) Zeigen Sie, dass die folgende Gleichung gilt:

( (fog) ) _ ( cos(p)  sin(yp) ) ( frog )
(feg)s —rsin(p) 1 cos(p) fyeyg
(b) Folgern Sie mit (a), dass folgendes gilt:
frog ) < cos(ip) —ysin(p) ) ( (fog) >
\Y% = = . r
wneo= (100 )= (e T ) ((Fon:
Hinweis: Achten Sie darauf, dass Sie zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren unterscheiden.

Aufgabe P 34. Rotation, Divergenz und Potentialfunktion
Gegeben sei die Funktion

T —4I1I2
. T3 3. 2 2
f:R—>R: | x — | 62y —axi — 23
T3 —21’21'3

(a) Berechnen Sie rot f und div f.

(b) Bestimmen Sie alle Werte von «, fiir die die Funktion f ein Potential besitzt.
Berechnen Sie in diesen Fallen das Potential.
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Aufgabe H 31. Differentiationsregeln

Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen der folgenden Felder direkt und unter Verwendung der
Kettenregel. Untersuchen Sie Definitions- und Wertebereich aller dabei auftretenden Funk-
tionen.

(a) f(a?,y, Z) = fQ(fl(x7y7 Z))
mit fi(z,y,2) =2 +y?> + 2>+ 1 und fo(t) = In(t),

(b) g(l’,y,Z) = g?(Ql(xay7z))
mit g1 (z,9,2) = (z +y,  — 2)" und gy(u,v) = (uv, cos(u 4 v), sin(u —v))",

(c) h(t) = ha(ha(t))
mit hy(t) = (cost, sint)" und hy(x,y) = (22, 2y, y*)".

Aufgabe H 32. Potential
Gegeben ist das Vektorfeld

) 22 1n(y)
FRxRTxR—=R? [y]| — a2$—+aﬁze’y
Yy
2
efy

mit o, § € R.
(a) Fiir welche o und (3 besitzt das Vektorfeld ein Potential?

(b) Bestimmen Sie fiir die oben bestimmten « und [ die Menge aller Potentiale.

Aufgabe H 33. Gradient, Jacobi-Matrix und Rotation
Gegeben ist die Funktion h: R?* — R: (z,y) — z%y?.
(a) Bestimmen Sie Vh(z,y).

(b) Berechnen Sie den Funktionswert der Funktion i: R? — R2: (x,y) — Vh(z,y) in den
Punkten (£1,41)", (£2,£3)"7, (£1,£2)7 und skizzieren Sie damit die Niveaulinie
h(z,y) = 1.

(c) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix Jh(z,y).
(d) Fiir eine Funktion f: R* — R?: (z,y) — (fi(z,y), fo(z,y)) ist die Rotation rot f

durch folgende Zuordnung definiert:

0 0
rot f(x,y) == %fg(ﬂf,y) - a—yf1($7y)

Bestimmen Sie rot h(x, ).
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Aufgabe P 35. Gefahrenpotential wackeliger Eselsbriicken
Das Spatprodukt dreier Vektoren a, b, c € R? ist definiert als a e (b x ¢). Aus der Beziehung
ae(bxc)=det(a,b,c) ergibt sich:

ae(bxc)=ce(axb)=—be(axc).

Ersetzt man hier a formal durch V, so kdnnte dies zu der irrigen Annahme fiihren, dass fiir
zwei stetig differenzierbare Vektorfelder f,g: R? — R? die Ausdriicke div(f X g), gerot f
und — ferot g iibereinstimmen, da ja scheinbar , Ve(fxg)", , ge(VX f)“und, —fe(Vxg)"
iibereinstimmen.

Zeigen Sie, dass gilt:

div(f x g) = (gerot f) — (f erotg).

Insbesondere bedeutet dies im Allgemeinen:

gerot f £ div(f X g) # —f erotg.

Geben Sie hierzu ein konkretes Gegenbeispiel an und widerlegen Sie somit den aus der ,,Nabla-
Schreibweise” gewonnenen Trugschluss.

Diskutieren Sie die Frage, warum die Merkregeln mit der ,,Nabla-Schreibweise” nicht zum
Rechnen geeignet sind.

Aufgabe P 36. Zirkulation und Ausfluss
Gegeben ist die Ellipse K = {(z,y)" € R?| 12?4+ 4y? = 1} und die Vektorfelder:

JR =R () o (g, w+2)]
g: R = R?: (2,9)" = (2y, —yz)"
(a) Geben Sie eine geschlossene doppelpunktfreie Parametrisierung C': [0,27] — R? der

Ellipse K an.
(b) Bestimmen Sie jeweils Zirkulation langs K und Ausfluss durch K fiir f und g.

Aufgabe P 37. Kurvenintegrale reellwertiger Funktionen

(a) Gegeben ist die Funktion f: R* — R: (2,%)" — z. Berechnen Sie das Kurvenintegral

2

von f lings der Ellipse beschrieben durch die Gleichung % + v 1.

4
(b) Durch C: [0,7/2] — R*: t — ((cos(t))®, (sin(t))3)T sei eine Kurve parametrisiert,
die durch einen Draht ausgefiillt wird, der die Massendichte o(C(t)) = sin(t) besitzt.

Erlautern Sie, warum die Gesamtmasse des Drahtes durch / o(z)ds angemessen

beschrieben wird, und berechnen Sie diese. ¢
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Aufgabe H 34. Parametrisierung, Kurvenintegrale

Berechnen Sie das Kurvenintegral

/ (x2 + yQ) ds
K
iiber die unten skizzierten Wege K, K5 und K3 vom Punkt (0,0) zum Punkt (1,0).

A A
K

v

v

K 1 1 1

Aufgabe H 35. Potential mittels Kurvenintegral

(a) Gegeben seien die vier Punkte
P =(0,0,0), P,=(a,0,0), P3=(a,b,0), P,=(a,bc).
Finden Sie fiir i € {1,2,3} Parametrisierungen C; von Kurven, welche vom Punkt P,

zum Punkt P, laufen.

(b) Berechnen Sie ein Potential des Vektorfeldes
g: R> - R*: (2,y,2) — (sin(z), 2y z, z cos(z) +y2)T

indem Sie die Wegintegrale iber C';, C5 und C3 summieren.

Aufgabe H 36. Kurvenintegrale
Bestimmen Sie die folgenden Kurvenintegrale langs K:

(@) [.(@2+az)ds mit C:[0,1] = K:tws (¢, cosh(t) )
Zusatz: Skizzieren Sie die Kurve K in einem Koordinatensystem.

(b) [ovai+azi+aids mit C:[0,2n] » K:tw (tcos(t), tsin(t), t)
Zusatz: Skizzieren Sie die Kurve K in einem Koordinatensystem.

T
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Schone Ferien!
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Aufgabe H 37. Potentiale und Kurvenintegrale
Gegeben ist das Vektorfeld

z
z a—
x
f:RT xR x R — R3: y | — z
)
z In(zy)

mit a € R.
(a) Berechnen Sie rot f und div f.
(b) Bestimmen Sie, fiir welche Werte von « die Funktion f ein Potential besitzt und
berechnen Sie dieses.
(c) Berechnen Sie jeweils fiir « = 0 und o = 1 das Kurvenintegral von f langs K, wobei
K folgende Parametrisierung besitzt:
e(?)
C:[-1,1] = K:t— 1
sin(7t)

Aufgabe H 38. Wegabhangigkeit von Kurvenintegralen
Gegeben seien die Vektorfelder

. T2 2. (41 —Z2 L2 2. (X1 T2
fi: R —>R.(x2)l—><xl), fa: R —>R.(x2)|—><xl>,

O . 17]. ? R : t > U 9 C‘Z : O, T ? R . ]’/’ > C. ( ) .

(a) Skizzieren Sie die Kurven C; und Cj in der Ebene.

(b) Berechnen Sie die Kurvenintegrale von f; langs C bzw. C5, sowie die Kurvenintegrale
von fy langs C7 bzw. C5. Warum sind die Ergebnisse jeweils verschieden?

Aufgabe H 39. Wahl der Parametrisierung
Eine Ellipse K habe den Mittelpunkt (—2,3). Die Lange ihrer groBen Halbachse sei 4
und verlaufe parallel zur z5-Achse. Die Lange ihrer kleinen Halbachse sei 1. Ferner sei das

Vektorfeld v definiert durch

v: R? — R?: (xl,xg)T — (Qxlxg,mg)T

(a) Parametrisieren Sie die Ellipse durch eine Abbildung C': [0,a] — R? mit @ € R und
a>0.

(b) Berechnen Sie / vedum.

K
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