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Prasenziibungen

Aufgabe P 1. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Reihen

@Ys YL @Y @Xh @Yt

Aufgabe P 2. Reihenwert
Zeigen Sie, dass die folgende Reihe konvergiert, und bestimmen Sie ihren Grenzwert:

Ly byt oty
1-3 724735 4.6 5.7 7

Hinweis: Geben Sie die allgemeine Form der Summanden a,, an und schreiben Sie diese mit
Hilfe der Partialbruchzerlegung um.

Aufgabe P 3. c-9-Kriterium

Zeigen Sie mit Hilfe des -d-Kriteriums, dass die folgenden Funktionen in den angegebenen
Positionen stetig sind.

(@) f(z)=bz—3inzy=1, (b) f(z) =% in 20 =0

Aufgabe P 4. Leibniz-Kriterium

Zeigen Sie, dass die Folge (a,)neny mit a, = 1/n + (—1)"/y/n eine alternierende Folge
mit Grenzwert 0 ist, aber die Reihe i a, divergiert. Warum kann es zu Schwierigkeiten
kommen, wenn man die Aufgabe mit g:rln Leibniz-Kriterium |6sen mochte?

Hinweis: Fassen Sie jeweils 2 Folgeglieder zu einem zusammen. Finden Sie dann eine diver-
gente Minorante.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 1. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:
oo (2n)™/? n! x© (Inn)? > cos(nm)

@ 5 S e Xey @Y Sn @ X—0

n" o

n

Aufgabe H 2. Grenzwerte von Reihen

Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen die angegebenen Grenzwerte haben:

S R

1

n—+3 5 > In+1
(c) ; nn+1)(n+2) 4 @ > 2n—1)2n(2n+1)2n+2) 4

n=1

Aufgabe H 3. Fraktaler Baum

Der fraktale Baum entsteht durch skaliertes Duplizieren der links dargestellten

Grundfigur

und Anlegen dieser an die “Arme" links und rechts (wie in der Mitte zu erkennen). Die

Grundfigur hat 9 Seiten der Lange 1 und eine Grundseite der Lange 2.

w A

(@) Geben Sie eine Formel fiir den Umfang U,, der Figur, die nach n Schritten

entstanden ist, an.

(b) Was konnen Sie iiber die Konvergenz der unendlichen Reihe (U,,),en, aussagen?

Aufgabe H 4. Stetigkeit
Zeigen Sie, dass die folgende Funktion in z = 1 unstetig ist.

fir -5 <5 z#1

J(x) = {S - firz =1
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Prasenziibungen

Aufgabe P 5. Stetige Fortsetzung

Untersuchen Sie, ob
2 —x

x?2—3x+2
an den Nullstellen des Nenners stetig fortsetzbar ist.

frxe—

Aufgabe P 6. Funktionsgrenzwerte
Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion
3 — 222

frx— p—

fir 1,281,z — oo und © — —oo. Uberpriifen Sie den Zahler auf Nullstellen und
skizzieren Sie den Graphen der Funktion.

Aufgabe P 7. Umbkehrfunktionen
Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen in ein Koordinatensystem ein:
(@) fi:[-1,3]| 2 R:z+— 27
3z+3, x<-1
b) or R—=R:iz—<(x+1)?, —-1Zz=1
6 — % ) x>1
Priifen Sie ob diese Funktionen eine Umkehrfunktion besitzen, bzw. ob dies durch Anderung

des Definitions- oder Zielbereichs erreicht werden kann. Geben Sie ggf. die Definitions- und
Wertebereiche der Umkehrfunktionen an.

Aufgabe P 8. Nullstellen

Gegeben sei ein Polynom p(z) = ag+a1x+. .. +a,z™ mit reellen Koeffizienten und a,, # 0.
Zeigen Sie:

(a) Ist n ungerade, so hat p mindestens eine reelle Nullstelle.

(b) Ist n gerade und aga,, < 0, so hat p mindestens zwei verschiedene reelle Nullstellen.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 5. Funktionsgrenzwerte

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte (ohne die Regel von I'Hospital zu verwenden).
(a) I Vr+1—+3z+2
im
T—00 \/E

() tiny (0 + 20

Aufgabe H 6. Funktionsuntersuchungen

Bestimmen Sie den Definitions- und Wertebereich der folgenden Funktionen und untersuchen
Sie diese auf (einseitige) Stetigkeit und hebbare Definitionsliicken.

(@) fiio 1

Vi ?

a3 =222 — x4 2
b :
(b) /2 x'—)m4—2x3—3x2+8x—4

In(sin z)

(c) fs:am—

1+coszx

Aufgabe H7. Gleichheitsproblem

Gegeben sind die Funktionen

f: (—g, g) —R:oxw (1—2*)tanz und ¢g:R—R:x+— —x.
Zeigen Sie, dass die Gleichung f(z) = g(x) mindestens drei Lésungen im Intervall (%, )
hat.
Hinweis: Untersuchen Sie das Verhalten von f fir x — 7/2 —0 und * — —7/2+ 0 und
werten Sie f an x = £1 aus.
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Aufgabe P 9. Potenzreihen
Bestimmen Sie die Konvergenzradien und Entwicklungspunkte der folgenden Potenzreihen:

()Zz+1 (d)zz+\/_

m)EZM@—¢+my @)}j on "

n2n

@)}j (F) > 2" (z* +4z+4)"

n=0

Skizzieren Sie jeweils den Konvergenzkreis. Geben Sie an, fiir welche z € R die Reihen
konvergieren.

Aufgabe P 10. Exponentialfunktion
(a) Zeigen Sie:

x—0 €T
Hinweis: Die Potenzreihe der Exponentialfunktion ist hier niitzlich.

(b) Beweisen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten:
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3. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 8. Konvergenzradien von Potenzreihen

o0

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihe Zanz" fur
n=1

(a) a, =n?

(b) an=(1—1/n)"
(c) a, =n"/?

(d) a,, = Anzahl der Teiler von n

Hinweis: Denken Sie bei (d) an den Sandwichsatz.

Aufgabe H9. Produkt von Potenzreihen
Wandeln Sie das Reihenprodukt

in eine Reihe der Form

um. Bestimmen Sie die Konvergenzradien der drei auftretenden Potenzreihen. Ist dies mit

der in 1.14.11 stehenden Aussage vereinbar?

Aufgabe H 10. Additionstheoreme

Bestatigen Sie mit Hilfe der Formel von Euler und de Moivre die Beziehungen

(a) 2cos(8z)cos(b5x) = cos(3x) + cos(13x)

Hinweis: Betrachten Sie exp(8iz), exp(—8iz), exp(biz) und exp(—>bix)

(b) 4(sin(x))® = 3sin(x) — sin(3x)

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



M. Borgart, J. Horner

A Kell 4. Gruppeniibung zur Vorlesung Prof. Dr. M. Stroppel

. Keller, . . ) e

S. Miiller-Platz Hohere Mathematik 2 Prof. Dr. A.-M. Sandig
Sommersemester 2011

Prasenziibungen

Aufgabe P 11. Differenzierbarkeit

Untersuchen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, ob die Funktion f an der Stelle ¢y = 3
und die Funktion ¢ an der Stelle xy = 2 differenzierbar sind.

T
r—2

fur z > 3

f R>R:z—
—22°+9  firz <3

g R=>R:xw—zx|x—2].

Aufgabe P 12. Ableitungen
Gegeben sei die Funktion

u(x) = aexp(2z) + b exp(z)(sinz + cos ), a,beR.

Zeigen Sie, dass u Losung der Differentialgleichung v — 4u” + 6u’ — 4u = 0 ist, und
bestimmen Sie a und b so, dass u(0) = 0 und v/(5) = exp(w).

Uberlegen Sie, ob man fiir beliebige o, 5 € R die Parameter a und b so auswihlen kann,
dass u(0) = o und v/(%) = (8 gilt.

Aufgabe P 13. Leibnizformel

Seien f und g jeweils n-mal differenzierbar. Zeigen Sie durch vollstandige Induktion folgende
Formel fiir die n-te Ableitung von fg:

(F@lae)®™ =3 (1) a1

k=0

Bestimmen Sie die 100-te Ableitung von f: R — R : z — x?exp(x).
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4. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 11. Ableitungen
Berechnen Sie fiir die Funktion f die Ableitung nach x:

(8) f(x) = sin(a?) (d) fla)= (14 a2y
(b) f(x) :eXP(—l/x2) (e) f(z)=sin(z)cos(x)tan(z)
z—1 rinx

= f pu—
(c) /=) Vz+1 (f) f(z) exp(z)
Aufgabe H 12. Umbkehrfunktion
Der Cotangens ist definiert durch

cot: (0,7) — R: x + cot(z) = cos()

sin(x)

Zeigen Sie, dass cot bijektiv ist und skizzieren Sie cot. Die Umkehrfunktion ist der sogenannte
Arcuscotangens arccot: R — (0, 7). Skizzieren Sie mit Hilfe der Skizze von cot nun auch
arccot. Zeigen Sie, dass fiir die Ableitung

1

arccot’ (z) = i
T

gilt.

Aufgabe H 13. Legendre-Polynome
Sei fiir n € Ny das Polynom

Po(z) = ( L 1)n) "

nl2n

als die n-te Ableitung von —i-(2? —1)" gegeben.

(a) Bestimmen Sie Py(x), Pi(x), Po(z) und Ps(z).
(b) Zeigen Sie, dass die folgende Gleichung gilt:

By (x) = 2By (z) + (n+ 1) By ().
Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe der Leibnizformel aus der Aufgabe P 13, dass

((IQ . l)n) (n—1)

P,ii(x) =2P,(x) + —ion

und leiten Sie anschlieBend ab.
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Aufgabe P 14. Funktionsgrenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit der Regel von I'Hospital.
1
(@) lim W)
z—+o0  /In(x)

(b) IE{)EO sin(x) In(z)

© 1 (25 - )

Aufgabe P 15. Taylorpolynome

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom
e der Stufe 10 in o =1 von f(z) = 2* — 3z + 2
e der Stufe 3 in 2y =0 von f(z) = arccos(z)
(b) Sei Ty(f,,2) das Taylorpolynom der Stufe 2 in x5 = 2 von

R 242
f(x) 2% ~ 3% + 2z

Bestimmen Sie das Restglied nach Lagrange Rs(f,x,2). Geben Sie eine Abschitzung
fiir den Fehler |f(z) — To(f, =,2)| fiir z € [1,3] an.

Aufgabe P 16. Newton-Verfahren

Gegeben ist das Polynom f(z) = 23 — 3z + 1.
(a) Bestimmen Sie die lokalen Extremstellen von f.
(b) Skizzieren Sie den Funktionsgraphen.

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe des Newton-Verfahrens (s. Abschnitt 2.9.1) Naherungen fiir
die Nullstellen von f. Fiihren Sie dabei jeweils 3 lterationsschritte aus.
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5. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 14. Funktionsgrenzwerte

2

-1

(a) Berechnen Sie lim M
=0 23 sin(x)

e mit Hilfe der Potenzreihendarstellungen,
e mit der Regel von I'Hospital.

inh
(b) Bestimmen Sie den Grenzwert lim sinh(z)
z—+oo cosh(x)

Kann man auch in diesem Fall die Regel von I'Hospital anwenden?
Begriinden Sie lhre Antwort.

Aufgabe H 15. Taylorpolynome

(a) Schatzen Sie den Fehler ab, den man macht, wenn man fiir |z] < 0.5
e die Funktion sin(x) durch x
e die Funktion sin(z) durch z — ga°
ersetzt.
Hinweis: Schauen Sie sich die Potenzreihenentwicklung von sin(z) an.

(b) Wieviel Summanden der Potenzreihenentwicklung um den Punkt zo = 0 braucht man,

um sin(z) fir z € [0, %] mit einer Genauigkeit von 107'° zu berechnen?

Aufgabe H 16. Kurvendiskussion

Gegeben sei die Funktion
2
f(z) = arctan (1 ° ) :

— 2

(a) Fiir welche x € R ist f definiert?
(b) Untersuchen Sie f auf Symmetrie, Nullstellen, lokale Extrema und Wendepunkte.

(c) Bestimmen Sie die links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f und f’ an den Stellen
1 und —1. Wie verhilt sich f fiir |x| — 4007

(d) Zeichnen Sie den Graph der Funktion f.
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Aufgabe P 17. Rotationskérper
Berechnen Sie

fir f(x)=v1—22,a=0,0b=1.

Hinweis: Fiir den Korper, dessen Randfliche durch Rotation des Graphen einer positiven
Funktion f(x) um die z-Achse entsteht, beschreibt V' das Volumen, S/V die x-Koordinate
des Schwerpunkts und 7" das Tragheitsmoment bei Rotation um die z-Achse. Sie bestimmen
hier diese GroBen fiir eine Halbkugel.

Aufgabe P 18. Lineare Substitution
Berechnen Sie

2

(a) /(31; — 4P da, (b)

1

5624 q 4.

——

Aufgabe P 19. Integration mit Substitution

Berechnen Sie

@ [f@de,  ®) [1@de. @ [r@) e
wobei f(z) = (6 + 6x) vVaZ+ 2z +1 ist._ _

Aufgabe P 20. Integration mit Partialbruchzerlegung?

Berechnen Sie folgende Integrale:

2 1
x+1 3 T
d b —  d dx .
(w/ﬁ+1x, ()/ﬁ_m+4x, @p/ﬁ+1x
1 —1
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 17. Stammfunktionen und Integrale
Bestimmen Sie Stammfunktionen F' zu

1 2u
(@) ErD) (b) Ve
und berechnen Sie
3 /2
41n(x) . 2sin(x) cos(x) .

Aufgabe H 18. Integration durch Partialbruchzerlegung

Berechnen Sie den Wert der folgenden Integrale:

29 L Vg3 — 222 —x 42
(a)/ LI R (b)/ dz | (c)/ S S g
1 2r—1 0 -1

3+ 1 (22 4 2z + 5)?

Aufgabe H 19. Unterschiedliche Integrationsmethoden
Bestimmen Sie

(a) /13352111(3;)@13;, (b) /sz Sinff dz. ©) /1(ixx2'

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



M. Borgart, J. Horner

A Kell 7. Gruppeniibung zur Vorlesung Prof. Dr. M. Stroppel

. Keller, . . ) e

S. Miiller-Platz Hohere Mathematik 2 Prof. Dr. A.-M. Sandig
Sommersemester 2011

Prasenziibungen

Aufgabe P 21. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie die nachfolgenden Integrale auf Konvergenz und berechnen Sie gegebenen-
falls ihre Werte

toda ™2 sing <,
—z/2
(a) /1 T (b) /0 cosxdx' (c) /0 xie " dx .

Aufgabe P 22. Reihenentwicklung

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius p von

f:<_3)k ZL’k

k=0

und geben Sie eine geschlossene Form von

an.

(b) Geben Sie die Stammfunktionen von f als geschlossene Form und als Reihe an.

Aufgabe P 23. Konvergenzverhalten mittels Integral bestimmen

Bestimmen Sie das Konvergenzverhalten der Reihe

1
Z k(ln k)~

0o
k=2

in Abhangigkeit von v € R.

Hinweis: Verwenden Sie Satz 3.8.1 und substituieren sie geschickt.
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7. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 20. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie die nachfolgenden Integrale auf Konvergenz.

too g too
a —dux, b . d
(a) /1 a7 (b) /ﬂ/4 e ¥-cosxdux

+00 1

oo 1/3
(c) 1 ﬁdx, (d) /1 (sin(1/z))""dz

Hinweis: Denken Sie an das Majorantenkriterium 3.7.5.

Aufgabe H 21. Reihendarstellung von Funktionen

(a) Bestimmen Sie ohne Hilfe der Taylorformel fiir f(z) = In(z? +4) formal eine Reihen-
entwicklung und geben Sie das groBtmégliche offene Intervall (a,b) € R an, auf dem
die von lhnen gefundene Reihe f tatsachlich darstellt.

Hinweis Stellen Sie f’ als Reihe dar und integrieren Sie anschlieBend.

(b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihe:

i kE+1)(k+2)x
k=0

Welche Funktion stellt diese auf ihrem Konvergenzkreis dar?

Aufgabe H 22. Reihendarstellung eines Integralwerts
Fir m,n € N gilt die folgende Integralformel

/01 2 () ds = (—1) —

Zeigen Sie mit dieser Formel, dass
1 9]
/ dr == (=k)F=1-1/4+1/27—1/256 % ...
0 k=1
gilt.

Hinweis: Schreiben Sie die zu integrierende Funktion mit Hilfe der exp-Funktion geeignet
um und verwenden Sie die Exponentialreihe.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



M. Borgart, J. Horner

A Kell 8. Gruppeniibung zur Vorlesung Prof. Dr. M. Stroppel

. Keller, . . ) .

S. Miiller-Platz Hohere Mathematik 2 Prof. Dr. A.-M. Sandig
Sommersemester 2011

Prasenziibungen

Aufgabe P 24. Graph einer Funktion
Wir betrachten f: D — R: (z,y) — /4 — 22 — 3%,

(a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D € R? und den Wertebereich TV
von f.

(b) Zeichnen Sie die achsenparallelen Schnitte fiir o = 0, yo = 0, sowie die Niveaulinien
zur Hohe ¢ fiir c € {0,1/2,1,2}.

(c) Skizzieren Sie den Graph I'(f) und markieren Sie die Menge

S:={(z,y,2) eR’| (z,y) € D, y=—2,0= 2 < f(z,y)} .

Aufgabe P 25. Stetige Fortsetzbarkeit

Welche der folgenden auf R? \ {(0,0)} stetigen Funktionen sind in den Ursprung stetig
fortsetzbar?

2 2

_ oy Y o
(a) f(x7y> - ]95|—|—|y\ ! (b) f( 7y) :L,Q_l_yg’ (C) f( 7y) x2+y4

Aufgabe P 26. Etwas Topologie

Bestimmen Sie fiir die folgenden Mengen M, jeweils die Menge M, aller inneren Punkte
sowie den Abschluss M, der Menge:

(a) M1:(1,2]x[3,4)gR2, (b) My={zxeR|z(x+1)>0}.
Hinweis: Machen Sie eine Skizze.
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8. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 23. Nullstellenmenge skizzieren
Sei a € R beliebig.
(a) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge A := {(z,y) € R?| f(x,y) =0} von

f:R* = R: (z,y) — 2yly — a)(—4 + 42* + *)

in Abhangigkeit von o € R.
(b) Fertigen Sie jeweils eine Skizze der Nullstellenmenge fiir « € {—1,0,1,2}.

Aufgabe H 24. Stetigkeit
Uberpriifen Sie die folgenden Behauptungen:

@) y
: R? R: Y
f \{<O70)}% ('ruy) = $2+y2
wird durch f(0,0) := 0 auf ganz R? stetig fortgesetzt.
(b) Fur
. R2 : ry’
existiert lim f(z, ax) fiir jedes o € R, aber f l3sst sich nicht auf R? stetig fortsetzen.

z—0
Aufgabe H 25. Partielle Ableitungen von Polynomen aus R?
Gegeben seien Polynome p: R? — R vom Totalgrad < 2,
p(z,y) = a +bx + cy + da* + exy + fy?

mit Koeffizienten a,b,c,d, e, f € R.
Welche dieser Polynome erfiillen die folgenden Bedingungen?

dp 0*p 0*p
(a) %(x,y) =0, (b) (ax)Q(I7y):0v W(%’y) =0,
8%p 8% 9p
(c) —@33)2(%9) + W(I,y) =1, 92 0y =1.

Aufgabe H 26. Plot eines Funktionsgraphen

Es sei
2

fiRZ =R (z,y) =y e~ vy
gegeben.
(a) Visualisieren Sie I'(f) mit einem Computerprogramm lhrer Wahl.

(b) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge von f. Zeichnen Sie diese, sowie die beiden Punkte
M, = (0,1, f(0,1)) und M_ = (0,—1, f(0,—1)) von Hand in lhren Plot ein.
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Aufgabe P 27.

Bestimmen Sie fir

[iRXRT = R: (2,y) = f(z,y) = zexp(\/y)

die Ableitung lings des Vektors v = (cos ¢, sin )" fiir p € R .
Ist dies eine Richtungsableitung?
Fiir welchen Winkel ¢ wird 9, f(2,3) maximal?

Aufgabe P 28.

Bestimmen Sie fiir die Funktion

2 +y

f{(z,y) eR*2z +y >0} = R: (z,y) = f(r,y) =In 3

die lineare Taylor-Approximation 71 (f, (z,v), (1,1)) um den Entwicklungspunkt (1,1) und
berechnen Sie damit ndherungsweise f(1.03,0.95) .

Aufgabe P 29.

Bestimmen Sie fir die Funktion
[R5 Rz — f(x) = f(21, 22,23, 24) = sin(wy + 225 + 235 + 24/4)

die partiellen Ableitungen
(@) DOV f@), () DU f@), () D fG),

(d) D(L.0.1,0) (D(o,l,o,l) f) (z), (e) D(4:2:2,0) (D(O,l,o,l) f) (7).
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 27.

Bestimmen Sie den Gradienten Vf und die Richtungsableitung 0, f(z¢) im Punkt zq in
Richtung v in den folgenden Fillen:

(@) flr,y)=a?— w=(1,2),  v= (%%)
(b) f(z,y,2) =sin(z?) + z¢¥, zo = (0,0,1), v = (%, LG’ 16)

(c) flx,y,2) =e"yz, ro=(1,1,1), v = (%, —%, —%) :

Bestimmen Sie in (c) die Richtung und den Wert des steilsten Anstiegs an der Stelle x.

Aufgabe H 28.

Bestimmen Sie mit Hilfe einer linearen Approximation Naherungswerte fiir

60'05

(a) 2.05'Y (b) V1.12+1.92 4+ 2.052 (c) 5T
Benutzen Sie dazu jeweils ein Taylor-Polynom (erster Stufe) mit dem nachstgelegenen ganz-

zahligen Entwicklungspunkt.

Aufgabe H 29.
Bestimmen Sie alle flachen Punkte des Graphen der Funktion

flz,y) =2 —3zy* — 32> + 3y° + 4 +y— 1.

Welchen Typ haben die anderen Punkte?
Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an den Punkt (1,1, f(1,1)) und die Ma-
trixdarstellung der Schmiegquadrik im Punkt (2,0, f(2,0)).
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Aufgabe P 30.
Bestimmen Sie fiir die Funktion

fla,y) =a* +2y* —a?

alle Punkte (z,y) € R? mit f(z,y) = 0 und skizzieren Sie die Gebiete mit f(x,y) > 0 und
f(z,y) < 0. Bestimmen Sie alle kritischen Punkte sowie deren Typ.

Aufgabe P 31.

Bestimmen Sie mit der Methode von Lagrange das Minimum der Funktion
f:R® = R: (z,y,2) — f(z,y,2) = 2> + > + 2*
unter der Nebenbedingung
ar +by+cz=d, a,bc,deR.

Interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch.

Aufgabe P 32.

Bestimmen Sie das Minimum der Funktion f(x,y) = 3z — 2y auf dem grauen Bereich

D={(z,y) eR* | gi(z,y) =y — 2> Z0A go(w,y) =2+ 2 —y = 0}.

Y

g1 =0 A

I
o

g2
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10. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):
Aufgabe H 30.
Gegeben ist die Funktion

flay) = (x =2 +3)(z—5).

Bestimmen und skizzieren Sie die Gebiete in der z-y-Ebene, in denen f positiv bzw. negativ
ist. Bestimmen Sie alle kritischen Punkte sowie deren Typ.

Aufgabe H 31.
Ein Tetraeder hat die Ecken

A=(0,0,0), B=(2,0,00, C=(0,3,00, D=(0,0,4).

(a) Bestimmen Sie den Raumpunkt P, fiir den die Summe S der Quadrate der Entfer-
nungen von den Ecken des Tetraeders minimal ist, und berechnen Sie S.

(b) Wo liegt der gesuchte Punkt, wenn man zusatzlich fordert, dass er auf der Kugel mit
der Gleichung 2% + y® + 22 =1 liegen soll?

Aufgabe H 32.
Bestimmen Sie mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren den Abstand der Geraden
G={(z,y) eR* |y=2—-1}

von der Parabel
P={(z,y) eR?* |y =2 +2}.

Hinweis: Es ist der Abstand zwischen zwei Punkten P, = (x1,y;) und P> = (x2,y2) zu
minimieren, von denen der eine die Geradengleichung und der andere die Parabelgleichung
erfiillt — die zu minimierende Funktion hat also vier Variablen.
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Aufgabe P 33. Kettenregel

Bestimmen Sie die Jacobimatrix fiir die folgenden Funktionen, jeweils auf zwei Arten:
einmal direkt und einmal unter Verwendung der Kettenregel.

(@) fz.y) = f2(fi(z,y)) mit fi(z,y) =2°+y* und fo(t) = cos(t).

Ty

6) =200 mit 1(0) = () und i) = [ o
)

(C) f(x>y7 Z) = f2(f1(x7ya 2)) mit fl(xaya Z) = (§2++Zg> und fZ(T’ 8) =e".

Aufgabe P 34. Vektorfeld
Gegeben ist das Vektorfeld:

2 9o [z 2ze™Y
fiR*— R*: (y) > (_xze_y+1) :

(a) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix Jf (z,y) von f.

(b) Untersuchen Sie, ob f ein Potential besitzt.
Bestimmen Sie gegebenenfalls ein Potential und machen Sie die Probe.

Aufgabe P 35. Potential
Gegeben sei das Vektorfeld

6x
yQ + LU2

ay
y2 + .’L'2

fi(RT)?2 - R, @7) —

Fir welche Werte von « besitzt dieses Feld ein Potential? Berechnen Sie dieses.
Machen Sie die Probe.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 33. Ableiten in Polarkoordinaten
Es sei eine Funktion

(D)) () s

gegeben. Weiter wird eine Funktion

g: RT x [0,27) — R?: ( ;) . ( r cos(¢p) )

rsin(yp)
definiert.
(a) Zeigen Sie, dass die folgende Gleichung gilt:

( (fog), ) _ ( cos(p)  sin(yp) ) ( frog )
(fog), —rsin(p) rcos(p) fyog
(b) Folgern Sie mit (a), dass folgendes gilt:
oo Jaog\ _ ( cosle) —sin(y) ) ( (fog)r )
wnes=(525)= (5 e ) (G20
Aufgabe H 34. Kettenregel
Gegeben sind die Funktionen

Tt T1 T
fi (R+)3 — R?: ) — Ty und
T3 ZT3
1
+ Y2
: (RT)2 — R*: . “
g: (RT)" = ( Y2 ~ sin (y1)
In (y2)

(a) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrizen Jf (z1, x2, x3) und Jg (y1,y2).

(b) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix der Komposition J(g o f) (z1,x2,z3) direkt und mit
Hilfe der Kettenregel.

Aufgabe H 35. Potential
Gegeben ist das Vektorfeld
8z In(y) +e7¥
f:Rx R - RZ: (”")H , 72 .
Y o — F+afxre™
mit a, 5 € R. /
(a) Fiir welche v und 3 besitzt das Vektorfeld ein Potential?
(b) Bestimmen Sie fiir die oben bestimmten « und 5 die Menge aller Potentiale.
Hinweis: Ohne Probe taugt die schonste Rechnung nix.
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Aufgabe P 36. Potential
In Abhangigkeit von b € R ist das folgende Vektorfeld gegeben:

vy R = R : (,y, 2) = (2x,322+z,1+6yz+by)T .

Waihlen Sie b so, dass v, ein Potential besitzt und berechnen Sie ein solches.

Aufgabe P 37. Kurvenintegral
Gegeben sei eine Kurve K, iiber [0,7], mit v € (0, 4+00):

C:0,7] =R :t (2 sin(t),cos(2t),cos.(t))T
(a) Finden Sie das kleinstmégliche v so, dass die Kurve K., geschlossen ist.

(b) Berechnen Sie fiir das Vektorfeld v, aus Aufgabe P36, / viedz.

™

Aufgabe P 38. Parametrisierung von Kurven

Gegeben Sei die folgende Kurve im R3:
K={(z,y,2) eR*| 2* +y* =1 und z = 2} .

(a) Skizzieren Sie die Kurve K.
(b) Finden Sie eine Parametrisierung fiir K .

(c) Zeichnen Sie Anfangs- und Endpunkte sowie die Orientierung der von lhnen gewahlten
Parametrisierung in die Skizze ein.

Aufgabe P 39.

Zeigen Sie, dass fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f: R® — R die Identitit
rot(grad f) = 0 gilt.
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Hausiibungen

Aufgabe H 36. Potential, Kurvenintegral
Gegeben ist das Vektorfeld

iRt xRt xR =R (2, y, 2) — (a

mit o € R.
(a) Berechnen Sie rot f und div f.

(b) Bestimmen Sie, fiir welche Werte von « die Funktion f ein Potential besitzt und
berechnen Sie ein solches.

(c) Berechnen Sie jeweils fiir « = 0 und o = 1 das Kurvenintegral von f langs K, wobei
K parametrisiert wird durch

T

C:[-1,1] = K: t— ( e®) 1, sin(rt) )

Aufgabe H 37. Kurvenintegrale reellwertiger Funktionen

2,2
Durch den Kreis K = {(x,y) € RQ\x— +L = 1} sei ein Draht, mit konstanter Massen-

4 4
dichte o(z,y) = 3, beschrieben.

(a) Geben Sie 2 mdogliche Parametrisierungen des Drahtes an.
(b) Berechnen Sie die Masse des Drahtes, die durch das Kurvenintegral / o(s)d s gege-

_ K
ben ist.

Aufgabe H 38. Identitit fiir Differentialoperatoren
Verifizieren Sie fiir stetig differenzierbare Funktionen f: R®> — R und g¢,h: R?® — R3
folgende ldentitaten:

(a) grad(geh) = (Jg)"h+ (Jh)'g

(b) rot(fg) = frotg — g x grad f
Die obigen Identitdten gelten iibrigens auch fiir ebene Vektorfelder, wenn man fiir Vektoren
a,b € R? mit a = (ay,az) und b= (by,by) definiert a x b := a,by — asby.
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