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Prasenziibungen

Aufgabe P 49. Konvergenzkriterien fiir Reihen
Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Reihen

@Y+ oYL Yl @xn.

Aufgabe P 50. Leibniz-Kriterium

0o 1 k
Betrachtet wird die Reihe Z 2(k _) T
k=1

(a) Konvergiert die gegebene Reihe?

(b) Bestimmen fiir n € {1,2,3} jeweils die n-ten Partialsummen

e (CF
S”'_sz—l'

k=1

Bis zu welchem n € N muss summiert werden, damit S,, vom Wert der Reihe weniger

als & entfernt ist?

(c) Ist die Reihe absolut konvergent?

Aufgabe P 51. ¢-9-Kriterium

Zeigen Sie mit Hilfe des e-9-Kriteriums, dass die folgenden Funktionen in den angegebenen
Stellen stetig sind.

(@) f(z)=bz—-3inzy=1, (b) f(z) =

T .
52 in zg=20

Aufgabe P 52. Leibniz-Kriterium
(="

Zeigen Sie, dass die Folge (a,)neny mit a, = % + NG eine alternierende Folge mit Grenz-

wert 0 ist, aber die Reihe Y a,, divergiert.

n=1
Warum kann das Leibniz-Kriterium nicht angewandt werden?

Hinweis: Betrachten Sie die Partialsummen

s (L0

n=1

Schatzen Sie 1 + S, mit Partialsummen der harmonischen Reihe nach unten ab.
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14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 46. Konvergenz von Reihen
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

(a) i(_l)n (1 + l)n (b) i oy (c) f: 3nb

n=1 2 n n=1 V n(n + 2) n=1 (371)'
Aufgabe H 47. Grenzwerte von Reihen
Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender Reihen.

=, 3l - n - -2

b —— fii N
(a) ey g ();(nﬂ)k rne (c);(n—{—Z)(n—i—S)
1 1 1

Hinweis: Zeigen Sie fiir (c) zunichst, dass =

- ilt.
n+2)n+t3) n+t2 n+t3®

Aufgabe H 48. Stetigkeit (Umgebungen)
Skizzieren Sie die Funktion

0 fir < -1
fRR:z—<¢ > a® fir —1<z=20
n=0

2 +1 fir 0<ux

Bestimmen Sie mit Hilfe von Umgebungen, ob die Funktion f an den Stellen 1 =1, 25 =0
und x3 = —1 stetig ist.

Aufgabe H 49. [teration

Zu Beginn (Schritt 0) wird ein Kreis vom Radius 7y betrachtet. Diesem werden sieben
gleiche Kreise maximaler GroBe einbeschrieben, so dass es nur Beriihrungen, aber keine
Uberschneidungen gibt. Dieser Prozess wird wiederholt (iteriert).
(a) Bestimmen Sie die Anzahl a,, und die Radien r,, der im Schritt n € N neu entstehen-
den Kreise.

(b) Geben Sie die Gesamtlange s, der Rander aller Kreise an, die in jedem Schritt neu

entstehen. Bestimmen Sie lim s, .
n—oo

(c) Geben Sie die Gesamtlange aller Rander an, die bis zum Schritt n entstanden sind.

(d) Geben Sie die Gesamtflache der im Schritt n € N neu entstehenden Kreise an. Be-
stimmen Sie den Grenzwert dieser Gesamtflache fiir n — oco.
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Prasenziibungen

Aufgabe P 53. Stetige Fortsetzung
Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich M der Funktion
2 —x

MRz ———
/ o 2 —3x+2’

und untersuchen Sie das Verhalten von f firz —-1—-0, x - 14+0, - 2—-0, = — 2+0,
x — 00, * — —00. An welchen Stellen ist f stetig fortsetzbar? Skizzieren Sie den Graphen
der Funktion.

Aufgabe P 54. Funktionsgrenzwerte
(a) lim Va2 +1— /322 -2
T—00

202 — 51 + 3
b) lim 25 —2FT°
(b) I o 512

Aufgabe P 55. Gleichheitsproblem
Gegeben sind die Funktionen

fTR—=>R:zw— e, g R—->R:z—z+2.

Skizzieren Sie die Funktionen mit Hilfe einer geeigneten Wertetabelle im Intervall [—2,2].
Begriinden Sie mit Hilfe der Funktionswerte, wieviele Schnittpunkte die beiden Graphen
mindestens aufweisen.

Aufgabe P 56. Komplexe Wurzeln

Gegeben ist die Funktion w, die z € C auf diejenige komplexe Quadratwurzel von z abbildet,
deren Argument kleiner als 7 ist.

(a) Berechnen Sie w an den Stellen z € {0,1,i,—1, —i}.

(b) Suchen Sie in der komplexen Zahlenebene zu jedem § > 0 ein z € C mit |z — 1] < 4§
und |w(z) —w(1)| > 1 (Skizze!).

(c) Ist w stetig?

Hinweis: Eine interaktive Darstellung des komplexen Wurzelziehens finden Sie unter
http://www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):
Hausiibungen Teil 1, empfohlener Bearbeitungszeitraum: 24. — 30. April

Aufgabe H 50. Stetige Fortsetzung

Geben Sie fiir jede der folgenden Funktionen den maximalen Definitionsbereich D € R an
und untersuchen Sie ihr Verhalten an den Randern von D (inklusive —oco und +00).

xt +22% -3
@ f@)= 55—
(b) g(x) = sin ()
(c) nh(z) = cos(y/x) + +/cos(z)
An welchen Punkten in R und mit welchen Funktionswerten lassen sich die Funktionen
(einseitig) stetig fortsetzen?

Aufgabe H 51. Stetigkeit

Bestimmen Sie die rellen Parameter a, b und ¢ so, dass die folgenden Funktionen auf ganz
R stetig sind.

ax

1+ 22’ fiir z < 1 bsinz, firz < /2

(a) f(z) = - , (b) g(z) = 2, fire=r/2
‘1. - . _ f-- 2

60— fir x > 1 =% iir x>/

Aufgabe H 52. Funktionsgrenzwerte
(a) Bestimmen Sie folgende Funktionsgrenzwerte.
. (sin(x))? — 5sin(x) cos(x/2) L )
A r? — 3z N 53 + 4 o sin(e)/x 200 tan(x)
bad+4 2% — 3w
(b) Bestimmen Sie, fiir welche a € RT,b € R der Grenzwert

lim vz —5—+Vaxr+b

T—00

|~

J;Qsin(x)

in R existiert.

Aufgabe H 53. Gleichheitsproblem
Gegeben sind die Funktionen

fo(mm) >Rz (4—27) tan(%) und g: R—>R:z— —x.

Zeigen Sie, dass die Gleichung f(z) = g(z) mindestens drei Lésungen im Intervall (—m, )
hat.

Hinweis: Untersuchen Sie das Verhalten von f fir x — 7 —0 und x — —7 + 0 und werten
Sie f an x = +2 aus.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):
Hausiibungen Teil 2, empfohlener Bearbeitungszeitraum: 1. - 7. Mai

Aufgabe H 54. Konvergenzkreise

Bestimmen Sie jeweils den Konvergenzradius p der folgenden Reihen und untersuchen Sie
das Konvergenzverhalten in den Randpunkten des Konvergenzintervals fiir z € R. Skizzieren
Sie die Konvergenzkreise.

2j°+7—1 jj & N
(a) Z(m) z (b) %k!(z+1—1)

@ (M) @ £

Aufgabe H 55. Auswertung Exponentialfunktion
(a) Berechnen Sie ¢'™
(b) Bestimmen Sie mit Hilfe eines geeigneten elektronischen Hilfmittels fir n € {1,2,...,10}

die Summe .
- (i)
=D !

k=0

(c) Bestimmen Sie das minimale n, fiir welches |s,, — soo| < 1072 ist

Aufgabe H 56. Summe und Produkt von Potenzreihen
Gegeben sind auf jeweils maximalen Definitionsbereichen My, M, & C die Funktionen

1)" (k+1)1/22F

f: My — C: xwzm" g: My — C: zHZ o

Bestimmen Sie die Konvergenzradien von f und g sowie M} und Mg. Geben Sie die Po-
tenzeihen von v = f + ¢, v = [ - g und deren Konvergenzradien an.

Aufgabe H 57. Trigonometrische Funktionen

(a) Geben Sie die Exponentialschreibweise rel? r >0, ¢ € [0,27) der Zahlen w := /3+i
und z :=27%7 an.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Formel von Euler und de Moivre, dass fiir alle z € C die
folgenden Gleichungen gelten.

2cos(z) = €% + e 2isin(z) = e — e
(c) Verifizieren Sie die Additionstheoreme mit Hilfe von (b) fiir alle z,w € C.

1 = (sin(z))2+ (Cos(z))2

sin(z + w) = cos(z) sin(w) + sin(z) cos(w).
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Prasenziibungen

Aufgabe P 57. Differenzierbarkeit
Skizzieren Sie folgende Funktionen.

| ' VT fur x € [0, +00)
f.R—>R.x'—>{ —v/—z  fiirz € (—00,0)

g R=>R:xw— x|+ |z —1]

Untersuchen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, ob die Funktion f an der Stelle zp =0
und die Funktion ¢ an den Stellen 1 = 0 und x5 = 1 differenzierbar ist.

Aufgabe P 58. Ableitungen

Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionen.

—1/22 _ r—1
(c) h(z) = z*0@) (d) k(z) = tan (e)

Aufgabe P 59. Differentiation von Umkehrfunktionen
(a) Untersuchen Sie, ob fiir die Funktion

f: 0,71 = R: x> (cosz)®
auf dem Intervall [0, 7] eine Umkehrabbildung f=1: f ([0, 7]) — [0, 7] existiert.

(b) Berechnen Sie an allen Stellen xq, fiir die f~' in f(z() differenzierbar ist, die Ableitung

d -1
d_y ()

y=Ff(xo)

Hinweis: Der Zusammenhang sin(xz) = /1 — (cos(x))2 kann hilfreich sein. Fiir welche
x € R gilt diese Formel?
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):
Aufgabe H 58. Differenzierbarkeit

Untersuchen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, ob die Funktion f an der Stelle zp =0

und die Funktion ¢ an den Stellen 1 = —1 und x, = 1 differenzierbar sind.
* firx =0
r+1

f R>R:z—
H(z+1)2  firz<0

g RoR:xw|z— 17+ 2z +1|

Aufgabe H 59. Ableitungen

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich sowie die erste und zweite Ableitung der
Funktionen

(a) f(z) =In(tan(z)), (b) g(z) =

2+ 1
N
Aufgabe H 60. Differentiation der Umkehrfunktion

(a) Bestimmen Sie Definitions- und Wertebereich der Funktion

(€) h(z) = (In(x))".

f:D—=W:x—In(l+e%)

und ihrer Umkehrfunktion f~!. Bestimmen Sie die Ableitung von f~1.

(b) Zeigen Sie, dass jede der folgenden Funktionen f auf dem Intervall (—1,1) eine
Umkehrfunktion f~! besitzt, und berechnen Sie deren Ableitung jeweils an der ange-
gebenen Stelle y =y .

1 —

() fl)=t+atl, =1 (i) fl)=7—

:1—1—:10

1
v Yo = 3
Aufgabe H 61. Lineare Funktionen

Die Funktion f sei an einer Stelle o € R differenzierbar und geniige fiir alle x,y € R der
Gleichung f(z +y) = f(z) + f(y).

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, dass f auf ganz R differenzierbar und
die Ableitung konstant ist.

Hinweis: Verwenden Sie z = (x — xg) + 2o, um den Differenzenquotienten geeignet
umzuformen.
(b) Beweisen Sie, dass eine Konstante a € R existiert mit f(z) = ax fir alle z € R.

Hinweis: Verwenden Sie folgende Umformung des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung:

f(@) = fwo) + () —x0), &€ (x,20)
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Prasenziibungen

Aufgabe P 60. Regel von I'Hospital
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte.

p . 2
(a) limw (b) limM (c) lim (cosz)® ™2
2—0 2x — sin(z) 20 In ( cos(z)) z—m/2-0
Aufgabe P 61. Approximation des Sinus
(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T3(sin, z,0) und das zugehdrige Restglied nach
Lagrange Rj(sin,z,0).
(b) Skizzieren Sie die Graphen der Taylorpolynome T (sin, z,0), 71 (sin, z,0), T5(sin, z,0)
und T3(sin, x,0). Vergleichen Sie diese mit dem Graphen von sin.
(c) Bestimmen Sie eine moglichst gute obere Schranke fiir [sin(x) — x| durch Abschatzung
des Restglieds Ri(sin,z,0) fir v € {F, 3}
(d) Bestimmen Sie eine méoglichst gute obere Schranke fiir |sin(x) — x| durch Abschatzung
des Restglieds Ry(sin,z,0) fir v € {F, 3}
Vergleichen Sie dieses Resultat mit (c) und der Skizze.

(e) In Anwendungen wird oft die folgende Approximation verwendet: ,Fiir kleine Winkel
ist sin(z) &~ x". Fiir welche z ist dies zu rechtfertigen?

Aufgabe P 62. Grenzen der Regel von I'Hospital

In Aufgabe H 52 haben Sie folgende Funktionsgrenzwerte berechnet:
(sin(z))? — 5sin(x) cos(z/2)

li =0
(a) zalrfoo x? — 3z n 5x3 4+ 4
503 4+4 22— 3z
. sin(z)
(b) Q:E%)IEO J}Q T

2 i (1
© 1tm L)
z—0—0 tan(x)

Welche Probleme treten bei (dem Versuch) der Anwendung der Regel von I'Hospital auf?

Aufgabe P 63. Verkettung von Taylorreihen
Bestimmen Sie fiir die Funktionen
2
(a) (9(x)) (b) g(g(x))
mit
g(x) = x — 32°
die ersten zwei von Null verschiedenen Terme ihrer Taylor-Entwicklung zum Entwicklungs-
punkt xg = 0.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 62. Regel von I'Hospital

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte.

(a) lim (ln(x)__._l_) (b) hnl(y:_.gx

00 T \/E =0 2

2 cosh(z) — 2
2

(c) lim

d) lim (sin(x) — cos(z tan(@)
b @) (d) Tim (sin(x) — cos())

us
2

Aufgabe H 63. Taylor-Entwicklung

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen die Taylorpolynome der Stufe 3 zum angege-
benen Entwicklungspunkt x .

(@) f(z)=1+2z+32%, z¢0=2
(b) g(x) =e"sin(z), xy=0
(c) hz)=vz -3, z9=14

Verwenden Sie in Teil (c) die binomische Reihe.

Aufgabe H 64. Approximationsfehler
Gegeben ist die Funktion
[ RT 5 R: 2z~ In(x).
(a) Geben Sie eine Formel fiir die n-te Ableitung von f fiir n = 1 an und beweisen Sie
diese mit Hilfe einer vollstandigen Induktion.

(b) Bestimmen Sie eine obere Schranke fiir den Fehler des Taylor-Polynoms der Stufe n
von f mit Entwicklungspunkt zy = 10 auf dem Intervall [10,11] .

Aufgabe H 65. Taylorentwicklung mittels Potenzreihen

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen die Taylor-Polynome der Stufe 3 zum Entwick-
lungspunkt zy = 0, indem Sie bekannte Potenzreihen verwenden.

filz) = " —1
fa() (z —1)?
fa(x) = (z=1)%(e" = 1)
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Prasenziibungen

Aufgabe P 64. Kurvendiskussion

Gegeben sei f: R — R: x — 23 — . Fiihren Sie eine Kurvendiskussion durch, d.h.
1) Geben Sie den maximalen Wertebereich an.
2) Testen Sie auf Symmetrie.

3) Bestimmen Sie die Nullstellen.

4) Berechnen Sie mogliche lokale Extrema.

5) Gibt es Wendepunkte?

6) Wie ist das Verhalten an den Randern des Definitionsbereiches?

7) Fertigen Sie eine Skizze an.

Aufgabe P 65. Extrema
Untersuchen Sie, ob folgende Funktionen an der Stelle z = 0 ein lokales Extremum haben.
(@) [fR—-R:zw— 2
(b) fAR=R: x> 252’
(c) ffR>R:z+ 25 -2t
(d) f:R—=R: x> 202
(e) T RoR:z— 2z —1)(z+2)

Aufgabe P 66. Integration
Berechnen Sie

(a) /x—xd:c (b) /2wdx ©) /:g;iid:c (d) /ln(x)d:c

Kann man das Resultat aus (a) auch ohne Rechnung erhalten?

Aufgabe P 67. Taylor

x

Bestimmen Sie fiir die Funktion f: R — R:xz +— / t - exptdt das Taylorpolynom

0
Ty(f,2,0) der vierten Stufe um den Entwicklungspunkt zo = 0. Geben Sie eine Potenz-
reihe von f an.
(Dies ist eine Priifungsaufgabe vom 27.02.2012, HM 1/2 fiir Ingenieurstudiengénge.)
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):
Aufgabe H 66. Kurvendiskussion

|z + 2| falls xS -1
Gegeben sei f: D — R: x + 2242 falls —1<z<1 .
(x—2)*(2z— 1) falls 1<z

Fiihren Sie eine Kurvendiskussion von f durch, wobei Sie mindestens die folgenden Punkte
bearbeiten sollen:

maximaler Definitionsbereich, maximaler Wertebereich, Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Null-
stellen, lokale Extrema, Verhalten an den Randern des Definitionsbereichs, Skizze.

Aufgabe H 67. Integration
Berechnen Sie
(a) /(sin(x))de (b) > sin(z)dx

c 1 . sinh((z 4+ 1)?) - (z + 1) .
() /cos(:c)~sin(:c)d (d) / d

cosh((z + 1)?)

Aufgabe H 68.

Sei K ein (geometrischer) Korper. Wenn es eine (Hohen-)Richtung gibt, zu der jeder senk-
rechte Schnitt Kreisgestalt hat und sich der Radius r = r(h) stetig in Abhangigkeit von der
Hohe h ausdriicken lasst, so gilt fiir das Volumen

b
V(K) :7r/ (r(h))*dh,

wobei a die minimale und b die maximale Hohenausdehnung des Korpers seien.

Betrachten Sie einen Korper mit 7(h) = 2 — cos(h) und einer minimalen Hohe a = 0 und
einer maximalen Hohe b = 2.

Skizzieren Sie den Korper und berechnen Sie das Volumen. Stellen Sie eine Gleichung fiir die
Hohe b auf, bei der 75 % des Volumens erreicht werden. Kénnen Sie diese Gleichung (ohne
elektronische Hilfsmittel) I6sen? Gibt es eine Losung?

Aufgabe H 69. Taylor
(a) Die Funktion f: R — R: x + cos(x) hat die folgenden Eigenschaften:

.« f'=—f
. 1(0) =
. f1(0)=0

Weisen Sie nach, dass die Funktion f durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt
ist. Stellen Sie dazu die Taylorreihe T'(f,z,0) auf und zeigen Sie, dass diese gegen f
konvergiert.

Hinweis: Verwenden Sie A, := sup{f(£)|0 = ¢ < |z|} und B, :=sup{f'()|0 <& <
]}
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19. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b) Gegeben sei die Funktion F': R — R: z »—>/ cos(t?)dt.
0

Entwickeln Sie die Funktion F unter Verwendung der Potenzreihe aus (a) in eine
Potenzreihe um x¢ = 0.
(Dazu brauchen Sie die Funktion F' selbst nicht zu berechnen.)
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Prasenziibungen

Aufgabe P 68. Integration durch Substitution
Berechnen Sie durch geeignete Substitution die folgenden reellen Integrale:

(a) / ve = dg
(b) [rjzcos(x)esm(x)dx
@)/vTrpdx

Hinweis: Substitution x = sinh(¢)

Aufgabe P 69. partielle Integration und Partialbruchzerlegung
Man bestimme die folgenden Integrale:

(a) /ez cos(2x) dz

1
(b) /—xQ(a:+1) dz

Aufgabe P 70. Integration durch Partialbruchzerlegung
Man berechne die folgenden Integrale:

x
(a) /:c—l—ldx
1
x
b d
()/0x4—4 *
2+ 4 x
(c)/(x4—16+x4—16)dx

Aufgabe P 71. Ein niitzlicher Integrationstrick

(a) Sei f eine differenzierbare Funktion. Zeigen Sie mit partieller Integration

[r@ae=[es@)] - [a5@ ax

(b) Berechen Sie mit Hilfe partieller Integration und anschlieBender Substitution:

1
/ arctan(z)d z.
0
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 70. Integration gebrochen rationaler Funktionen
Man berechne die Integrale

4z
® | Gt
(b) /11963 dz
(C) /(1’24—2.%'-1-3)3 dz

(d) /14}1:4 dz

Hinweis: Es mag helfen, den Nenner zuerst komplex zu faktorisieren.

Aufgabe H 71. krummlinig berandete Flachen

Gegeben sind die Funktionen f: [0,2] = R: z —~ —2?+2x und g,: [0,2] = R: 2 — 22+«

fir o e R.

(a) Bestimmen Sie die Teilmenge I £ R der Elemente «, fiir welche

{w €10,2] [ f(z) = gal2)} # 0.

Geben Sie fiir jedes a € I die Menge {z € [0,2] | f(z) = ga(x)} explizit an.
(b) Die Graphen von f und g, fiir & € I schlieBen die Flache F,, ein. Bestimmen Sie den

Inhalt der Flache F,.

Aufgabe H 72. Integration durch Substitution
Berechnen Sie

(a) /Sin(lnx)dx
(b) /(arctanx)de

1+ 22

(c) / (Inz)?da
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Prasenziibungen

Aufgabe P 72. uneigentliche Integrale

Priifen Sie auf Konvergenz und berechnen Sie (falls moglich). Skizzieren Sie den Graphen
und die zugehorige Flache.

—+00 1
d
(a)/1 ——de

(b) /1+°O (xil)de
(©) /Owtan(:v)dx

1
(d) / arcsin(z) d x, fiir die Umkehrfunktion arcsin: [—1,1] — [-7, 7]
0

1

Hinweis: Partielle Integration, die Ableitung von arcsin(z) ist ——;.

Aufgabe P 73. geometrische Interpretation von Integralen

Gegeben sei der Einheitskreis in der Ebene mit Mittelpunkt im Ursprung. Parametrisieren Sie
den oberen Bogen (y = 0) als Graphen einer Funktion f.

(a) Welche geometrische Bedeutung hat das Integral iiber f von —1 bis 17 Berechnen

Sie es.
1

(b) Berechnen Sie nun 7r/ (f(z))*dx. Welche geometrische Bedeutung hat dies?

-1

Aufgabe P 74. Ober- und Untersummen
Es sei n € N. Wir betrachten die Partition {2, X, ... 2} von [0,1]. Bilden Sie zu dieser

n’
Partition die Ober- und Untersumme zur Funktion f(z) = x. Konvergieren diese Summen
fir n — oo? Falls ja, gegen welchen Wert? Vergleichen Sie diesen mit fol rxdx.

Aufgabe P 75. uneigentliche Integrale und Funktionsgrenzwerte

Sei f: R — R eine stetige, monoton fallende Funktion mit f(x) = 0 fiir alle x € R.
400
Zeigen Sie: Wenn (x) dx konvergiert, so gilt lirll f(x)=0.
0 Tr—r+00
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 73. uneigentliche Integrale

Konvergieren folgende Integrale? Berechnen Sie sie (falls mogllch

(a) /mg rdz  (b) /m Vda

und (d) / arccos(z)d z, fiir die Umkehrfunktion des Cosinus arccos: [—1,1] — [0, 7]
0

Aufgabe H 74. uneigentliche Integrale

(a) Hat die Flache, die von den Graphen der Funktionen f(z) = arctan(x) und
s 1

g(xz) = § — < und der Geraden x = 1 eingeschlossen wird, endlichen Inhalt?
Berechnen Sie ihn gegebenenfalls.
+oo
(b) Konvergiert das Integral / exp(—z®)da?

O (cos(x) — sin(z))?

?
5 da’

(c) Konvergiert /

xZ

Wl

Aufgabe H 75. Ober- und Untersumme

n 2
(a) Zeigen Sie mit Hilfe von vollstandiger Induktion, dass Zk?’ = nz(n +1)? gilt.

(b) Essei y > 0 und f: [0,y] > R: z +— 2 Berechnen Sle mittels Ober- und Unter-
Yy
summen flz)dew.

0
Woaihlen Sie dabei die Partitionen so, dass der Abstand zwischen zwei benachbarten
Teilungspunkten immer gleich ist.

Aufgabe H 76. Funktionsanpassung
Es sei f ein Polynom vom Grad < 5 mit folgenden Eigenschaften:

o fiir alle ceRgilt/ flz)dz =0

0
f<:c>d:c:—l

6
/ e
=0

Bestlmmen S|e f und fertigen Sie eine Skizze an.
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Prasenziibungen
Aufgabe P 76. Funktionen in mehreren Veranderlichen, Niveaumengen

(a) Skizzieren Sie die Niveaulinien der Funktionen
fR2 = R: (z,y) =22 +y2und g: R2 = R: (z,y) — cos(v/22 + 12)

zu den Niveaus ¢ =0, ¢ = —1 und ¢ = 2. Skizzieren Sie den Graphen von f.

(b) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge und die Vorzeichenverteilung der Funktion

h: R* = R: (x,y)T»—>y(x2—y—l) (y—l)Q(a:2+y2+2y).

Aufgabe P 77. Stetigkeit

Lassen sich die folgenden Funktionen im Ursprung stetig fortsetzen?
r—Yy
(@) fi:R2~(0,0)" = R: (z,y)" —
] + [y

xy?

x? 4 y?

(b) fo: R2~(0,0)" = R: (z,y)" —

Aufgabe P 78. Potenzreihen

(a) Berechnen Sie den Konvergenzradius p und die Ableitung der Funktion
Fi(=p.p) =Rz i;x%—i-l
‘ ’ ‘ pt 2k+1

(b) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f”.

(c) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f.

Aufgabe P 79. Integralkriterium
Fiir welche Werte von v € R, konvergiert die folgende Reihe?

> 1
Z k (Ink)?

k=2
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):
Aufgabe H 77. Potenzreihen

(a) Berechnen Sie den Konvergenzradius p und die ersten zwei Ableitung der Funktion

, , - (—1)* 2kt
fil=p.p) = R: xH;(2k+2)(2k+1)x .

(b) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f”.
(c) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f.
(d) Zeigen Sie unter Verwendung der Potenzreihe fiir f’, dass

T o= (—D)F
Z_ZQ]C—Fl

k=0

Aufgabe H 78. Stetigkeit
Lassen sich die folgenden Funktionen im Ursprung stetig fortsetzen?
2
L2 T . T Tty
(@) fi: Re~ {(0,0) } - R: (z,y) — N
ot — gt
x? + 2y?

(b) fo: R%~ {(O,O)T} —R: (z,y) —

Aufgabe H 79. T'-Funktion und Stirling-Formel
Die I'-Funktion (siehe 3.7.12) ist definiert durch
+o0
I': (0,+00): R: z+— /e_tt””_ldt.
010
(a) Zeigen Sie, dass I fiir alle = € (0,400) die Gleichung I'(z + 1) = zI'(z) erfiillt.
(b) Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n die Gleichung I'(n + 1) = n! gilt.

(c) Zeigen Sie durch Betrachtung geeigneter Ober- beziehungsweise Untersummen, dass
fiir jede natiirliche Zahl n gilt:

n+1 n n+1
/ In(x — 1)dz < Zln(k’) < / In(z)dx
2 k=1 1

(d) Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n gilt:

n n+1
e<ﬁ> <nl<e ntl
e/ T = e

Hinweis: Dies ist eine (leicht vereinfachte) Version der sogenannten Stirling-Formel,
die oft in der Form n! ~ v/27mn (g)n auftaucht.
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Prasenziibungen

Aufgabe P 80. partielle Ableitungen
Berechnen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix folgender Funktionen.
(@) f:R2—=R: (z,y) — (z+y)?
(b) f:R?> = R: (z,y) — exp(zy)
(c) f: R = R: (z,y,2) — 2% cos(z) sin(y)
(d) f: R = R: (z,y,2) =~ (. + 2)%(y + a)?, wobei a € R
ol

Des Weiteren berechnen Sie 2% cos(z) sin(y) .

0z 0x Oy Ox 0z Ox Oy Oy Oz Ox Ay

Aufgabe P 81. kompakt, beschrinkt, abgeschlossen, offen, konvex

Uberprﬂfen Sie, ob die Mengen A bis E abgeschlossen, beschrankt, offen, kompakt bzw.
konvex sind.

(@) A:={(z,y) e R?| 22 +y* < 4}

(b) B:={(z,y) eR?*| y =2?}

(c) C:={(z,y) eR?| (z,y) e BAy < 1}

(d) D:={(z,y) eR?| (z,y) e BAy <2}

(€) E:={(z,y) eR*| 22+ 12 <1}~ {(x,y) e R?| (x—1)2+ 2 < 1}

Aufgabe P 82. kritische Stellen, Richtungsableitung
Gegeben sei die Funktion f: R?* — R: (z,y) — z* — 22% + ¢2.
(a) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen bis zweiter Ordnung.

(b) Berechnen Sie die Richtungsableitung in Richtung \/Lg(l, 2) an der Stelle (1,0).

(c) Berechnen Sie die kritischen Stellen von f.

Aufgabe P 83. Taylor

Gegeben seien die Funktionen f: R? — R: (z,y) — 2%y’ exp(z)
und g: R xR = R: (z,y) — yln(x).

Berechnen Sie

(@) Ta(/f, (x,9),(0,0))
(b) Tx(g, (x,y),(1,1))
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):
Aufgabe H 80. kritische Stellen

Berechnen Sie die kritischen Stellen folgender Funktionen.
(@) f:R* = R: (2,y) — 32° + 2y — 3y
(b) f:R? = R: (z,y) = exp(z)(y® + 2%y)
(c) f: R} =5 R: (z,9,2) — 2 + 2%y — 2zyz + yz2 + 23
(d) f:(—%,%)° = R: (z,y,2) — sin(x) cos(y) tan(z)
Aufgabe H 81. Richtungsableitung, Taylor
Gegeben sei die Funktion f: R® — R: (z,y, 2) — exp(yz)(cosh(z) + (y + 2)?).
(a) Bestimmen Sie an der Stelle (1,1, 1) die Ableitungen der Funktion f in die Richtungen

2(0,1,2)" und 5=(0,2,1)".

(b) Berechnen Sie T1(f, (z,y,2),(0,1,0) und T5(f, (x,y, 2),(0,1,0)).

Welchen Fehler weist die Naherung von f durch Ti(f, (z,y, 2),(0,1,0)) bzw. durch
To(f, (x,y,2),(0,1,0)) an der Stelle (0,1,%) auf?

(c) Bestimmen Sie (unabhingig von (a) und (b)) mit Hilfe einer linearen Approximation
einen Niherungswert fiir /1,12 + 2,12 + 1,92. Benutzen Sie dazu ein Taylor-Polynom
der Stufe eins einer passenden Funktion g mit dem nachsten ganzzahligen Entwick-
lungspunkt.

Aufgabe H 82. geometrische Interpretation, Rotationsfliche
Gegeben sei f: D — R: (z,y) — cos(z? + y?) mit D = {(z,y) € R?| 2? +y* < 27},
(a) Berechnen Sie den Gradienten von f.
(b) Der Graph von f kann als Bild einer Abbildung
g:[0,27] x [0,27) = R3: (r,¢) > (rcosep, rsing, h(r))'

dargestellt werden, wobei r fiir den Radius und ¢ fiir den Winkel der Polarkoordinaten
stehen. Die Abbildung g parametrisiert so eine Rotationsflache.
Geben Sie h(r) so an, dass der Graph von f mit dem Bild von g iibereinstimmt.

(c) Bilden Sie die partiellen Ableitungen
) ) ) !
arg(,rv 90) = (Egl (Tv @)7 5920,7 ()0)7 593 (Tv 90)) und
.
0p9(r:0) = (Zn(r.9), 2os(r0), gslr.9)

Fiir welche (7, ¢) sind diese linear unabhingig?

(d) Sei T\ pyg == {g(r, ) + A0rg(r, @) + 10s9(r, ) | A, pp € R}. Uberpriifen Sie, ob es
sich hierbei um die Tangentialebene im Punkt (7, ¢) an das Bild von ¢ handelt, indem
Sie die Tangentialebenen des Graphen von f betrachten.
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Prasenziibungen

Aufgabe P 84. Extrema

Bestimmen Sie die Nullstellenmenge und die lokalen Extrema der Funktion
FRP SR (2,y) = y(y+1) (2% + 4"+ 2y)

sowie deren Typ.

Aufgabe P 85. Extrema unter Nebenbedingungen

Bestimmen Sie die Punkte des Kreises mit Radius 1 um den Ursprung, auf dem die Funktion
fR2 = R: (x,y) — ay

ihre maximalen und minimalen Werte annimmt.

Aufgabe P 86. Parametrisierung
Berechnen Sie die Extrema der Funktion

fRZ S R: (z,y) — 22 —y?
unter der Nebenbedingung
4y =1.

Gehen Sie dazu folgendermaBen vor:

e Die Nebenbedingung kann als y? = 1 — 2? geschrieben werden. Ersetzen Sie 32 im
Funktionsterm von f und untersuchen Sie die entstehende Funktion in einer Verander-
lichen auf Extrema.

e Benutzen Sie die Multiplikatormethode von Lagrange.

e Vergleichen Sie die Ergebnisse.
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 83. kritische Stellen

Bestimmen Sie die lokalen Extremstellen der Funktionen

f :(0,21)xRxR =R :(x,y,2) ~ sin(z)(cosh(y + z) + 22) und
g U ((1, %,%)T> —R (x,y,z)T — 2?4+ 2y + 222 — 2%yz

sowie deren Typ.

Aufgabe H 84. Taylor-Polynom

In der Relativitatstheorie wird die Energie E eines Teilchens der Masse m in Abhangigkeit
von der Geschwindigkeit beschrieben durch

E:R* - R:v— E(v) =

wobei v = (’Ul,UQ,Ug)T die Geschwindigkeit und c¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet.
Berechnen Sie das Taylorpolynom der Funktion FE der Stufe 2 zum Entwicklungspunkt
v = (0,0,0).

Aufgabe H 85. kritische Stellen
Bestimmen Sie die kritischen Stellen der Funktion

xy?

fIRQ—HR:(I,y)TH x2 4+ yt
0 fir (z,y)" = (0,0)"

und deren Typ.
Skizze:
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0.4

0.2+

—0.2

—0.4

Aufgabe H 86. Optimierung unter Nebenbedingungen

Im R? sollen auf dem Kreis mit Radius 1 um den Ursprung n Punkte so verteilt werden,
dass das von diesen Punkten gebildete n-Eck maximalen Flacheninhalt hat. Bestimmen Sie
die Anordnung der Punkte, indem Sie ein Optimierungsproblem aufstellen und dieses |6sen.
Hinweis: Bilden Sie die Verbindungsgeraden von den Punkten zum Mittelpunkt des Kreises
und untersuchen Sie die Winkel zwischen diesen Geraden.
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Prasenziibungen

Aufgabe P 87. Gradientenfeld

Uberpriifen Sie, ob es sich um ein Gradientenfeld handelt.
(@) f:R2 =R (2,9) — (22 +¢",2y)
(b) f:R?—=R%: (z,9)" — (cos(2z) cos(z + y?), 2y cos(2z) cos(z + y2))"
(c) f:R®—=R%: (z,y)" — (ysinh(y), (xy + 1) cosh(y) + 2 sinh(y))"

Aufgabe P 88. Potential

Sie haben in der obigen Aufgabe P 87 iiberpriift, welche Felder Gradientenfelder sind. Be-
stimmen Sie zu diesen das zugehorige Potential.

Aufgabe P 89. Kettenregel
Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen der Funktionen

f: R2=R :(5)»—)((w+y)2+y4) und

g: R R :(u)H<2u—2|—v+7)
v v+ u

sowie die Jacobi-Matrix der Verkniipfung f o g an der Stelle (1, O)T.

Aufgabe P 90. Differentiationsregeln

Seien f,g: D — R zwei stetig differenzierbare Funktionen. Die Funktion ¢ habe keine
Nullstelle in D, weiter sei a ein Punkt im Inneren von D. AuBerdem sei h: R? — R3 ein
zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld, und sei b € R3.

Rechnen Sie folgende Gleichungen nach.

(a) grad(f + g)(a) = grad f(a) + grad g(a)
(b) grad ( g ) (a) = g(a) grad f (a;(;)f (a) grad g(a)
(c) graddiv h(b) — rotrot h(b) = (Ahy(b), Ahy(b), Ahs(b))'
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Hausiibungen (Abgabe in der nichsten Gruppeniibung):

Aufgabe H 87. Gradientenfeld
Gegeben sei das Vektorfeld ¢g: R3 — R3 durch

(..2)" Ty + 2v2 + 62%y° + ax’y®s Tw — ay + 62°y? — 22%°y° « 2
ks 1+ 2292 ’ 1+ 2292 "2
mit « € R.

Fiir welche « ist g ein Gradientenfeld?

T

Aufgabe H 88. Jacobimatrix, Kugelkoordinaten

Gegebensei f: D — f(D) S R*: (r,a, B)" + (rcos(a) cos(B), r cos(a) sin(B), rsin(a))" .
Wihlen Sie eine moglichst groBe offene Teilmenge D € R3 so, dass f injektiv ist.
Berechnen Sie die Jacobimatrix von f. Berechnen Sie auBerdem die Determinante der Jaco-
bimatrix der Umkehrfunktion von f an der Stelle (x,y,2)" = (1,1,1)".

Aufgabe H 89. Divergenz, Rotation, Potential

Berechnen Sie die Divergenz, die Rotation und, falls moglich, das Potential folgender Vek-
torfelder.

(@) [R5 R: (z,y,2) — (22,42, —22)
(b) f: R3S = R3: (z,y,2)" = (ya¥~sin(z), 2¥ In(z) sin(z), 2 cos(2))"
(c) f: R* » R%: (z,y)" — (exp(zy), cos(zy))"

T
d fZ]Rg%RgZ Tl—) * 4
(d) (z.9,2) <y2+1’z2+1’x2+1

Aufgabe H 90. geometrische Bedeutung des Gradienten
Gegeben sei eine Wendelflache als Graph der Funktion

f: D —R: (z,y) — arctan (g> ,
x

wobei D = {(z,9)" € R?| 2% +y> <4 Az > 0}. Ein Wassertropfen kriecht, bedingt durch
die Schwerkraft, auf dieser Wendelfldche in einer Bahn mit konstantem Abstand zur z-Achse.
Die Schwerkraft sei in Richtung (0,0, —1)" gerichtet.

Um die Bahn des Tropfen nachzuvollziehen, betrachten Sie eine Kurve in D, die durch
u: (0,m) — D:t > (sin(t),cos(t)) gegeben ist, und bilden diese Kurve unter f ab. Be-
rechnen Sie den Gradienten von f und werten diesen an der Stelle u(t) aus. Vergleichen Sie
ihr Ergebnis mit @(t) = Lu(t). Berechnen Sie ¢(t) = <L (sin(t), cos(t), f(u(t))). Dies ist
die Tangente der Kurve, die der Tropfen auf dem Graphen beschreibt.
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Prasenziibungen

Aufgabe P 91. Parametrisierung von Kurven
Seien die Punkte E = (—1,0),F = (0,1) und G = (1,0) in R? gegeben. Geben Sie jeweils
eine Parametrisierung C': [0,1] — R? einer Kurve an, die die angegebenen Bedingungen
erfiillt.

(a) Esist C(0)=FE, C(1) = F, und C parametrisiert eine Strecke.

(b) Esist C'(0) = E, C(1) = G, und C parametrisiert einen Streckenzug, der F' enthilt.

(c) Esist C(0) = E, C(1) = G, der Punkt F' liegt auf der Kurve, und diese ist ein
Kreisbogen.

(d) Sei g: R? — R? ein Vektorfeld mit Potential U : R? - R, x — z; + 2. Sei K die
in (a) parametrisierte Kurve. Berechnen Sie / g(x)edux.

K
Aufgabe P 92. Potential und Kurvenintegrale

Gegeben ist das Vektorfeld v: R2 — R2: (21, 22)" — (22,21)" und die Parametrisierung
der Kurve K durch C: [0,27] — R?: a (COS(a),Sin(a))T
(a) Entscheiden Sie, ob v ein Potential besitzt.

(b) Berechnen Sie j{ v(x)edum.

K

Aufgabe P 93. Lange von Kurven
Berechnen Sie die Lange folgender Kurven. Skizzieren Sie die Kurven.

(a) C:[0,271] = R?: t (cos<(t)>

sin(?)

(b) C: [0,(2m)/2] = R2: (Zifﬁf;)
cos(t)
(c) C:[0,2n] > R3: ¢t — | sin(¢)
t/m

Aufgabe P 94. Parameterintegrale
Gegeben ist fiir n € Ny die Besselfunktion

1 s
JoR—=R:z— —/ cos(zsin(t) — nt)dt .
T Jo

Zeigen Sie, dass y(z) = J,(x) die folgende Differentialgleichung erfiillt.
22y (2) + xy (z) + (22 — n?)y(z) = 0.
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Hausiibungen (Abgabe bis spitestens 31.7.2012 in einer Sprechstunde):

Aufgabe H91. Langenberechnung und Kurvenintegrale skalarer Funktionen
Gegeben sei die skalare Funktion

f: (R\{O})XRXR—)R:(w,y,z)r—>2?y+1

und die Kurve

.
, 1.
C:[1,3] = R®: t (2t,t2,§t5) :

Berechnen Sie die Kurvenintegrale fo f(s)ds und fclds. Begriinden Sie mittels einer
Abschatzung der Integranden, welcher Integralwert der groBere von beiden ist.

Aufgabe H 92. Kurvendiskussion

Gegeben sei die Kurve mit der Parameterdarstellung

5 \ T
C:[O,l]—HRQ:tr—)( St 5t )

1+ 143

(a) Man bestimme die Tangente an C' in C(1). Man bestimme alle Punkte auf C' mit
Tangente in Richtung einer der Koordinatenachsen. Skizze!

(b) Essei S die Strecke mit den Endpunkten A = (0,0) und B = (2,2). Man bestimme
den Flacheninhalt der durch C' und S eingeschlossenen Flache.

Hinweis: Man kann dy = y/(t) dt verwenden.

Aufgabe H 93. Potential, Kurvenintegral
Gegeben sei das Gradientenfeld ¢: R? — R?: (2,y)" — (22 +y,z +1)".

(a) Bestimmen Sie ein Potential fiir g. Entscheiden Sie, ob dieses Potential eine harmoni-
sche Funktion ist.

(b) Berechnen Sie das Kurvenintegral von g iiber den Halbkreis von (0, —1)" nach (0,1)"
mit Radius 1 durch (1,0)" ohne das Potential zu verwenden.

(c) Berechnen Sie das Kurvenintegral von ¢ iiber die Strecke von (0, —1)" nach (0,1)"
ohne das Potential zu verwenden.

(d) Bestétigen Sie die Resultate aus (b) und (c) mit Hilfe des Potentials.
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Aufgabe H 94. Kurvenintegral, Potential
(a) Es sei das Vektorfeld v gegeben durch

Ty 2m1x§x§ +1
viRY 5 R | 2 | = [ 2222922 + 1
T3 20253 + 1

Geben Sie ein Potential von v an, falls ein solches existiert.

(b) Ferner sei ein Weg in R? gegeben

el + ¢
C:[0,1] > R*: t t2
t*+1
Berechnen Sie das Kurvenintegral [, v(z) e dz.
Hinweis: Benutzen Sie das Potential.
(c) Es sei das Vektorfeld w gegeben durch
T 2x1x%x§ + 1+ 2
w: R — R3: Ty | — 2[L‘%ZE21’§ +1
T3 202 x2ws + 1

Sei K die durch C':[0,27] — R3 : t — (cos(t), sin(t),cos(t)) parametrisierte Kurve.
Skizzieren Sie K. Bestimmen Sie das Umlaufintegral ¢, w(x)edz.
Hinweis: Vergleichen Sie w und v.

Aufgabe H 95. Zirkulation und Ausfluss
Gegeben sind die Geschwindigkeitsfelder einer Stromung

£ R? 5 R (Z)H(z) und g: R? — R2: (2)’—)(_0”) .

Sei E die durch C': [0,27] : t — (sin(?), sin(t) +2cos(t)) parametrisierte Kurve. Skizzieren
Sie die Kurve.

(a) Bestimmen Sie die Zirkulation von f und von g langs E.
(b) Bestimmen Sie den Ausfluss von f und von g durch E.
(c) Geben Sie eine Gleichung an, die E als Quadrik beschreibt.

Aufgabe H 96. Parametrisierung, Extremstellen
Sei g die Gerade im R? durch die Punkte (0,0,0) und (1,1,1). Sei & die Gerade durch die
Punkte (0,1,0) und (0,0,1).
(a) Bestimmen Sie Punkte P auf g und @ auf h derart, dass die Gerade durch P und
() senkrecht auf g und h steht. Berechnen Sie den Abstand von P und Q.

(b) Parametrisieren Sie die Geraden g und h. Berechnen Sie den minimalen Abstand eines
Punktes von g von einem Punkt von h unter Verwendung des Gradienten des Quadrats
der Abstandsfunktion. Vergleichen Sie mit dem Resultat aus (a).
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