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Zu Aufgabe H1: Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt

<a+mn:§i(zyw%w.

k=0
Setzt man nun a =1, b = —1, erhalt man
k=0 k

Zu Aufgabe H2:
Induktionsanfang: A(0):

z‘):(mw)_(mw)_(m)_l
m N m \m/) 7
k=0
m+0+1 B m+1 _1
m+1 \m+1) 7
Induktionsschluss: A(n) = A(n+ 1)
n+1 n
m+k\ m-+k m+ (n+1)
> (")) ()
k=0 k=0
B m+n+1 m+n+1
a m+1 m
(m+n+2\ (m+n+1)+1
S\ m+1 n m+1

Darstellung im Pascalschen Dreieck:

+

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 (5) 1
1 6 15 20 15 6 1

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zu Aufgabe H3:

(a) Bei der Menge M; handelt es sich um eine Parabel, deren Scheitel bei (—1,4) liegt und
die um den Faktor zwei gestreckt wurde.

5

N W

—4 R
-4 -3 -2-10 1 2

Bei der Menge M; handelt es sich ebenfalls um eine Parabel, allerdings wurde hier der
y-Wert und der x-Wert vertauscht. Hier liegt der Scheitel bei (4, —1) und sie wurde
auch um den Faktor zwei gestreckt.

—4-3-2-101 2 3 4 5
(b) Die Menge Ms ist eine Kreisscheibe mit Radius v/2 und Mittelpunkt (1,0), wobei der
Rand Bestandteil der Menge ist.

1.5
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Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Die Menge M, ist eine Kreisscheibe mit Radius 1 und Mittelpunkt (0,0); der Rand ist
dabei nicht Bestandteil der Menge.
1

0.5 |

-1 —-05 0 0.5 1
Also ist die Schnittmenge von M3 und My:

1.5

1 L

0.5 ¢

O L

—0.5 1

11

-1

—1-050 0.5 1 1.5 2
Der , rechte” Rand gehort dabei im Gegensatz zum ,, linken” Rand nicht zur Schnittmenge.
Insbesondere sind die Punkte (0,1) und (0,—1) nicht Bestandteil der Menge.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen

rechtfertigen kann.
Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zu Aufgabe H4:
zu (a) Es ist
(2 —30)(3+2i) = 6+4i — 9i + 6 = 12 — 5.

Weiter ergibt sich

(I+9)?  (IT4+4921—10)*  (1+i)*(1—1)?

=0 (-2 —4? (1-9)1-9)
(144)* (24)?

[\

(12 —42)2 4
Insgesamt ist also
1+ 14)?
(2—30)(3+2i) + El—H';? =12—-5i—1=11—-5i.
—1

zu (b)

(14+V3i)? + (1 —v3i)* = (1+ V3% (1+V3i) + (1 — V3i)? - (1 — V/30)
(14 2v/3i — 3)(1 + V3i) + (1 — 2v/3i — 3)(1 — V/30)
(
(

2+ 2v/3i) (1 + V/3i) + (=2 — 2v/3i) (1 — V/3i)

— 8-8=-16
zu (c) Es wurde (1+ )% =2i und (1 +i)* = —4 bereits berechnet. Es gilt
(1400 = (1 +0)2 ((1+49)Y)* =2i-16 = 32i.

zu (d)
Im(2 — 4i) + Re(|5 + 2i|) = —4 + Re(V/52 4 22) = —4 + /29

2 — 2V/3i + 2V/3i — 6) + (=2 + 2V/3i — 2V/3i — 6)

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen

rechtfertigen kann.
Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zu Aufgabe Hb:
zu (a) Fiir z = a + bi mit (a,b) € R? gilt

24+Z=2a und z-Z=a>+0".
Das heiBt, durch quadratisches Erganzen erhalt man
24+ Z=2-2 2a=a’+ b
S a—-1)72+v=1
also ist M; ein Kreis in der komplexen Zahlenebene mit Radius 1 und Mittelpunkt 1 4 0:.

A

Etwas trickreicher kann man alternativ folgende Uberlegung verwenden:

z—l—?:z-2<:>z~§—z—2+1:1<:>|z—1|2:1

zu (b) Es gilt
=1l =la+ 1z =1 = e +1

& (z-DeE-1)=(E=+D(E+1)
&224+2)=0

< Re(z) =0

und damit ist die Menge M, genau die imaginare Achse.

Y

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen

rechtfertigen kann.
Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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zu (c) Bei M3 handelt es sich um die Vereinigung zweier Kreisscheiben: Eine mit Radius 1
und Mittelpunkt 0 4 07 und eine mit Mittelpunkt O + 3¢ und Radius 2.

Zu Aufgabe H6:
zu (a) Die Abbildung f ist nicht injektiv, denn f(1) =1 = f(—1), aber 1 # —1.

Die Abbildung f ist surjektiv, denn zu beliebigem z € C eixistiert eine Zahl a € C so, dass
f(a) = a*> = z, vgl. Vorlesung, 1.8.4 Wurzelziehen bei komplexen Zahlen.

Da f nicht injektiv ist, kann es auch nicht bijektiv sein.
zu (b) Die Abbildung g ist nicht injektiv, denn g(1) =1 = g(7).

Die Abbildung g ist nicht surjektiv, denn fiir alle ¢ € C gilt |c¢| € R; die Zahl i € C \ R liegt
also nicht im Bildbereich von g¢.

Da g weder injektiv noch surjektiv ist, kann es auch nicht bijektiv sein.
zu (c) Die Abbildung h ist injektiv, denn fiir a,b € C gilt:

h(a) # h(b) < ai #bi< a#b.

Die Abbildung h ist surjektiv, denn fiir z € C gilt h(—iz) =i-(—iz) = 2.
Damit ist h aber auch bijektiv.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zu Aufgabe H7:

Es gilt:
2= 1—i =v2(cos(Z)+1i sm(f))
20 =V3+1i=2(cos(Z) +isin(%))
= V3 = \/_(cos(g) + 1 sm(%))
zu (a)
2+ 23 = 2V/3 (cos(Z) + i sin(Z)) = 2v/3 (—% + ?z) = —V3+3i
zu (b) Es gilt:

7% =2 (cos(2) + i sin(2)) = —2i

Weiter ist Z3 = —v/3i = V/3 3 (cos(28) + i sin(2r)) . Damit folgt dann
9P —Z=—-24+V3i=(—2+V3)i=(2—-V3) (cos(3) + i sin(2F)) ;

dabei ist zu beachten, dass 2 = v/4 > /3 und somit 2 — /3 > 0.
zu (c)
2" = 2" (cos(10- F) + i sin(10- §)) = 1024 (cos(%) + i sin(3F)) = 512 — 512v/3 .

zu (d) Nach Abschnitt 1.8.4 der Vorlesung ist

o= 200 2 € { V3 (cos(3) + sin(®) . V3 (cos(%) + 1 sin(5) }
[ BA . B A )
Fur 2471 = 432\/5 -+ 3/32\/52 gllt dam|t

21+ 7 = 432\/5 + <1f*[z +1+i= f‘f” + ff”z = (V3 +V2) (cos(Z) +i sin(%)) .

4 4
_VEV2 @z erhalt man

Zyo+7 = — 432\/5 <lf‘[z—i—Hz ’%5/5”—1-*%5/5*22' = (—V3+V2) (cos(Z) +isin(F)),

wobei zu beachten ist, dass V3 < v/4 = v/2 und damit ist _%f%‘/i > 0.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zu Aufgabe H8:

zu (a) Polynomdivision liefert:

p=(3X°—21X"+ X? - 5X° — 14X) : (X* - 7X) =3X*+ X + 2.

zu (b) Es gilt:
X'—X?-12=(X-2)- (X +2)- (X*+3).

Zerlegung in komplexe Linearfaktoren:
X4—X2—12:(X—2)-(X+2)-(X—\/§i> : <X—i—\/§i>.

zu (c) Zerlegung in reelle Polynome, die nicht mehr als eine reelle Nullstelle besitzen:
o X1 X?-12=(X-2)-(X+2)-(X?+3), oder
o X1 X?-12=(X—-2)-(X3+2X%2+3X +6), oder
o X1 X?2-12=(X+2)-(X3-2X%+3X —6).

Zu Aufgabe H9:

zu (a) Wir sollen zeigen, dass die Vektorraumaxiome fiir C mit der iiblichen Addition (also
(a+bi)+ (x+yi) = (a+x) + (b+ y)i) und der Multiplikation mit reellen Skalaren (also
s(a + bi) = sa + sbi) erfiillt sind.

(C,+) ist eine abelsche Gruppe, weil (C,+,-) ein Korper ist (siehe Vorlesung). Fiir die Uber-
priifung der anderen Vektorraumaxiome betrachten wir s,¢ € R und v, w € C. Mit dem Ansatz
v=a+bi, w=2x4y1i, wobei a,b,z,y € R, erhalten wir:

o (s+t)-v=_(s+t)-(a+bi)=sa+sbi+ta+thi=s(a+bi)+tla+bi)=s-v+t-v;
o s-(v+w)=s-(at+bi+x+yi) = sa+sbi+sr+syi = s(a+bi)+s(x+yi) = s-v+s-w,;
o (s-t)-v=_(s-t)-(a+bi) = sta+ sthi = s(ta + thi) + s(t(a+bi)) = s - (t-v);

e l-v=1(a+bi)=a+bi=v.
Weil alle Vektorraumaxiome erfiillt sind, ist C ein R-Vektorraum.
zu (b) Zur Erinnerung: U € V heiBt Untervektorraum des K-Vektorraums V', wenn gilt:
e VuvelU:u+velU,
e VuelUVseK:s-uel,
e 0ecU.
R:= {a+0z’€C| aER}
Offenbar gilt R € C. Nun untersuchen wir, ob die Untervektorraumaxiome erfiillt sind.

o Fir u =a+0i und v = b+ 0i in R (also mit a,b € R) gilt: a +b € R, also
u+v=a+b+ 0i € R. Damit ist das erste der Axiome nachgewiesen.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!



l. Rybak. Héhere Mathematik | Prof. Dr. M. Stroppel
S. Poppitz Prof. Dr. N. Knarr

Ergebnisse und Hinweise zu den Ubungen
Winter 2008/09

e Firu=a+0i € Rund s € R gilt sa € R und deswegen s-u = s(a+0i) = sa+0i € R.
Damit ist das zweite Axiom nachgewiesen.

e 0=0+4+0:€ R, da 0€R.
Folglich ist R Untervektorraum des R-Vektorraums C.

G:={z € C| arg(z) = ¢}

Fir s € R mit s < 0 gilt arg(sz) # arg(z) (in der Tat gilt arg(sz) = arg(z) + 7 oder
arg(sz) = arg(z) — m, je nachdem, ob arg(z) kleiner oder groBer als 7 ist). Damit ist das
zweite Axiom nicht erfiillt, und G ist kein Untervektorraum.

K:={z€C| |z| =c}

Fir ¢ # 0 liegt 0 nicht in K. Damit ist das dritte Axiom verletzt, und K ist kein Untervek-
torraum.

Fir ¢ = 0 gilt K = {0}. Wegen 0+0 =0 und s-0 = 0 sind alle Untervektorraumaxiome
erfiillt: In diesem Fall ist K ein (sehr minimalistischer) Untervektorraum!

Zum Zusatz: Wenn man C als C-Vektorraum betrachtet, muss man bei s - u jedesmal be-
liebige komplexe Zahlen fiir s zulassen. Weil z.B. i - (a + 0i) nicht mehr in R liegt, ist R
kein C-Untervektorraum. Die Menge G ist immer noch nicht abgeschlossen beziiglich der Mul-
tiplikation mit Skalaren, ist also auch kein C-Vektorraum. Die Menge K ist nur dann ein
C-Untervektorraum, wenn 0 in K liegt: also wieder nur fiir ¢ = 0.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zu Aufgabe H10:

zu (@) Wir wollen zeigen, dass B = {b;,bs, b3} ein Erzeugendensystem bildet und dass die
Vektoren by, by, b3 linear unabhangig sind.

Wir zeigen zunichst R? = L(B) = L(by,bs,b3). Fiir ein beliebiges v = (Ul,UQ,Ug)T € R
miissen wir «aq, s, ag € R finden, so dass v = a1b1 + asby + azbs:

1 1 0 (%1
ar | 1 | +al O | +a3| 1 | =1 v
1 1 (O8]

Dies ist aquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

o + oy = vy,
a1 + a3 = Vg,
ay + a3 = vs.

Fiir die Koeffizienten «; folgt hieraus

V1 + V2 — U3 U1 — Uz + Vs —U1 + Vg + V3
ag=—0— =, 3= . (1)
2 2 2

Das heiBt, jeder Vektor v = (vy, vg, U3>T € R3 l3sst sich schreiben als v = a1y + agby + asbs.
Also bildet B = {by,bs, b3} ein Erzeugendensystem.
Mit (1) ergibt sich dann: Aus by + by + agbs = 0 folgt a; =0, g = 0 und a3 =0, und
wir haben die lineare Unabhangigkeit nachgewiesen. Folglich ist B eine Basis.
Mit 2.8.17 aus der Vorlesung kann man sich auch darauf beschrinken entweder die lineare
Unabhangigkeit von B oder, dass B ein Erzeugendensystem ist, nachzuweisen. Die andere
Eigenschaft folgt dann direkt aus Dimensionsgriinden.

zu (b) Zur Erinnerung: Ist B = {by,...b,} eine Basis des Vektorraums V', so lasst sich
jeder Vektor v € V eindeutig als Linearkombination v = Zajbj darstellen. Man nennt das

j=1
Koordinatentupel v = (a1,...«,) die Koordinaten von v beziiglich B.

Schreiben wir den Vektor u als Linearkombination von Vektoren b;, by und bs:

Oélbl + Oégbg + Oégbg = u,

1 1 0 2
aq 1 + (%) 0 + Qa3 1 = 0 s
0 1 1 —4
dann haben wir
o + g = 2,
o + a3 = 0,
ay + a3 = —4.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Daraus folgt a; =3, as = —1, ag = —3.

Das Koordinatentupel von u beziiglich B ist also ,u = (3, —1, —3).

Wir kénnen auch Teil (a) benutzen. Wir haben u = (2,0, —4)" mit u; = 2, uy =0, uz = —4.
Dann berechnen wir mit Formel (1):

up +upg —uz  2+0—(—4)

p— :3
“ 2 2 7
a2:u1—uz+u3 _ 2—0+(—4) :_17

2 2
—U1+U2+U,3 —2+0+(—4)

Fiir v = (0,3,0)" mit v; =0, v, = 3, v3 = 0 berechnen wir mit Formel (1):

U1+U2—U3_0+3—0_3

o] =

2 2 2’

U1 — VU2 + U3 0—-3+0 3
OZQZ = :——’
2 2 2
e — —’U1+U2+?}3 . —O+3+O_§
T 2 B 2 )

3 3 3
Das Koordinatentupel von v beziiglich B ist v=| =, —=, = .
B 27 272
Fir w = (2,3, —4)T nutzten wir aus, dass w = u + v. Dann gilt fiir das Koordinatentupel

W = pu+ zv. (Der Beweis hierzu ist eine lehrreiche Ubung).

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!



l. Rybak. Héhere Mathematik | Prof. Dr. M. Stroppel
S. Poppitz Prof. Dr. N. Knarr

Ergebnisse und Hinweise zu den Ubungen
Winter 2008/09

Zu Aufgabe H11:

zu (a)
(by|by) =1-(=1)+1-140-v2=0,
(by|bs) =1-1+1-(=1)40-v2=0,
(by|b3) = (=1)-1+1-(=1)++v2-v2=0.
zu (b)
|b1|:m=\/§,
ol = (=12 12 4 (v2)2 =2,
Ibs] = /12 + (—1)2 + (VI)2 = 2.
zu (c)

(bilb) = |br]> =2, (ba|ba) = [bo]* =4, (bs|bs) = |bs]* = 4.
(v|b)=1-14(-1)-140-0=0,

(0]by) =1-(=1) 4 (=1)-140- V2= -2,

(v|bg) =1-1+4(=1)-(=1)+0-vV2=2.

1 1 1

2 2 2 2
’U:O'bl——‘bz—i‘—'b:;: _% + _% = —1
4 4 s N 0

2 2

zu (d) Aus (c) und der Definition des Koordinatentupels folgt direkt

- (R ) -(42)

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zu Aufgabe H12:

Zu den Eigenschaften des Skalarproduktes:
Seien beliebige f,g € C°([0,1]) und s € R gegeben.

@)umnzﬁfumwa:AguWWMx:wwy

(b) (fIf) = / f@)? 20, daf2(x) 20, und (f|f) =0 < f = 0, wobei die

0
Stetigkeit der Funktion f eingeht.
(c) Da fiir Funktionen der Betrag noch nicht auf andere Weise definiert ist, kann man nun

1 1/2
diese Eigenschaft zur Definition des Betrags verwenden |f| = (/ f(z) f(x) dx) :
0

1

w)umww:Afmwm+mex:Afwmmw+éfmmwm=
(Fla)+ (FI),

@)Mﬂ@zslf@M@szlsﬂ@WWM=<ﬁMFiAﬂ@w@ﬂxz
(flsg)

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen

rechtfertigen kann.
Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zu Aufgabe H13:

Wir zeigen zunichst, dass fiir Vektoren a, b, ¢ € R? gilt:

ax(b+c)=axb+axc (1)
Fiir die Vektoren
ay b1 C1
a= a2 ) b= bQ ) C= (&)
as b3 C3

erhalten wir (Definition des Vektorproduktes):

ay bl +C as (bg + 03) — as (bg + Cg)
ax(b+c)=1| a | x| baoteca | = as(bi +c1) —aq (bs+ ¢3)
as bg + C3 aq (bg -+ Cz) — a3 (bl + Cl)

asbs — aszby + ascs — asco asbs — aszby (2C3 — A3Cy

= | asby —aibs +azci —ajcz | = | agby —aibs | + | azcr —aics

arby — ashy + ajco — azcy arby — asby a1C2 — G2Cq

=axb+axec.

Dass
(b+c)xa=bxa+cxa (2)

erkennt man via

(b—l—c)xa:—(ax(b+c))@—(axb+a><c):—a><b—a><c:b><a—|—c><a.

Weiter zeigen wir, dass fiir s € R und a, b € R? gilt:

s+ (axb)=(sa) xb=ax (sb). (3)
Wir berechnen
G,ng — a3b2 SCLng — Sagbg
s-(axb)=s| asby —abs | = | sazby —sarbs | = (sa) x b
albg — CLle sa1b2 — sa2b1

a23b3 — agsbg
= a35b1 — alsbg =a X (Sb)
a15b2 — a25b1

zu (@) Wir benutzen die Eigenschaften des Vektorproduktes (1)—=(3), a x a =0 und b X a =
—a X b. Damit erhalten wir:

(2a+b) x (a+2b) =2axa+bxa+4axb+2bxb =2-0—axb+4axb+2-0 = 3axb.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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zu (b) Wir berechnen

(2a+b) X (c—a)+ (b+c) X (a+b) =
=2axXxc+bxc—2axa—-bxa+bxat+ecxat+bxb+exb=
=2aXc+bxc—2-0—-bxa+bxa—axc+0—-bxc=aXec.

Zu Aufgabe H14:

Der Flacheninhalt SA des Dreiecks, das von den Vektoren a — 2b und 3a + 2b aufgespannt
wird, ist gleich

1
Sp = §|a — 20| [3a + 20| sin<(a — 2b,3a + 2b) = |(a — 2b) x (3a + 2b)|.

Wegen

(a—2b) x (Ba+2b)=3axa—6bxa+2axb—4bxb=3-0—6bxa+2axb—4-0
=—6bxa+2axb=6axb+2axb=8axb

gilt
. 2

Zu Aufgabe H15:

zu (a)
4 8 12 —7 0 14 -3 8 26
4A+7B=116 20 24| + 149 35 0| =65 55 24
28 32 36 28 —7 14 56 25 50
zu (b)
-1 0 2 123 -2 -2 —1
B-A=|7 5 0ol -|456]=[3 0 -6
4 —1 2 789 —-3 -9 -7
zu (c)
12 3 —1 7 4 5 17 8
AB"=1|4 56]-1l0 5 —-1| =8 53 23
7 80 2 0 2 11 89 38
zu (d)
0 2 5 100 0 4 15
(A+B)C=1[11 10 6| -{0 2 o =[11 20 18
11 7 11 00 3 11 14 33

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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zu (e)
12 3 10 34 16 100 12 36 19
A+2AB"+C =4 5 6| + |16 106 46| +]0 2 0] =[20 113 52
789 22 178 76 00 3 29 186 88

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen

rechtfertigen kann.
Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zu Aufgabe H16:

zu (a) Das LGS

2 — 3y + 2z — 2 =0
r + o5y — 4z + 5 0
e + y — 3z + 4 =0

fuhrt auf die erweiterte Koeffizientenmatrix

2 =3 1 2

1 5 —4|| =5 |.
4 1 -3 -4
Vertauschen der ersten beiden Zeilen liefert

Z1 e ZQ . 1 5 —41 =5

2 -3 1 2

4 1 -3 -4

Weiter berechnen wir
1 5 —41| =5

oy — 277 : 0 —13 9 12

Js—4 7 0 —19 13| 16

1 5 —4| -5

1 . _9 | 12
—55 4y 0 1 13 13 |

0 —-19 13 16

— 7 5_

70— 57y L0 —g||—13
Z.+19Z S

—+ :

s 20000 =35 || -5
Zi+iz: [1 0 0f 5]
01 of 6]/,

Z-3z: |00 -] -2

100/ 5

010/ 6

~Bz,: 100 110

, y =6, 2 =10, also die Lésungsmenge

Probe: Wirsetzen z =5, y =6, z = 10 in die urspriingliche Gleichung ein.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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zu (b)
Das LGS fiihrt auf die erweiterte Koeffizientenmatrix
3 2 —11/0
2 —1 310
1 1 —-110
Wir berechnen
Z1— U3 2 1 00
Zoy+ 3725 5 2 00 ],
17, 1 -1 1]o0
Zyv—3Zy: [ =3 0 0]0
52 00|,
Z3+ 5 Z 3010
—2Z;: [ 1 0 0]0]
%ZQ: % 1 001,
L5 0 1]0]
[1 0 0//0]
Zg—ngz 01 0|0
Z3—%Zli _0 01 O_

Damit erhalten wir als eindeutige Losung x =0, y =0, z = 0, also die Losungsmenge

0
L= 0
0

Eine Probe durch Einsetzen ist ziemlich langweilig — wichtig ist hier, dass es keine anderen
Losungen gibt!

zu (c)
Das LGS fiihrt auf die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 2 3|4
2 4 63
31 —1]1

Wir berechnen

12 3 4
Ly —271: 00 O0f-5
31 -1 1

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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Wir vertauschen Zeilen Z; und Z5 und erhalten

12 3| 4
Toes Zs: |3 1 1| 1
00 0f-5

Nach Satz 3.7.2, ist das LGS nicht I6sbar, da 0- x4+ 0-y+0-z # —5, das heift £ = {}.

zu (d)
Das LGS fiihrt auf die erweiterte Koeffizientenmatrix
1 2 314
2 1 —-113
33 2|7
Wir berechnen ~ -
1 2 3 4

ZQ—2Z12 0o -3 -7 -5
Z3-3Zli _O -3 —7 -5

Zs—Zy: |0 0 0| 0

5—Tt

Setzen wir z = t, dann erhalten wir 3y + 72 = 5 und y = —3 Fir © bekommen wir
2+ 5t T
r=4-2y—3z= +T Also ist die Losungsmenge
2 5
3 3
_ 5 7
L= 3 +1- —3 teR
0 1

Probe: Ob alle Elemente von L tatsichlich Losungen sind, tiberpriift man durch Einsetzen.

Zu Aufgabe H17:
Die lineare Hiille L (b, by, b3) ist gegeben durch

1
1
0
0

—_

L(bl,bg,b3>2 aq - + Qs - + s - al,OQ,OégeR

—_ =
o OO

Fiir die lineare Hiille L (b4, b5, bs) erhalten wir

1

L <b47 b57b6) - 51 ' + 52 ' + 63 ' 517627&3 eR

e e
— N OO
O~ OO

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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Fiir den Schnitt L (by, ba, b3) N L (by, b5, bg) beider Mengen muss nun

1 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 0
ar g T ]t |y =0 1 + B2 - 9 + B3 - 1
0 1 0 0 1 0
gelten.
Dies fiihrt auf das lineare Gleichungssystem
1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0
ar- g T ]t |y — b 1 — [ 9 — D5 11~ 1o
0 1 0 0 1 0 0
Die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix hat die Form
111 -1 0 0}0
110 -1 0 0}0
010 -1 =2 —=1]0
010 0 -1 0}0
Mit dem GauB-Algorithmus formt man dies um zu
110 -1 000
01 0 0 -1 0Y0
001 0 0 O0YO0
000 1 1 1}0
und erhdlt somit als Lésung des Gleichungssystems
(051 -2 —1
(0%) 1 0
(0% . 0 0 .
3, =s| _ +t 1 mit s,t € R.
B2 1
33 0 1
(Probe durch Einsetzen!) Dies bedeutet
1 1 1 1
1 1 1 1
L(bhbg,bg)mL (b4,b5,b6> = (—28—1}) : 0 +s- 1 S,t eR} =L ol 11
0 1 0 1

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zu Aufgabe H18:

Fiir festes a € R sei Ay = (a;1),<;<q1 <1<y - Weiter setzen wir

b1 0 ba1 -1 b3 0 ba 0
2| |1 b2 |1 | bs2 ] [O o baz2 ] [ O
b= bs| 0] b2 = bos| | 0] by = bss| | 1] b = bas | | 1
b1.4 0 b2 4 0 b3.4 ol by o?

Wertet man die Bedingungen fiir die j-te Zeile fiir 1 < j < 4 aus, so erhilt man

1
o -
(a1 a2 a3 aja) ol =%
0
1
L b
(a1 aj2 ajs aja4) ol =%
0
0
; =b
(a1 ajz ajs aj4) 1 = U3
OéQ
0
y =b
(a1 aj2 a3 a;4) a2 = 04
1

Dies ist fiir die j-te Zeile der Matrix A, ein lineares Gleichungssystem mit 4 Gleichungen und
4 Unbekannten. Die zugehdrige erweiterte Koeffizientenmatrix hat die Form:

1 0 0 O0fby
11 0 0 by
00 1 a®f b,
0 0 o 1| by,

Die Koeffizientenmatrix ist dabei fiir jede Zeile dieselbe. Die vier linearen Gleichungssysteme
fiir die vier Zeilen lassen sich also simultan I6sen, sprich, man kann das folgende Schema fiir
den GauB-Algorithmus verwenden:

10 0 O 0 10 0
11 0 0O0y)—-1 -1 0 O
00 1 o 0 01 «
00 a® 1 0 01 o?

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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Durch entsprechende Umformungen lasst sich dies auf die Form

1 00 0 0 1 0 0
010 0 -1 -2 0 0
0 01 a? 0 O 1 o
000 1-ca 0 0 1—a? o?-0o8

bringen. Probleme mit der Ldsbarkeit bekommen wir nur dann, wenn 1 — o* = 0 ist — also
genau dann, wenn o = —1 oder aa = 1.

Im Fall & = —1 erhilt man
1 0 00 0 1 0 0
01 0O0)-1 -20 0|
0011 0 01 —1 1"
00 00 0 00 2

die letzte Spalte (die zum Gleichungssystem fiir die vierte Zeile der Matrix A_; gehort) liefert
einen Widerspruch. Fiir @ = —1 kann also keine solche Matrix gefunden werden, die die
geforderten Bedingungen erfiillt.

Falls a ¢ {—1,1}, soist 1 —a* # 0. Deswegen kann die erweiterte Koeffizientenmatrix weiter
umgeformt werden zu

1000 0 1 0 0
0100/[-1 -2 0 0
0010/ 0 s a—a?e=e
1 a?—a?
000 1| 0 0 i —

Die Spalten der rechten Seite(n) entsprechen nun den Lésungen der linearen Gleichungssysteme,
die die Eintrage der Zeilen der Matrix A, als Unbekannte haben. Die gesuchte Matrix hat also
fir o ¢ {—1,1} die folgende Form

0 -1 0 0
P 1 -2 0 0
= 1 1

¢ 0 0 1+a? 14+a?

0 0 a-a?e=y o=o

und ist in diesen Fallen insbesondere eindeutig.

Im Fall o = 1 besitzt die erweiterte Koeffizientenmatrix die Form

1 000 0O 100
010¢O0)|-1 -22020
0 011 0O 011
0000 0 000

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!



Dr. I. Rybak Héhere Mathematik | Prof. Dr. M. Stroppel
S. Poppitz Prof. Dr. N. Knarr

Ergebnisse und Hinweise zu den Ubungen
Winter 2008/09

Dies bedeutet, dass jedes Gleichungssystem, das eine Zeile der gesuchten Matrix beschreibt,
von einem reellen Parameter abhangt, und zwar unabhangig von einander. Fiir die Eintrage der
ersten Zeile der Matrix A; bedeutet dies zum Beispiel

0171 0 0

a172 L —1 0 .

as | = | 0 + t1 1 fur t; € R.
Q1.4 0 1

Es gibt unendlich viele solche Matrizen, abhangig von vier Parametern ty,ts,t3,t4 € R. Die
Matrizen, welche die gewiinschten Bedingungen erfiillen, sind genau diejenigen der folgende
Form:

0 -1 —1 1
=2 -t
A= 0 0 1—t5 t3
0 0 1—1t, ty

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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Zu Aufgabe H19:

zu (a) und (b): Weil wir spater auch Inverse berechnen wollen, betrachten wir

1 0 0 1 ][1 000
1 1 -1 10100
~1 0 (1-a)*> =100 10
~1 -1 1  —a?|0 00 1

Nach Lemma 3.9.7 dndert sich bei elementaren Zeilen- (oder Spalten-) umformungen der Rang
der Matrix nicht. Mit Hilfe von Zeilenumformungen bringen wir die Matrix A, auf die Gestalt
mit linear unabhangigen Zeilen und Nullzeilen (und fiihren die vier rechten Seiten simultan mit).
Wir berechnen

1 0 0 1 1000
Zy— Ly 0 1 -1 0 -1 100
Z3+ Zy 0 0 (1-a«)? 0 101 0"
Z4—|—Z12 _0 -1 1 1—&2 1 00 1_
1 0 0 1 1 00 0]
0 1 -1 0 -1 100 (1)
0 0 (1—a)? 0 1010
Z4 + ZQ . | 0 0 0 1-— Oé2 0101 ]
Fiir « = —1 ergibt sich auf der linken Seite die Matrix
10 0 1
01 -1 0
00 4 0 (2)
00 0 O

Diese besitzt den Rang 3 (denn sie hat 3 linear unabhingige Zeilen). Damit gilt Rg A_; = 3.

Fir « = 1 erhalten wir auf der linken Seite

10 0 1
01 -1 0
00 0 O
00 0 O

Der Rang betragt nun 2 (es gibt 2 linear unabhingige Zeilen), also folgt Rg A; = 2.

Fir « € R~ {1, 1} gilt RgA, = 4. In diesem Fall existiert die Inverse A_'. Ausgehend
von (1) berechnen wir weiter:

1o o1 1 0 0 0
01 -10] -1 1 0 o0

1 1 1
mqp 2 |00 L0 0 g O
HsZic oo 01 0 L, 0 L,

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zi—Zy: 1000 1 - 0 —
ZQ+Zgi 01 00 —1+ﬁ 1 (1—1a)2 0
1 1
0010 (=nE 0 ¢ O
0001 0 — 0

Folglich ist fiir & € R~ {—1, 1} die Inverse A,! gegeben durch

1 B 1ja2 0 o 171(12
1 1
| e b e O
« 1 1
(1—)? 0 (1—a)? 0
0 171012 0 1ja2

Zur Probe berechnet man A ' A, = E;.

zu (c)

Nach der Dimensionsformel 3.8.18 gilt
dim Kern (p,) + dim Bild (¢, ) = 4.
Wegen dim Bild (¢,) = Rg A, folgt daraus
dim Kern (¢,) = 4 — dim Bild (p,) = 4 — Rg A,.

Um Kern (¢,) zu finden, miissen wir das lineare Gleichungssystem A,x = 0 losen, also

ry + Ty = 0
Ty + T2 — T3 —+ zs = 0
—1 + (1—a)’z3 — x4 = 0
-, — X9 + x5 — o’y = 0
Fir « = —1 erhalten wir wie in (2)
Ty + x4 = 0
o — T3 = 0
I3 = 0.
Folglich gilt
—1
Kern(p_1) =< t- 8 teR3, dimKern(p_q)=1.
1

Aufgrund der Dimensionsformel ist dim Bild (¢_;) = 3. Der Vektorraum Bild (¢_1) wird
also aufgespannt durch drei linear unabhangige Vektoren, die sich als Bilder von geeigneten

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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Vektoren aus dem Definitionsbereich R* ergeben. Die Spalten von A_; sind die Bilder der
Standardbasisvektoren, wir kdnnen unsere drei Erzeuger also aus diesen wahlen. Beispielsweise

gilt

1 0 0 1 0 0
. 1 1 -1 0 1 0
Bild (§0_1> =L 1 5 0 y 4 =L -1 9 0 ) 1
-1 —1 1 0 -1 0
Man kann den Aufspann auch beschreiben als
a
Bild (¢_1) = b a,b,c e R
- _a + C ) Y
—b
Fir « =1 haben wir
1 + x4 = 0
To — X3 = 0
Daraus ergibt sich Kern (¢;) =
-1 0 -1 0 —s
0 1 0 1 t
L o |11 =<5 0 +1 1 s,teR 3 = ; s,teR 3,
1 0 1 0 s

also dim Kern (¢1) = 2. Aus der Dimensionsformel erhalten wir dim Bild (p;) =4 — 2 = 2.
Als Aufspann der Spalten ergibt sich

1 0 1 0 a

) 1 1 0 1 b
Bild (¢1) =L 1| 0 =L 1| 0 = B a,beR

-1 -1 0 -1 —-b

Fir « € R~ {—1, 1} haben wir vollen Rang, deswegen hat das homogene LGS A,z =0 nur
die triviale Losung = = 0. Es ergibt sich

Kern (¢,) = {0}, dimKern(p,)=0.

Mit der Dimensionsformel folgt dann unmittelbar dim Bild (¢,) = 4; damit stimmt Bild (¢,)
als vierdimensionaler Teilraum von R* mit R* iiberein.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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Zu Aufgabe H20:

zu (a)
Um zu zeigen, dass das Erzeugendensystem T' eine Basis ist, weisen wir nach, dass 1,1, t3
linear unabhangig sind. Dazu miissen wir nachweisen, dass

Ve el0,2n]: a1+ as - cos(x) + ag -sin(z) =0

nur fiir a; = as = a3 =0 gilt.

Da die Gleichung fiir alle = € [0, 27] gelten soll, muss sie auch fiir die speziellen Werte z = 0,
x = m/2 und x = 7w gelten. Somit erhalten wir nacheinander die folgenden Bedingungen fiir
Qy, O, O3

ap + Qo =0
(0751 + a3 = 0
oy — Qs = 0.

Dieses System hat nur die triviale Losung a1 = as = a3 = 0. Somit ist T" eine Basis.
zu (b)

B ist linear unabhangig, denn
0=oati+ fta+(ts+t2) & 0=aty+ (B+7)t2+ 713,

und da T eine Basis ist, also ty,%s,t3 linear unabhangig sind, kann die Null nur durch die
triviale Linearkombination dargestellt werden; damit folgt & = 0 sowie v = 0 und schlieBlich
B = 0. Nun erzeugt B einen dreidimensionalen Unterraum, der insbesondere in L (%, to,3)
liegt, damit ist aus Dimensionsgriinden B ebenfalls eine Basis von L (t1, to,t3).

zu (c)

Fiir die Matrixdarstellung D, brauchen wir die Spalten . D(t1), D(t2), ,D(t3). Aus

D(t;) =0 = o+ o cos(x) + agsin(x)

folgt
061:0, 0[220, 063:0.

Somit lautet die erste Spalte von D, :

0
D) =,0=10
0

Analog erhalten wir

D(ty) = —sin(x) = o1+ o cos(x) + agzsin(z).

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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aq :07 062:0, 0[3:—]..

Somit ist die zweite Spalte von D, durch

gegeben. Ebenso erhalten wir

D(t3) = cos(x) = o+ o cos(z) + aszsin(z)

und daraus sofort
(1/1:0, 0[2:]_, 063:0.

Die dritte Spalte von D, lautet nun

0
oD(ts) = | 1
0
Somit erhalten wir die Matrixdarstellung
0 0 0
D=10 0 1
0 -1 0

Fir die Matrixdarstellung D, erhalten wir aus

D(t;) =0 =8+ (B2 + [3) cos(x) + [ssin(x)

fir die Koeffizienten

Damit ist die erste Spalte

Analog erhalten wir

D(t;) = —sin(z) = B + (B2 + Bs) cos(z) + B3 sin(z)

und daraus sofort
ﬂlzov ﬁ?zla ﬂ?):_lv

was die zweite Spalte

D)= 1 (4)

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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liefert. Ebenso folgern wir aus

D(t3) = cos(x) =8+ (B2 + P3) cos(x) + Pssin(x)

die Relationen
51:07 62:17 63207

und damit als dritte Spalte

0
D) =11
0
Somit erhalten wir die Matrixdarstellung
0 0 0
Pr=10 1 1
0 -1 0

Fiir die Matrixdarstellung ,D , haben wir wegen D(b;) = D(t;) = 0 wieder

0
D) = 0
0

Wegen
D(bs) = D(ty) = —sin(x),

folgt aus (4) die zweite Spalte von D, zu

Fiir die dritte Spalte berechnen wir
D(t3) = cos(x) — sin(z).
Mit
cos(z) — sin(z) = B + (B + Bs) cos(x) + By sin(z)
folgt 6, =0, [ =2, (3= —1.Somit lautet die dritte Spalte

0
BD(b3> - 2
-1
Fiir die komplette Matrix erhalten wir nun
0 0 0
sPp=10 1 2
0 -1 —1

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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zu (d)
Jedes f € L (ty,ta,t3) schreiben wir als

f = a1 + ascos(z) + agsin(z).
Da sin und cos linear unabhangig sind, erhalten wir aus
/= —agsin(x) + agcos(z) =0
die Bedingungen as = 0 und a3 = 0, wahrend a; € R frei gewahlt werden kann. Es gilt also
Kern (D) ={a; +0-cos(z) + 0 -sin(z) | g € R} = {a1t1| a1 € R}.

In Worten ausgedriickt: Der Kern der Abbildung D besteht aus allen konstanten Funktionen.

Zu Aufgabe H21:

zu (a) Nach Satz 3.8.8 ist die lineare Abbildung bereits durch die Bilder der Elemente einer
Basis eindeutig festgelegt.

Konkret sind die Bilder von b; und by schon vorgegeben, namlich ¢(by) = b; + b3 und
©(by) = by + b3. Um ¢(bs) zu bestimmen, nutzt man aus, dass ¢ eine lineare Abbildung
ist und fiir das Bild von b3 gefordert wird ¢(bs — by) = —b; — bs. Damit ergibt sich

@(b3) = p(bs — bz) + p(bg) = —by — bz + by + bz = by — by .
Fiir v € V gibt es eine eindeutige Darstellung v = a1b; + asbs + agbs. Daraus folgt

p(v) = @(a1bs + azby + azbs)
= a19(b1) + a2p(b2) + azp(bs)
= Oél(bl —|— bg) —I— O[Q(bg —|— bg) + Olg(bg — bl)
= (041 — &3)[)1 + (CKQ + &3)(92 + (Ckl + Oég)bg.

zu (b) Aus der Darstellung in (a) ergibt sich

zu (c)
Aus p(v) = 0 ergeben sich mit Hilfe der Darstellung in (a) oder der Matrixbeschreibung aus (b)
die Bedingungen

;. — Q3 = 0
oy + a3 = 0
ar + oy = 0.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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Daraus erhalten wir
o=t ay=—-t, az=t, mitteR.
Somit gilt
Kern (¢) = {t(by — by +b3)| t e R}, dimKern(p)=1.
Die Dimensionsformel liefert nun dim Bild (¢) = dimR?® — dim Kern (¢) = 3 — 1 = 2. Un-

mittelbar lasst sich Bild () angeben als Lineare Hiille der Bilder der Basisvektoren von B,
also

Bild (¢) = L (o(b1), ©(b2), ¢(b3)) = L (by + bs, by + b3, by — by) .

Da aber bereits klar ist, dass das Bild nur zweidimensional ist, bendtigen wir nicht alle drei
Vektoren, um das Bild von ¢ zu erzeugen. Es reicht, wenn wir zwei linear unabhangige Vektoren
des angegebenen Erzeugendensystems auswahlen. Damit erhalten wir zum Beispiel

Bild (QO) =L (bl + bg, bz + bg) =L (bl + b3, bQ - b1> , etc.

zu (d)
Wir schreiben v € V als
v=oa1f1 +asfs+ asfs.

Damit gilt
aq
FU: Q9
a3
und
(vl fi) =ar (fil fi) + a2 (Sl f1) + a3 (f3| fi) - (5)

Da F eine Orthonormalbasis darstellt, gelten

(1) =0 fallsj#k, und (f;|f;) =1

Damit folgt aus (5)
(v]f1) = .

Analog folgen
(v]fo) =ar (fil f2) + a2 (fo| f2) + a3 (f3] fo) = o,

(v] fs) = ar (fil f3) + o (fal| f3) + a3 (f3] f3) = as.
Also gilt

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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zu (e) Die Abbildungsmatrix ist ¢, = ({e®;) | fr))

(ob1) | f1) (e(b2) | fr) (@(bs)]| f1)

<90(b1) | f2> <<P(bz) ’ f2> <80(b3) | f2>

<€0(bl) | f3> <<P(b2) | f3> <90(b3) | f3>
(b1 +bs] f1) (ba+0b3|fi) (=bi+Db2|f1)
= (b1 + b3 ] fa) (ba+0b3|fa) (—b1+b2]f2)
(b1 + 03| f3) (ba+0b3]fz) (—b1+Db2|f3)

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu Isen!
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Zu Aufgabe H22:

zu (a)

Den Rang konnen wir fiir alle Matrizen berechnen, die Determinante nur fiir quadratische
Matrizen, und die Inverse nur fiir quadratische Matrizen mit vollem Rang.

Fiir die quadratischen Matrizen A und B erhalten wir
det A = =2, det B =12,

und da die Determinanten verschieden von 0 sind, kann man direkt ohne weitere Rechnug
schlieBen, dass die Matrizen vollen Rang haben miissen, also

RgA =2, RgB=3.

Da A und B quadratisch sind und vollen Rang haben, besitzen sie eine Inverse. Diese erhalten
wir durch Rechnung zu

-2 2 1

. -2 1 . ;
A - 3 1 5 B - 0 6 0
2 2 3 5 _1
2 4 2

Die Matrix C' ist zwar quadratisch, hat aber nicht vollen Rang. Dies erkennen wir daran, dass
die Summe der ersten und der zweiten Zeile gerade die dritte Zeile ergibt. Da weiter die zweite
Zeile und die dritte Zeile linear unabhangig sind, gilt

RgC = 2.
Da C nicht vollen Rang besitzt, folgt sofort
det C' = 0.

Die Matrizen D und FE sind nicht quadratisch, deshalb existieren deren Inversen nicht und
auch deren Determinante kann nicht berechnet werden. In diesem Fall erhalten wir fiir den
Rang durch Rechnung

RgD =3, RgFk =3.

zu (b)

Nach der Multiplikativitat der Determinante 3.12.3 erhalten wir
det(B-C)=detB-detC =12-0=0,
det(C'-B) =detC-det B=0-12=0.

Die Matrizen DE und ED sind quadratisch. Wir berechnen

7T -8 -2 4

30 6
DE=|22 -19 |, ED= ‘;’_g _13 _11
2 0 —11

1 1 -3 6

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Daraus erhalten wir deren Determinanten zu

det(DE) = —90, det(ED) = 0.

Dass det(ED) = 0 kann man auch ohne weitere Rechnung erkennen. Bei der Matrixmultipli-
kation ist jede Zeile der Produktmatrix eine Linearkombination der Zeilen des zweiten Faktors,
in diesem Fall D. Nun besitzt aber D nur drei Zeilen, es kdnnen also aus diesen drei Zeilen
maximal drei linear unabhangige Vektoren linear kombiniert werden, die vier Zeilen von ED
miissen somit linear abhangig sein und das bedeutet det(ED) = 0.

Zu Aufgabe H23:
Zunichst berechenn wir

—14 x -21 -2 z -3
det 42 y 56 | =7%-det 6 y 8
7z 63 1 2 9 (1)

= 49(—46x — 15y — 2z) = —2254x — 735y — 98z

zu (a)
Nach der Definition 3.8.1, ist die Abbildung s: R?® — R! linear, wenn fiir alle Vektoren u, v € R3
und alle Skalare k € R

o s(u+v)=s(u)+s(v),

o s(ku) = ks(u)
gilt.
Seien nun die Vektoren u = (z1, y1, zl)T,v = (IQ,yQ,ZQ)T € R? und der Skalar & € R beliebig.
Mit Gleichung (1) gelten dann

—14 T+ o —21

s(u+v) = det 2 yi4y2 56 | =—49(46 (z1 + x2) + 15 (y1 + y2) + 2 (21 + 22)
7 Z1 + 22 63

—14 z; 21 —14 z, 21
= det 42 y; 56 | +det 42 yp 56 | = s(u)+ s(v).

T =5 63 T 2z 63

—14 kx -21
s(kv) = det 42 ky 56 | = —2254kx — 735ky — 98kz = k(—2254x — 735y — 98z2)
7 kz 63
—-14 =z =21
= kdet 42 'y 56 | = ks(v).

7T z 63

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Folglich ist s eine lineare Abbildung.

Dieses Resultat kann man auch direkt mit Hilfe der Tatsache, dass die Determinante eine
Volumenfunktion ist, und dem Satz 3.11.8 erhalten (eine Volumenfunktion ist homogen und
additiv in jedem Argument).

zu (b)

Um Kern (s) zu finden, miissen wir die Gleichung

—14 = =21
det 42 y 56 | =0
7T z 63

l6sen. Aus (1) erhalten wir
—49(46z + 15y + 22) = 0,

und daraus sofort
46z 4 15y + 22 = 0.

Diese Gleichung besitzt drei Unbekannte. Deshalb wahlen wir
x = t? y = 57 t? S E R

und erhalten damit

46t 4 15s
z2=——
2
Fiir den Kern gilt somit
t 1 0
Kern (s) = s t,seR =<1 0 |+s 1 t,s eR

__46t+15s —923 _ 15
2 2

Andererseits kann man wieder mit Hilfe von Satz 3.11.8 schnell auf den Kern schlieBen, ohne
dabei viel zu rechnen. Bekanntlich ergibt die Determinante den Wert 0, wenn die Spalten linear
abhangig sind. Setzt man also in die Abbildung s die Vektoren

—14 —21
v 1= 42 oder vy := 56
7 63

ein (also die erste und die letzte Spalte der Matrix, aus der die Determinate berechnet wird), so
folgt sofort s(v;) =0 und s(ve) = 0. Offensichtlich sind v; und vy linear unabhangig. Weiter
ist Bild (s) mindestens eindimensional, da nicht alle Vektoren auf 0 abgebildet werden. Das
heiBt aber mit Hilfe der Dimensionsformel auch, der Kern kann hochstens zweidimensional sein,
die Vektoren v; und v, sind also bereits eine Basis und es gilt

Kern (s) = L (vq, v3) .

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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zu (c) Fiir die Matrixdarstellung s, erhalten wir aus (1)

0
sh)=s| 0 | =—49(46-0+15-0+2-1) = —98.
1

Die Basis von R ist F: 1. Daraus folgt

ES(bl) = —08.
Dies ist die erste ,,Spalte" von 255
Analog erhalten wir
-2
s(ho) =s | 6 | =—49(46-(=2)+15-64+2-1) =0,
1
3
sbs) =s| —8 | =—49(46-3+15-(=8) +2-(-9)) = 0.
-9

Somit sind die zweite und die dritte ,, Spalte" von 255 durch
pS(b2) =0 und  _s(b3) =0
gegeben. Folglich erhalten wir die Matrixdarstellung
sSp=(-9800).
Zu Aufgabe H24 (korrigierte Aufgabenstellung):

zu (a)

Fiir die Matrixdarstellung haben wir

BSDB
gO(bl) = b1 — 2b3 ; Ozlbl + O./ng + Ongg.

Daraus folgt

a1 = 1, Qg = O, g3 = —2.
Somit lautet die erste Spalte von ¢ :
1
ng(bl) = 0
-2

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Analog erhalten wir
!
@(ba) = —by = a1by + by + azbs,

und folgern daraus

(03] :0, 042:—1, a3:O.
Somit ist die zweite Spalte von i, durch
0
b)) = | -1
0

gegeben. Ebenso erhalten wir

(p(bg) = b1 -+ b2 — 2()3 ; Oélb -1+ Oégbg -+ 043b3,

und daraus sofort
o] = 1, Qg = 1, g3 = —2.

Die dritte Spalte von ¢, lautet nun

1
B@(b:a) = 1
-2
Somit erhalten wir die Matrixdarstellung
10 1
BPp = -1 1
-2 0 =2
zu (b)
Wegen id(b;) = b; folgt sofort
1 2 -1
pldy=10 2 -1
1 0 1
Daraus berechnen wir mit _id = (id,)~" sofort
1 -1 0
sid, = -5 1 3
— 11

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen

rechtfertigen kann.
Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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zu (c)
Wir berechnen
-1 0 4
P = pidg p¥p - pldy = 1 8 ?

zu (d)
Wir berechnen

Weiter gilt

sowie
det (EgoE) = det (EidB “pPp - gid ) = det (EidB) - det (ngB) - det (B idE) =0.

Da ¢, und @, offensichtlich nicht vollen Rang besitzen, kann man auf det (BgoB) =0 und
det (Eng) = 0 auch ohne weitere Rechnung schlieBen.

zu (e)

Gesucht ist eine Basis des Kerns in Koordinaten beziiglich der Standardbasis E. Der Kern

kann also gleich anhand der Abbildungsmatrix ¢, untersucht werden. Nun gilt einerseits

offensichtlich Rg ¢, = 2, andererseits ist wegen
0 0
2Pr 1 ]1=120
0 0

direkt ersichtlich, dass (0 1 O)T € Kern(y). Da Kern(p) wegen der Dimensionsformel
eindimensional sein muss, ist dieser gefundene Vektor bereits eine Basis und wir erhalten

0
Kern (p) = L 1
0

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zu Aufgabe H25:
zu (a)

Wir wollen aus

V1 = V3 =

— = =
SO WO
O = NN

eine Orthonormalbasis £ fiir R* konstruieren. Wir iiberpriifen zunichst, ob vy, vy, v3,v4 eine
Basis von R* ist. Wegen

Rg

Il = S S

S W o

[eo RSN (VI V]
D

sind vy, vy, v3, vy linear unabhingig, also eine Basis (dim R* = 4). Wir fiihren das Schmidt-
sche Orthonormierungsverfahren durch. Man konstruiert den ersten Vektor durch Normieren

=
|
Il
[
— o=

1 1 1 1 1 1 0
. o of{1ft|\ t{t] [o 1| |-t
frmv—{ulfnh=]; _< 3121 >'§ = (s 1t 2
0 0 1 1 0 1 -1

S~—
[}
I

5

1f3l=V/(-1)2+ 22+ (-1
0

f-:ﬁzi —1

TR Ve | 2

—1

Weil f; eine Linearkombination von vy, vy (und f; ein Vielfaches von v;) ist, ist auch die
Nebenbedingung L (fi, fo) = L (v, vo) erfiillt.

Wir haben jetzt bereits die ersten beiden Elemente unserer gesuchten ONB konstruiert. Wir

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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gehen induktiv weiter vor. Fiir den dritten Vektor der Orthonormalbasis erhalten wir

f3i=vs—(us| f1) fi — (v3]| f2) fo

2 2 1 1 2 0 0
R A I A N A IR R A I !
I ! 41121 211 4116 | 2 V6 | 2
0 0 1 1 0 ~1 ~1
2 1 0 0
2 1 ~1 1
“la| 2%l 270
0 1 ~1 ~1
5l = VI + (=12 = V2,
0
£ fi 1|1
3= T =
150 v2 0
~1

Die Nebenbedingung L (f1, f2, f3) = L (v1, v2,v3) ergibt sich wieder aus f5 € L (fi, fo,v3) =
L (v1,vq,v3). Analog erhalten wir den vierten Vektor der gesuchten ONB

fiio=vs— (va| f1) fr — (ual| fo) fo — (va | f3) f5

8 8 1 1 8 0 0
-2 —2| (1 1]\ 1]1 201 [-1 1 [ -1
I G 6 |21 2|1 6 |6l 2 V6 | 2

—4 —4 1 1 —4 —1 -1

8 0 0
AR RN AN
6 |val o V2| o

—4 —1 -1

8 1 0 0 6

—2| 1 1] 1 -1| 1 1 —2
“les| 281 6a 2| 2% o7 ||

—4 1 —1 -1 —2

il = V& + (=20 + (=20 + (-2 = VA8 = 4V3,
6 3
£l av3 | 2 2v3 |-l
—2 —1

Die Nebenbedingung L (f1, fo, f3, fs) = L (v1,v2,v3,v4) ergibt sich auch hier wieder aus
fa € L(f1, fo, f3,04) = L (v1, 02, v3,04).

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Eine Probe ergibt

1 0
1 1 |-
<f1|f2>=<5 } NG 21 >:7(0—1+2—1)=0,
1 -1
1 0
111 |1
<f1|f3>—<§ 15| o >—7(0+1+0—1)_0,
1 —1
1 3
1|1 1 -1 1
<f1|f4>:<§ 1] 1573 | -1 >= \/_(3—1—1—1):0,
1 -1
0 0
e I e _
<f2|f3>—< AERINAR >—\/§<0 1+0+1)=0,
—1 -1
0 3
I ]1-1 1 [ -1 1
<fz|f4>=<—6 2 |35 | -1 =m(0+1—2+1)=0,
0 3
YA N N s P _
<f3|f4>—< 51 0 23 | -1 >_2\/6(0 1+0+1)=0.

zu (b)

Wir berechnen
pidy = (A1), id(f), jid(fs), Jd(f) = (pfys pfy oy wf)) = (o fos fos ).

Da die Spalten von Matrix  id , eine ONB in R* bilden, ist diese Matrix orthogonal (Bemerkung
4523).

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
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rechtfertigen kann.
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Zu Aufgabe H26:
Ein Kennzeichen von Bewegungen ist nach 4.6.4 aus der Vorlesung, dass der lineare Anteil
orthogonal ist, d.h. die Matrizen A und B sind orthogonal. Nach Lemma 4.6.6 gilt

foa:x+— BAxr+ (Bs+1t);

der lineare Anteil von (o « ist also BA, der Translationsanteil ist Bs + t. Um zu sehen,
dass (3o « eine Bewegung ist, braucht man nur den linearen Anteil zu betrachten, dieser muss
namlich orthogonal sein.

Nun gilt —da A und B orthogonal sind — nach Definition A"A = E,, und B'B = E,,. Damit
erhalt man
(BA)'BA=A"B'BA=A"E,A=A"A=E,

also ist BA orthogonal und somit 3 o « eine Bewegung.

Man kann auch direkt mit der Definition 4.6.2 argumentieren. Damit folgt, dass fiir alle
P.Q € R? gilt:

|a(P) = a(Q)| = |P-Q] und |B(P)—-B(Q)|=|P-0Q.
Das heiBt aber auch
[Boa(P)~Boal@)=|a(P) - a(Q)] =|P-Q
fiir beliebige P,Q € R3. Somit ist 3 o o nach Definition eine Bewegung.

Da der lineare Anteil einer Bewegung eine orthogonale Matrix ist — diese sind nach Satz 4.5.6 der
Vorlesung invertierbar —, kann man mit Lemma 4.6.6 mit Hilfe der unter 3. angegebenen Formel
die Inverse einer jeden Bewegung explizit angeben, nimlich a=': 2 +— A~'x — A~'s, wenn die
Bewegung «: = — Az + s untersucht wird. Insbesondere gilt in diesem Fall A=' = AT. Um
einzusehen, dass a~! eine Bewegung ist, muss der lineare Anteil A~' = A" auf Orthogonalitit
untersucht werden. Da aber A = (A")" hier die Inverse von AT ist, folgt dies unmittelbar.
Damit ist die Inverse einer Bewegung ebenfalls eine Bewegung.

Zu Aufgabe H27:

zu (a)

Offenbar ist 6° eine Bewegung, denn der lineare Anteil von ¢° ist die orthogonale Matrix
Ey=(51).

Wir zeigen nun, dass ¢ auch eine Bewegung ist. lhr linearer Anteil

=36 )

ist orthogonal, da
AT (L =By L1 VB 140y (10
S 2\WV3 1 2\=v3 1) 4\0 4)  \0 1)’

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.
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somit ist 0 eine Bewegung. Nach dem Resultat der Aufgabe H26 (die Komposition von Bewe-
gungen ist eine Bewegung), ist ' = §04° auch eine Bewegung. Mittels Induktion erhalten wir,
dass 6 0 "' fiir n € N auch eine Bewegung ist.

Die Abbildung § ist insbesondere eine Drehung mit Drehwinkel ¢ = /3, da
. 171 —/3\ _ [cos(m/3) —sin(r/3)
~2\W3 1 ) \sin(r/3) cos(m/3) )
zu (b)

Um die Fixpunkte von ¢ zu finden, miissen wir das lineare Gleichungssystem Ax = z |6sen.

Wir erhalten

1 V3 _
7T1 — X2 = I,

\/7§$1 + %1'2 = T,
woraus sofort x; = x5 = 0 folgt. Der einzige Fixpunkt ist durch F' = (0,0) gegeben.
zu (c)

Die Gerade gy ist durch

gegeben. Wir berechnen

s {3(0s ) () 4B e
ORI

o= (30 ) (33 2 (3) e
SEE R

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.
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Fiir g5 berechnen wir analog

Fiir g¢ erhalten wir
s {305 1) () () )
L)

Wir sehen, dass g5 = go gilt. Analog erhalten wir g; = ¢g; und allgemein gy, = gi. Die
angegebenen Mengen g; haben offensichtlich die Form von Geraden, denn der jeweilige Rich-
tungsvektor ist verschieden von 0.

zu (d)

Ein Blick auf die vorherigen Rechnungen zeigt sogar: Ist

()2 en

dann ist §(xy) = z,, das heiBt aber auch §7(x,) = §(x,). Nun sind aber § und &7 nicht nur
affine Abbildungen, sondern insbesondere auch lineare Abbildungen, sind also durch die Angabe
der Bilder einer Basis bereits festgelegt. Zum Beispiel bilden die Punkte xg, z; € gy eine Basis
von R? und werden sowohl von § als auch von 6 auf dieselben Werte abgebildet, deswegen
stimmen & und 47 iiberein.

zu (e)

Wir stellen zunachst folgende Voriiberlegung an:

Die Geraden g und g; schneiden sich genau dann in dem Punkt x, wenn sich §(gx) = gr11
und §(g;) = gi+1 in dem Punkt d(z) schneiden.

[Liegt © € g, so folgt 6(z) € §(gx), liegt x € g;, so folgt d(x) € 6(g;). Wenn|
also = im Schnitt der beiden Geraden liegt, dann liegt d(x) im Schnitt der beiden
Bildgeraden unter §.

Ist andererseits d(z) € 6(g;) N d(gx), so folgt mit obigen (nach 5-maligem Anwenden
von 0):

z = 0%(x) = 0°(d(x)) € 0°(d(gw)) N 0°(3(g0)) = 0°(gx) N 6°(90) = g& N g1

Wir kdnnen uns also darauf beschranken, die Schnittpunkte einer festen Geraden mit allen an-
deren zu betrachten und erhalten alle weiteren Schnittpunkte durch gegebenenfalls mehrfaches
Anwenden von §.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.
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Gehen wir also von der Geraden g, aus.

Man sieht sofort, dass gg zu g3 parallel ist, denn die Richtungsvektoren sind linear abhangig.
Genauso ist ¢g; parallel zu g4, und go ist parallel zu g5. Allgemein ist g, parallel zu gy 3.
Weiterhin sieht man anhand der Richtungsvektoren, dass gy jeweils einen Schnittpunkt mit g1,
go, g4 und g5 besitzt.

Den Schnittpunkt Fy; von gy und g; bestimmen wir iiber Gleichsetzen und Losen des resul-
tierenden linearen Gleichungssystems und erhalten:

1 1
Po=(z-—%
o <2 2¢§>

Auf demselben Weg erhdlt man den Schnittpunkt Py, von gy und gs:

e — (16)
2" 2

Alle anderen Schnittpunkte von gy mit anderen Geraden kénnen nun mit Hilfe von § bestimmt
werden. Denn

90N gs = g6 N ga = 6"(g2) N 6" (g0) = " (Poo)
und

goN g5 =gsNgs =06 (g1) N6°(g0) = 6°(Por) .
Somit sind alle Schnittpunkte von gy, mit den anderen Geraden bekannt, durch Anwendung
von ¢ ergeben sich diese wie folgt:

Py =g1Nga=0(Po) = (0’ %)

Pz =g1N g3 =06(Po2) = <_%’73>
Pyy = gaN g3 = 6(Pry) = <_%7ﬁ§>
Py =goNgs=6(Pi3) = <_170>

Py = g3N gy = 0(Py3)

Il
VS
|
N[
|

)
—
=
——

P35:93ﬂ95:5(P24)

Il
VS
|
D=
|
wfS
N—

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
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zu (f)

A 4

0.25

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen

rechtfertigen kann.
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Zu Aufgabe H28:

Das charakteristische Polynom fiir A lautet

- 1 -1
xaA) =det(A—=AE3)=| 0 1—X 0]=(1-X)(1+.
1 0 —\

Die Eigenvektoren vy zu diesen Eigenwerten erhadlt man durch Losen des entsprechendes LGS
(A — )\kEg)Uk = 0, k= 1, 2, 3.

Fir Ay = 1 erhalten wir

-1 1 -1
00 0 V1 = O,
1 0 -1
woraus sofort folgt
1
V1 = t 2 s te C\{O}
1
Als Eigenraum erhalten wir
1
1
Analog ergeben sich
1 1
V(Ag) =L 0 und  V(A3) =L 0
—1 1

Reell betrachtet besitzt die Matrix A also nur den Eigenwert A\; mit dem zugehorigen eindi-
mensionalen Eigenraum V(A;). Sie besitzt insbesonderen keine Basis aus Eigenvektoren und
ist daher reell nicht diagonalisierbar.

Anders ist es im komplexen Fall. Da die Eigenvektoren v; = (1,2,1)7, v, = (1,0,—i)",
vs = (1,0,4)" eine Basis des C? bilden, ist die Matrix A komplex diagonalisierbar (Satz 5.3.1).
Eine mogliche Transformationsmatrix 7’4 ist durch diese Basis aus Eigenvektoren via

1
0

—1

. O =

1
Ty = (v1,v9,v3) = | 2
1

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.
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gegeben. Die zugehorige Diagonalmatrix D4 hat die Form

10 0
Di=T4sPAT4=| 0 ¢ 0
00 —i

(Die Rechnung Dy = Ty~ ' AT, ist eine geeignete Probe.)

Weitere Moglichkeiten zum Diagonalisieren erhalt man generell, wenn man andere Basen aus
Eigenvektoren verwendet, um die Transformationsmatrix aufzustellen. Die Eigenwerte stehen
dann wieder in der Reihenfolge auf der Diagonalen der Diagonalmatrix, in der die zugehorigen
Eigenvektoren in der Transformationsmatrix stehen.

Das charakteristische Polynom von B ist

1-X 0 0
xs(\) =det(B—ABE;) =| —1 —2-X 1 |=(1-=XNA\+1).
0 2 1-2)

Aus der charakteristischen Gleichung det(B — AE3) = 0 erhalten wir die folgenden Eigenwerte
AM=1, =0, I3=-1.
Analog erhalten wir die Eigenvektoren v, durch Lésen des entsprechendes LGS
(B —M\eE3)v, =0, k=1,23.

Fir Ay = 1 erhalten wir

0 00
-1 =3 1 |v=0,
0 -2 0
woraus sofort
1 1
v, =1 0 , te R\{O} und V()\l) =L 0
1 1
folgt. Analog ergeben sich
0 0
V()\Q) =L 1 und V()\g) =L 1
2 1

Die Matrix B besitzt verschiedene Eigenwerte, somit ist sie diagonalisierbar (Folgerung 5.3.3)
und zwar sowohl reell als auch komplex. Eine mogliche Transformationsmatrix Tz lautet

0

10
Tg=1 011
1 21

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.
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Die zugehorige Diagonalmatrix Dpg hat die Form

10 0
Dg=T5'BTg=| 0 0 0
00 —1

Das charakteristische Polynom von C' lautet

5-A -2 —4
xc(A) =det(C —AE3) =] -2 8—X =2 |=(9—)\)>2\
—4 -2 5=

Aus det(C' — AEs3) = 0 erhalten wir die Eigenwerte von C' zu
)\1,2 == 9, )\3 - O

Um den Eigenraum zu A2 =9 zu bestimmen, 16sen wir (C'— 9E3)v = 0, also

-4 -2 —4
-2 -1 -2 Jv=0,
—4 -2 —4
woraus sofort
s
v=| —2s—2t |, s,teR
t
Fir s = —1, t = 1 erhalten wir
-1
v = 0
1
Analog erhalten wir fiir s = —1, t =0:
—1
Vg = 2
0
Als Eigenraume erhalten wir
-1 -1
V()\Lg) - L 0 5 2
1 0
Fiir A3 = 0 erhalten wir aus C'vs = 0:
2
V(x3) =L 1
2

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.
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Die Eigenwert \; o = 9 hat die algebraische Vielfachheit eg = 2. Die Dimension des Eigenraums
V(A12) ist gleich dg = 2. Die Eigenwert A3 = 0 hat die algebraische Vielfachheit ¢y = 1 und
dim V' (A3) ist gleich dy = 1. Nach Folgerung 5.3.5 (z.B. dy + dy = €9 + €g) ist die Matrix
C sowohl komplex als auch reell diagonalisierbar, und eine Tranformationsmatrix T ist zum
Beispiel durch

—1
Te = 0
1

SN =
N — DN

gegeben. Die zugehorige Diagonalmatrix Dg hat die Form

9 00
Do=Tc'CTe=10 9 0
000
Nun erhalten wir fiir die Matrix B:
1 0 0 1 0 0 1 00 1 0 0
Dp=Ts '*BTg=| -1 -1 1 || -1 21011 ]=(00 o0
1 2 —1 0 -2 1 1 21 00 -1
Dann gilt
B=TgDpTg™ ",
und damit

B = (Tg DpTp ™)' =TpDpTp ' -Tg DpTp ' ---Tp DpTs ' =T D  Tp™".
N——

E3
Leicht erkennt man
10 0 100
D¥'=pDp=(00 0], D¥=D%3=|00 0|, kel
0 0 —1 0 01
Folglich gilt
1 00
D= 00 0
0 01
und daraus folgt
1 00 1 00 1 0 O 10 0
B =10 11 000 -1 -1 1 ]=[12 -1
1 21 0 01 1 2 -1 2 2 -1

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.
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Zu Aufgabe H29:

zu (a)
Es gilt
—-3-X 2 -2
xa(A) = det(A — AEs3) = det —2 2= -1 ==X+ -1)72
2 -1 2=
und
s-x B3
xg(A) = det(B — AE3) = det 2 —5-x 1 =—(A-1DAN\+1)
o § -3
zu (b)
Anhand des Charakteristischen Polynoms kann man ablesen, dass A die Eigenwerte \; = —1

mit algebraischer Vielfachheit 1 und Ay = 1 mit algebraischer Vielfachheit 2 besitzt.

Zur Bestimmung der Eigenrdume zu )\; ist das Gleichungssystem A — \{E3 = 0 zu |6sen. Die
zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix hat die Form

-2 2 =210
-2 3 —-1]0
2 -1 30

Mit Hilfe des GauB-Algorithmus erhalt man
1 0 20
01 10
00 00

woraus man den Eigenraum zu \; abliest:

Bei der Bestimmung des Eigenraumes zum Eigenwert A\, erhdlt man zum linearen Gleichungs-
system A — A\ E3 = 0 die erweiterte Koeffizientenmatrix

-4 2 =210
-2 1 —-1}0
2 =1 1|0

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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die man mit dem GauB-Algorithmus zu

o O =

O O NI

o O NI
o

umformt, woraus man wieder den Eigenraum zum Eigenwert A, ablesen kann, namlich

1 —1
vow =L 2].,[ o
0 2

zu (c)
Der Punkt P besitzt beziiglich des Standardkoordinatensystems [E die Koordinaten

—1
P=| 0
—2
damit gilt
E'E (EP> =A-gP+s
-3 2 =2 —1 -8
=1 -2 2 -1 0|+ 4
2 -1 2 —2 4
7 -8 -1
—[ a4+ -4])=| of=,P
—6 4 —2
also o(P) = P. Analog erhalt man
—8 7
S (P)=B- P+t=( -3 |+| 3 |=,P
9 —11
und somit §(P) = P.
zu (d)
Wir wahlen
-2
fi=1 -1
1

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
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Um ein Koordinatensystem zu bilden, muss fi, f2, f3 eine Basis von R? sein. Der Vektor f;
muss also so gewahlt werden, dass f; und fo linear unabhangig sind. Da f; € V(A;) und
V(A1) eindimensional ist, muss fo € V()\2) gelten. Wir wahlen

-1
f2= 0
2
und somit ergibt sich
-2
fs=Bfa=| -1
3

Es ist nun auch leicht nachzupriifen, dass fi, fo, f3 eine Basis bildet. Um zu sehen, dass f5 ein
Eigenvektor von A ist, berechnen wir

-3 2 =2 —2 —2
2 —1 2 3 3

und erkennen, dass in der Tat f3 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 ist.

zu (e)
Wir stellen zundchst einmal fest, besitzt ein Punkt ) die Koordinaten () = P + v fir ein
geeignetes v € R?, so gilt

IEUE(IEQ):A'(EP+U>+S:A'EP+A‘U+5:A'U+A'EP+S:A-U+E0E(

&)

Wir betrachten nun die Punkte Fp, ..., P; mit

0
IF<P0) = 0
0
1
[F(P1> - 0
0
0
]F(PQ) = 1
0
0
()= 0
1

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
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Nach 4.7.6 aus der Vorlesung gilt

E(PO) =0 +EP
g(P1) = fi+,P
p(P2) = fo+ P
g(B) = fa+ P

Dass P ein Fixpunkt unter o ist, bedeutet ek (EP) = ]EP, was wir fiir die folgende Berech-
nung der Bilder von Fy, ..., P; unter o benutzen wollen. Es gilt nach obigem

]EOE(]E<P0)) :A'O+EJE(EP) :0+EP:EPv

d.h. — wieder mit 4.7.6 aus der Vorlesung —, dass _(c(F)) = 0. Die Tatsache, dass fi,..., f3
Eigenvektoren von A sind, sorgt nun fiir

g (g(P) = A fityop () = (Z1) - fit P

o
UE(E<P2)) :A'f2+JEUJE(EP) :1'f2+JEP
EOE(E(PS)) :A'f3+]EUJE(EP) :1'f3+]EP

E

=

und damit gilt wieder

~1
plo(P)=1 0
0

0

plo(P2) =11

0

0

po(P3) =10

1

Nehmen wir an, die Abbildung o habe beziiglich F die Form
pOpt L Az +3.
Da P =0 und ,(0(F)) =0 heisst das
0=_(0(P)) = 405 () =505 (0)=A-0+5=3,

der Translationsanteil von o verschwindet also beziiglich . Es bleibt der lineare Anteil zu

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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bestimmen. Aufgrund

-1 1 1
0 | =glo(P1)) = pop (]FPl) = ;0 0 =A-10
0 0 0
0 0 . 0
1 _]F(U(P2>> = roF (IFPQ) = ror 1 =4 1
0 0 0
0 0 . 0
0 | =p(0(B)) = o, (]FP3) = 0p 0 =A-10
1 1 1
kdnnen wir direkt
. -1 0 0
A= 010
0 01
ablesen. Insgesamt haben wir also
-1 0 0
§Opt T — 010 |=x
0 01

Alternativ kann man o natirlich auch mit Hilfe von Koordinatentransformationen bestimmen.

Es gilt ndmlich Lo, = .k 0,0, 0 k,. Setzt man die Matrix F':= ( fi fo f3 ) so ergibt

sich prg:v = Fo+ Pund kv FYv— zP). vgl. 4.7.6 aus der Vorlesung. Damit

erhalten wir
2Op(V) = phg o o0 K (V)
= g (g5 (575 (V)
= phig(gog (Fv + . P))
= phig(A(Fv + ,P) + s)
= F Y (A(Fv+ ,P)+s— P)
= F ' AFv+ FH (A P+ s — P)

Da aber P ein Fixpunkt von o ist, folgt AEP +s— IEP =0 P)— EP =0, und somit gilt

E(E

pOp(V) = F'AFv.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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zu (f)
Wir berechnen
5 -2 3 -2 -2
B f = 2 -2 3 -1 | =1 —1
-6 2 -3 1 1

und sehen also, f; ist ein Eigenvektor von B zum Eigenwert 1.

zu (g)
Wir berechnen
1) (-
B fy= 2 —g % -1 | = 0| =—rf
-6 2 -3 3 —2
zu (h)
Wir nehmen an, FéF besitzt die Form
§ :x+— Br+1.

F°F

Da P auch beziiglich & ein Fixpunkt ist, kdnnen wir wieder wie in (e) schlieBen, dass ¢ = 0.

AuBerdem gilt

und damit

N

O R O R OO OO =
|
=
—
[«%)
—
o
N—
N—
1
=
[@%)
S|
~
=
e,
N—
I
=
[«%)
S|
—_ OO O, O OO -
I 1
o o
—_ OO O O, O OO -

das heiBt

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.
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und

zu (i)

Es gilt
B 10 0
p(000)(7) = Lo, (z0.(7)) = ABx = 00 —1 |z
01 O
und
o -1 0 0
pl000).(z) = L0p(zop(7)) = BAz = 8 (1) —(1) x

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen

rechtfertigen kann.
Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu I6sen!
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Zu Aufgabe H30:
Die Matrix A heiBt symmetrisch, wenn A = A" (Definition 5.4.1).

zu (a)

Leicht erkennt man (A+B)" = AT+ B". Fiir die Summe von symmetrischen Matrizen erhalten

WiIr
.
(ZAk> =3 Ap=> A
k=1 k=1 k=1

Folglich, ist ),_, Ax auch eine symmetrische Matrix.

zu (b)
Da nach Lemma 3.10.5 gilt (AB)" = BTAT = BA aber andererseits Matrizen existieren mit
AB # BA, ist das Produkt von symmetrischen Matrizen A; -...- A, im Allgemeinen keine

symmetrische Matrix. Zum Beispiel
1 2 2 -3 -4 7
A._(2 3>, B._(_3 5), AB_(_5 9).
zu (c)

Mit Hilfe der Rechenregel fiir Matrizen (AB)" = BT A" (Lemma 3.10.5) und (AB)C =
A(BC) (Lemma 3.4.1) erhalten wir

T T T T
(T AT) = (T Y(AT)) = (AT (T7Y) =T"A (T7Y) . (1)
Da A, eine symmetrische Matrix ist, gilt A] = A; (Definition 5.4.1). Da T eine orthogo-

nale Matrix ist, erhalten wir 77T = E,, (Definition 4.5.2) und somit 7" = T~1, (T~')" =
T
(TT> =T. Aus (1) erhalten wir (T_lAlT)T =T 1A, T. Folglich ist T-'A;T eine symme-

trische Matrix.
Zu Aufgabe H31:
zu (a)

Die Eigenwerte der Matrix A berechnen wir als Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det(A — AE3) =0, also

—1-Xx 0 V3
0 I-X 0 |[==2+M)O0=-2)(A=1)=0,
V3 0 1-—2)\

woraus A1 = —2, Ay =2, A3 =1 folgt.

Die Eigenraume V'(\;) zu diesen Eigenwerten erhalten wir durch Ldsen der entsprechenden

LGS
(A - )\kEg)Uk = 0, k= 1, 2, 3.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Fir Ay = —2 erhalten wir den Eigenraum

Analog ergeben sich

1 0
V(2)=L 0 und V(1)=L 1
V3 0
Analog erhalten wir die Eigenwerte des Matrix B:
—2-X 0 V3
det(B — \FE3) = 0 2—-X 0 =—A=-2)A+1)(A—-1)=0=
—V3 02—

M =2 do=—1 \3=1.

Die Eigenrdumen V() zu diesen Eigenwerten ), erhalten wir durch Lésen der entsprechenden
LGS (B — ApE3)v = 0. Als Eigenraume erhalten wir

0 V3 1
vey=L|| 1]], v =L ol]. vy=L 0
0 1 V3
zu (b)

Da die Eigenvektoren v; = (—v/3,0,1)7, vy = (1,0,v3)", w5 = (0,1,0)" der Matrix A eine
Basis des R? bilden, ist A reell diagonalisierbar (Satz 5.3.1). Eine mégliche Transformations-
matrix 1’4 ist durch

/3 1 0
TA = (Ul,?)g,’l)g) = 0 0 1
1 V30
gegeben. Die zugehorige Diagonalmatrix D, hat die Form
-2 0 0
Dy=Ty, PAT, = 020
0 01

Als Probe kann die Rechnung

B 1 ~1.0 V3 /3 10 —2 0 0
Tia YAT, = 1 0%3 01 0 01 ]=] 0 20
0 1 0 V3 0 1 1 V30 0 01

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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durchgefiihrt werden.

Analog erhalten wir die Transformationsmatrix Tz und die Diagonalmatrix Dpg fiir die Matrix
B. Die Eigenvektoren v; = (0,1,0)", vy = (v/3,0,1)", v3 = (1,0,/3)" der Matrix B bilden
eine Basis des R?, somit ist B reell diagonalisierbar. Eine Transformationsmatrix T ist durch

0 V3 1
Ts=|1 0 0
0 1 3

Wieder kann eine Probe

0 1 0 —2 0 V3 0 1 2 00
Tp'BTp=| 2 0 -1 02 0 1 0 0 |=(0-10
1 8 V3 0 2 0 1 3 0 01

durchgefiihrt werden.
zu (c)
Nach Definition 2.9.1 sind Vektoren v, w € R™ orthogonal, wenn (v|w) = 0.

Man kann nun einerseits mit 5.4.5 aus der Vorlesung argumentieren, denn A ist symmetrisch und
v1, V1, v3 sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten, also sind sie orthogonal zueinander.
Andererseits kann man auch direkt nachrechnen

3 1 -3 0
<U1|Ug>:< 0 0 >:0, <U1’U3>:< 0 1 >:O,
1 V3 1 0

1 0
<U2|Ug>:< 0 1 >:O.
V3 0

Folglich sind die Eigenrdume von A zueinander paarweise orthogonal.

Die Matrix B ist nicht symmetrisch. Lemma 5.4.5 kann deswegen nicht angewendet werden.
Wir berechnen fiir Eigenvektoren von B:

0 V3 0 1
<vl|v2>:< 1 O)>0, (vl|v3>:< 1 0 >:0,

0 1 0 V3

V3 1

<UQ|U3>:< 0 0 >:2\/§
1 V3

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Die Eigenvektoren vy und w3 sind nicht orthogonal, folglich sind die Eigenrdume von B nicht
zueinander paarweise orthogonal.

zu (d)

Da die Eigenvektoren v, = (—/3,0,1)", v, = (1,0, \/§)T vs = (0,1,0)7 der Matrix A
zueinander paarweise orthogonal sind (H31 (c)), miissen wir sie nur noch normieren

(%] 1 _\/g (%] 1 é U3 0

f13=m=§ 01, fzizmzz ; fsizmz 1
1 1 2 \/§ 3 0

Zur Bildung eine ONB ¢y, g2, g3 aus Eigenvektoren v; = (0,1,0)7, vy = (v/3,0,1)7, v3 =
(1,0,v/3)" der Matrix B benutzt man das Schmidtsche Verfahren. Wegen |v;| = 1 setzen wir

0
gp=v=11
0

Das Skalarprodukt (v; |vy) = 0 liefert g5 = ve und

PR T \/2
93] 2

Mit (vs|g1) = 0 erhalten wir

1 1 V3 V3 -3
2 2
g5 =v3 — (3| g2) g2 = 0 —< 0 0 > 0 = \[0 )
1 1 3
V3 V3 3 3 7
48] = 1.3 4 L1 _(1)
g3_ 4 4_ ’ g3'_g3_2
3
zu (e)

Wegen f; € L(v;)) = V()\;), sind f1, fo, f3 auch Eigenvektoren von A.
Zur Probe oder als Alternative kdnnen wir

“1 0 3 _ V3 V3

V3 0 1 1 ~1

berechnen und erkennen, dass in der Tat f; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert —2 ist.
Analog ergeben sich

Ol\b
I

-1 0 V3 1 3
Afy = 01 0 0| = 0|=2rf.
V3 01 v3 V3

2

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Folglich ist f, ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 2. Fiir f5 erhalten wir

-1 0 V3 0 0
Afy = 01 0 1 ]l=(11]|=1f.
V3 0 o1 0 0

Folglich ist f3 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1.

Andererseits erhalten wir fir B:

-2 0 V3 0 0
Bg, = 02 0 1 = 2 =2.q,
V3 0 2 0 0
_ V3 V3
20 VB (N[
BQQZ 0 2 0 0 = 0 :_1'92,
SCEVANE -3
=20 V3 [}
V3 V3
SCLNEVAN VARG

Folglich ist g; ein Eigenvektor von B zum Eigenwert 2, der Vektor g, ist ein Eigenvektor von
B zum Eigenwert —1 aber g3 ist kein Eigenvektor von B.

zu (f)
Wegen f; € L (v;) = V(\), ist F' = (f1, fa, f3) auch eine Transformationsmatrix mit der man

die Matrix A diagonalisieren kann. Da g3 kein Eigenvektor von Matrix B ist, ist die Matrix
G = (g1, g2, 93) keine Transformationsmatrix mit der man B diagonalisieren kann.

Zu Aufgabe H32:
zu (a) Die Matrixbeschreibung von @ hat die Form

T

Q=LSreR x x+2<0 0 0)x—|—1:0

N~ O [a—
o = O
O O NI

zu (b)
Um den Typ der Quadrik zu bestimmen stellt man die erweiterte Matrix auf:

Aerw =

S = OO

0
1
2
0
0

o O O
o= O = O

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Man sieht nun RgA = 3 und RgAew =3+ 1 =RgA+ 1, nach 6.2.6 der Vorlesung liegt
also eine Mittelpunktsquadrik vor.

zu (c)

Eine Ebene parallel zur x1—x5-Ebene mit Abstand d zum Ursprung hat die Form
E; = {(ml,xg,xg)T e R3 ’ T3 = d} .
Die Punkte im Schnitt () N E; werden also durch die Gleichung
i+ 13 —dry+1=0

beschrieben. Durch quadratisches Erganzen erhilt diese Gleichung die Form

d\? &
[E%—F(Ig—é) —Z—Fl:O.

'3
insbesondere liegen fiir d € |—2,2[ keine Kreise vor, fir d € {—2,2} entartet der Schnitt
jeweils zu einem Punkt.

Das heiBt, @ N E; ist ein Kreis mit Radius \/%2 — 1 und Mittelpunkt (z1,75) = (0,9),

Eine Ebene parallel zur x;—x3-Ebene mit Abstand d zum Ursprung hat die Form
F;= {(xl,xg,xg)T cR? ‘ Ty = d} .
Die Punkte im Schnitt @) N F; werden also durch die Gleichung
P d* —drs+1=0
beschrieben. Falls d = 0, so erhélt die Gleichung die Form
I +1=0,

ist also nicht Iosbar, d.h. der Schnitt ist in diesen Fallen leer. Gilt aber d # 0, so lasst sich
diese Gleichung nach x3 auflosen

1 1

es liegt also eine Parabel mit Scheitel bei (z1,23) = (0,d + 3) vor.

Eine Ebene parallel zur zo—x3-Ebene mit Abstand d zum Ursprung hat die Form
Gd = {(131,372,1’3)1- S RS ‘ r = d} .
Die Schnittpunkt @@ N Gy werden also durch die Gleichung

d? + 22 —Tox5+1=0

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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beschrieben. Im Fall 25 = 0 wird daraus d? +1 = 0, wir erhalten einen Widerspruch und somit
gibt es keinen Punkt im Schnitt mit zo-Komponente 0. Im Fall 25 # 0 lasst sich die Bedingung
fiir die Schnittpunkte umformen zu

1+ d?
T3 =

+ZE‘2;
4

wir erhalten also beziiglich z3—x5-Koordinaten Hyperbeln mit einer vertikalen Asymptote bei
o = 0 und einer schragen Asymptote 3 =1 - 5.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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S. Poppitz

zu (d)

x(2]

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen

rechtfertigen kann.
Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Zu Aufgabe H 33:

zu (a)
Setzt man
3a-1 _ V3(1+a) ﬁ(a —-1)
__ 4 4 ,_ 2 ._
A= s o G =\ 7 ¢:=0,
4 4 2

so erhalt man die Matrixdarstellung von @), beziiglich des Standardkoordinatensystem [E, wenn
man mit z := EX das Koordinatentupel eines Punktes X bezeichnet, als

Quo: ' Aaz +2a x4 c.

zu (b)
Um den Typ der Quadrik zu bestimmen, muss man Rg A, mit Rg A, ew vergleichen; dabei ist

. Pla-1 -5t
C a
_ e _ V3 3a—1 V3(1+a)
Aa,erw — ( e Aa ) — T(OZ — 1) T ——
_a-l _ V3(+a) a=3
2 4

Da eine direkte Berechnung des Rangs mit Hilfe des GauB-Algorithmus zwar moglich aber eher
mithsam ist, verwenden wir hier etwas andere Argumente. Man erhilt namlich det(A,) = —a.
Das heiBt aber, fiir o # 0 ist A, invertierbar und besitzt damit vollen Rang, also Rg A, = 2.
Den Fall o = 0 betrachtet man separat und erhdlt mit Hilfe des GauB-Algorithmus

RngzRg<\}§ ?):Rg(é \?):1.

Weiter berechnet man det(Agew) = (o — 1)%. Wir sehen wieder, fiir a # 1 ist Ay en inver-
tierbar und hat damit maximalen Rang, also Rg Ay erw = 3. Den Rang von Aj ¢ kann man
nun mit dem GauB-Algorithmus bestimmen und erhilt, dass Rg A1 epw = 2.

Zusammenfassend stellen wir fest:
e Fir a ¢{0,1} gilt Rg Ay ew = Rg Ay + 1; es liegt also eine Mittelpunktsquadrik vor.
e Fir a =0 gilt Rg Aperw = Rg Ao + 2; es liegt also eine parabolische Quadrik vor.
e Fir a =1 gilt RgA;ew = Rg Ay es liegt also eine kegelige Quadrik vor.

zu (c)
Wir fiihren die Hauptachsentransformation durch, indem wir zuerst die Eigenwerte und Eigen-

vektoren der Matrix A, bestimmen. Mit Hilfe von Bemerkung 5.2.3 kann man die Bestimmung
des charakteristischen Polynoms ohne langwierige Rechnung durchfiihren; es gilt namlich:

Xa,(A) = A2 —=Sp A, - A+det(A,) =N — (a— DA —a.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Daraus erhalten wir die Eigenwerte A\; = —1 und Ay = a.

Zur Bestimmung des Eigenraums V' (\;) ist das Gleichungssystem (A, — A1 E2) z = 0 zu lsen.
Das fuihrt auf die erweiterte Koeffizientenmatrix

ot 1 ¥ o |
die zu
3a+1) —V3(1+a)|0
~V3(1+a)  a+1 |0
umgeformt wird. Im Fall @« = —1 erhalten wir die Situation A\; = Xy und die erweiterte

Koeffizientenmatrix
0 010
0 0|0 "
das heiBt V(\y) = V(A1) = R? und insbesondere ist A_; bereits eine Diagonalmatrix.

Fir a # —1 kann im Zuge des GauB-Algorithmus durch 1+« dividiert werden und wir erhalten
so die erweiterte Koeffizientenmatrix

3 —v3Jo] _[1 -¥|o].
-3 1 |0 0O 0 |0]"
folglich gilt
1
V() _L<< 3 )) |
Fir o = —1 wissen wir bereits \; = Ay und wir kénnen von vorneherein bei der Bestimmung
von V(\y) den Fall & = —1 auschlieBen. Es kann insbesondere durch « + 1 dividiert werden

und die Losung des Gleichungssystems (A, — Ay Es) x = 0 erfolgt analog obigem mit Hilfe des
GauB-Algorithmus. Dies fiihrt dann auf die Lésung

wa-s((£))

Wir konnen jetzt unabhangig von « eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren wahlen. Sei

3(h) - se3(0)

so ist das zugehdrige Koordinatensystem F = (O; f1, f2) und mit F' := ( fi fo ) die Koor-
dinatentransformation

. FXHFFX

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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geeignet, die Quadrik auf eine Form zu bringen, in der der quadratische Teil Diagonalgestalt
hat. Mit

fL)[:FTAO[F:(_O1 2), a~a:FTaa:(Oé91>, c:=0,

erhalt die Quadrik namlich — wenn y = IFX das Koordinatentupel eines Punktes X ist — die
Form .
Qo y' Ay +2d, "y +¢.
oder in Koordinaten ausgeschrieben
Qo: —Yi +ays +2(a—1)y, =0.

Fiir & = 0 reduziert sich der quadratische Teil und wir erhalten

Qo: —yi +2(—1)y2 = 0.
das Umschreiben zu
Qo: y% + 2y, =0

stellt keine Transformation dar und wir erhalten damit sowohl die euklidische als auch die affine
Normalform der Quadrik (). Anhand der affinen Normalform lesen wir ab, dass () die Gestalt
einer Parabel besitzt.

Im Fall a # 0 liegt noch keine Normalform vor. Der nachste Schritt ist nun die Elimination des
linearen Teils mit Hilfe quadratischen Erganzens. Es gilt im Fall o # 0 namlich

(

a—1
—yf+a<y§+2 - yz) =0

2 2
ol {2
« (0

1) oy

(0%

=0

VAN —yf+a(y2+

Gesucht ist jetzt ein Koordinatensystem G mit folgender Eigenschaft: Ist z = X das Koor-
dinatentupel eines Punktes X', so soll zwischen den Koordinaten z = X und y = | X die
Beziehung

Z21=MU
a—1

29 = Y2 +

gelten. Mit dieser Bedingung erhalten wir die Koordinatentransformation

10 0
G“F:FXH(Q 1)FX+(a_1)

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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1 0 0
FI{G:GX'_)<0 1)GX+<_O‘_1)'

Beziiglich G besitzt (), dann in Koordinaten die Form

beziehungsweise

—1)2
Qo —zf+az§—M:0.
a

Im Fall &« = 1 verschwindet der konstante Teil und wir erhalten
Qr: — 2+ 2 =0;
dies ist wieder sowohl euklidische als auch affine Normalform der Quadrik ()1, anhand der affinen

Normalform liest man ab, die Quadrik besitzt die Gestalt eines schneidenden Geradenpaares.

Bei der euklidischen Normalform muss der konstante Teil auf 1 normiert sein. Im Fall o # 1 ist
dies immer moglich und wir erhalten (auch dies ist wiederum keine Koordinatentransformation)

2

(a—1)

a 2
CENE

Qa: s +1=0

als euklidische Normalform.

Um nun fiir die Falle o ¢ {0,1} die Gestalt zu bestimmen, transformieren wir die Quadrik
noch auf affine Normalform. Auch hierbei sind wiederum zwei Félle zu unterscheiden.

Im Fall oo < 0 besitzt die Quadrik die euklidische Normalform
|| 2 ?

) - 2 _

Wahlt man nun ein Koordinatensystem K so, dass fiir die Koordinaten (71, %) = . X gilt

—1

ZAl:(a )21
Vel

R a—1

Zo = 22,
o

dann erhilt man die Koordinatentransformation (die keine Bewegung ist)

(a—1) 0
Khe: GX — \/OE ol GX

und beziiglich K die affine Normalform

Qu: —4°— %" +1=0

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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und damit eine Ellipse.
Im Fall o > 0 besitzt die Quadrik die euklidische Normalform
a ) 2

Q 2
PR — SR ()
Gt oA a2t

Wahlt man das Koordinatensystem K nun so, dass fiir die Koordinaten (21, 7) = X gilt

:(a—l)
\/a

a—1

21

Zy = 22,

«

dann erhilt man die Koordinatentransformation (die ebenfalls keine Bewegung ist)

(e-l)
whe: GX — \6a o1 GX

«

und beziiglich K die affine Normalform
Qai 512—5224-1:0

und damit eine Hyperbel.
Fassen wir die einzelnen Fallen noch einmal zusammen:
e Im Fall a < 0 liegt eine Ellipse vor,
e im Fall a = 0 liegt eine Parabel vor,
e im Fall 0 < a < 1 liegt eine Hyperbel vor,
e im Fall @ =1 liegt ein schneidendes Geradenpaar vor und

e im Fall & > 1 erhalten wir wieder eine Hyperbel.

zu (d)

Als Voriiberlegung untersuchen wir, wie von der Darstellung euklidischen Normalform auf die
Darstellung beziiglich der urspriinglichen Koordinaten geschlossen werden kann. Dazu ist es
notig, das Koordinatensystem, beziiglich dessen die Normalform vorliegt, beziiglich des ur-
spriinglichen Koordiantensystems darzustellen.

Im Fall o = 0 lag bereits beziiglich F die euklidische Normalform vor.

Sonst musste noch die Transformation auf das Koordinatensystem G durchgefiihrt werden.
Anhand der Koordiantentransformation

e = efr ° FliG

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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kann nun das Koordinatensystem G beziiglich [E angegeben werden. Es ist namlich

et () e T ()

o~ (2 (4)3(4)4(D)

Wir erkennen, dass die Basis des Koordinatensystems unabhangig von « ist und sich nur der
Koordinatenursprung andert.

E

und damit

Im Fall &« = —1 besitzt die Ellipse die euklidische Normalform

1 1
Q_ll —ZZ%—ZZS"':[:O

Da die Koeffizienten bei z? und 23 gleich sind, liegt sogar ein Kreis vor. Formt man die Gleichung

zu
242 =4=2°

um, so erhalt man eine aus der Schule vertrautere Form. Wir lesen direkt ab, es handelt sich um
einen Kreis mit Radius 2 um den Ursprung — wohlgemerkt beziiglich des Koordinatensystems
G, das die Darstellung in euklidischer Normalform liefert. Das Koordinatensystem G besitzt in
dem Fall den Ursprung (—+/3,1).

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Im Fall @ = 0 liegt die oben bestimmte Parabel vor. Fiir die Beschreibung in Normalform ist
das Koordinatensystem F mit Koordinatenursprung (0,0) zu verwenden.

0.57

Yy

-2.5-

Fiir o = = erhalten wir eine Hyperbel mit Normalform

1
2

Q1:2: —2+1=0,

3 —1
Das Koordinatensystem G besitzt in dem Fall den Koordinatenursprung <§’ 7)

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Im Fall @ = 1 liegt das oben bestimmte Paar schneidender Geraden vor; der Koordinatenur-

sprung von G ist (0,0).

SchlieBlich liegt fiir o = 2 wieder eine Hyperbel vor. Diesmal mit Normalform

Q2: 227 1425 +1=0

und Koordinatenursprung von G bei (—i 3,%).

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen

rechtfertigen kann.
Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Im urspriinglichen Koordinatensystem E erhalt man also

10 7

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Zu Aufgabe H 34:

zu (a)
Die Quadrik hat die Matrixbeschreibung ' Az + 24"z + ¢ = 0 mit
—-23 0 36 —15
A= 020 0], a=[ 25|, c=715.
36 0 =2 —20
zu (b)

Um die euklidische Normalform der Quadrik zu bestimmen, macht man die folgenden Schritte.
Erster Schritt: Diagonalisierung

Die Eigenwerte der Matrix A berechnen wir als Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det(A — AE3) = —(—25 + A\)?(50 + A), also zu A;5 = 25 und A3 = —50. Durch Lésen des
entsprechenden linearen Gleichungssystems erhalten wir V(25) = L (f{, f5) und V(=50) =
L (f5), wobei

0 3 4
fi=1 1], f=10], fi= 0
0 4 -3
Die Vektoren f;, f5, fi stehen senkrecht aufeinander. Wir miissen die f;* normieren
0 3 4
. 1, 1 1, 1
fi=/= L], fa= *f2:g 0], fs:—*f:s:g 0
; 7 y 7 _3

Dies liefert die orthogonale Transformationsmatrix

L (03 4
F:(f17f27f3):g 50 0
0 4 -3
Probe
L (05 0 —2036 0 3 25 0 0
FTAF%SOLL 025 50 = 0 25 0
4 0 -3 36 0 4 — 0 0 =50

Beziiglich des kartesischen Koordinatensystem F = 6 f1, f2, f3) hat unsere Quadrik die Glei-
chung

0=y <FTAF> y+2 (FTa)T y+ 75

25 0 0 [0 5 0 —15
=y | 02 0 |y+2 =30 4 25 Y+ 75
0 0 —50 40 =3 —20

= 25¢7 + 25y5 — 50y3 + 50y; — 50y, + 75.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Zweiter Schritt: Verschiebung

Durch quadratische Erganzung sehen wir, wie wir verschieben miissen, um die lineare Terme in
y1 und gy zu beseitigen

25y7 + 50y; = 25(y7 + 2y + 1) — 25 = 25(y; + 1)* — 25,
2515 — 501y = 25(y3 — 2yp + 1) — 25 = 25(yp — 1)? — 25.

Also erhalten wir
25(y1 + 1)% + 25(ys — 1) — 5093 + 25 = 0.

Wir verwenden den neuen Ursprung P = (1,—1,0)", und erhalten beziiglich des Koordinaten-
systems G = (P; fi, fo, f3) die Gleichung

2522 + 2522 — 5022 4+ 25 = 0.
Die euklidische Normalform erhalt man, indem man diese Gleichung durch 25 dividiert
2242222 +1=0.

zu (c)

Die benotigten Koordinatentransformationen erhalt man durch

fig: v— Fv+ P, und /<;:UI—>FT(U—EP).

E"F FE

Also erhilt man fiir die Koordinatentransformation (z = F''x — L P=(=11, 0)")
zZ2 — g 3 0 4 To —+ —1 ,
23 4 0 =3 T3 0

1 1 0 3 4 21 -1 1 03 4 21
To | = £ 50 0 2 | + 1 =z 5 0 0 zo |+=| =5
XT3 0 4 -3 zZ3 0 0 4 -3 zZ3

zu (d)

Die Gestalt der Quadrik: zweischaliges Hyperboloid.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Zu Aufgabe H 35:

zu (a) Die nicht-rekursive Form lautet
a, =2(1+¢q)", n €Ny,
was man leicht mit vollstandiger Induktion nachpriifen kann.
zu (b) Fiir ¢ = 1 erhalten wir die Folge (a,)nen, mit a, = 2"":

2, 4, 8, 16, 32,

Diese Folge ist streng monoton steigend und nach unten beschrankt [s = 2] jedoch nicht nach
oben.

Im Fall ¢ =0 lautet die Folge (ay)nen, mit a, = 2:
2, 2, 2, 2, 2

Diese Folge ist monoton steigend (auch monoton fallend). Sie ist nach oben und nach unten
beschrankt [S = s = 2].

Fiir ¢ = —1 ergibt sich die Folge (a,)nen, zu
2, 0, 0, 0, 0,

Diese Folge ist monoton fallend. Sie ist nach oben [S = 2] und nach unten [s = 0] beschrankt.

Im Fall ¢ = —2 erhalten wir die Folge (ay,)nen, mit a, = 2(—1)":

27 _27 27 _27 27 _27
Diese alternierende Folge ist nicht monoton, aber nach oben [S = 2] und nach unten [s = —2]
beschrankt.

zu (c) Fiir ¢ = 1 erhalten wir den einzigen Haufungspunkt oo.

Im Fall ¢ = 0 ergibt sich der einziger Haufungspunkt zu a = 2. Limes superior und Limes
inferior sind gleich: lim a, = lim a, = 2.

n—oo

Fiir ¢ = —1 erhalten wir den einzigen Haufungspunkt a = 0. Limes superior und Limes inferior
sind durch lim a,, = lim a,, = 0 gegeben.

Fir ¢ = —2 erhalten wir die folgenden Haufungspunkte: a = —2, a = 2 und es gilt Limes
superior lim a, = 2, Limes inferior lim a, = —2.

zu (d) Fir ¢ =1 geht die Folge (a,)nen, gegen +oo. Also ist die Folge bestimmt divergent:

lim a, = +oc0.

n—oo

Es gibt keine konvergente Teilfolge.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Fir ¢ = 0 konvergiert die Folge (an)nen, gegen 2 (lim a, = 2). Also ist jede Teilfolge
konvergent (gegen 2).
Fir ¢ = —1 konvergiert die Folge (a,)nen, gegen 0 ( lim a, = 0). Also ist jede Teilfolge

konvergent (gegen 0).

Fiir ¢ = —2 ist die Folge (a,)nen, divergent (alternierende Folge). Die Teilfolgen (a2 )nen,
und (@2,+1)nen, sind konvergent (gegen 2 bzw. —2).

zu (e)

Fiir —2 < ¢ < 0 ist die Folge (a,)nen, konvergent, fiir ¢ < —2 ist sie divergent, und fiir ¢ > 0
ist sie bestimmt divergent.

Zu Aufgabe H 36:

1
zu (a) Die durch a,, = - j—l =1- ] gegebene Folge (a;,)nen:
1 2 3 4
(11—2, CL2—3, CL3—47 0'4_57

ist streng monoton steigend (Vn € N gilt a,,1 > a,). Sie ist nach oben beschrankt, z.B.
durch S =1 oder auch durch S =5 ( Vn € N gilt a,, < 5). Die Folge ist auch nach unten

1
beschrankt, z.B. durch s = 5 oder auch durch s = —10°( Vn € N gilt a,, = s).

1

2u (b) Die Folge (,)ncry mit a, = 1+ (-5) ;

1 1
alzl——, (lgzl—f——, agzl—g, (1,4:]_—|—

2 4 16’

1
ist beschrankt [z.B. durch S =2 und s = 5] aber nicht monoton.
zu (c) Die alternierende Folge (a;,)neny mit a, = (—=1)"(2n + 1):
a1 =-—3, ay=5, az3=-—7, as=29,

ist nicht monoton und weder nach oben noch nach unten beschrankt.

zu (d) Die durch a, = 8cos <%> gegebene Folge (ay,)nen:
0, -8, 0, 8 0, -8 0, 8,

ist nicht monoton, aber nach oben und nach unten beschrénkt [z.B. durch s = —8, S =38].

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Zu Aufgabe H 37:

zu (a) Die Folge a,, = vV/n +4 — v/n + 2 konvergiert gegen 0. Wir erweitern

(VrR+4—vn+2) (Vn+4+vn+2)  n+4—(n+2)
vVn+4++/n+2 CVn+d+Vn+2

Vn+4—vn+2=

2
CVntd+vnt2

Da der Nenner des rechts stehenden Ausdrucks iiber alle Grenzen wachst, konvergiert die Folge
gegen 0:

lim (\/n+4—\/n+2> — 0.

n—oo

zu (b) Die durch a, = (—1)"sin (%) gegebene alternierende Folge (a,)nen:
Vi VB VBB
2’ 27 2’ 2’
ist divergent (die Folge hat 2 verschiedene Haufungspunkte).

1
zu (c) Die Folge (2—) konvergiert gegen 0. Nach dem Archimedischen Prinzip 0.2.3 gibt
n

neN

es zu jedem ¢ > 0 eine natiirliche Zahl n. mit n. > o Fiir alle n > n. gilt nun
€

1 - 1 - 1
— < — < — =¢.
2n " 2n. 25
Also gilt fiir alle n > n.:
1 1 -
- | = — £
2n 2n
: A | :
Damit haben wir lim — = 0 bewiesen.
n—oo LN
zu (d) Die Folge (ay)nen mit a, = cos(m(n + 1)) ist divergent. Fiir n ungerade erhalten wir
a, = 1 und fiir n gerade lautet a,, = —1. Die Folge hat 2 verschiedene Haufungspunkte, also

kann sie nicht konvergent sein.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt iiberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu [sen!
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 38. Sitze iiber Konvergenz

Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenfalls
die Grenzwerte
2n®

a) a, =

(a) n4+nt4nd+n2+n+1
Lésungshinweise hierzu: Bei der Folge a,, lautet die hochste Potenz in Zahler und
Nenner n®, weshalb wir durch n® kiirzen. Dann erhalten wir

2n° 2
o s T+ tntl 1+ 1/n+1/n2+1/n+1/n*+1/n%
Wenn jetzt n gegen Unendlich geht wird 1/n — 0 gehen. Genauso konvergieren auch

1/n%, 1/n®, 1/n* und 1/n° gegen Null, wenn n gegen Unendlich strebt. Insgesamt
ergibt sich

2 2
lim a, = li =2=2
e NN YL Y I e B e R |

(b) b = (QnSZ 1)4

Lésungshinweise hierzu: Die héchste vorkommende Potenz von n lautet n*, und
deshalb kiirzen wir den Bruch durch n*. Dann ist

y _ (_on s !
"\2n+1/)  \2+4+1/n/)

Fiir n — oo gilt 1/n — 0. Also erhalten wir

. . 5 \' /5\" 625
lim b, = lim = () ==,
n—oo n—oo \ 2 + 1/n 2 16

(c) cn=vnn+3)—n

Losungshinweise hierzu: Wir erweitern ¢, mit \/n(n + 3) + n. Das ergibt

(Va3 = n) (VAG T +0)  nnr3)— o2

CTL: =
n(n+3)+n n(n+3)+n

n®+ 3n —n? 3n

- vnZ+3n+n B Vn2+3n+n

http://www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/infomat/HM-Stroppel-09/
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Weil die hochste Potenz in Zahler und Nenner n lautet, kiirzen wir den Bruch durch
n:

3 3
B \V/n2/n?+3n/n?+n/n VA +3/n+1

Fir n — oo geht 3/n — 0. Dann ist

Cn

3 3 3
lim ¢, = lim = .
n—o0 n—oo \/T+3/m+1  VI+1 2
n? + (—1)"n?
d) d,=———F"—
(d) 2n3 4+ 1

L6ésungshinweise hierzu:

_ n® + (—1)"n? _ 1+ (=1)"/n

2n3 + 1 24 1/n?

dy,

Wenn jetzt n gegen Unendlich geht, konvergiert 1/n3 und (—1)"/n gegen Null. Dann
ist
1 —1)" 1
lim dy = lim UL

n? n?

(e) 6n:n—l—l_thB

Lésungshinweise hierzu: Wir berechnen

n? n? n*(n+3)—n*tn+1) nd+3n?—n—n?
en: —_ = —_=
n+1 n+3 (n+1)(n+3) n?+4n+3
2n? 2

T m2+4n+3  1+4/n+3/n?

Dann erhalten wir

2
(sinn)?
f) f.=
() f =
Losungshinweise hierzu: Es gilt
o< (sinn)? _ 1
= n p— n'

1
Da lim — = 0, konvergiert nach dem Sandwichsatz (1.5.6) auch (f,,) gegen Null:

n—oo N,

: 2
lim f, = lim SR

n—oo n—0o00 n

=0.

http://www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/infomat/HM-Stroppel-09/
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Aufgabe H 39. Babylonisches Wurzelziehen
Fir a =2 0 wird die Folge (ay)nen, rekursiv definiert durch

o
Gn—1

an—1+
ap=a+1, a, = 5

(a) Verifizieren Sie mit vollstandiger Induktion, dass alle Folgenglieder positiv sind.
Losungshinweise hierzu: Wir wollen mit vollstandiger Induktion zeigen:

VYn € Ng: a, > 0.

Da nach Voraussetzung « > 0 erhalten wir

aw=a+120+1=1>0.
@Es gelte a, > 0.

@Da a = 0 und a, > 0 nach @folgt = 2> 0. Da heiBt:
a

1 1
Upy1 = 5(61“ -+ _> > —(0+ g) z

1
—(040) =
an, 2 an, 2< +0)

(b) Zeigen Sie wiederum mit vollstandiger Induktion, dass fiir alle n = 0 die Ungleichung
a, =/« gilt.

L6sungshinweise hierzu: Es soll mit Hilfe vollstandiger Induktion gezeigt werden:

Vn € Ny: a, = Va.

Da die Wurzelfunktion monoton wichst und a2 + 1 > 0 sowie v/2 > 1 folgt:

aw=a+1l=(a+1)2=vVa2+2a+12V2a=Vv2Va=Va
@Es gelte a, = /a.

a+a @ —2yaa, +a+2v/aa, (a,—+a)?  2y/aa,
an+1 = 2 = = %—
Qn, 2ay, 2a, 2a,,
2\/aa
"=,

2a,,

v
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14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(c) Zeigen Sie, die Folge (a,) fallt monoton.

n€eNg
Lésungshinweise hierzu: Es gilt mit Teil (b):

1 « 1 o

It = On = glant ) =gl )
1 o 1
< Z(_ Sy 2
:2( an—i-\/a) 2( an + V)
1
s 5(-a+a)=0,

das heiBt, die Folge fallt monoton.

(d) Berechnen Sie den Grenzwert lim a,,.

n—00
Hinweis: Begriinden Sie zunichst, warum der Grenzwert existieren muss. Nutzen Sie
dann Satze iiber Grenzwerte von Folgen aus, um ausgehend von der Rekursionsvor-
schrift auf den Grenzwert zu schlieBen.

Losungshinweise hierzu: Die Folge (a,)nen, féllt monoton nach (c) und ist we-
gen (a) nach unten beschrankt. Mit dem Satz von Bolzano-WeierstraB (1.6.5 aus der
Vorlesung) sieht man, dass die Folge konvergiert.

Sei a := lim, .o a,, so gilt mit 1.4.12 aus der Vorlesung lim,, ., a,+1 = a. Es ist

2 . .
Upy1 = a;;a genau dann, wenn a,a,+, = %(ai + «). Dies fiihrt auf

a’ = lim a, lim apr1 = lim apa,1q
n—oo n—oo

1 1 1 1 1
= lim 5@, +a) = lim Say + lim so= 20"+ 5a

also

(IQZO[.

Da die Folge (ay)nen, nur positive Glieder besitzt, kann sie lediglich einen positiven
Grenzwert besitzen und wir erhalten

lim a, =a = .

n—oo

Mit Hilfe dieser rekursiven Folge ist es also moglich, Wurzeln ndherungsweise zu be-
stimmen.

Aufgabe H 40.

Untersuchen Sie die folgenden rekursiv definierte Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie
gegebenfalls die Grenzwerte

(@) a1 =0, apy1=v2+a,, neN

Losungshinweise hierzu: Falls a, konvergiert sei a := lim,, ., a,,. Da die Wurzel-
funktion stetig ist, gilt fiir beliebige konvergente Folgen (¢, )nen:

lim /¢, = ,/lim ¢, .

n—o0 n—oo
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(b)

Also erhalten wir, wenn a,, konvergent ist:

a= lim a, = lim v2+a, = ,/lim (2+4+a,) = ,/2+ lim a, =Vv2+a

n—oo n—oo n—oo n—oo

1 3
und damit a = 3 + 3 Wegen a,, = 0 folgt a = 2. Wir zeigen per vollstandiger

Induktion: Vn € N: a, < a,11 < 2.

Wir erhalten ag =0 < V2 = a; < 2.
@Es gelte a,_ 1 < a, < 2.

@Es gilt apy1 =vV2+a,>V2+an1=0an, a1 =V2+a,<+V2+2=2.
Daher konvergiert (a,) nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB (1.6.5 aus der Vorle-

sung) mit lim a, = 2.
n—oo

3
4—10,

61:2, bn+1: neN

3
Losungshinweise hierzu: Wenn (b,,) gegen b konvergiert, dann ist b = R Wir
erhalten b = 1V b = 3. Wir zeigen per vollstandiger Induktion: 1 < b,,1 < b, < 2.

Wir erhalten 1 < 1.5 =by <2 =15, £ 2.
@Es gelte 1 < b, < b,_; < 2.
@Nach @folgt 2<4—b, 1 <4—0, <3. Damit erhalten wir

3 3

1< <
4—b, 4—0by

A

3

=<2

2

Damit ist (b,,) streng monoton fallend und beschrénkt, und es gilt mit dem Satz von
Bolzano-WeierstraB (1.6.5 aus der Vorlesung) lim b, =1.

c1=0, cp1=3c,+2, neN

Losungshinweise hierzu: Wenn (c,) gegen ¢ konvergiert, dann ist ¢ = 3¢+ 2. Wir
erhalten ¢ = —1. Aus ¢; = 0 folgt per Induktion sofort ¢, = 0. Damit konvergiert die
Folge (c,) nicht.
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