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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Kommentar zu allen Induktionsaufgaben: In 1.2.3 ist angemerkt, dass der Induktionsan-
fang nicht unbedingt bei n = 1 zu erfolgen hat. In diesen Lésungsvorschlagen wird der
Induktionsanfang bei n = 0 durchgefiihrt, entsprechend 1.2.3 ist damit die Aussage fiir alle
n 2 0, also fiir alle natiirlichen Zahlen gezeigt.

Aufgabe H 1.
Beweisen Sie mit Hilfe von vollstandiger Induktion die folgenden Aussagen:

(a) Fiir jede natiirliche Zahl n ist > 2k + 1 eine Quadratzahl.
k=0
Hinweis: Finden Sie zunachst durch Einsetzen einiger Zahlen fiir n eine Formel der

Form > 2k 4 1 =7 und beweisen Sie dann diese.

k=0
m _ m+1
(b) Fiir jede natiirliche Zahl m gilt > ¢ = 1—qq fir jede Zahl ¢ € R~ {1}
k=0 -
Losungshinweise hierzu:
(a) Wir zeigen > 2k +1=(n+1)>%
k=0
0
22k+1:2-0+1:1:(0+1)2.
k=0
@Es gelte > 2k +1=(n+1)2.
k=0
n+1 n
> 2%k+1 = > 2%+1+2n+1)+1
k=0 k=0
= (n+1)” +2n+1)+1 <nach @)
= n’+2n+1+2n+3
= n*+4n+4
= (n+2)?
0 1— q0+1
(b) kZ_O =
m 1 — g™
Es gelte Y ¢* = q
k=0 l—¢q
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

qu _ qu+qm+1
k=0
1— m+1
= L—I—QWrl (nach @)
l—gq

1_qm+1 + m+l (1_q)

1—¢q 1—¢q
1_qm+1+qm+1_qm+1q
l_qm+2
e 1—_q

Aufgabe H 2. Zweimal Induktion
Sei M(d, k) die Menge der k-Tupel mit maximaler Komponentensumme d gegeben durch

k }
Zeigen Sie, dass die Anzahl der Elemente von M(d, k) — geschrieben als |M(d, k)| — be-
rechnet werden kann durch d+

= (15F)

Machen Sie dazu die folgenden Hilfsiiberlegungen:

M(d, k) = {(dl,..., ) € N}

(a) Zeigen Sie durch vollstandige Induktion tiber m die Hilfsformel

()= ()

J=0

1
(b) Zeigen Sie, dass gilt: |M(d,1)| = (d; )

d

(c) Zeigen Sie, dass gilt: [M(d, k +1)| Z d—1,k)|
—0

(d) Zeigen Sie die gewiinschte Aussage, durch eine Induktion liber k£ und benutzen Sie
dabei (a), (b) und (¢).

Losungshinweise hierzu:
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

0 .
) . n+J n nt0l
(a) Furm:OerhaItenww;( n >:(n>:1:( n+1 )

Sei @ﬁjr m erfillt. Wir zeigen, dass die Behauptung auch fiir m + 1 erfiillt

ist. Es gilt:
T+ " n+j n+m+1
2 ()= () ()
j=0 7=0
<n+m+1) (n—l—m—i—l)
= +
n+1 n
_<n+(m+1)+1)

n+1

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt und die Behauptung bewiesen.
(b) Fiir k£ =1 vereinfacht sich die Definition von M(d, k) zu

M(d,1) = {d1 € No| dy S d}.
Es ist offensichtlich, dass es d + 1 Zahlen in Ny gibt, die kleiner gleich d sind. Also

d+1
@HM@Jﬂ:d+1:( ;).

(c) Auf Grund der Tatsache, dass sich M (d, k) schreiben l3sst als
M(d, k+1) = {(d1, ..., dps1) € NG| dyyy S dund (dy, ..., di) € M(d — dii1, k) }

bekommen wir fiir die Anzahl der Elemente von M(d, k 4 1) die Formel

d

|M(d, k +1)] }: d—1k)|

=0

Um [M(d, k)| = (*}*) zu zeigen, wird eine Induktion iiber k& gemacht.

Die Gleichung wurde bereits fiir £ = 1 in (a) gezeigt.
@Sei @ﬁjr k gegeben. Wir zeigen, dass die Behauptung auch fiir & + 1 erfillt ist.
L(d—1+k\ K (d—1+k
d—1,k)| =
-2 (0030
1=0
Jg+k\ _ (d+k+1\ [(d+k+1
k) \k+1 ) d '

Damit ist die zweite Induktion beendet und die Behauptung bewiesen.

| M (d, k + 1)]

Il
o TM&
()

j=0

Aufgabe H 3.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(a) Skizzieren Sie die folgenden Mengen

My :={(z,y) € R?| |z +|y| =1},
MQ::{(x,y)ER2| 2| + |yl <1} .

(b) Skizzieren Sie nun die Mengen
My:={(z,y) eR*| (z =2+ (y— 1) S 1V (@ -2+ (y+1)* =1},
My:={(z,y) eR*| |y| > 1} .
und die Schnittmenge von M3 und M,.

L6ésungshinweise hierzu:

(a) Bei der Menge M; handelt es sich um den Rand einer Raute (nur die Grenzen).
Y

—

—

Die Menge M, ist eine Raute (nur das Innere, ohne Rand).

|
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b) Die Menge Mj besteht aus zwei Kreisscheiben mit Radius 1 und den Mittelpunkten
(2,1) und (2,—1), wobei der Rand Bestandteil der Menge ist.
Y

Die Menge M, besteht aus zwei Halbebenen, wobei der Rand y = +1 nicht zu der
Menge gehort.
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Also ist die Schnittmenge von M3 und My:

Yy
2
1
1 2 z
—1
-2
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 4. Ungleichungen, vollstindige Induktion

(a) Mit Hilfe des Binomischen Satzes zeigen Sie fir t € R, 2 2 0 und n € N, n = 2 die

Abschatzung
2

(1+2)" > 1+”Zx2.

(b) Zeigen Sie: a, = (n —1)* +n® + (n+ 1)® ist fir n € N durch 9 teilbar.

Losungshinweise hierzu:
(a) Mit Hilfe des Binomischen Satzes 1.3.5 erhalten wir

o -§ (- () 0 () (e

k=0
n n\ , (n—1n , n? ,
B (L I R
(O>+<2)x + 5 U= +4x,

v

da n—lzgﬂirnzz
(b) Der Beweis erfolgt iiber vollstandige Induktion:
@ Fir n =1 erhalten wir a; = (1 — 1)+ 1> + (1 +1)®> = 9 ist durch 9 teilbar.
@ Es gelte a, = (n —1)3 +n® + (n+ 1)3 ist fiir n € N durch 9 teilbar.
@ Fiir n 4 1 erhalten wir
1 =1+ (n+1)P*+n+2>2=n+n+17°*+((n—1) +3)3

=(n—=124+n+(n+1P2+9n—-1>+27(n—1)+27
=a,+9((n—1)*+3(n—1)+3)

ist durch 9 teilbar.

Aufgabe Hb5. Mengen
Gegeben sind die Mengen M, bis My und die Zahlen x; bis x4:

My ={keN| 3IneN:nl =k}
My ={z €R| 4z € Z}
Ms={aeR| I eR: a®> =—-b"}
M4:{3:€R‘VyENO:x<y}

1
M5:{Z€R’ dn € Ny: |z—n|§§}
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

1
1'1:0 1'2:720 1’3:—5
74 = 3000 x5 = —25,25 26 = V10

Erstellen Sie eine Tabelle und tragen Sie in die (k,[)-te Zelle “wahr” ein, falls die Aussage
z, € M; wahr ist.

Lésungshinweise hierzu:

e | M My M; My Ms
Ty wahr | wahr wahr
ZT9 | wahr | wahr wahr
T3 wahr wahr | wahr
T4 wahr wahr
Ts wahr wahr

Te wahr

Aufgabe H 6. Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitat
(a) Priifen Sie folgenden Funktionen auf Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat:

fR—=R:z—2°—22
g:N—N:n+—n!
5n? — 13n+5

h: N :
—Qine 2n —5

Loésungshinweise hierzu:

e f ist nicht injektiv, da f(v/2) = £(0).
f ist surjektiv, da die Gleichung 2® — 22 — ¢ = 0 mindestens eine reelle Lésung
x hat.
f ist nicht bijektiv, da f nicht injektiv ist.
Anmerkung: Man kann auf unterschiedliche Weise zeigen, dass 2% — 2z — ¢
immer eine reelle Nullstelle hat. Wir benutzen hier eine Variante die den Funda-
metalsatz der Algebra benutzt:
Der Fundamentalsatz der Algebra sagt, dass Polynome k-ten Grades genau k
komplexe Nullstellen haben. Fiir Polynome mit reellen Koeffizienten wei man
sogar, dass Nullstellen entweder reell sind oder als Paar komplex konjugierter
Nullstellen auftretten. Fiir ein Polynom 3-ten Grades folgt damit, dass es entwe-
der 3 reelle Nullstellen oder 1 reelle Nullstelle und eine Paar komplex konjugierter
Nullstellen hat.

e g ist injektiv, da fiir n > m gilt n! > m! und damit gilt

n#m= g(n) # g(m).
g ist nicht surjektiv, da g(n) = 3 keine Losung besitzt, denn fiir n > 3 gilt
n!>3>3>2>1!

g ist nicht bijektiv, da g nicht surjektiv ist.

http://www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat /HM-Stroppel-0910/



2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b)

(c)

e h ist nicht injektiv, da h(3) = h(4) = 11 ist.
h ist nicht surjektiv, da h(n) = 0 keine natiirlichen Lésungen besitzt.
h ist nicht bijektiv, da h nicht surjektiv ist.
Es seien die Mengen M; := {0,1,2,3} und M, := {0,1,2,3,4} gegeben. Existiert
eine injektive, eine surjektive bzw. eine bijektive Abbildung von M, nach M;?

L6ésungshinweise hierzu:
Es existieren injektive, aber keine surjektiven oder bijektiven Abbildungen von M; nach
Mg.
Begriindung:
e Die Abbildung k: M; — My: x +— x ist injektiv, da = # y = k(z) # k(y).
e Es kann keine surjektive Abbildung [ : M; — M, geben, da Bild (1) # Ms, weil

IBild (1) | < [Mi] = 4 < 5= [My].

Hier ist |M| die Anzahl der Elemente der Menge M .

e Es gibt keine bijektiven Abbildungen von M; nach Ms, weil es keine surjektiven
Abbildungen gibt.

Existiert eine injektive, eine surjektive bzw. eine bijektive Abbildung vom Intervall
I :=10,3] S R ins Intervall I, :=[0,4] & R?

L6sungshinweise hierzu: Es gibt bijektive Abbildungen von [; nach I und deshalb
auch injektive und surjektive Abbildungen von I; nach I,. Ein Beispiel fiir eine bijektive
Abbildung ist

m: 1, — Iy v — —x.

3
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H7. Komplexe Zahlen

Bestimmen Sie Real- und Imaginarteil, Betrag und Argument, sowie das komplex Konjugierte
der folgenden komplexen Zahlen:

(a) leéjiz (c) zgzm
(b) ZQ:gHﬁ (d) 2 = (%(1—%'))8

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist

142 (142)(B—4) (1+20)(3+4) 3+6i+4i—-8 1 2
C3—4i (3-4)B3-4)  B-4pP @+ 557

1 2,| | 12+ 2\? 1
Zi=—=—=i, |z21]| = —= -] ==
e 5 571 5 5 V5

arg(z) = m — arctan(2)

(b) Es gilt (1 +14)? = 2. Weiter ergibt sich

21

Also erhalten wir

Re(z) = —é, Im(z) =

ot b

3, 2—i _3.2-i 3, (2-9i_3 2+l _3 .1 _ 1.1
29 = 1Tt 775 — =1 = =1 = =1 = .
T2 (a2 2 2% 2 22 27 =2 2 2 2

Es gilt

(c) Wir berechnen

7
Re(z3) =1, Im(z)=—1, Zm=1+1i, |z]|= V2, arg(z) = 1"

Es gilt
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(d) Esist

. < L z))g L g Loy
1= |—=0- = ——1- — )%,
V2 (\/5)8 16
Es wurde (1 — i) = —2i bereits berechnet. Weiter ergibt sich (1 —i)® = (—2i)* =

16i* = 16. Insgesamt ist also z, = 1. Es gilt
Re(z4) =1, Im(z4) =0, Zz=1, |z =1, arg(z)=0.

Aufgabe H8. Wourzelziehen im Komplexen

Bestimmen alle n-ten Wurzeln von z fiir die folgenden Werte n und z. Geben Sie das
Ergebnis in der Form a + b mit a,b € R an.

(@) n=8und z=1 (b) n=2und z=1 (c) n=2und z = 1+3i

Lésungshinweise hierzu:
(a) Zuerst berechnen wir das Argument und den Betrag von 1 und erhalten damit die
Darstellung
1 =1"(cos(0) +isin(0)).

Damit erhalten wir dann die folgenden acht 8-ten Wurzeln:

21:1-<cos(0-%)+isin<0~z>):1

ot ) (1) -3 6508
s=1. <cos<2-%>+lsm<2-£>>:i

1 s D e ) (3 )
s=1- <cos(4-%)+zsm(4g>):—1

o5 (5 3) - ()
=1 <c03<6-%>+zsm<6~%>>:—i
28:1-(cos(7-f)+zsm<7£>):%(f—x@')

(b) Fiir i erhalten wir die Darstellung

o (5) i ().

Damit erhalten wir fiir die 2-ten Wurzeln gerade die Darstellung
1
wy =1- (cos <%> + 7sin <4>> =3 <\/_+ \/_z>

wy =1 <cos (%) +isin (%)) - —% (V2 + v2i)
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(c) Wir berechnen die Polardarstellung der Zahl 1 + v/3i und erhalten
1+V3i=2- (cos (E) + 7sin (Z)) :
3 3
Mit dieser Darstellung erhalten wir die 2-ten Wurzeln durch

o= VE (e (7) n (7)) = 2 (54

vy = \/§(cos (%) + isin <%)> = —g (\/§—|—z)

Aufgabe H 9.
Gegeben sind folgende Mengen:

My ={zeC| |z-2| =2},

My ={z€C| [Imz|+|Rez| S 1},
M; = Ce (M, U M),

My = Co(My) N Ce(My).

Zeichnen Sie die Mengen My, My, M3 und M.

L6ésungshinweise hierzu:
Fiir die Mengen M; und M, erhilt man die folgenden Skizzen:

U
J

DO

[y

—

DO

Fiir die Menge M3 = M, erhdlt man mit Hilfe der Skizzen fiir M; und M, die folgende
Skizze:
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Aufgabe H 10.

Berechnen Sie alle komplexen Nullstellen der folgenden Polynome:
(@) pi(z) =a® —8x* + 172z — 10
(b) pa(z) =2® —2? +2

Lésungshinweise hierzu:

(a) Das Polynom p; hat die Nullstelle z; = 1 (Raten). Polynomdivision ergibt p;(x) =
(z —1)(z* — Tz — +10). Die Mitternachtsformel liefert die beiden anderen Nullstellen
To =2 undx3 =5.

(b) Raten liefert die erste Nullstelle z; = —1. Nach Polynomdivision erhalten wir py(z) =
(x + 1)(2% — 2z + 2). Quadratisches Erginzen fiihrt zu 22 — 22 +2 = (2 — 1)2 + 1.
Wir substituieren (x — 1) = u und erhalten die Gleichung u* + 1 = 0. Diese hat die
beiden Losungen u; = ¢ und us, = —i. Riicksubstitution ergibt zo = u; +1 =17+ 1
und 3 =us +1=—i+1.
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 11.
In R3 seien die Punkte

P =1(0,0,1), P,=(2,-1,1), P3;=(3,—2,2) sowie

Ql = (17 1, 1)a QQ - (2a072)7 QS = (1,0,0&)

gegeben. Geben Sie die Ebene, die P;, P, und P; enthilt, und die Ebene, die ()1, Q)2 und
(3 enthélt, an. Berechnen Sie « so, dass die beiden Ebenen parallel sind.

Losungshinweise hierzu: Nach 2.8.11 sind die zwei Ebenen genau dann parallel, wenn
L (Ul, wl) =L (Ug, ’UJQ) .

Hierbei sind v; und w; Richtungsvektoren der ersten Ebene E; und vy, wy Richtungsvek-
toren der zweiten Ebene E5. Wir berechnen die Richtungsvektoren und erhalten

2 3
U1:P2—P1: -1 5 U)1:P3—P1: —2 N

0 1

1 0
v=0Q—Q=| -1 ], wy =03 — Q1= —1

1 a—1

Die Ebenen konnenalso beschrieben werden durch

0 2 3
Ep = {zeR|z=0|+¢t| -1 |+r| =2 |, t,reR }und
1 0 1
1 1 0
Eg = {aeR¥|z=|1|+t| -1 |+r| -1 ,treR
1 1 a—1
Weiter gilt

ve € Li(vy,wy),davg=(=1)-v1+1-uy

und
wy € L(v,wy) & «a=3,

da das Gleichungssystem
26 +3y =0

ﬁvl—i-’ywl:wQ -~ —16 —2’}/ =-1
06 +1y =a—1
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nur eine Losung besitzt, ndamlich o =3, = —3 und v = 2.
Insgesamt folgt damit

Ei||Ey & L(vi,w) =L(vg,wy) <& a=3.

Aufgabe H 12.

Sei V' ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-) (siehe 2.6.2.) und by, be,b3 € V' so, dass
(by|b1) =1, (by|ba) = 2, (by|bs) =0, (ba|ba) = 2, (ba|bs) = 2 und (b3|b3) = 3.
Berechnen Sie (by 4 by + bs | a by — 2bs — by) fiir @ € R und |by + by + bs.

Losungshinweise hierzu:

(by+ by + by | by — 2bs — b)) = (b1 | by — 2bs — by) + (by | by — 2bs — by)
+ (b3 | by — 2b3 — by)
= (bi|abi) 4+ (b1 | =2b3) + (b1 | =b2) + (ba [ by)
+ (by | =2b3) + (ba | —bs) + (b3 | acby) + (b3 | —2b3)
+ (b3 | —b2)
= (b |bi) —2(bi|bz) — (b1 |b2) a (b2 |b1) —2 (b2 |b3)
— (b2 [b2) + (b3 | b1) — 2 (b3 | b3) — (bs | b2)
= a4+0—-24+2a0—-4—-240—-6—2=3a—16
= (b1 + by +bg| by + by + b3)
= (b1 |b1 + by + b3) + (bo | by + by + b3) + (b3 | by + by + bs)
= (b1 |b1) + (b1 |b2) + (b1 | b3) + (ba|b1) + (2] b2)
+ (b2 ] b3) + (b3 [ b1) + (bs [ b2) + (b3 | bs)
= 142404+24+24+240+2+3=14

|by + be + b3|2

Aufgabe H 13. Faktorisierung von Polynomen, Wurzelziehen bei komplexen Zahlen
Berechnen Sie alle Losungen der folgenden Gleichung

20— 45 4524 — 422 4522 —42+4=0

Hinweis: z = 2 ist mehrfache Losung.

Losungshinweise hierzu: Polynomdivision liefert
20— 4 52— 4P+ 5 A+ A= (2 -2 (P 4+ 27+ ).

Nach dem Abspalten des Faktors (z —2)?, der sich aus den ersten beiden Nullstellen z; 5 = 2
ergibt, sind noch die Nullstellen der biquadratischen Gleichung z*+22+1 = 0 zu bestimmen.
Durch quadratische Erganzung erhalten wir

1 1\? 1\° 1\*> 3

4, .2 4 2 2
1= 2= -y ==z 1= - ey
SR et 22+(2> (2) * <Z+2) Jr4
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Die biquadratischen Gleichung z* + 22 +1 = 0 kann umgefort werden zu

Wir erhalten /3 /3
1 3 3 3
2 — = —_— = —1 = :l:—
S 1= 2" 9 !
Daraus ergeben sich
1
=—-x ﬁi.
2 2
1 3
Fiirr 22 = —= + ~=4 erhalten wir
2 2

Also, die Nullstellen laufen

1 3
Z3 = COS <E> + 7sin (E) =3 + \/_i,

3 3 2
1 3
24:005(%+7T)+isin<g+7r>:—5—\/7—2'.
.9 1 3. )
Fir 2* = —5 7@ erhalten wir ebenfalls
5Tt g 679 o

Aufgabe H 14.

Wir betrachten den Vektorraum Pol; R := {2]2.:0 anj‘ aj € ]R} der reellen Polynome

vom Grad hdchstens 2 und die Mengen B = {1, X, X?} und C' = {X* X —1,X + 1}.
Weisen Sie nach, dass es sich um Basen von Pol; R handelt.

Losungshinweise hierzu: Wir beweisen zuerst die lineare Unabhangigkeit von B. Hierzu
betrachten wir die Gleichung

AMby+Xby+ X303 = 0
M-14+X - X+X-X?2 = 0-140-X+0-X?

Koeffizientenvergleich ergibt A\; = 0, Ay = 0, A3 = 0. Die Elemente von B sind also linear
unabhangig. Jetzt soll untersucht werden, ob B ein Erzeugendensysten von V' ist. Hierzu
ist zu klaren, ob die Gleichung

2
Mbit Aoby + Agbs = Yo X7
j=0
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fir jede Wahl von a; € R eine Losung hat. Koeffizientenvergleich ergibt
A1 = o, Ay = a1, A3 = Q.
Da somit jedes Element von V' als Linearkombination der Elemente von B geschrieben
werden kann, ist B ein Erzeugendensystem.
Nun soll die lineare Unabhangigkeit von C' lberpriift werden. Wir betrachten also die

Gleichung

)\1€1+)\202+/\303 =0
MoXPH X (X =D+ (X+1) = 0-1+0-X+0-X?
MoXZ4+ Do+ X)X +(A—X3)-1 = 0-14+0-X+0-X?

und erhalten durch Koeffizientenvergleich
A =0, A+A3=0, \a — A3 =0.

Addition der letzten beiden Gleichungen ergibt 2y = 0, durch Einsetzen in die zweite
Gleichung ergibt sich A\; =0, Ay =0, A3 = 0,. Damit ist die lineare Unabhangigkeit von C'
gezeigt.

Da schon nachgewiesen wurde, dass B eine Basis ist, ist die Dimension von V' drei, woraus
sich ohne weitere Rechnung schlieBen lasst, dass C' eine Basis ist, da jede Basis die selbe
Anzahl von Elementen enthalt.
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 15. Vektoren, Skalarprodukt, Vektorprodukt
Gegeben seien drei Vektoren a, b, ¢ € R3.
(a) Beweisen Sie den folgenden Entwicklungssatz durch elementare Rechnung:

ax (bxc)={alc)b—{a|b)c.

(b) Gegeben seien zwei nicht parallele Vektoren a # 0 und ¢ # 0. Fiir welche Vektoren
beR3 gilt
ax (bxec)=(axb)xc?

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

a1 by &1 ay bacs — bzcy
a X (b X C) = a9 X b2 X Co = a9 X b301 — bng
as b3 C3 a3 bica — bacy

ClQ(blcg — bgCl) — ag(bgcl — b1C3)
= az(bacz — bsca) — ai(bicy — bacr)
aq (bgCl — b1€3) — (lQ(bgCg — 6302)

Wir erhalten

bl (a101 + asco + a303) —C (Clel + a2b2 + Clgbg)
<Cl | C> b— <a | b> C = bg(alcl + aqscy + a363) - 02(a1b1 + a/2b2 + a3b3)
bs(aic1 + ascy + ases) — cs(ar1by + agby + asbs)

Folglich es gilt
ax (bxc)={alc)b—(a|b)c.

(b) Wir berechnen

ax(bxc)—(axb)xec={(a|lc)b—(a|b)c+cx (axb)
={(alc)b—(a|byc+ (c|b)a— (c|a)b
=—(al|b)c+ (c|b)a=0.

Da @ # 0 und ¢ # 0 und nicht parallel sind, folgt (a|b) =0 = (c|b), d.h., bLa und
blc bzw. b parallel zu a x c.

Aufgabe H 16.

http://www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat /HM-Stroppel-0910/



5. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Gegeben seien die Basen B = {b;, by, b3} und C = {c1, co,c3} des R? durch

1 1 0 1 0 1
b1 = 1 s bg = 3 bg = 1 und CcCl = 1 R Cy = 1 s C3 = 0
0 0 1 0 1 1

Weiter seien die Vektoren v, w in den Basen B bzw. C gegeben durch

2 1
=121, w=|3
1 3

Berechnen Sie v, w sowie .(3v + 3w).

"B
Losungshinweise hierzu: Es gilt

1 0 0 1 0 1
v=211]1-213|+1|1]=|-3]=-2|1]—-1|1]1+210
0 0 1 1 0 1 1
—2
Der Vektor v hat also in C die Koordinaten ,v = | —1 | . Weiter gilt
2
1 0 1 4 1 1 0
w=1[1]+3[1]+3[0)=1[(4]=7|1]-3|3]+6]1
0 1 1 6 0 0 1
7
Der Vektor w hat also in B die Koordinaten ROES -31.
6
Die B-Koordinaten von 3v 4+ 3w sind
2 7 27
53V +3w) = ,(3v) + ;(Bw) = 3,(v) + 34(w) =3 —12 +3 —63 = —2115

Aufgabe H 17.
Im R3 sei £ die Ebene durch die Punkte

P =(0,0,3), P,=1(0,3,0, P3=(1,1,0)

(a) Berechnen Sie die Hessesche Normalform von E.

(b) Berechnen Sie das Spiegelbild der Geraden g an E, wobei

-2 3
g: =\ —4 |+t 3
0 1
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Losungshinweise hierzu: Die Ebene kann beschrieben werden als

X T 0 1 0
E = vy | €R? x| =10+t 1 |+s| 3 |],tseR
€3 T3 3 -3 -3

Der Vektor v = (6,3,3)" steht orthogonal auf E (er ist das Vektorprodukt der Richtungs-
vektoren). Die Hessesche Normalform von E' lautet also

1 T 2
1 6
E = X9 c Rs < To — |1 > = £

T3 I3 \/6 1 2
: . : 13 =7 11 :
Einsetzen der Geradengleichung liefert ()1 = 10° 10’ 10 als Schnittpunkt von g und E.

Das Spiegelbild des Punktes (—2,—4,0) € g kann wie folgt berechnet werden: Die Gerade
orthogonal zu E durch (—2,—4,0) ist

1 T —2 2
h = oo | ER¥| || = -4 +r|1],reR
T3 T3 0 1

11
Einsetzen in die Ebenengleichung ergibt, dass der Schnittpunkt mit der Ebene bei r = 5

333
Spiegelbild der Geraden ist nun die Verbindung von @1 und ()2, also die Gerade

22 16 1 11
liegt. Der Spiegelpunkt @)y liegt also bei r = 5 und ist der Punkt (— ) Das

13
T1 T lg 121
2o | €R| || = —|+r| 11|, 7reR
T3 T3 H 7

10
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 18.

Entscheiden Sie ob die folgenden Terme definiert sind und berechnen Sie diese (falls sie
definiert sind):

2 41 1 3 -1 5
A=13 07 B:=12 =2 C:=1-2 -3
-4 1 1 -3 2 -3 -1
(a) AB
(b) BA
(c) C+A
(d) CTAB
(e) (B+C)'A

Lésungshinweise hierzu:
(a)
7 0
AB=| —18 23
-5 =12
(b) Dieses Matrizenprodukt ist nicht definiert.

(c) Diese Summe ist nicht definiert.

(d)
T (44 =10
can= (5 T )

(e)

v, (24 —6 —6
(B+C)A_(—3 33 —26)

Aufgabe H 19.

Bestimmen Sie alle Losungen des linearen Gleichungssystem Az = b mit Hilfe des GauB-
Algorithmus, dabei sind A und b gegeben durch

12 0 0 0 3
23 1 0 0 6
A=104 -2 -1 0 b=1 3
00 -1 2 3 3
00 0 1 2 3
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Losungshinweise hierzu: Wendet man den GauB-Algorithmus an, so erhalt man die fol-
genden Zwischenschritte:

12 0 0 0}3 1 2 0 0 0}3
23 1 0 0]6 Zy—2Z1: |0 =1 1 0 00
04 -2 -1 0|3 0 4 -2 -1 0|3
00 -1 2 3|3 0 0 -1 2 3|3
00 0 1 2|3 00 0 1 2}3
(1 2 0 0 03] 12 0 0 0}3
0 -1 1 0 00 —1-S5: 01 -1 0 0}0
Zs+4Zy: |0 0 2 -1 0}3 $:8: 100 1 -1 0|32
0O 0 0 1 2|3 00 0 1 2|3
0 0 0 0 00 00 0 0 0}0
12 0 0 03 1 200 03
01 -1 0 00 Zo+ Zs: |01 00 113
Zs+3-Zy: |00 1 0 13 0010 1|3
00 0 1 2|3 0001 2|3
00 0 0O0}]0 00 0O0O0]0
Z1—275: 1 00 0]=2(-3
01 00|1 3
0010]|1 3
000 1] 2 3
0 00O0]O0 0
Aus dem letzten Ergebnis kann man die Lésungsmenge L ablesen (vgl. 3.7.6). Man erhilt
-3 2
3 -1
L= 3 +A] -1 AeR
3 -2
0 1

Aufgabe H 20.

Wir betrachten die 2 x 2-Matrix A = (ZH Zu) . Welche Bedingungen miissen die Eintrage
21 Q22

von A erfiillen, damit fiir beliebige 2 x 2-Matrizen B die Gleichung AB = BA gilt?

Losungshinweise hierzu: Da fiir beliebige 2 x 2-Matrizen B die Gleichung AB = BA
gelten soll, muss insbesondere

ailz Az 01 i 01 11 Q12
a21 A2 0 0/ \0O Q21 Q22
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0 an _ G21 Q22
0 a9 0 0 '

Es muss also ag; = 0 und ay; = ags gelten. Weiter muss
@11 Q12 00 o 0 0 a1 a2
a21 Q22 1 0/ \1o0 Q21 A22
a2 0y (0 O
az 0 a1 ai2)

und damit a;o = 0 zur Folge hat. Die Matrix A muss also die Form aél aO ) haben.
11

Eine Matrix dieser Form erfiillt AB = BA fiir beliebiges B, da sie ein sklalares Vielfaches
der Einheitsmatrix ist.

gelten. Hieraus ergibt sich

gelten, was
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Aufgabe H 21. Lineares Gleichungssystem

Es soll nach folgender Tabelle (Nahrstoffanteile (in %)) ein Obstsalat zusammengestellt
werden, der insgesamt 9 g EiweiB, 5g Fett und 194 g Kohlenhydrate enthalt.

| | EiweiB | Fett | Kohlenhydrate |

Apfel 03 | 06 15
Bananen 1,1 0,2 22
Orangen 1,0 0,2 12

Stellen Sie hierfiir ein lineares Gleichungssystem auf und I6sen Sie es.
Interpretieren Sie das Ergebnis.

Losungshinweise hierzu: Als Gleichungssystem erhalten wir Ax = b, wobei A und b
gegeben sind durch

0,3 1,1 1,0 9
A=1(106 02 02|, b=|[ 5
15 22 12 194
Der GauB-Algorithmus liefert:
0,3 1,1 1,0 9 0,3 1,1 1,0 9
0,6 0,2 0,2 5 Zy— 227 : 0 —2,0 —1,8| —13
15 22 12| 194 Zs — 5027, : 0 —33 —38]| —256
L7 Boonl s T Y
1 9 13 9 13
—3%2 L5 2 L 5% Pl
0 33 381|256 | Z3+33Z: | 0 o -8B -2
9 13 9 13
0 1 2 B 0 1 2 -
10 .
—07: | 0 0 1 5 | I 0 0 1 5
Zy — =74

Als Losung des Gleichungssystem erhalten wir also

L= {(6,2,5)T}.

Damit miissen wir 600 g Apfel, 200 g Bananen und 500 g Orangen fiir den Obstsalat verwen-
den. Der Faktor 100 kommt durch die Angaben in Prozent zustande.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 22.
Es sei die Matrix B gegeben durch

1
B=11
1

B~ N =
NeRRUVRN

Berechnen Sie die Inverse der Matrix B.

Losungshinweise hierzu: Wendet man den GauB-Algorithmus an, so erhilt man die fol-
genden Zwischenschritte:

1 1 1)1 00 1 1 1)1 00
1 2 3/0 10 Zy — I 01 2-1120
1 4 9]0 0 1 Z3— 74 0 3 8||—-1 0 1
11 1l1 0 0] 11 11 0 0
01 2|)-1 1 O 01 2)-1 1 0
Zs — 37, 00 2|2 -31] L Zyr o0 1)1 3L
1111 0 O Ziv—Zy: [1 0 1] 4 -4 1
Loy — 245 010-3 4 -1 010-3 4 -1
0011 =% 3 00 1|1 -2 3
Z1 — Zs 1o0ool3 =5 3
01 0||-3 4 -1
0011 -2 2
Aufgabe H 23.
Gegeben seien der Vektor b = (1,0,2,3 — t?)" und die Matrix
2 —2 1 -3
At) = -2 =2 t 44+t feR

-4t -4 2-2t 8t
6 -6 3+t —-9+¢

(a) Bestimmen Sie in Abhangigkeit von ¢ den Rang der Matrix A sowie die Dimension des
Losungsraumes des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0.
(b) Geben Sie fiir t = 0 eine Basis des Kerns von A an.

(c) Fiir welche Werte von t ist das inhomogene Gleichungssystem Az = b l6sbar?
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Nach Lemma 3.9.7 &ndert sich bei elementaren Zeilen-(Spalten)umformungen der Rang
der Matrix nicht. Mit Hilfe von Zeilenumformungen bringen wir die Matrix A(t) auf
die Gestalt mit linear unabhangigen Zeilen und Nullzeilen. Wir berechnen

2 -2 1 -3
ZQ+Z12 0 —2 -2t 1‘|‘t 1+t (1)
—4t —4 2-2t 8t '
Zy—37;: 0 0 t 13
Fir t = 0 erhalten wir die Matrix mit 3 linear unabhangigen Zeilen

2 -2 1 =3 Zy— Ly 2 0 0 —4
0 -2 1 1 0 -2 1 1 (@)
0 -4 2 0 43— 22y 0 0 0 =2 |
0 0 0 0 0 0 0 0

Also gilt Rg A(0) = 3.
Fiir t # 0 berechnen wir weiter (siehe (1)):

[ 2 -2 1 =3
0 —2—-2t 1+t 1+t
Js+ 2t 7y - 0 —4—4¢ 2 2t
i 0 0 t t
[ 2 -2 1 -3
0 —2—-2t 1+t 1+t
Z3 -2 ZQ : 0 0 —2t —2
i 0 0 t t ]
[ 2 -2 1 =3
0 —2—2t 1+¢ 1+t
0 0 =2t -2 | (3)
Zy+3575: |0 0 0 t—1
Fir t = —1 die zweite Zeile ist eine Nullzeile
2 -2 1 -3
0 0 0 0
0 0 2 =2
0 0 0 -2

Die Matrix A(—1) besteht aus drei linear unabhangigen Zeilen, also ist der Rang gleich
drei: RgA(—1) = 3.
Fiir t =1 erhalten wir aus (3):

2 =2 1 =3
0o -4 2 2
o 0 -2 =2}’
0O 0 0 O
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(b)

folglich gilt Rg A(1) = 3.
Fir t ¢ {—1,0,1} erhalten wir die Matrix mit vollen Rang Rg A(t) = 4.
Es gilt (Definition 3.8.16)

dim £ = dim Kern (A(t)).
Nach der Dimensionsformel 3.8.18 erhalten wir
dim Kern (A(t)) + dim Bild (A(t)) = 4.
Wegen dim Bild (A(t)) = Rg A(t) folgt daraus
dim Kern (A(t)) = 4 — dim Bild (A(t)) = 4 — Rg A(?).
Fir t € {—1,0,1} erhalten wir
dim Kern (A(0)) = dim Kern (A(1)) = dim Kern (A(—1)) =4 -3 = 1.

Fiir alle anderen t € R gilt dim Kern (A(t)) = 0.

Fiir t = 0 erhalten wir wie in (2):
211 — 4xy = 0,
— 2372 + x3 + Ty = O,
- 2[[‘4 = 0.

Die Losung ist x1 =0, zo = s, x3 = 2s, x4 = 0, s € R. Folglich gilt

0 0
1 1
Kern (A(0)) = ¢ s - 9 seR =L 5
0 0

Wegen Bemerkung 3.10.8, ist das Gleichungssystem fiir t ¢ {—1,0, 1} eindeutig losbar
(die Matrix A ist invertierbar, Rg A(t) = 4). Wenn A(¢) nicht vollen Rang hat gibt
es Falle, in denen die Losung nicht eindeutig ist oder in denen es keine Losung gibt.

Fiir den Fall ¢ = 0 starten wir mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

2 =21 =31
-2 0 0 4
0 -4 2 0
6 -6 3 -9

w N O

Mit GauB-Algorithmus erhalten wir wie in (1)-(2):

-2
0
0

oo oW
co o
I
N\
co o
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Dieses System ist losbar, wir erhalten unendlich viele Losungen.
Fiir den Fall ¢ =1 erhalten wir analog die folgende erweiterte Koeffizientenmatrix

2 =21 =31
-2 =21 5 ||0
-4 -4 0 8 ||2
6 —6 4 —8|2
Wir berechnen wie in (1),(3):
2 =2 1 =31
0 -4 2 2|1
0 0 -2 =22
0O 0 0 0|0

Dieses System ist auch l6sbar, wir erhalten unendlich viele Losungen.

Fiir den Fall ¢t = —1 erhalten wir
2 =2 1 =31
0O 0 0 0|1
0O 0 2 =212
0O 0 0 =20

Dieses Gleichungssystem ist nicht I6sbar.

Aufgabe H 24.
Gegeben sei die lineare Abbildung ¢: R3 — R? mit

2 5 -3 =
e =1 4 7 )| =

(a) Berechnen Sie die Matrix B, die die Abbildung ¢ beziiglich der folgenden Basen
ausdriickt:

v =(1,1,1)", v=(1,1,00", wv3=(1,0,0)" imR* und
wy = (1,3)", wy=(2,5)" imR%
1

(b) Welche Koordinaten hat ¢ | 2 | beziiglich der Basis {w;,wy}?
1

Lésungshinweise hierzu:
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(a) Wir wollen die Matrix B = oy aufstellen mit V' = {v1, v9, v3} und W = {wy, we}.
Nach dem Satz 3.10.11 gilt

d d

wPv = wllg ¥ g%

Wegen id(v;) = v;, i = 1,2,3 folgt sofort

Analog erhalten wir

Dj .
R

Fir .o, brauchen wir

wled=(1) wted=(2). eler=(23).

es ergibt sich

Die Matrix erhalten wir als

WQOV

_ = -5 2 2 5 =3
whv = w9 g¥r g% = 3 —1 /) \1 =4 -7 )"
—40 —41 -8
22 24 5 )
Die Aufgabe kann auch mit Satz 3.8.6 direkt gerechnet werden.
(b) Wir berechnen
; (2-1+5-2-3-1\ _ 9
lT) \ti—a2-7a )T - )

Mit Hilfe von Satz 3.10.11 erhalten wir
1 1

. —5 2 9 ~73
w? f = widp gy f _(3 —1)’(—14)‘(—41)'

==
O = =
o O =
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 25.

Berechnen Sie die Determinante der Matrix A, die gegeben ist durch

—1

co~ oo o
o oo oo
— o oo oo
cCoo R~ N W
Co O~
oo o Ul

Losungshinweise hierzu: Um die Determinante von A zu berechnen, entwickeln wir dreimal
jeweils nach der ersten Spalte (siehe 3.13.4) und erhalten

0031 —1
00 2 4 2 8‘;’}1_21 31 —1
det A=(=1)]0 0 1 1 5 |=(-1) =(-1)| 2 4 2
011 5
1000 0 Lo 0 o 11 5
0100 0

Fiir die tbrigbleibende 3 x 3-Matrix verwenden wir die Regel von Sarrus (siehe 3.11.5), wir
erhalten als Ergebnis

det A = (—1) — (=1)(60+2—2+4—6—10) = —48.

— N W
— R

Aufgabe H 26.
Gegeben sei fiir € R die Matrix A, durch

1 1 =2
A,=1 2 3 «
1 -1 0

(a) Bestimmen Sie fiir welche o € R die Matrix A, invertierbar ist.

(b) Berechnen Sie die inverse Matrix von A,, falls sie existiert.

Losungshinweise hierzu: Mit der Regel von Sarrus (siehe 3.11.5) bestimmen wir die
Determinante von A, und erhalten

detA, =0+a+4+6+a+0=2a+10
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Also wissen wir dass fiir &« # —5 die Determinate nicht null ist und damit die Matrix
invertierbar ist.
Um die Inverse zu berechnen benutzen wir die Gleichung, die wir in Aufgabe P30 (d)
gewonnen haben. Sie lautet
1
= A
det A™

wobei A die adjunkte Matrix ist, die die Eintrige ;. = (—1)7* det Ajj, hat. Siehe auch
Skript Definition 3.13.1. Wir berechnen die adjunkte Matrix A, zu A, und erhalten

A—l

A, = 2 2 2
a+6 —a—4 1

Mit der Gleichung erhalten wir die Inverse als

1 a 2 «oa+6
Al = a 2 —a-—4
2+ 10 5 9 1

Um uns zu vergewissern, dass keine Fehler gemacht wurden, machen wir eine Probe:

1 a 2 a—+6 1 1 =2 1 00
A;l-Aa:2 10 a 2 —a—4 ]| 2 3 « =010
@ 52 1 1 —1 0 00 1
Aufgabe H 27.
Gegeben sei die folgende Matrix
cos(x) 1
1 2 cos(x) 1
1 2 cos(x) 1
An = .. . - € R™>™,
. 1
1 2 cos(x)

Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion det A,, = cos(nz).

Lésungshinweise hierzu:
Im Weiteren wird mehrmals eine wichtige Rechenregel fiir den Kosinus verwendet:

cos(a) cos(b) = % (cos(a+b) 4 cos(a — b)) . (4)

Man kann diese Regel einfach nachrechnen, indem man das Additionstheorem (im Skript
1.8.3) auf die rechte Seite anwendet.
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@ Wir beginnen mit dem Induktionsanfang, indem wir die Behauptung fiir n = 1 und fiir
n = 2 nachrechnen:

det A} = det (cos(x)) = cos(z) = cos(1 - z)

B cos(x) 1 B L@ .
det Ay = det < 1 2 cos(x) ) = 2cos(z) cos(z) — 1 = cos(2 - )

@Sei die Induktionshypotese fiir n — 1 und n — 2 bereits erfiillt. Das heiBt es gelte

det A,—1 = cos ((n — 1)z) und det A,—2 = cos ((n — 2)x).

Wir beweisen, dass die Behauptung auch fiir n erfiillt ist. Dazu berechnen wir die De-
terminate von A,,, indem wir nach der letzten Spalte entwickeln. Die erste Matrix, der dabei
auftrettenden Matrizen, erkennen wir als A,,_;. Die zweite miissen wir weiter berechnen,
indem wir nach der letzten Zeile entwickeln. Insgesamt erhalten wir

cos(x) 1
1 2 cos(x) 1
det A, = 2 cos(z) det A,_1 + (—1) 1 2 cos(x)
' 1 0
1 2cos(z) 1
0 0 1

= 2cos(z)det A,—1 + (—1)det A,,_o.
Benutzen wir nun die Induktionshypotese, dann erhalten wir das Ergebnis
det A,, = 2cos(z)cos ((n — 1)x) — cos ((n — 2)x)

@ cos (nx) + cos ((n — 2)z) — cos ((n — 2)x)

= cos (nz) .
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 28. Schmidtsches Orthonormierungsverfahren
In R3 sind die Vektoren v; = (1,0,—1)", v = (1,1,—1)" und v3 = (—1,2,—2)" gegeben.
(a) Konstruieren Sie (mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormierungsverfahrens) eine Ortho-
normalbasis F': fi, fo, f3 von R3 derart, dass L (f1) = L (v1), L(f1, f2) = L (v, v9)
und L (fy1, fo, f3) = L (v1, v2,v3).

(b) Lisst sich mit Hilfe dieses Verfahrens auch eine Orthonormalbasis von R? konstruieren,
wenn 03 = (—1,2,1)" statt v3 verwendet werden soll?

Losungshinweise hierzu:

(a) Nach dem Schmidtschen Orthonormierungsverfahren erhalten wir den ersten Vektor

als
1
U1 1
=—=— 0
TRV A W
Weiter erhalten wir
1 9 1 0
fr=un—(elffi=( 1 -5 0 =1
-1 -1 0
» 0
Ja = f—i =1
5\
Zuletzt erhalten wir den dritten Vektor als
-1 1 1 0 1 -3
fs=uv—(wulf)fi—(wlf)fo={ 2 | -5 0 =21 ]=5] 0
-2 -1 0 -3
-1
fs 1
fom = 0
s val
Insgesamt erhalten wir die Orthonormalbasis
PO (N VR I VRN Y
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(b) Ersetzt man nun vs durch v3, so erhdlt man entsprechend zu f; den Nullvektor als

Ergebnis
-1 _9 1 0 0
G (G A= (Gl = 2 | -5 | 0 |-2| 1 |=[0
1 -1 0 0

den man nicht normieren kann. Dieses Problem tritt auf, weil die Vektoren vy, vo, U3
linear abhangig sind.

Aufgabe H 29. Drehachsen und Drehwinkel

Gegeben seien die affinen Abbildungen o :u+— Au, f:v— Av+sund v:w+— Aw +1t
von R? nach R3 mit

L2 12 1 1
A=z 2 2 -1, s=| -5 |, t=11
-1 2 2 4 1

(a) Bestdtigen Sie, dass «, 5 und v Bewegungen sind. Handelt es sich um eigentliche
oder uneigentliche Bewegungen?

(b) Zeigen Sie, dass « eine Drehung ist, indem Sie die Drehachse (die Menge aller Fix-
punkte = mit = «(z)) und den Drehwinkel bestimmen.
Hinweis: Finden Sie zur Berechnung des Drehwinkels einen Vektor y, der orthogonal

zur Drehachse ist, und berechnen Sie den Winkel zwischen y und «(y) oder benutzen
Sie 4.6.20.

(c) Bestimmen Sie die Fixpunkte von 3 und v (also die Punkte  mit 5(z) = x bezie-
hungsweise (z) = x). Kann es sich auch bei 5 und v um Drehungen handeln?

Losungshinweise hierzu:

(a) Nach 4.6.4 ist eine affine Abbildung eine Bewegung falls ihr linearer Anteil durch eine
orthogonale Matrix beschrieben wird. Wir berechnen also

1

AAT = 5 = Es.

o O O
o © O
o O O

Also sind «,  und v Bewegungen. Da die Determinante von A den Wert +1 hat,
sind alle drei Bewegungen eigentlich.

(b) Nach 4.6.16 ist « eine Drehung. Die Bedingung = = a(x) = Ax lasst sich umschrei-
ben in (A — E)x = 0. Die Fixpunkte werden also durch das LGS

L -1 12 7
3 2 -1 -1 T | =
1 2 -1 T3

o O O
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1
beschrieben. Die allgemeine Losung dieses Gleichungssystems ist L 1 . Ein
1
1
Vektor, der senkrecht auf der Drehachse steht ist beispielsweise v = | —1 | . Hier gilt
0
1 . (v]a(v) _1
a(v) = | 0 |. Der Drehwinkel ¢ erfiillt also (nach 4.6.20 cos¢ = TR =3
-1 v
3y LT
und betrdgt damit 3
(c) Die Fixpunkte der Abbildung 3 werden durch die Gleichung
1 2 -1 2 T 1
g 2 2 —1 — E3 ) =—1-5
-1 2 2 x3 4
1 5
beschrieben. Die Losung dieses Gleichungssystems ist L 1 + | —4]. Es kann
1 -1

sich also um eine Drehung handeln (es ist auch tatsachlich eine).
Die Fixpunkte der Abbildung v werden durch die Gleichung

) 2 —1 2 ) 1
3 2 2 -1 | =By [2]=—|1
-1 2 2 T3 1

beschrieben. Diese Gleichung hat keine Ldsung, daher kann es sich nicht um eine
Drehung handeln (+y beschreibt eine Schraubung).

Aufgabe H 30. Komposition und Inverse von Bewegungen

Gegeben sind Bewegungen a: R" — R": 2 +— Az +s und : R" - R": x — Bz +1t.
Zeigen Sie, dass die Komposition 3 o a ebenfalls eine Bewegung ist.

Zusatz: Ist jede Bewegung invertierbar?

Sind die Inversen von Bewegungen wieder Bewegungen?

Losungshinweise hierzu: Die Komposition 3 o « ist die Abbildung
Boa:R" - R": z— B(Ax +s) +t

welche den linearen Anteil BA hat. Es ist also zu zeigen, dass BA eine orthogonale Matrix
ist, dass also (BA)(BA)" = E gilt. Wir berechnen

(BA)(BA)" = (BA)(A'B") = B(AA"B" = BEB' = BB' = E.
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Also ist 3 o o eine Bewegung. Die inverse einer Bewegung ~v: R” — R":  +— Cx + u ist
die Abbildung v~ ': R" — R": x — C~!(z —t) welche den linearen Anteil C~! hat. Da C'
eine orthogonale Matirx ist, gilt C~' = C'". Wir berechnen

et ) =cT (CT)T Sellelyo)

1

Also ist 7~ eine Bewegung.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 31.
Gegeben ist im R3 die Ebene, die beschrieben wird durch die Gleichung

2[1/’1 —f- 2[)’22 —|— T3 = ]_5

Finden Sie eine Matrix A und einen Vektor t so, dass die Spiegelung an der Ebene beschrieben
wird durch die affine Abbildung = +— Ax +t.

Losungshinweise hierzu: Um die Spiegelung an der Ebene zu beschreiben, bilden wir zu
jedem Punkt (Z),72,#3) € R den Spiegelpunkt (&1,#s,43). Der Vektor n = (2,2,1)"
steht orthogonal auf der Ebene (Satz 2.9.5), folglich ist die folgende Gerade orthogonal zur
Ebene und geht durch den Punkt (Z1, &5, Z3).

T T Zi'l 2
h = 2o | €R®| |ao | =22 +t|2],teR
T3 T3 1~73 1

Um den Schnittpunkt der Geraden h mit der Ebene zu erhalten setzen wir die Punkte von
h in die Ebenengleichung ein:

201 + 4t + 229 + 4t + 23+t = 15,

daher liegt der Schnittpunkt mit der Ebene bei

15— 221 — 225 — 23
0 — 9

Der Spiegelpunkt (1,22, Z3) liegt also bei
2%, = 30 — 42, —94562 — 2@37

und ist durch die folgenden Koordinaten gegeben:

1
By = 5 (60 + 31 — 87y — 473),

1
f2:§(60—8i’1+£2—4j’3>,

1

Also erhalten wir

~, - 1 8 4 ~, 20
o . : Y T\ k!
[0 T = i) = —9 5 9 i) + 3
~, A 4 4 7 ~, 10
& & 5 7o 0§ 3 3
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Aufgabe H 32.
Gegeben sind das Standard-Koordinatensystem [E und das affine Koordinatensystem

2 -2 3 2
F= 2 || 2. -3].| -3
1 -3 4 3

im R? sowie die lineare Abbildung o : R3 — R? : v = Av mit

0
4

1
A=\ -3
2 -2

W O =

Geben Sie die Koordinatentransformationen
dung o bzgl. des Koordinatensystems [ an.

p und .k, sowie die Beschreibung der Abbil-

Losungshinweise hierzu: Man erhilt mit der Formel _x (v) = F'v + P aus der Vorlesung
direkt

-2 3 2 2
php 1 U 2 -3 =3 v+ 2
-3 4 3 1

und mit der Formel s (v) = F~'(v — P) fiir die Umkehrabbildung

3 -1 =3 2 3 -1 -3 —1
plig 1 U 3 0 —2 v — 2 = 3 0 =2 v+ —4
-1 -1 0 1 -1 -1 0 4

Nach Satz 4.7.12 wird die Abbildung « bzgl. des Koordinatensystems F durch

0 -1 -3 7
vies FT'"AFv+ FY AP -P+t)=[ 2 =5 -8 |v+ | 10
0 2 4 —4

mit ¢ = 0 beschrieben.

Zusatzaufgabe H 33. Fortsetzung von Aufgabe P 36.

Die Fourier Approximation N -ter Stufe ist gegeben durch
N

fn(z) = Z Ao ().

n=—N

Benutzen Sie ein Computerprogramm ihrer Wahl (WolframAlpha.com, Maple, Mathematica,
Matlab, ...) oder einen Taschenrechner um fi, f3, f5, f7, ...zu zeichnen. Zeichnen Sie
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zum Vergleich auch f selbst.
Berechnen Sie den Fehler ey fiir N =1,3,5,7,..., der definiert wird durch

ex = |If = vl =V (F = x| f—fn)

Hinweis: Die auftretenden Integrale diirfen nachgeschlagen oder naherungsweise berechnet
werden.

Lésungshinweise hierzu: (inclusive Losungshinweisen zu Aufgabe P 36.)
Wir machen eine Fallunterscheidung und erhalten fiir n > 0

/ F(@)pn(x f/ sin(na dx:T(cos( ) — cos(nm)) :1_\/(_#1)”.

Fiir n < 0 erhalten wir mit der selben Rechnung

L L o
/ f(z)on(x \/_ B cos(nz)dx = T (sin(nm) —sin(0)) = 0.

Bleibt der Spezialfall n = 0.

_:f(a;)%(x)dx _ \/%/mex: \/g

Zusammenfassend kann man die Koeffizienten aufschreiben durch

0 furn <0

ay = \/; firm=0 .

1-(-1)" g
e firn >0

Mit diesen Koeffizienten ergeben sich die Funktionen fy als

fn(z) = % + Z #sin(nw).

Um die Funktionen f5 zu zeichnen kann bei WolframAlpha.com zum Beispiel der Befehl

VORSICHT: Beim Kopieren der folgenden Quellcodes kann es passieren, dass die Zeichen % und *
kaputt gehen, sie miissen neu eingetippt werden.
Um die Funktionen f5 zu zeichnen kann bei WolframAlpha.com zum Beispiel der Befehl
1/2 + 2xSin[x]/Pi + 2%Sin[3xx]/3/Pi
eingeben werden. In Mathematica zeichnet der Befehl
Plot[1/2 + Sum[(1—(—1)"m)/m/PixSin[mxx], {m, 1, 5}], {x, —Pi, Pi}]

die Funktion f5. Und dann zeichnen wir noch f; in Matlab:
x = linspace(— pi, pi, 100);
y =1/2;
for k=1.7
y =y + (1—(—1)"k)/k/pixsin(kx);
end
plot(x,y);
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Um die Fehler eq, ..., e; zu berechnen benutzen wir Maple:
f :=x —> piecewise(x<0, 0, 1);
fn == (n, x) —>1/2 4+ sum( (1—(—1)"m)/(Pixm)xsin(m#x) , m=1..n );
seq(int( (f(x)—fn(n, x))"2 , x=—Pi..Pi ), n=1..7);
evalf (%);
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 34.
Gegeben ist die Matrix

5 —2 —4
A= —2 8 —2
—4 -2 5

Bestimmen Sie alle Eigenwerte von den Matrizen A, A? und A0,
Losungshinweise hierzu: Das charakteristische Polynom von A lautet
5—A -2 —4

Xa(A) = det(A — \Es) = -2 8=\ =2 |=-AA-9).
—4 -2 5=

Die Nullstellen dieses Polynoms (die Eigenwerte von A) sind
A =0, dA=X3=0.
Wenn ) ein Eigenwert von A ist, existiert v € R mit
Av = \v. (1)

Mit (1) erhalten wir
A%v=A-Av = A\v = N\ Av = \v.

Also ist ;1 = \? ein Eigenwert von A% zum Eigenvektor v. In unserem Fall sind die Eigenwerte
von A?

=0, o= p3=9%=8l.
Analog berechnen wir Eigenwert v von A% (A% = 4v):

AA  Av=2A-A..  Av=)NA-A. . Av=\",
—— S—— ——

100 99 98

Also, v = A% und wir erhalten

1 =0, 7 =nr;=9""

Aufgabe H 35.
Finden Sie eine 3 x 3-Matrix, die die Eigenwerte 1,2 und 3 hat und zu diesen die Eigenraume

1 1 0
vin=L|[2]]., ve=L[[-1]] vE)=L|[]o0
0 0 1
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Lésungshinweise hierzu: Die Vektoren

1 1 0
2 —1]und |0
0 0 1

bilden eine Basis aus Eigenvektoren von A. Nach 5.3.1 muss also gelten T7'AT = D mit

1 10 1
T = 2 -1 0 und D= 0
0 01 0

o NN O
w o O

Berechnung der Inversen ergibt

(1 1o
T'==|2 -1 0
3\o o0 3
Damit gilt
) 5 -1 0
A=TDT'==| =2 4 0
3V 0 009

Aufgabe H 36.

Berechnen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A.

A—

QO |00 Do [ Do
O INLR [ DOwo =
SISOV EdVIT )

Losungshinweise hierzu: Das charakteristische Polynom fiir A lautet

2y _1 2
3 3
) =det(A—AE)=| 2 2-X%  —ll—gonmoar.
10
Die Nullstellen dieses Polynoms (die Eigenwerte von A) sind
1 V3, 1 V3,
)\1—1, )\2—§+7Z, )\3—5—72.

Die Eigenvektoren v, zu diesen Eigenwerten erhdlt man durch Lésen des entsprechendes LGS
(A - )\kEg)Uk = 0, k= 1, 2, 3.

Fir Ay = 1 erhalten wir

’U1:0,

QO =00 [N | =
|
I
Wb
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woraus sofort folgt

1
vw=t| 1 |, teC\{0}.
1
Als Eigenraum erhalten wir
1
1
Analog ergeben sich fiir Ay = 5 + 3°4:
1_ V3, _1 2
‘ ? 2 1 \/53. :1))
5 598 —3 | =0
_1 2 1 V3
3 3 6 2
Wir erhalten
_1_ 3y
2 7 72
V(h) =L (%+§i
1
Fir A3 = % — \/751 erhalten wir
1, V3
-3 + 72
V(As) =L 1
1

Aufgabe H 37.

Es seien die Matrizen A, E,, 0 € R"*" gegeben, wobei A eine beliebige Matrix, E,, die
Einheitsmatrix und 0 die Nullmatrix ist. Wir definieren die Matrix M € R?"*?" durch

0 A
M_(ELO>
Zeigen Sie: Ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, dann sind w™ bzw. w~ Eigen-
vektoren von M zum Eigenwert p* bzw. p~. Hierbei sind

w+:<'u+v), w_:(M_U>' pt=4Va pm ==V

(% (%

Lésungshinweise hierzu: Der Beweis geht in gleicher Weise fiir w™ und w~, deshalb
schreiben wir in den Gleichungen w*. Wir betrachten Mw* und erhalten:

+ (0 A pFo\ Av (M
Muw _<En 0)( v T\ pFEw )\ pfo

(O Y () <
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Also ist w™ ein Eigenvektor zum Eigenwert ™ und w™ ein Eigenvektor zum Eigenwert 1~ .
g g K g K

Aufgabe H 38.
Berechnen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix M € R®*¢ gegeben durch

-1

co~ooo
o ococoo
— oo oo
cCoo~ N W
fon R Wi T S N
oo T

Hinweis: Benutzen Sie die Aussage von Aufgabe H 37.
Losungshinweise hierzu: Nach Aufgabe H 37. geniigt es die Matrix A gegeben durch

—1
A=

_ N W

1
4 2
1 5
auf Eigenwerte und -vektoren zu untersuchen. Diese werden dann verwendet um die Eigen-

werte und -vektoren von M aufzuschreiben. Wir berechnen die Determinate von A — \Ej3
und erhalten

det (A= AE3) = (3= M)A —-N(BE-N)+2-2— (23 =X +2(5-\) — (4— X))
— (3N - N(5-A\) — (12— 3))
=(A=0)(B=N0B-A)—4)

— (4= N2 = N6

Wir untersuchen die Matrix A weiter auf Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; =2, Ay =4
und A3 =6.

1 1 -1 1 10 1
M=2~12 2 2 ~ 1001 ]|~V(?2)=L -1
11 3 0 00 0
-1 1 -1 1 01 1
Ao =4 ~~ 0 ~1 010 |]~V(H4=L 0
1 1 1 0 00 —1
-3 1 -1 1 0 0 0
A3 =6~ 2 =2 2 ~ 101 =1 | ~»V(6)=L 1
11 -1 00 O 1
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Damit hat M die Eigenwerte py = V2, M2 = —V2, U3 = Vi =2, Wy = V4 = -2,
s = v/6 und g = —v/6. Und die dazugehdrenden Eigenvektoren:

V2 V2 2
/92 V2 0
w1 = 0 Wy = 0 W3 = —2
1 ' 1 ' 1
—1 -1 0
0 0 -1
-2 0 0
0 V6 —/6
Wy = ? ) Wy = \éé Weg 0 6
0 1 1
-1 1 1
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 39.

Gegeben sei die quadratische Form
q: R® = R: (z1, 79, 13) — 27 + 223 + 3x§ — 2x1T9 — 22973.
Bestimmen Sie die symmetrische Matrix A € R3*3, so dass sich ¢ schreiben l3sst als
q(z) = 2" Az

Bestimmen Sie, ob ¢ positiv definit, negativ definit oder indefinit ist.

Lésungshinweise hierzu: Wir erhalten die Matrix A, gegeben durch

Nach Lemma 6.1.8 konnen wir die Eigenwerte von A untersuchen, um zu entscheiden, ob ¢
positiv-, negativ- oder indefinit ist. Wir erhalten das charakteristische Polynom

xa(A) =det(A—AE,) = (1-X)2-N)B-A)—-(1-X)—-(3-2X)
=(1-=-XN)2-=-NB=X)—-2(2-2)
=(2-XN) (N —4r+3-2)

2= (A-2+v3) (A-2-V3).

Daher besitzt A die Eigenwerte A\; = 2, Ay = 2443 und A3 = 2—+/3. Damit ist q positiv
definit nach Lemma 6.1.8, weil alle Eigenwerte positiv sind.

Aufgabe H 40.
Gegeben sei die folgende Familie von Quadriken
o+ y? 4 22+ 2az2 = 1, a € R.

Bestimmen Sie um welchen Typ (nach Definition 6.2.6) es sich in Abhangigkeit von a € R
handelt.

Losungshinweise hierzu: Zuerst wird die Quadrik in die Form z' Az 4+ 2a'z +¢ = 0
gebracht. Wir erhalten

1
A= 0
a

o = O
_ O
Q
Il
(e
c
S
o
9}

Il
|
—
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Hiermit kdnnen wir A, aufstellen und bekommen
-1 0

0
0
AEI’W - 1
0

o O O
L O
— o Q O

Weiter berechnen wir die Range von A und A,.,. Wir erhalten

[ 2 firae{-1,1} [ 3 firae{-1,1}
RgA_{ 3 firag{-1,1} RgAerW—{ 4 firag{-1,1}
Also ist Rg Aerw — Rg A = 1 und damit ist die Quadrik ) eine Mittelpunktsquadrik fiir alle
aceR .

Aufgabe H 41.
Gegeben sei die Matrix

17 0 2V3
A= 0 21 0
2v/3 0 13
V3
Der Vektor 0 ist ein Eigenvektor von A. Bestimmen Sie alle Eigenrdume und alle

1
Eigenwerte von A.

Losungshinweise hierzu: Wir multiplizieren A mit dem gegebenen Eigenvektor v; um den
Eigenwert \; zu bestimmen. Wir erhalten

17 0 2V3 V3 19/3 V3
Avy = 0 21 0 0 = 0 =19 o0
23 0 13 1 19 1

Damit ist A\; = 19. Einen zweiten Eigenwert mit Eigenvektor kann man aus der Matrix direkt

ablesen. Wir erhalten
0

)\2 =21 und Vg = 1
0
Da die Matrix A symmetrisch ist, kdnnen wir den dritten Eigenvektor bestimmen, indem wir
vy orthogonal zu vy und vy wahlen. Wir berechnen

-1
V3 = V1 X Vg = 0
V3
und erhalten mit
17 0 2v3 —1 —11 -1
Avs = 0 21 0 0 = 0 =11 0 ,
23 0 13 V3 113 V3
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dass der Eigenwert A3 = 11 ist. Die Eigenraume sind also

V3 0 -1
V(19) =L 0 , Vel =L| |1 , V(3) =L 0
1 0 V3
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 42.
Gegeben sei folgende Quadrik

22+ 2 4 2% 4 2amz = 1, a € R.

(a) Klassifizieren Sie diese Quadrik in Abhangigkeit von a.

(b) Geben Sie eine auf Hauptachsenlage transformierende Drehung an, sowie die Quadrik
nach dieser Transformation.

Losungshinweise hierzu: Die Gleichung der Quadrik lautet " Az 4 24"z + ¢ = 0 mit

1 0 a 0
A=1 0 1 0 |, a=1| 0 und c= —1.
a 0 1 0

Fiir a = 0 ist diese Quadrik bereits in Normalform, wir konnen also im folgenden a # 0
annehmen. Die Eigenwerte von A erhalten wir als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

1-XA 0 a
Xa(A) = det(A—AE3) = det 0 1-Xx 0 =A=-1)(A—=14+a)(=A+1+a),
a 0 1-2A

also als
)\1:1, )\Qzl—a, )\3:1+a.

Jede symmetrische reelle Matrix ist orthogonal diagonalisierbar (Satz 5.4.2). Deshalb existiert
eine regulare Matrix F' mit

MO0 1 0 0
FTAF=| 0 X 0 |=]|01-a 0 :
0 0 X 0 0 1+4a

und die transformierte Quadrik hat die Gleichung
2 2 2 _
y1+(1_a)y2+(1+a)y3_1_0'
oder nach Division
—yi —(1—a)y; — (1+a)y; +1=0.

(a) Dies ist ein elliptischer Zylinder fiir a = —1 und a = 1, ein Ellipsoid fiir —1 < a < 1
(dies gilt auch im oben erwihnten Fall @ = 0) und ein einschaliges Hyperboloid fiir
a < —1 odera>1.
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13. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b) Falls a = 0 gilt, ist die Drehung die identische Abblidung. Im Fall a # 0 erhalten wir
die Eigenvektoren v; zu den Eigenwerten )\, durch Losen des entsprechendes LGS

(A—)\k)vk:(), k= 1,2,3.

Fir Ay = 1 erhalten wir

0
V(1) =L 1
0
Analog ergeben sich
—1 1
V(1—a)=L 0 , und V(1—a)=L 0
1 1
Dies liefert die Transformationsmatrix
1 0 -1 1
F=—1[+Vv2 0 0
V2 0 1 1

Die benétigen Koordinatentransformationen erhalt man mit F' als

.
pfip(v) = Fv, ok (v) = F o

Die Gleichung der Quadrik nach dieser Transformation ist durch
i —(1—a)ys —(1+a)y; +1=0

gegeben.

Aufgabe H 43.
Gegeben sei die Quadrik ) durch

Q= {(:)s,y,z) €R3| 4$2+y2+22—4xy+4:vz—2yz—4$~|—2y—22:0}.
Die Gestalt von () ist ein paralleles Ebenenpaar. Bestimmen Sie Ebenen F; # Es, die in Q)
liegen. Bestimmen Sie den Abstand zwischen E; und FEj.

Losungshinweise hierzu: Nach der affinen Klassifikation (6.3.7) besitzt ein paralleles Ebe-
nenpaar die Normalform A;x3 = 1. In diesem Fall bekommt man die parallelen Ebenen durch
r1 =41 und 27 = —1. Wir wollen ) auf diese Form bringen und betrachten dazu
(ax + by +cz+d)* — 1
= a*2® + b*y? + 2% + 2abay + 2acxz + 2beyz + 2adx + 2bdy + 2cdz + d* — 1

$4x2+y2—|—22—4xy+4xz—2yz—4x+2y—2z
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Was fiir a =2, b= —1, ¢ =1 und d = —1 erfiillt ist. Wir kdnnen also ) beschreiben
durch

e —y+z—-1> =1 <= 2w—y+z—1l=+4loder2zx —y+z—1=-1
Damit haben wir eine Beschreibung fiir die Ebenen E; und E5 gefunden, niamlich
Er = {(z,y,2) €R3} 20 —y+2z=2} und Ep,={(z,y,2) €R3‘ 20 —y+2=0}.

Wir bestimmen den Abstand von E; zu Es, indem wir den Abstand zwischen (0,0,0) € Es

und E; messen und erhalten \/lg.

Aufgabe H 44.
Gegeben sei die Quadrik

Q= {a: € R? ‘ 1’% +£B§ —1—9&% 4 22129 + 22123 + 22003 + \/6:53 _ 0} _
Berechnen Sie eine euklidische Normalform von (). Geben Sie das Koordinatensystem, in

dem () diese Normalform hat und die zugehorige Koordinatentransformation an.

Losungshinweise hierzu: Die Gleichung der Quadrik lautet ' Az 4+ 24"z + ¢ = 0 mit

0

1 11
A= 11 1], a= 0 und c=0.
1 11 3

2

Erster Schritt: Diagonalisierung.
Wir erhalten die Eigenwerte von A als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

1-x 1 1
xa(\) = det(A — AE3) = det 1 1-Xx 1 = A3 - 1)),
1 11—

also als
M =3, X=A3=0.

Die Eigenvektoren v, zu diesen Eigenwerten erhdlt man durch Lésen des entsprechendes LGS
(A—)\k)vk:O, k= 1,2,3.

Fir Ay = 3 erhalten wir
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Analog ergeben sich fiir Ay = \3 = 0:

woraus sofort folgt

—t—3s
v = t ], tseR\{0}.
S
Als Eigenraum (zweidimensional) erhalten wir
o 3 —1 3 -1
V) =L (. fi), mie f={ 1|, fi={ o
0 1

Die Vektoren fQ* fg stehen nicht senkrecht aufeinander, deshalb bilden wir eine orthogonale
Basis

-1 -1
0 2
Wir missen die f/ normieren:
1 -1 -1
1 1 1
= — 1 s = — 1 s e — _1
S 73 X f2 NG . g NG )

Dies liefert die Transformationsmatrix

1 1 1

V3 V2 e

1 1 1
F=(f1, [ f3) = GV Ty )

oY%

und transformiert den linearen Anteil der Gleichung auf

Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems F = (6, f1, f2, f3) hat unsere Quadrik die
Gleichung

9 2
3y; + —=uy1 +2y3 = 0.

V2
Zweite Schritt: Verschiebung.
Durch quadratische Erganzung sehen wir, wie wir verschieben miissen, um den linearen Term

in Y1 Zu beseitigen
3 2 3 - O
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1 1

T
——,0,—— ] , und erhalten
3v2 12)

Wir verwenden als neuen Ursprung also den Punkt P = (

beziiglich des Koordinatensystems G = (P; f1, fo, f3) mit

1 1 1 1 1>T

P= P=F' P=(——-—— —2 ——
" " (Jé 12v/3° 6" 6V3 6V6

die Gleichung
627 + 223 = 0.

Dieses ist ein parabolischer Zylinder. Die bendtigen Koordinatentransformationen erhalt man
mit /' und P als
T
ghc(v)=Fv—P k. (v)=F (v+P).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 45.
Gegeben seien die folgenden rekursiv definierten Folgen

ap = 2, Ay = Qp—1 + 5, bo = 3, bn = 4bn—11 Co = 5, Cp = 2071—1 + 1.

Bestimmen Sie eine explizite Form dieser Folgen, d.h. eine Ausdruck der nur von n aber
nicht von a,_1, a,_o, ...abhangt.

Losungshinweise hierzu: Wir berechnen die ersten Folgenglieder um ein Muster zu erken-
nen, wir erhalten:

CLO:2, CL1:2+5, a2:2+2-5, (l3:2+3'5, CL4:2+4'5,
Es liegt die Vermutung nach, dass a,, sich schreiben l3sst als
an, L 2 + 5n.

Wir wollen durch vollstandige Induktion beweisen, dass dies der Fall ist.
@ Wir haben die Behauptung bereits fiir n = 0 iberpriift.

@ Im Weiteren nehmen wir an, dass die Behauptung fiir n — 1 bereits gezeigt wurde.

@ Wir erhalten

und haben damit die Behauptung auch fiir n nachgewiesen. Bei * wurde die Induktionshy-
potese verwendet.
Wir verwenden bei der Folge (b,,)nen das selbe Vorgehen und erhalten

Un =0p 1 +5=2+5(n—1)+5=2+5n

b0:3, 61:3'4, b2:3'42, b3:3°43, b4:3'44,

Wir iiberpriifen die Vermutung
by = 3-4"
anhand einer Induktion, wobei wir nur noch auf den Induktionsschritt eingehen:

b, =4b, 1 =4-3-4""1=3.4"

Bei * wurde wieder die Induktionshypotese verwendet.
Gleiches Vorgehen auch bei der letzten Folge:

co=5 ¢1=2-54+1, ¢5=5-2242+41, ¢3=5-224224+2+41,

Wir stellen die Vermutung

n—1
Cn= 52"y 2
k=0
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auf und beweisen sie durch vollstandige Induktion

n—2

n—2
cn:2cn1+1£2<5-2"1+22’f) +1:5-2“+1+22’f+1
k=0 k=0

n—1 n—1
:5-2"+1+22’f:5-2”+22’f.
k=1 k=0

Damit haben wir ¢, in expliziter Form dargestellt. Durch berechnen der Summe kann man
die Form noch weiter vereinfachen, man erhalt

n—1

en=5-2"4> 2F=5.2"4
Aufgabe H 46.

k=0
Gegeben sind die Folgen

o VB (125" (1-V5Y
"5 2 2
bo = O, b1 = 1, bn = bn,1 + bn,Q fir n 2 2.
Zeigen Sie durch vollstandige Induktion, dass a,, = b, gilt.

1-2"

=5-2"4+2"-1=6-2"—1.
1-2 -

Losungshinweise hierzu:
Wir tiberpriifen die Behauptung fiir n = 0 und n = 1. Wir erhalten

V5 \/5(1+\/5_1—\/5>:1:bl_

GOZ?(]_—]_):OZI)O und alz? 5 9

@Wir nehmen an, dass die Behauptung bereits fiir n — 1 und n — 2 bewiesen ist, d.h.

@ Wir betrachten

Ap—1 = bn—l und Ap—2 = bn—2-
bn = bn—l + bn—2

VB ([T (1=vB\"T (1+vB\TT_(1-vE\"T
T 5 2 B 2 + 2 B 2

VB 3+¢5<1+¢5>”‘2_3—¢5<1_¢5>”‘2
)

2 2 2 2

(=) ()
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Damit ist die Behauptung fiir alle n = 0 bewiesen.

Aufgabe H 47. Monotonie und Beschrankheit

Untersuchen Sie die Folge (a,)nen jeweils auf Monotonie und Beschréankheit. Finden Sie
gegebenenfalls eine obere und untere Schranke.
n+2

2n
(b) a, = ncos(mn)

(c) a, =1+ (—g)n

(d) a, =sin (%) sin (%)

Lésungshinweise hierzu:

(a) a, =

(a) Wir berechnen die ersten Folgenglieder

1_21 2_4_1 3_6' 4_8_41 5 101
Auf Grund dieser Ergebnisse versuchen wir zu zeigen, dass die Folge monoton fallend
ist.
‘ n+3 _n+2
< <
an+1 = Qp 27’L + 2 = 2n
<~ m+3)-2n<(n+2)-(2n+2)
— 054

Damit ist die untersuchte Folge monoton fallend und deshalb auch nach oben be-
schrankt durch a; = % Um eine untere Schranke zu finden schatzen wir die Folge ab

und erhalten
n-+ 2 S N 1

Ay =

on —2n 2
Damit haben wir auch eine untere Schranke gefunden, namlich % Also ist die betrach-
tete Folge beschrankt.

(b) Bevor wir die Folge auf Monotonie und Beschranktheit untersuchen, vereinfachen wir
sie zu
a, = (—1)"n.

Wir berechnen wieder die ersten Folgenglieder und erhalten
ap = —1, [ 2, as = —3,

Schon nach den ersten 3 Folgengliedern ist klar dass die Folge weder monoton fallend
noch monoton steigend ist. Bleibt noch zu klaren, ob die Folge beschrankt ist. Dazu
betrachtet man die Teilfolge asr = 2k — oo und sieht, dass die Folge nicht beschrankt
sein kann.
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(c) Wir berechnen die ersten Folgenglieder und erhalten

1*31 2*91 3*27v

Aus dieser Betrachtung sehen wir, dass die Folge nicht monoton ist. Auf Grund der er-
sten Folgenglieder liegen den Verdacht nahe, dass die Folge beschrénkt ist durch 2 von
oben und durch 0 von unten. Wir bestatigen diesen Verdacht durch die Uberlegungen

2 n

2 n
n=1 —— >1-1=0.
a —i—( 3> =

(d) An der Struktur der Folge sieht man sofort, dass sie beschrankt ist. Obere bzw. untere
Schranke ist 1 bzw. —1, weil

= i () ()| = on )i (32 2111

Um die Folge auf Monotonie zu untersuchen berechnen wir die ersten Folgenglieder

und erhalten
V2 V2
a1:7, az = 0, a3:—7, ay =0,

An den ersten vier Folgengliedern erkennt man, dass die Folge nicht monoton ist.

und

Aufgabe H 48. Konvergenz

Untersuchen Sie die Folge (a,)nen jeweils auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenfalls
den Grenzwert

_ (="

() an = n+1
4 cos (%)
b) an=—70
(©) a — 2n —I—Tg—l)

(d) a, =27"cos(mn)

Lésungshinweise hierzu:

—1)"
(a) Die durch a, = (n —l—) 1n gegebene alternierende Folge (a,,)nen:

2 3 4
a1 = —— Ao = — Aq = —— aAs = —
1 27 2 37 3 47 4 57

ist divergent.
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(b) Wir betrachten
4 cos (%)

n+4

4
n+4

0= Jay| =

A

— 0

und erhalten nach dem Sandwichsatz (1.5.6), dass |a,| und damit auch a, gegen 0
konvergiert.

n

(c) Da die Folge ( gegen O konvergiert, konvergiert die Folge

(=n"

2n 4 (=1)"
:—:2
n + n

an

gegen 2 (Lemma 1.5.4).

(d) Wir argumentieren wie in (b) und erhalten
_ 1
0 < |an| = 27" cos(mn)| < on 0.

Mit dem Sandwichsatz erhalten wir, dass die Folge a,, gegen 0 konvergiert.
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Hinweis: Die Abgaben zu diesen Aufgaben werden in der ersten Ubung des kommenden
Semesters eingesammelt und zidhlen zum HM2-Schein.

Aufgabe H 49.
Gegeben sei die Folge (a,).en gegeben durch

(a) Bestimmen Sie lim a, und lim a,.

n—od n—o00

(b) Bestimmen Sie supa, und inf a,, falls sie existieren.
neN neN

(c) Bestimmen Sie alle Haufungspunkte von a, .
(d) Entscheiden Sie, ob a,, konvergent ist.

Losungshinweise hierzu: Zuerst bemerken wir, dass sich die Folge auch in der folgenden
Form schreiben lasst:

o= () - Eg)j)n fiir n gerade

fiir n ungerade

2

(a) Dank dieser Darstellung sieht man, dass man die Folge a, in zwei Teilfolgen mit
unterschiedlichem Konvergenzverhalten aufteilen kann:

3 n 1 n
<§) — 400 und (—5) — 0 fiir n — oo. (2)
Deshalb gilt o
lim a, = 400 und lim a, = 0.

(b) (2)" ist monoton wachsend und deshalb gilt
n 0
inf (5) - (§> 1
neN 2 2
n gerade

|(=2)"| ist monoton fallend und deshalb kann die Teilfolge keine kleineren Werte als

1 . .
—% = (—3)" annehmen. Insgesamt gilt damit

sup a, = +oo und infa, = —=.
neN neN 2

(c) Mit (2) sieht man, dass 0 der einzige Haufungspunkt ist. 400 wird als uneigentlicher
Haufungspunkt bezeichnet.
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(d) Die Folge (a,)nen besitzt eine divergente Teilfolge und ist deshalb selbst auch diver-
gent.

Aufgabe H 50. Sitze iiber Konvergenz

Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenfalls
die Grenzwerte

3 _
@ @ =
—6
(€) e = 22: 2—+11
(d) d, = 15_"12 + 2/

©) 14+2+34--+n
en =
VInt+1
(f) Jn=Vn+1-— \/ﬁ
Lésungshinweise hierzu:

(a)

5n3
2n2

5n3
—1+2n2

5n3
1—2n2

>
1 —2n2 ‘

Da gn fiir n — oo gegen oo strebt, ist die Folge a,, divergent.

(b) Wir zeigen zunachst: Wenn (z,),en eine konvergente Folge mit x; > 0 ist und
lim x, =z > 0 gilt, dann konvergiert auch die Folge (\/Z,)nen und es gilt

n—oo

lim /x, = Vx.
./xn—i—\/iz Ty — T
VI +VT T, + T

Fir n — oo konvergiert der Zahler gegen 0, der Nenner ist groBer oder gleich x,
somit gilt

Vi = Vi = (Va, = V)

lim /z, — vz =0

n—od

und die Folge (\/T,)nen konvergiert gegen \/x.

_ n (—1n — 6) _
lim b, = lim —\/_ 6”: lim Vn - :0 6:
n—00 n—oo 3n4+1  noo p(341) 340
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(<)
M2+ 1 n? (24 o nly/ (24 72)
lime¢, = lim ——= _
n—00 n—oo 2n — 1 nﬁoo -1 nﬂoo 2n —1
,/2+ 2+ = ) NG

(d) Nach 1.5.7 gilt lim 2'/" = 1. Ferner ist

5n? ,
ik e T
Dies ergibt zusammen lim d, = -5+ 1= —4.
(e) Nach 1.2.2 der linearen Algebra ist
n+ 1
Zﬂ -
Also gilt
. 14243440 @ _ (*+n)
lim e, = lim = = lim —=—— = lim -
n—oo n—oo 9n —+ 1 n—oo /n4<9+ n—oo 2 ‘n2| / 9+ n4
1 1+ 11+0 1
n— o0 (9+ # 9+O
(f)
vn+14++vn
lim f, = lim vn+ —\/ﬁ—hm n—+ NG
Bm f, = lm Vb N
(Vn+12—(n)? _ . 1

lim —hm—:
n—co  \/n+14++/n n—co\/n+1+4+/n

Aufgabe H 51.

Berechnen Sie den Grenzwert der folgenden Reihen.
@ > (3) OPpeaa © 35
n=0 n=0 n=>5

Losungshinweise hierzu:
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(a) Nach Beispiel 1.8.4 aus der Vorlesung berechnet man geometrische Reihen durch die
Formel

(b) Durch Umformungen kann man diese Reihe auf geometrische Reihen zuriickfiihren,
man erhalt

o0

243 1 (SN /1\" = /1\" 1 3 7
- - = - — =~ (24+42)=—.
— 5 5(%(2) +z%(3>> 5< +2) 10

n

(c) Auch diese Reihe kann man auf eine geometrische Reihe zuriickfiihren, man erhalt

> = /1\" 1 1 1 1
51—n:5 _ _5_1 _____ _—
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