JB' T(érl:flar 1. Gruppeniibung zur Vorlesung Dr. M. Kiinzer
. apl

B. Krinn Hohere Mathematik 1 Prof. Dr. M. Stroppel
Wintersemester 2011/2012

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Hausiibungen Teil 1, empfohlener Bearbeitungszeitraum: 25.-31. Oktober
Aufgabe H 1. \V\olistindige Induktion
Beweisen Sie folgende Aussagen mit vollstandiger Induktion:

(a) Fir jedes n € N ist (n —1)3 +n® + (n+ 1)3 durch 9 teilbar.

(b) Fiir jedes n € N ist 11™"! + 122"~ durch 133 teilbar.

Hinweis: Eine Summe ist durch eine Zahl teilbar, wenn jeder Summand durch die Zahl teilbar
ist (aber natiirlich nicht nur dann). Versuchen Sie daher eine Aufteilung in Summanden zu
finden, von denen Sie wissen, dass sie durch die entsprechende Zahl teilbar sind.

Losungshinweise hierzu:
(a) Der Beweis erfolgt iiber vollstandige Induktion:

Fir n =1 erhalten wir a; = (1 —1)3+ 13+ (1 +1)® = 9 ist durch 9 teilbar.

Fir n + 1 erhalten wir

@ Es gelte a, = (n — 1)> + n® + (n+1)? ist fir n € N durch 9 teilbar.

ns1 =1+ (n+1P+n+2° =+ +1P°+((n—-1)+3)3
=mn—-1°+n"+(n+1)°+9(n—1>+27(n—1)+27
=a,+9((n—1°+3(n—1)+3).

Da nach @ a, durch 9 teilbar ist, ist auch a, 1 als Summe zweier durch 9 teilbarer
Zahlen durch 9 teilbar.

(b) Der Beweis erfolgt iiber vollstandige Induktion:

Fijr n = 1 erhalten wir a; = 111 + 1221-1 = 121 4+ 12 = 133 ist durch 133
teilbar.
Es gelte a,, = 117" 4+ 122771 ist fiir n € N durch 133 teilbar.

@ Fir n + 1 erhalten wir

an+1 = 117’L+1+1 + 122(n+1)—1 — 11 . 11n+1 —I— 144 ) 122n_1
= (144 — 133)11™"! 4144 - 1221

=144 [ 1171 412271 — 133 117

=an

Da nach @ a, durch 133 teilbar ist, ist auch a,,, als Differenz zweier durch 133
teilbarer Zahlen durch 133 teilbar.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 2. Binomialkoeffizienten

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

0 (D))= w ()59 ()
(c) ¥neN: jjo(_l)j(?)zo

Hinweis: Fiir diese Aussagen ist keine vollstandige Induktion notwendig. Es geniigt, die De-
finition der Binomialkoeffizienten und den Binomischen Lehrsatz anzuwenden.

Losungshinweise hierzu:

(a)
n E\ n! k! B nl(n —j)! B
( k ) ( j ) k(= k) Gk — ) Nk — ) n—k)(n— )

- j!(nnijﬂ (k —j>!<v(zn—_jjz! (k=) ( ; ) ( Z:jﬁ )

( i ) ( n;k ) B k!(nni k)!j!(in—_’sz!ﬁ! )

(b)

(c) Der Binomische Lehrsatz

Aufgabe H 3. Volistindige Induktion, Pascalsches Dreieck

Zeigen Sie mit Hilfe des Prinzips der vollstandigen Induktion iiber n, dass die folgende
Summenformel fiir alle m,n € Ny gilt:

("=

k=0
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Stellen Sie das Ergebnis fiir m = 3, n = 1 im Pascalschen Dreieck dar.
Hinweis: Nutzen Sie die Eigenschaften der Binomialkoeffizienten aus.

Lﬁsungshinweise hierzu:

@n=0 % (5 = () =1= (2
@) s gete 3 (%) = (7411,

0

@n—)(n+1):

(]2

A/
3

3 +
w

~——
I

m+n+1 " /m+k
+
Em+n+1§+( Sn+1>>(m+(n+1)+1>
m m+1 m+ 1

Darstellung im Pascalschen Dreieck:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 D 0
N
1 4 6 @ 1
N
1 5 10 10 1

Die blau eingekreisten Zahlen entsprechen der Summe, die Zahl im griinen Quadrat dem
Binomialkoeffizienten auf der rechten Seite. Die Graue Null und die Pfeile verdeutlichen die
Rekursion der Binomialkoeffizienten.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Hausiibungen Teil 2, empfohlener Bearbeitungszeitraum: 2.-7. November
Aufgabe H4. Mengen
(a) Skizzieren Sie die folgenden Mengen

My = {(z,y) eR*| |z|+|y| =1}, My:={(z,y) eR?| |z +|y| <1} .
(b) Skizzieren Sie nun die Mengen

My:={(z,y) eR*| (=2 +(y—1)*<1V(z—2°+(y+1)* <1},
My:={(z,y) eR*| [y| > 1} .
und die Schnittmenge von M;3 und M,.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Bei der Menge M; handelt es sich um den Rand einer Raute (nur die Grenzen).

Y )
1 1
h
p M,
) | X 1N . 1 t
1 h

Die Menge M, ist eine Raute (nur das Innere, ohne Rand).

(b) Die Menge M3 besteht aus zwei Kreisscheiben mit Radius 1 und den Mittelpunkten
(2,1) und (2,—1), wobei der Rand Bestandteil der Menge ist.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Die Menge M, besteht aus zwei Halbebenen, wobei der Rand y = +1 nicht zu der
Menge gehort.

Also ist die Schnittmenge von M3 und Mjy:

Y

2

—_

N

oo
8
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 5. Ungleichungen, Vollstindige Induktion
Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion:

5">n°, neNn=5

Geben Sie insbesondere an, an welcher Stelle Ihres Beweises die Bedingung n = 5 benétigt
wird, d.h. warum als Induktionsanfang nicht n = 1 verwendet werden kann.
(Zusatz fiir besonders engagierte Studenten: k" =2 n*, neNn=k>2)

Losungshinweise hierzu:

n=>5 5 =5
Da auf beiden Seiten der gleiche Ausdruck steht, ist die Ungleichung erfiillt.
@Es gelte 5* > n°, neN,n=>5.

@n—)(n+1):

5n+1:5‘5n§5n5:n5+n5+n5+n5+n5
>n® + 50t +10n* +10n* +5n +1 = (n+1)°
Hier wurde benutzt, dass fiir n = 5 die Ungleichungen n? > 10, n® 2> 10 und n® 2 5n+1

erfiillt sind. Die Abschitzung fiir den zweiten Summanden (n° = 5n*) gilt erst ab n = 5,
daher kann kein kleinerer Induktionsanfang gewahlt werden.

Fiir die Zusatzaufgabe: n=k: kFZ>EF

Es gelte k" > n*, neNn2>k.

@ n — (n+1): Es wird wie oben k-n* in k& Summanden aufgeteilt und verwendet, dass

fiir n > k stets n® > () gilt. Man benétigt dann noch, dass n* > kn + 1 ist, und dies gilt
ab k=3.

Aufgabe H6. komplexe Zahlen

Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form = + yi mit z,y € R:
(1+1)?

(1—1)?

(b) (1+V31)°+(1-+3i)°

(c) (1+0)¥

(d) Im(2 —41i) + Re(]5 + 2i|)

(@) (2-31)(3+21)+

Lésungshinweise hierzu:

(a)
(2—3i)(3+2i) =6+4i—9i+6 =12 — 5i.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Weiter ergibt sich

(12 — 2)2 4 =-1.
Insgesamt ist also
(2 — 31)(3 4 2i) + <1+?)2 —12—-5i—1=11—5i.
(1—i)2
(b)

(14+V3i) 4+ (1 —V3i)? = (1+V3i)2- (1+V3i) + (1 — V3i)?- (1 — V3i)
= (1+2V/3i = 3)(1 + V31) + (1 — 2v/3i — 3)(1 — V3i)
= (=2 +2V/3i)(1 + V3i) + (=2 — 2V/31) (1 — V/3i)
— (=2 — 2v/3i + 2V/3i — 6) + (=2 + 2V/3i — 2V/3i — 6)
— —8-8=-16

(c) Eswurde (1+1)? =2i und (1+41)* = —4 bereits berechnet. Es gilt
(14010 = (1+i)2- (1+1)*")° =2i-16 = 32i.

(d)
Im(2 — 4i) + Re(|5 + 2i[) = —4 + Re(V/52 + 22) = —4 + /29

Aufgabe H7. komplexe Gleichungen
Geben Sie alle komplexen Lésungen z, € C der folgenden Gleichungen an:
(@) 22+22+2=0

(b) (z—i)p=—i
(c) zz—5z=-101

Lésungshinweise hierzu:
(a) Losungsformel fiir quadratische Gleichungen (Mitternachtsformel):

—2+v22-4-1-2
212 = 9.1 =—-14i

(z—i)* = —i = cos £ +isin s = (2—1) = cos z—i-zli +isin Z—i—ﬂi
- 2 2 B 2 3 2 3 )
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. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Also sind die drei Losungen:

Zo = 14 cos

z3 = 14 cos

(c)

ZzZ — bz = —101

Mit z =z + iy, 2 =2 — iy, 272 = 2% + y* erhilt man
2?4+ y* — 5(x +iy) = —10i

und somit 22 +y? — 5z = 0 und —5y = —10. Die zweite Gleichung ergibt vy = 2,
eingesetzt in die erste Gleichung: 2% — 52 + 4 = 0. Mit Hilfe der Lésungsformel fiir
quadratische Gleichungen (Mitternachtsformel) erhilt man z; =1 und z, = 4.

Die beiden Losungen der Gleichung sind somit z; = 4 + 2i und 2, = 1 4 2i.
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Wintersemester 2011/2012

Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 8. Komplexer Einheitskreis

Der Einheitskreis um den Ursprung in der komplexen Ebene wird mit S bezeichnet, d.h.
S={z¢ C{ |z = 1}. Seien z,w,v € S. Skizzieren Sie S und beweisen Sie:

(@) 2'=zund 27t €S,

(b) z-weSs,

(c) Z¢€8,

(d) % -v°€S.

Losungshinweise hierzu:
(a) Setze z =a+bi und w = c+di mit a,b,c,d € R. Es folgt:
>+ =1=c+d%

Weiter gilt:

1 a — bi _a—bi_ T
z_a+bi_(a+bi)(a—bi)_a2—|—b2_a e

Daraus folgt:

dies impliziert die Behauptung.
(b) z-w = ac—bd+ bci+ adi
= |z-w|* = (ac—0bd)*+ (bc+ ad)® = a*c* + b*d* — 2abed + b*c® + a*d* + 2abed
(a®> 4+ b)) + (> +P)d* =+ d* = 1.
Somit folgt z-w € S.
(c) Teilaufgaben (a) und (b) implizieren (c).
(d) Teilaufgaben (a), (b) und (c) implizieren (d).

Aufgabe H9. Ungleichungen
Bestimmen Sie folgende Teilmengen von R:
(@ {zeR| z+3>a*(z+3)},
(b) {zeR| |2?+3z—4]+1<|z+4]+|z—1|},

@){xeR'” 331}

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Lésungshinweise hierzu:

(a) 1. Fall: x < 3.
Man kann in diesem Fall auf beiden Seiten durch den Faktor = 4 3 teilen. Da dieser
Faktor negativ ist, dreht sich dabei das Ungleichheitszeichen um:

x+3>2*(z+3)
& 1<a?
s 1< |z

Dies gilt fiir alle x < —3.
2. Fall: x = —3.

r+3>2*(r+3) = 0>0
Dies ist ein Widerspruch.

3. Fall: x> =3
T +3>2*(z+3)
& 1>
& 1> |z

Die Losungsmenge ist daher gegeben durch
{reR: z<-3V —-l<z<l1}

(b) Die Nullstellen von 2% + 3z — 4 sind —4 und 1, wobei 2% + 3z — 4 fir -4 <z <1
negativ ist, sonst positiv (oder gleich Null an den Nullstellen).

1. Fall: z < —4.

P 43r—4+1l<—z—4—x+1
& 22 +52<0
& =5 <x <0 (A =z < —4 nach Voraussetzung)

2. Fall: x = —4.

1<5 VvV
3 FRall: -4 <x<1.

—2’ —3r+4+1<z+4—a+1
& —r*-3r<0
& x<-3Va2e>0(AN —4<x<1 nach Voraussetzung)
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(c)

4. Fall: x =1.

1<5 V
5. Fall: x > 1.

P +3r—4+l<zt+dt+a—1
& 2P4+2-6<0
&  —3<x<2(A z>1 nach Voraussetzung)

Die Losungsmenge ist daher gegeben durch

{freR: -b<zx< -3V 0<z<2}

Fiir z = 2 ist der Ausdruck auf der linken Seite der Ungleichung nicht definiert.
Ansonsten gilt folgende Aquivalenz:

-1
N T ]
|z = 2|
1. Fall: = < 1.
l—-x<2—x
Dies ist erfiillt fir alle x < 1 (sogar fiir alle x € R).
2 Fall: x =1.
01 Vv

3 FRall: 1 <x<?2.

r—152—-2 & 23 < xé% (AN 1<z<?2)

4. Fall: x =2.
Siehe oben.

5 Fall: x > 2.

r—1Z2x—2
Dies ist fiir kein x € R erfiillt.

Die Lésungsmenge ist daher gegeben durch

{reR: z <3}

Aufgabe H 10. Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat

Uberpriifen Sie, ob die folgenden Abbildungen injektiv, surjektiv oder bijektiv sind und be-
griinden Sie lhre Antwort:

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(@ f:C—>C:zm 23,
(b) g:C—C: 2z |2],
(c) mC—-C:z—i-z.

Losungshinweise hierzu: zu (a) Die Abbildung f ist nicht injektiv. Denn seien z; die
dritte Wurzel von i und 25 eine von z; verschiedene dritte Wurzel von i. Dann gilt: f(z) =
1= f(ZQ), aber Z1 7A z9.

Die Abbildung f ist surjektiv, denn zu beliebigem z € C eixistiert eine Zahl a € C so, dass
f(a) = a® = z, vgl. Vorlesung, Wurzelziehen bei komplexen Zahlen.

Da f nicht injektiv ist, kann es auch nicht bijektiv sein.

zu (b) Die Abbildung g ist nicht injektiv, denn g(1) =1 = g(7).

Die Abbildung ¢ ist nicht surjektiv, denn fiir alle ¢ € C gilt || € R; die Zahl i € C\ R
liegt also nicht im Bildbereich von g¢.

Da ¢ weder injektiv noch surjektiv ist, kann es auch nicht bijektiv sein.

zu (c) Die Abbildung & ist injektiv, denn fiir a,b € C gilt:

h(a) # h(b) < ai #bi < a#b.
Die Abbildung h ist surjektiv, denn fiir z € C gilt h(—iz) =1i-(—iz) = 2.
Damit ist h aber auch bijektiv.

Aufgabe H 11. Skalarprodukt
Sei V' der Raum aller Polynome auf [0, 1] mit Grad maximal 2, d.h.

V:{p: [0,1] = R: 2+ ax® + bz +c

a,b,cER}.

Dieser Raum kann mit dem Skalarprodukt

(plq) = / p(@)q(z) da

fiir p,q € V versehen werden. Gegeben seien nun folgende Polynome:
7
pi(z) =2+, poz) =z — 10 p3(z) =2 + 2+ 1.
(a) Bestimmen Sie die Skalarprodukte (p; |p2), (p1|ps) und (p2]|ps).
(b) Geben Sie ein Polynom der Form ax? + bx aus V fiir a # 0, b # 0 an, dessen Norm
gleich 1 ist.

Lésungshinweise hierzu: Zu (a):

il = [ m@p@de = [ @)@ - 5 =+ 350 = 355 =0,
lp = [ mlom@i = [ @ +a@ o= 2

(p2|p3) = /0 pa(2)p3(w)dx :/0 (z — 1—70)(x2+x+ 1)dz = —%.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Zu (b):

a?  ab

1 1
<a$2+bx|a$2+bx>:/(ax2+b:r)-(ax2—l—bx)das:/ de = — + — +
0 0

) 2

Die durch das Skalarprodukt induzierte Norm ist gegeben durch /(- |-) = |-

2B a=1b=—3+ /B dhp)=a?+ (3+ /20
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 12. Lineare Unabhangigkeit, Basis, Erzeugendensystem

Gegeben seien die Vektoren v; = (3,0,3,6), vy = (2,-1,1,2), v3 = (—1,1,0,0),

vy =(0,1,2,7) und vs = (2,1,4,4 + ) € R%.

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und begriinden Sie Ihre
Antwort (gegebenenfalls mit einer Rechnung).

(a) Die Vektoren v; und vy sind linear unabhangig.

(b) Die Vektoren v; und vy bilden eine Basis von L (vy, vg, v3)
(c) Die Vektoren vy, vs, vy, v5 bilden eine Basis von R?.

(d) Die Vektoren vy, v3, vy, v5 sind linear unabhangig.

(e) Die Vektoren vy, vy, v, bilden ein Erzeugendensystem von R3.

(f) Der Vektorraum L (v, vq, v3,v4,v5) hat Dimension 3.

Losungshinweise hierzu:

(a) wahr, in der Bedingung ayv; + asvy = 0 folgt aus der zweiten Koordinatengleichung,
dass ay = 0 sein muss, und dann z.B. aus der ersten Koordinatengleichung a; =0 .

(b) wahr, da vz = fv; — vy ist, kann jede Linearkombination aus L (v1,vs,v3) auch mit
vy und vy dargestellt werden. Nach (@) sind v; und v, linear unabhangig, bilden also

eine Basis.

(c) falsch, es ist v5 — vy — %vl = 0 und somit sind die Vektoren nicht linear unabhangig.

(d) falsch, da v; = 3(ve + v3) gilt mit (c) auch v — vy — 2(vy + v3) = 0.

(e) falsch, die drei Vektoren sind zwar linear unabhangig, allerdings erzeugen sie einen
dreidimensionalen Untervektorraum des R* und nicht den R3.

(f) richtig, nach (b) und (c) sind v1 und v2 als Linearkombination vs, vy, v5 darstellbar
und somit ist L (vy, vg, v3,v4,v5) = L (v3,v4,v5). Aus der Bedingung asvs + aqvy +
asvs = 0 folgt aus der dritten Koordinatengleichung a4 = —2as und dann aus der
vierten ay = a5 = 0. Die restlichen Gleichungen forden dann a3 = 0. Damit sind die
drei Vektoren linear unabhangig und der von ihnen aufgespannte Raum hat Dimension
3.

Aufgabe H 13. Ebene, Hessesche Normalform
Gegeben sind die Punkte A = (5,1,0), B =(1,5,2) und C' = (—1,1,6)
(a) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC' gleichschenklig ist. Zeigen Sie auBerdem sowohl

mit Hilfe des Skalarprodukts als auch mit Hilfe des Vektorprodukts, dass das Dreieck
rechtwinklig ist.

(b) Der Punkt D bilde mit A, B und C' ein Quadrat mit dem Mittelpunkt A . Bestimmen
Sie D und M.
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(c) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung und eine Koordinatengleichung der Ebene
E, die A, B und C enthilt. Priifen Sie bei beiden Darstellungen, ob die Punkte D
und M auf der Ebene liegen.

(d) Geben Sie die Ebene E in Hessescher Normalform an. Welchen Abstand hat die Ebene
zum Ursprung?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Fiir das Dreieck ABC' gilt:

—4
AB| = 4 =36=6
2

) 6
AC| = 0 =72
6
) 2
BC| = 4 ||=v36=6
4

Wegen ‘A@‘ = ‘B@’ ist das Dreieck gleichschenklig.

Wegen
—4 —2
AB-BC = 4 | -4 | =8-16+8=0
2 4
ist das Dreieck rechtwinklig.
Wegen
—4 —2 24
aBxBe|=|| 4 | x| =4 ||=|[ 12 ||=12vAFTFd=30= |4B||BC
2 4 24

ist das Dreieck rechtwinklig.

(b) Der Mittelpunkt M des Quadrates ist der Mittelpunkt der Hypotenuse des Dreiecks
ABC, also M = (2,1,3).
Fiir den Eckpunkt D erhalt man:

. . . ) -2 3
OD=0OA+BC=|1|+| 4 |=| -3
0 4 4

Also D = (3,—3,4).
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(c) Fiir die Parametergleichung der Ebene E' durch die Punkte A, B und C erhdlt man:

5 —4 —6
E:Z=0A+s-AB+t-AC=| 1 | +s 4 +t 0 . s, teR.
0 2 6

Elimination der Parameter s und ¢t fiihrt auf die Koordinatengleichung fiir £

r1 = b—4s—6t
rTo = 1+44s
r3 = 2s+6t,

d.h. F:2x + x5+ 223 = 11.

Der Punkt M ergibt sich fir s =0,t =1/2 undda 2-24+1+2-3 =11 gilt, erfiillt
er auch die Koordinatengleichung.

Der Punkt D ergibt sich fiir s = —1,t =1undda 2-3 —-3+2-4 =11 gilt, erfiillt
er auch die Koordinatengleichung.

(d) Fiir die Hessesche Normalform muss der Vektor (2,1,2) aus den Koeffizienten der

Koordinatendarstellung normiert werden: £ : %Il + %xg + %ZE;; = %

Da die rechte Seite positiv ist, ist dies die gesuchte Form. Der Abstand der Ebene zum
Ursprung ist somit 1—31

Aufgabe H 14. Bernstein-Polynome

Wir betrachten den Vektorraum Poly R := {Z?:o anj‘ aj € ]R} der reellen Polynome

vom Grad hochstens 4.

Zeigen Sie, dass die durch
br(X) := (i) (1—X)4kxk

definierten Bernstein-Polynome by, by, by, bs, by eine Basis des Vektorraumes Poly R bilden.
Geben Sie fiir die Polynome p,q,r mit p(X) = 1, ¢(X) = X? und r(X) = X* die
Koordinatentupel ,p, ,q und ,r beziiglich der Basis B: by, b1, ba, b3, b4 an.

Loésungshinweise hierzu: Die Bernsteinpolynome sind

b(X) = 1 — 4X + 6X° — 4X% + X!
b(X) = AX — 12X? 4+ 12X% — 4x4
by(X) = 6X2 — 12X3 + 6X*
by(X) = 4X% — 4x4
by(X) = X4

e Lineare Unabhangigkeit:
Bei einer Linearkombination agby + a1b; 4+ asbs + asbs + asby = 0, folgt nun aus der
ersten Spalte (Koeffizientenvergleich fiir X°), dass ay = 0 gelten muss. Sukzessive
ergeben sich dann aus den weiteren Spalten die Bedingungen a; = 0,as = 0,a3 = 0
und a4 = 0, die Vektoren (Polynome) sind also linear unabhangig.
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

e Erzeugendensystem:

Fiir jedes Polynom vom Grad hochstens 4 konnen die Koeffizienten einer Linearkom-
bination anhand der Spalten nacheinander bestimmt werden. Jedes solche Polynom
ist also als Linearkombination aus den Bernstein-Polynomen darstellbar, die Bernstein-
Polynome sind also ein Erzeugendensystem.

Die Bernstein-Polynome sind also ein linear unabhangiges Erzeugendensystem fiir den Raum
Pols R, bilden also eine Basis.

Die Koordinatentupel fiir die gegebenen Polynome konnen wie oben beschrieben anhand des
Koeffizientenvergleichs liber die Spalten der Tabelle bestimmt werden und sind:
=(111,11), ,¢=(0,0,1/6,1/2,1), ,r=(0,0,0,0,1).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 15. Vektoren, Skalarprodukt, Vektorprodukt
(a) Beweisen Sie fiir drei Vektoren a, b, ¢ € R* den folgenden Entwicklungssatz durch
elementare Rechnung:

ax (bxc)={(alc)b—(a|b)ec.

(b) Seien a € R? und ¢ € R? linear unabhingige Vektoren. Fiir welche Vektoren b € R3
gilt
ax (bxc)=(axb)xc?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die linke Seite ergibt

ay by C1 451 bacs — bscy
ax (bxc)=| ay | X by | x| e = | as | x| bsc; —bics
as b3 C3 as bicy — bacy

ag(b1C2 — b2C1> — ag(bgcl — b163> a21)102 — &ngcl — CL3b3C1 + (13b1C3

= CL3(b2C3 — bgCQ) — al(blcg — bgcl) = a3b203 — CL3b3CQ — a1b1€2 + a1b201

G1(5301 - 5103) - a2(b203 - 5302) a1bsc; — arbicy — asbacs + asbscy

und die rechte Seite

bl (a101 + [(05X8)) + a303) — 01(a1b1 + (lgbg + a3b3)
(a|c)b—(a|b)c=| ba(arcy + agsca + ages) — ca(arby + asby + azbs)
bs(ar1c1 + ascy + ases) — cs(arby + agby + asbs)

biascs + biascs — crasby — crasbs

= | beaici + baazcs — coarby — coasbs

b3a101 + bg(ZQCQ — 03a1b1 — 03a2b2

Durch Umsortieren erkennt man die Gleichheit.
(b) Mit (a) ist

ax (bxc)—(axb)xec={(alc)b—(a|b)c+cx (axDb)
= (alc)b—(a|b)c+ (c|b)a—(c|a)b
=—(a|byc+ (c|b)a=0.

Da a und ¢ linear unabhangig sind, miissen die Skalarprodukte verschwinden, (a|b) =
0= (c|b), d.h., bLa und blc bzw. b parallel zu a x c.
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4. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 16. Matrizenmultiplikationen

Gegeben seien die Matrizen

1 3v6 V6
2 10 6 11 1
_1 35 0 122 2 2v6 V6
0= 2 10 A= -1 1 2 s—|o L _—=
_1 V5 6 ’ -1 0 1|’ V5 2\/6
2 10 6 0 0 2
1 B AB b ve

2 10 3

Berechnen Sie Q'Q, Q"A4, Q"AS und SQ"ASQ'A—-SSTATQQA.
Hinweis: Fiir beliebige Matrizen M und N, fiir die das Produkt M N definiert ist, gilt:
(MN) =N"M".

Lésungshinweise hierzu:

e Q'Q=E;
[ ]
2 1 1
:
QA= 0 +5 %
0 0 2
o Q"AS = E;
[ ]

SQTASQTA-SSTATQQ A = S (QTAS . STATQ> Q"A=S(E;— E3) Q" A= 03
oder

SQTASQ'A - SSTATQQTA=SQ"A— SQ"A = E; — E3 = 0553

Aufgabe H 17. Lineares Gleichungssystem

Jeden Montag um halb sieben liefert Bauer Klaus Kartoffeln, Zwiebeln und Tomaten an die 3
Gemdiisehandler in der NordbahnhofstraBe. Diese Woche hat er hat 630 kg Kartoffeln, 220 kg
Zwiebeln und 340 kg Tomaten dabei. Beim ersten Handler verkauft er 200 kg Kartoffeln, 20 kg
Zwiebeln und 120 kg Tomaten und erhalt dafiir 264 Euro. Der zweite Handler nimmt 150 kg
Kartoffeln, 50 kg Zwiebeln und 50 kg Tomaten ab. Dem dritten Handler kann er die restlichen
Kartoffeln und Zwiebeln verkaufen, allerdings kann dieser nur 140 kg Tomaten nehmen. Der
dritte Handler zahlt 352 Euro. Da Klaus die restlichen Tomaten auch noch loswerden mochte,
fahrt er nochmal zum zweiten Handler zuriick, der ihm tatsachlich die restlichen Tomaten
abnimmt, so dass Klaus insgesamt 806 Euro eingenommen hat.

Wieviel kostet bei Bauer Klaus also jeweils 1kg Kartoffeln, Zwiebeln oder Tomaten? (Die
Preise sind natiirlich fiir alle Handler gleich.)

Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem auf. Geben Sie an, welche GroBen durch lhre Va-
riablen beschrieben werden und berechnen Sie die Preise.
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Losungshinweise hierzu: Wir bezeichnen die Kilopreise fiir Kartoffeln, Zwiebeln oder To-
maten mit xy,z2 bzw. x3.

Aus den Gesamtsummen der Waren und des dafiir erhaltenen Geldes ergibt sich folgendes:
Der dritte Handler nimmt 630 kg —200 kg —150 kg = 280 kg Kartoffeln und 220 kg —20 kg
—50 kg = 150 kg Zwiebeln. Der zweite Handler nimmt insgesamt 340 kg —120 kg —140 kg
= 80 kg Tomaten und zahlt 806 — 264 — 352 = 190Euro.

Man erhélt das lineare Gleichungssystem:

2005(?1 + 203)2 + 120$3 = 264
150z; +  50z2 + 80z3 = 190
280z1 + 1502y + 140x3 = 352.

Zunachst multiplizieren wir die erste Gleichung mit 15, die zweite mit 6 und die dritte mit 2

und erhalten
3000x; + 300xy, + 1800z3 = 3960

900z, + 300xy + 480x3 = 1140
560z, + 300xy + 280x3 = 704.

Subtraktion der zweiten und dritten Gleichung von der ersten ergibt

2100z, + 1320x3 = 2820
244027 + 1520z3 = 3256.

Multiplikation der ersten Gleichung mit 38 und der zweiten mit 33 ergibt

798002; + 50160z3 = 107160
80520x; + 50160z3 = 107448.

Subrtaktion ergibt 720x; = 288 oder z; = 2/5. und damit z3 = (10716—7980-2/5) /5016 =
3/2. Also ist x5 = (704 — 280 -3/2 — 560 - 2/5)/300 = 1/5.
Ein Kilogramm Kartoffeln kostet also 0,40 Euro, ein Kilogramm Zwiebeln 0,20 Euro und ein

Kilogramm Tomaten 1,5 Euro.
Probe:

200-2/5 + 20-1/5 + 120-3/2 = 264
150-2/5 + 50-1/5 + 80-3/2 = 190
280-2/5 + 150-1/5 + 140-3/2 = 352.

und zusatzlich

630-2/5+220-1/54340-3/2 = 252 + 44 + 510 = 806 .
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 18. Lineare Gleichungssysteme

Geben Sie fiir die folgenden Gleichungssysteme iiber dem jeweils angegebenen Korper K die
Koeffizientenmatrix und die rechte Seite an. Bestimmen Sie die Losungsmenge £ mit Hilfe

des GauB-Algorithmus. Machen Sie eine Probe.

3331 — 6332 + 23?3 = —4

(a) rT — 2.1'3 + 4.772 = 2 s K=R
2;31 + 51’2 — 55(?3 = 6
221 + 422 + 223 = 2
221 + 52’2 + 423 = 3 .

(b) 21+ 2z + 23 = 17 K=C
221 + 6z + 6z3 = 4
(1 + i)Zl + 222 = 4 .

© 1 — o2 = a0 K=C

Lésungshinweise hierzu:
(a) Koeffizientenmatrix A und rechte Seite b:

3 —6 2 —4
A=11 4 2|, b=|2
2 5 =5 6
GauB-Algorithmus:
3 —6 2| —4 A% 1 4 =2
1 4 =2 2| —» Z1—-3Zy: | 0 —18 8
2 5 =5 6 Z3—27y: | 0 =3 —1

7y — 424)(—3) :

~10/3 14/3 71 +1075/42 :

10
Zs)(=3): | 01 13| =2/3 | = Zy— Z3/42:
0 0

ZQ —6Z3 :

Damit ist die Lésunsmenge £ = {(—4/7,—1/7,—11/7)"} .
Probe: z.B. Einsetzen in zweite Gleichung:

14 || —22 Z3/14 -

—A)T =2 (<11/T) +4- (—=1)7) = (=44 22 —4)/T=14/7T = 2.

(b) Koeffizientenmatrix A und rechte Seite b:

DN = DN DN
SN O =
DD =N
= =W N
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(c)

GauB-Algorithmus:

2 4 2|2 Z1/2 1 2 141 Zy— 275 1 0 =3 1
25 4|3 | Z-Zi: |01 21| Zy: |01 2| 1
1 2 11 Zy— Z1/2: 0 0 00 Zs 00 O 0
26 6|4 Zi—Zv: |0 2 42 Zi—27,: |00 0| 0
Damit ist die Losunsmenge
-1 3
L= 1 |+t —-2||teC
0 1
Probe: (—1,1,0)" in Gleichungssystem:
—2+4=2,-2+5=3,-14+2=1,-2+6=4
Vektor:
6—-84+2=0,6—1044=0,3—44+1=0,6—1246=0.
Das LGS ist Ax = b mit der Koeffizientenmatrix A und der rechte Seite b:
1+1 2 4
=(50) =)
GauB-Algorithmus:
1+1 2 4
-2 1—-i|| -1
Z,/(=2): [1 (i—1)/2 /2] | Zi-(G-1Z/6: [1 0] 1-2i3
Zy—(14+1)Zy: | 0 3| (7T—1)/2 Zs/3: |0 1| (7T—1)/6

Damit erhalten wir die Losungsmenge
B 1—2i/3
c={ (7o)}
Probe:

(14+1i)(1—2i/3)+2(7—1)/6 =1+2/3+7/3+1—2i/3—i/3 =4
—2(1 = 2/3) + (1 —i)(7T—1)/6 = =24+ 7/6 — 1/6 + 4i/3 — 7i/6 —i/6 = —1

Aufgabe H 19. GauB-Algorithmus

(a)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

-2 -4 1 -1 1 2 -3
A= 2 4 2 10 21}, b= 21
1 2 -2 -4 -2 2 -3

Bestimmen sie alle reellen Losungen des linearen Gleichungssystems mit Hilfe des GauB-
Algorithmus.
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(b) Gibt es a € R, fiir welche das lineare Gleichungssystem

1+ a+2 20+ 3 Ty 0
0 1 1 i) = 0
1 2 2 T3 «
(i) genau eine Losung (ii) keine Losung (iii) mehrere Losungen

besitzt? Bestimmen sie jeweils alle reellen Losungen mit Hilfe des GauB-Algorithmus.

Lésungshinweise hierzu:
(a) GauB-Algorithmus:

-2 —4 1 -1 1 2| -37 A 12 -2 —4 -2 2]-3
2 4 2 10 2 1| 21| = Zy—2Z3: 00 6 18 6 —3| 27
1 2 =2 -4 -2 2| -3 ] Z1+ 275 : 00 -3 -9 -3 6]-9

To <> I3 : 1 T3 To9 T4 Ty Tg b
Zy—-2Z3/3: [1 0 2 2 0 —2|3
Z3/(=3) : 0O 1 0 3 1 —=2|3
Zy+2Zy: [0 0 0 0 0 99
To$>Xg Ty Tz Tg Ta Ty Xol|l b
Zy+275/9 : 0 1 0 3 1 0}5
Z3/9: 0O 0 1 0 0 01
Also ist die Losung (mit vertauschten Unbestimmten)
1 (/5 —2 0 —2
T3 5 -3 -1 0
N 1 0 0 0
T = s S 0 +7r 1 + s 0 +t 0 r,s,t € R
T 0 0 1 0
X L \0 0 0 1 )
und Umkehrung der Vertauschungen ergibt
T ( 5 —2 0 —2 )
o 0 0 0 1
x3 - 5 -3 —1 0
T = s eL = 0 +r 1 + s 0 +1 0 r,s,t € R
Ts 0 0 1 0
T L \1 0 0 0 J
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(b)
l+a a+2 2aa+31 0 L3 .
0 1 10| — Jy:
1 2 2| a Zy—(1+a)Zs :
Zy — 22y : 10 0 o
Zy 01 1 0| = Zy—
Zs+aZy: |0 0 1+a| —(1+a)x

Die letzte Umformung ist nur fiir & # —1 n&tig und moglich ist.

Somit gibt es fiir a # —1 die eindeutige Lésung (1,1, —1)"

1 2 2 o
0 11 0
0 —a 1| -1+ a)

Zy 1 00 o
Zs/(1+a): |01 0] «
Zs/(1+a): |0 0 1] -«

und fir = —1 die

Losungsmenge £ = {(—1,0,0)" +¢(0,—1,1)"| t € R}.

Es gibt kein « fiir das keine Losung existiert.

Aufgabe H 20. Drehung

Die Drehung in der Ebene R? ist durch eine lineare Abbildung d: R? — R? gegeben.

(a) Geben Sie die Matrixdarstellung einer Drehung im Uhrzeigersinn um den Winkel ¢ in

der Standardbasis an.

(b) Verwenden Sie die Darstellung aus (a), um das Bild der Geraden

1
m—t(Q) , telR

bei einer Drehung um 7/6 im Uhrzeigersinn zu ermitteln.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Bei einer Drehung um ¢ im Uhrzeigersinn wird der Vektor e; auf (cos(y), —sin(p))

abgebildet. Das Bild von e, ist (sin(¢p),cos(¢))".
Damit ist die Matrixdarstellung

T

exors ()0 (55 w9) ()

(b) Da die Abbildung linear ist, geniigt es den Richtungsvektor abzubilden:

JORHWIMIIOR

Die Bildgerade ist also

V3 —1/2

- (15 0)-

izt(1+\/§/2), teR
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 21. Matrixdarstellungen
Gegeben sind die lineare Abbildung

T+ 2z

a:RERY: |y | — y -2z ,
z vy
Y

die Vektoren

vy = (1,1,0)" eR®, v, =(0,1,1)" € R?,
w; = (1,1,0,0)" e R*, wy = (0,2,1,0)" € R* w3 = (0,0,0,1)" € R*,
und die Vektorrdume V =L (vy,v2) , W = L (wy, we, ws) .
(a) Geben Sie die Matrixdarstellung von « bzgl. der Standardbasen an.
(b) Zeigen Sie: B : vy, v, ist eine Basis von V' und C' : wy, ws, w3 eine Basis von W .
(c) Zeigen Sie, dass das Bild des Unterraums V' in W liegt, d.h. a(V) & W.
(d) Geben Sie die Matrixdarstellung der Einschrankung o : V' — W: v — «a(v) beziiglich
der Basen B und C an.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

1 0 1
0O 1 =2
BBy T 1 -1 0
0 1 0

(b) Da die Mengen definitionsgemaB Erzeugendensyteme bilden, geniigt es die lineare Un-
abhangigkeit zu zeigen.

Bei einer Linearkombination a;v; 4+ asvy = 0 folgt aus der ersten Komponente a; = 0
und aus der dritten ay = 0. Die beiden Vektoren sind also linear unabhangig.
Bei einer Linearkombination byw; + bewsy + b3ws = 0 folgt aus der ersten Komponente
b; = 0, aus der dritten b, = 0 und aus der vierten bs = 0, auch diese Vektoren sind
linear unabhangig.
(c) Esist
1
-1
-1
1 1

und damit ist das Bild jeder Linaerkombination aus v, v, als Linearkombination aus
w1, Wy, ws darstellbar liegt also in W.

= w; — Wo + Wsg

O =

a(vy) = = wy + w3 und a(vg) =
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(d) In der k-ten Spalte der Matrix o', stehen die Koordinaten der Bilder (beziiglich der
Basis von W) des k-ten Basisvektors (des Urbilds V'); diese wurden in (c) bestimmt:

1

/

cp=10 -1
1 1

Hinweis: Die Matrix bezieht sich auf die Koordinatendarstellungen der Vektoren. Auf-

grund der Dimensionen der Untervektorraume handelt es sich um eine 3 x 2 Matrix.

Die Urbild- und Bildvektoren der Abbildung selbst sind immer noch Elemente des R?
bzw. R* .

Aufgabe H 22. Rang und Kern
Gegeben sei die von ¢ € R abhangige Matrix

1 sin®(t) t?2—2
A= | —e7t e7tcos?(t) tet |,
0 1 0

die die lineare Abbildung o : R? — R3?: x ++ A, 2 beschreibt.
Bestimmen Sie den Rang von A; in Abhangigkeit von ¢ € R.
Bestimmen Sie das Bild und den Kern von «; in Abhangigkeit von ¢.

Lésungshinweise hierzu:
Bringt man die Matrix auf Dreiecksform

1 sin?(t)  t? -2 Zi: (1 sin®(t) t*2-2
—e7t eTteos?(t) te™t | — Zz: [0 1 0
0 1 0 e'Zy+ Zy — Zs: \0 0 24t —2

erkennt man dass die Matrix fiir t2 +¢ — 2 # 0 vollen Rang 3 hat, und sonst Rang 2, also

[ 2 te{-21}
Rg A, = { 3 sonst

Hat die Matrix vollen Rang, so ist der Kern nur der Nullvektor, und das Bild der gesamte
R3.
Fir t =1 ist

1 sin?(1) -1

A= | —-1/e e tcos?(1) 1/e
0 1 0

Die erste und letzte Spalte sind parallel und somit ist in diesem Fall

1 e esin?(1)
Kern (o) =<s[0]|seRp , Bild(ay) =< A | =1 ] +pu | cos?(1) Ap€eR
1 0 e
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Fir t = —2 ist
1 sin?(—2) 2
Ay =[—-€* e?cos?(—2) —2¢?
0 1 0
Die erste und letzte Spalte sind wieder parallel und
2 sin?(—2)
Kern(a3)=4¢s| 0 seR 3 Bild(a )= A —€*| +pu|ecos*(=2) | | A, ueR
-1 0 1

Aufgabe H 23. /nverse

Gegeben ist die invertierbare Matrix

1
A=11
1

N
w o W

Berechnen Sie die Inverse A~! und Iésen Sie damit die linearen Gleichungssysteme Ax = b;
fiir die Vektoren by = (6,2,6)", by = (6,1, —12)", by = (2,3,4)".

Losungshinweise hierzu: Mit Hilfe des GauB-Algorithmus berechnet sich

(9 6 -9 6 2
Tr, = A_lbl = 6 -3 0 3 2 = 0
1 -2 1 6 4/3
(9 6 -9 6 28
xe = A7tby = 5 -3 0 3 1 | = -9
1 2 1 —12 —4/3
(9 6 -9 2 0
3 = A7ty = 5 -3 0 3 31 =11
1 -2 1 4 0
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 24. Entwicklung einer Determinante
Berechnen Sie die Determinante der Matrix

0 00 4 -4
1 03 3 —-1
A=| -1 -1 0 5 2
0 00 —4 2
3 1.4 0 0

Begriinden Sie, warum A invertierbar ist, und berechnen Sie auch det(2A‘1) .

Loésungshinweise hierzu: Entwicklung nach der ersten Zeile ergibt

0 00 4 -4 1 0 3 —1 1 03 3
A -1 -1 0 2 -1 -1 0 5
det -1 =10 5 2 = —4det —4 det
0O 00 2 0 00 —4
000 -4 2 3 14 0 3 14 0
3 14 0 0

Die Determinanten der beiden 4 x 4 Matrizen werden jeweils durch Entwicklung nach der
dritte Zeile bestimmt

1 0 3
det A= —4(—=2)det [ =1 —1 0 |—4-4det | — = —8det | —
3 1 4

W —
|

[ -

- O W

LW = =
|

— = O

= O W

und mit der Regel von Sarrus ergibt sich
det A=-8(-44+0-34+9—-0-0)=-16.

Da die Determinante # 0 ist, ist die Matrix A invertierbar und det(A™!) = 1/det(A) =
—1/16 . Die 5x5-Matrix A hat eine Inverse mit der gleichen GroBe. Bei der Multiplikation der
Matrix mit 2 ergibt sich daher ein Faktor 2° fiir die Determinante, es ist also det(2A71) =
—32/16 = —2.

Aufgabe H 25. Rechenregeln fiir Determinanten
Gegeben ist die Abbildung

x 1 1 1
1z 1 1
fiR—=R: z+— det 111 2
11 z 1
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(a) Ist die Abbilding f linear?
(b) Fiir welche z € R gilt f(x) =07

Losungshinweise hierzu: Subtraktion der ersten Zeile von den drei anderen ergibt

z 1 1 1 T 1 1 1

1 2 1 1 l—2z -1 0 0
det 1y g1 =% 0 0 a-1

1 1 x 1 1—2z 0 r—1 0

und Addition der Spalten 2 bis 4 auf die erste dann

:c 1 1 1 r+3 1 1 1
l1—2 -1 0 0 0 r—1 0 0

det 1, 0 z_1] =9t 0 0 x—1
l—z 0 z—1 0 0 0 z—1 0

SchlieBlich liefert das Vertauschen der letzten Beiden Zeilen

r+3 1 1 1 r+3 1 1 1

0 zz—1 0 0 B 0 x—1 0 0 . 3
det 0 0 0 -1 = —det 0 0 z—1 0 = —(z+3)(z—1)

0 0 r—1 0 0 0 0 r—1

(a) Die Abbildung ist nicht linear, da f(2) = —(2+3)(2—1)> = —5#0=2f(1)
(b) Die Nullstellen von f sind x; =1 und 25 = —3.

Aufgabe H 26. Schmidtsches Orthonormierungsverfahren

In R* sind die Vektoren b, = (1,1,0,1)", by = (1,-2,0,0)" und b3 = (1,0,—-1,2)"
gegeben.

Konstruieren Sie (mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormierungsverfahrens) eine Orthonor-
malbasis F': f1, fa, f3 von U = L (by, by, b3) .

Loésungshinweise hierzu: Normieren des ersten Vektors:

1
1 I |1

- b=
fl |b1| 1 \/g 0
1

Bestimmung eines orthogonalen Vektors f5:

1 1 4

. o) —i 1] 15
f2:b2_<b2|f1>f1: 0 _? 0 =3 0
0 1 1
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Normierung:
4
1 1 -5
fo=—rfs=
sl v | o
1
Bestimmung des dritten orthogonalen Vektors:
1 1 4 —4
. 0 311 6 | =5 1] -2
f3:b3_<b3|f1>f1_<b3’f2>f2: -1 _5 0 _E 0 :? -7
2 1 1 6
Normierung:
—4
r o, 1 —2
ARl
6

Aufgabe H 27. Orthonormalbasis fiir Polynome
Wir betrachten den Vektorraum PolsR := {Z?:o anj‘ aj € ]R} der reellen Polynome
vom Grad hochstens 3 und das Skalarprodukt

(plq) = % /_ p(x)q(z) dz.

1

Bestimmen Sie aus der Basis B : 1, X, X2, X? eine Orthonormalbasis F fiir den Vektorraum
und geben Sie die Koordinaten ,r des Polynoms 7(X) = 3X> + X +1 an.

Loésungshinweise hierzu: Normieren des ersten Polynoms:

1

/1dx:1:>f1(X):1.

-1

(1) =

N | —

Bestimmung des linearen orthogonalen Polynoms f5:

<X|1>:%/mdx:0:>f2*(X):X.

Normierung:
1

/xde =1/3= fo(X) =V3X.

-1

(X1X) =

DO | —
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Bestimmung des quadratischen orthogonalen Polynoms f3:

(X?|1) =< /lx dz=1/3, <X2‘\/_X /\/_x de=0= f;(X)=X>—

-1

LWl

Normierung:

1

<X2—1/3\X2—1/3>:%/(x2—1/3)2 v = 4/45 = fo(X) = 3\{( _1/3).

-1
Bestimmung des kubischen orthogonalen Polynoms f;:

(X?|1) =< /1xdm—0 <X3‘\/_X /\/' d:r——<X3|f3

-1

= fi(X) =X - 2X.
Normierung:
(X(X*—=3/5)| X(X*-3/5) >= %/x2(x2—3/5) dz =4/175 = fi(X) = 5\/_ X(X%-3/5)).

-1

Da in r kein kubischer Term auftritt, muss die vierte Koordinate 0 sein. Um den Summanden
3X? zu erzeugen muss dann die dritte Koordinate als 2/y/5 gewahlt werden und da

r(X) = 2/V5f3(X) =3X2+ X +1-3(X>—1/3) = X +2
ist sind die noch zu bestimmenden Koordinaten 2 und 1/\/§ also ist

o =1(2,1/V3,2/V/5,0).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 28. Affine Abbildung
Gegeben ist eine affine Abbildung

a:R* 5 R?*: o — Az +t,

mit A € R?*? und t € R? .
Die Abbildung bildet die Gerade g : y = —x + 4 punktweise auf sich selbst ab (Fixpunktge-
rade). Des weiteren ist a((1,2)") = (3,4)" .

(a) Bestimmen Sie den linearen Anteil von «. Handelt es sich bei oz um eine (eigentliche)
Isometrie?

(b) Bestimmen Sie den Translationsanteil von «.

(c) Bestimmen Sie die Umkehrabbildung a~'.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Abbildung ist durch drei Punkte, die nicht auf einer Gerade liegen, und deren Bilder
bestimmt.

Zusatzlich zu dem gegebenen Punkt P = (1,2) kann man auf der Fixpunktgeraden
zB. Q1 =(1,3)" und Q, = (2,2)" wihlen. Damit ist

Q(Ql)—a(P):AQl—H&—AP—t:A(Ql—P):A(;:é) :A(g)

und die Differenz auf der linken Seite fiihrt auf (=2, —1)" . Entsprechend erhilt man
bei Verwendung von ()5 statt ()

(:;) — a(Qy) — a(P) = A <§ B ;) _ A ((1)) |

Also ist der lineare Teil der Affinitat

=5 )

Die Determinante ist (—1)(—1) — (=2)(—2) = —3 und somit handelt es sich nicht
um eine Isometrie.

(b) Fiir einen Fixpunkt z.B. @ gilt

Q1 =AQ,+t, also t=0Q;—AQ, = (11),) - <:; :?) (é) - (S) '
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*+ Probe
Fiir den Punkt P erhilt man

= (5 )6 ()- () (0)-0)

Bildet man einen Punkt Q = (2,4 — )" der Geraden ab, erhilt man

o@=(0 )5+ (0) - (50 () = ()

also ist die Gerade tatsachlich eine Fixpunktgerade.

(c) Der lineare Anteil der Umkehrabbildung ist

und mit der selben Fixpunktgerade ist
Q1 =A'Q,+t, also =01 —A7'Q, = (;) +

Also

Aufgabe H 29. Spiegelung
Gegeben ist im R? die Ebene, die durch die Gleichung

r1 — 31y + 323 =19

beschrieben wird.
(a) Bestimmen Sie eine Matrix A und einen Vektor ¢ so, dass die Spiegelung an der Ebene
durch die affine Abbildung a: R® — R3: 2 +— Ax 4t beschrieben wird.

(b) Machen Sie die Probe, indem Sie a o = berechnen.

Losungshinweise hierzu:

(a) Um die Spiegelung an der Ebene zu beschreiben, bilden wir zu jedem Punkt (Z1, o, Z3) €
R? den Spiegelpunkt (Zy,,#3). Der Vektor n = (1,—3,3)" steht orthogonal auf
der Ebene (Satz 2.9.5), folglich ist die folgende Gerade orthogonal zur Ebene und geht
durch den Punkt (Zy, Z5, Z3).

X1 T T 1
h = 2o | €ER¥| |z | =2 | +X-3], XeR
T3 x3 T3 3
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Um den Schnittpunkt der Geraden h mit der Ebene zu erhalten setzen wir die Punkte

von h in die Ebenengleichung ein:
T1+ A =3T3+ 9\ + 323 + 9\ = 19,

daher liegt der Schnittpunkt mit der Ebene bei
I 19 — 21 4+ 329 — 323
o 19 '

Der Spiegelpunkt (i1, %2,23) liegt also bei
g = 38 — 214 Jlrgﬁzig — 6537

und ist durch die folgenden Koordinaten gegeben:

1
21 =2+ — (172 + 629 — 623),

19
. 1 N -
T = —6 —+ 1—9 (61‘1 —I—I‘Q + 181‘3) s
1
T3 =06+ T (=671 + 1875 + 3) .
Also erhalten wir
T1 1 17 6 —6 1 2
To = I 6 1 18 To | + —6
T3 —6 18 1 T3 6
Matrix A und Vektor ¢ sind durch
1 17 6 —6 2
—6 18 1 6

gegeben.
(b) Der lineare Anteil von o? ist
17 6 —6 1 17 6 —6

1
A2 = — 6 1 18 | — 6 1 18
B\ 618 1/ 618 1
] 289 + 36 + 36 0 0
= 3 0 36+ 1+ 324 0| =F;
0 0 36+324+1

und der Translationsanteil

17 6 —6 2 2 1 —38 2
At+t = 0 6 1 18 -6 |+| -6 | = o 114 |+ -6
-6 18 1 6 6 —114 6

Die doppelte Spiegelung entspricht also tatsachlich der ldentitat.
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Aufgabe H 30. Koordinatentransformation
Gegeben sind das Standard-Koordinatensystem [E und das affine Koordinatensystem

2 -2 6 2
IF = 3 , 2 5 _6 ; _3
-2 -3 8 3

im R? sowie die lineare Abbildung o : R® — R? : v — Av mit

1 -3 =2
A= 2 0 -1
-4 2 5

(a) Geben Sie die Koordinatentransformationen .r . und k. an.

(b) Geben Sie die Beschreibung der Abbildung a bzgl. des Koordinatensystems F an.

Losungshinweise hierzu: Man erhilt mit der Formel x (v) = F'v + P aus der Vorlesung
direkt

-2 6 2 2
php 1 U 2 -6 -3 v+ 3
-3 8 3 —2

und mit der Formel s (v) = F~'(v — P) fiir die Umkehrabbildung

3 -1 -3 2 3 -1 -3 -9
chgive [ 32 0 =1 | le=| 3 |)=[32 0-1|v+| -5
-1 -1 0 —2 -1 -1 0 5

Nach Satz 4.7.12 wird die Abbildung « bzgl. des Koordinatensystems F durch

4 8 11 12
v F'AFv+ F Y AP -P+t)=| 0 8 13/2 |v+ | 5/2
3 —12 -6 2

mit ¢ = 0 beschrieben.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 31. Eigenwerte und Eigenvektoren
Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenraume der folgenden Matrizen.

1 -2 1 2 0 0
A=10 1 3 B = 1 —3+1 1-1
0 -1 -2 1 0 2421

2 =2 2 =2 2 =2 2 =2

0 01 -1 2 =21 —1

¢= 0 01 -1 D= 0 01 -1

2 =21 -1 0 01 -1

Geben Sie auch jeweils die algebraische und geometrische Vielfachheit der Eigenwerte an.

Loésungshinweise hierzu: Zu A:

Xa(A) =1 =N((1=N)(=2=1)+3) =1 =N\ +A1-1)

—1+1iv/3
Nullstellen bzw. Eigenwerte: \; = 1, Ay 3 = —1\/_

Alle Eigenwerte haben algebraische Vielfachheit 1. Somit sind auch alle geometrische Viel-
fachheiten 1.
Eigenraum zu A\, = 1: V(1) = C(1,0,0)" ist aus der ersten Spalte von A ablesbar.

—1 1
Eigenraum zu A\, = +Tl\/§:
3/2 —/3i/2 —2 1 | —8 — 24/3i
(A=XoE)v = 0 3/2—+/3i/2 3 Jlv=0=V(\)=C —6
0 —1 —3/2—/3i/2 3 —/3i

Da die Matrix nur reelle Eintrige hat ergibt sich der Eigenraum zu A3 = A, durch komplexe
Konjugation:
—8 + 2V/3i
V(xg) =C —6
3+ V3

Zu B:

Die Eigenwerte konnen von der Diagonalen abgelesen werden:

)\1:2, )\2:i—37 )\3:2+21

Alle Eigenwerte haben algebraische Vielfachheit 1. Somit sind auch alle geometrische Viel-
fachheiten 1.

V(X2) =L ((0,1,0)7) ist aus der zweiten Spalte von B ablesbar.
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Eigenraum zu A\ = 2:

0 0 0 ' 261
(B=2Eyw=1| i i=5 1—i |v20 = V@) =L|[i-8
10 2 —13
Eigenraum zu A3 = 2 + 2i:
—2i 0 0 ' 0
(B—2E) = i —i-5 1-i |v=0 = V() =L|[1-i
1 0 0 5+1
Zu C:
Entwicklung von det(C' — AE) nach der ersten Spalte ergibt
2—X\ =2 2 -2
0 —A 1 —1
det 0 0 1-x -1
2 =2 1 —1-=A
)\ 1 ~1 —2 2 -2
= (2= X)det 01—\ —1 | —2det | —A 1 -1
-2 1 —1—-A 0 1—X —1

= 2=-MNANI=XNA+N+2=21=X) =) —=2(2+22(1—-)N) =22 —(1—=1))
= (2= N)(2X = X%) —2(2) — 2)\Y) = At —2X3 4 2)2
Somit sind die Eigenwerte: A\; = 0, A3 = 1 £1 mit den algebraischen Vielfachheiten ey =
2,e1pi=€i=1.

Der Eigenraum zum Eigenwert Null entspricht dem Lésungsraum des zugehdrigen homogenen
Linearen Gleichungssystems und ist

V() =L

Die geometrischen Vielfachheiten sind also dy = 2,d; s =di_i = 1.
Eigenraum zu A\, =1 +1i:

1—1 -2 2 —2 1+1
0 —1—-1i 1 —1 ! i
(O— )\QE)’U = 0 0 —i 1 v=0= V()\Q) =L ;
2 -2 1 —-2-i 1
und zu A3 =1—1:
1—1
Vi) =L]| |
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zu D:

Die Matrix entsteht zwar durch Zeilentausch aus der Matrix C, dies kann aber zur Bestim-
mung der Eigenwerte und Eigenvektoren nicht ausgenutzt werden.

Eigenwerte: Wegen dem 2 x 2 Nullblock unten links, ist

2\ —2 2 —2

o 2 —2—)\ 1 —1 - 2 2 W4

det(D—AE) = det ; 01 | = —1en = X0
0 0 1 —1-2X

Es gibt also nur den Eigenwert 0 mit algebraischer Vielfachheit 4.
Das homogene lineare Gleichungssystem hat den Lésungsraum

_ = O O

Die geometrische Vielfachheit ist somit dy = 2 .

Aufgabe H 32. Parameterabhingige Eigenwerte und Eigenvektoren
Gegeben sei die von den Parametern a,b € R \ {0} abhangige Matrix

—a ab a+bd
A= 0 b ab
0 ab b

(a) Fir welche Paare (a,b) ist O ein Eigenwert von A7

(b) Bestimmen Sie a so, dass A die Eigenwerte 0 und 1 hat. Fiir welche b gibt es einen
weiteren Eigenwert?

(c) Gibt es a und b so, dass A einen nicht-reellen Eigenwert hat?

(d) Bestimmen Sie die Eigenraume der Matrix A in Abhangigkeit von a und b .

Lésungshinweise hierzu:
(a) Das charakteristische Polynom ist

Xa(d) = (=a = A)((b— A)* = a’b?)

und hat die Nullstellen Ay = —a, A3 =b(1 £a). Da a =0 und b= 0 nicht erlaubt
sind, muss fiir einen Eigenwert 0 der Parameter a = +1 gewahlt werden.

(b) Wahlt man a = —1 ist Ay =1 und Ay = 0. A3 = 2b ist dann ein weiterer Eigenwert,
wenn b # 1/2 ist.
Fir a = 1 ist A3 = 0. Um den Eigenwert 1 zu erhalten muss b = 1/2 gewahlt werden
— hier konnen die Eigenwerte 0 und 1 also nicht erzielt werden indem nur a festgelegt
wird.
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(c) Nein, fiir relle a,b sind auch alle Eigenwerte reell.

(d) Die Eigenraume sind

1 1 1
Vi) =L[[o|], vow=rL]|]1 . V) =L|[[ -1
0 1 1

sofern drei unterschiedliche Eigenwerte entstehen.
Fir b= —a/(1+a) ist A\; = Ay und somit

1 1
via)=L|| o], [ 1
0 1

und fir b= —a/(1 —a) ist Ay = A3 und somit

1 1
vow =L o], [ -1
0 1

Aufgabe H 33. Charakteristisches Polynom

Gegeben ist eine Matrix A € C™*" fiir ein n € N, die die paarweise unterschiedlichen
Eigenwerte ay,as,...,a, € C mit jeweils zugehdrigen Eigenvektoren vy, vs,... v, € C”
hat.

(a) Geben Sie das charakteristische Polynom x 4(A) an.
(b) Sind vy, und vy fiir k # ¢ linear unabhangig?

(c) Ist jeder Eigenvektor von A auch Eigenvektor von A%? Ist jeder Eigenvektor von A2
auch Eigenvektor von A?

(d) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A% sowie das zugehdrige charakteristische
Polynom x 42(A).

Losungshinweise hierzu:

(a) Das charakteristische Polynom y4(\) zu einer n x n-Matrix hat Grad n und muss
jeden Eigenwert als Nullstelle haben also ist

xa) = [ lax =) = (a1 = M(az =) -+ (an = \)

(b) Sind zwei Vektoren vy, vy linear abhingig, so existiert ein Faktor A # 0 mit vy, = vy .
Daraus folgt
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(c)

(d)

Avk = A)\Ug = ARV = CL(/\U@ = QyVy .

Da vy ein Eigenvektor ist und somit nicht der Nullvektor sein kann, muss also a; = ay
gelten. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass die Eigenwerte paarweise
verschieden sind und daher miissen die Eigenvektoren linear unabhangig sein.

Die definierende Gleichung fiir einen Eigenvektor v, zum Eigenwert ay, ist Av, = agvy .
Daher ist
A(Avy) = Aapvy = apAvg = aivk .

Der Eigenvektor vy, ist also auch ein Eigenvektor von A? zum Eigenwert a3 .

Die Umkehrung gilt nicht, da durch das Quadrieren Eigenwerte zusammenfallen und
dadurch groBere Eigenraume entstehen konnen. Z.B. ist fiir

1 0
=05
A% = E, und somit ist jeder Vektor v € R?\ {0} Eigenvektor von A?. Dies gilt aber
nicht fir A.

Nach (c) liefert jeder Eigenvektor vj, einen Eigenwert ai von AZ. Fallen Eigenwerte
durch quadrieren zusammen, folgt aus der linearen Unabhangigkeit der Eigenvektoren
(siehe (b)), dass die geometrische Vielfachheit des entsprechenden Eigenraums 2 ist.
Damit muss die algebraische Vielfachheit auch 2 sein, da diese mindestens der geo-
metrischen Vielfachheit entsprechen muss. Das charakteristische Polynom von A? ist
also

xaz(A) = [J(ai =)
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 34. symmetrische Matrizen
Gegeben sind die symmetrischen Matrizen

010 301 o
A=[111], B=

010 -1 -1 3 -1

1 1 -1 3

(a) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix S so, dass STAS eine Diagonalmatrix ist.
(b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix 7' so, dass 7" BT eine Diagonalmatrix ist.

(c) Sei n > 1. Zeigen Sie, dass T auch B™ diagonalisiert, d.h. dass auch T"B"T eine
Diagonalmatrix ist. Geben Sie die Eigenwerte von B™ an.

Losungshinweise hierzu:
(a) Charakteristisches Polynom:

det(A—AE) = N1 =N +A+A=-2A+1)(\-2)

Also sind die Eigenwerte Ay = 0, Ay = —1,\3 = 2.
Zugehorige Eigenrdaume:

1 1 1
V(0)=L 0 . V(=) =L[]| -1 vy =L||[ 2
—1 1 1

Da die Matrix reell und symmetrisch ist stehen die EV senkrecht aufeinander, durch
Normierung ergibt sich also die gesuchte Transformationsmatrix S’

) V3 V2 1 0 00
T

S=— 0 —v2 2 |, D=S'AS=| 0 -1 0

Ve 3 Va1 0 0 2

(b) Das charakteristisches Polynom

3—A 1 —1 1

1 3—-A -1 1

det(B — A\E) = det 1 13- 1
1 1 -1 3-A

kann durch Entwicklung bestimmt werden. Alternativ ergibt die Multiplikation der
dritten Zeile und der dritten Spalte mit (—1):

3—A 1 1 1

e 1 3-x 1 1
det(B — AE) = (—1)" det 1 13- 1
1 1 1 3—A
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und Subtraktion der ersten Zeile von den anderen drei liefert

3—A 1 1 1
A=2 2—-X 0 0
A—=2 0 2—-X 0
A—2 0 0 2-A

det(B — A\E) = det

und Addition der Spalten 2 bis 4 auf die erste dann

6-X 1 1 1
0 2-X 0 0
0 0 2-Xx 0
0 0 0 2-A

det(B — AE) = det = (6-A) 2=\

Somit sind die Eigenwerte A\; =6 und A\ = 2.
Ein Eigenvektor zu \; ist Losung des LGS

3 1 -1 1
1 -3 -1 1
1 -1 -3 —1|v=0

1 1 -1 -3

also z.B. v; = (1,1,—1,1)" .
Der Eigenraum zu ), ist der Losungsraum des homogenen LGS

1 1 -1 1
1 1 -1 1
1 -1 1 —1|v=0
1 1 -1 1

Durch einen GauB-Schritt werden die Zeilen 2-4 zu Nullzeilen und somit wird der
Lésungsraum von den Vektoren vy = (—1,1,0,0)" , v3 = (1,0,1,0)" , vy = (—1,0,0,1)"
aufgespannt.

Das Schmidtsche Orthonormierungsverfahren liefert

~1 1 ~1
i 1 |1 y 1 |1 } 1 | -1
Vg = —= , U3 =—F4= , U= ——
0 0 3
und somit ist
1/2 —1/v/2 1/v/6 —1/V/12 6 000
T /2 1/V/2 1/vV6 —1/V12 . D—T'BT- 0200
—~1/2 0 2/vV/6 1/V12 0020
1/2 0 0 3/V12 0002
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(c) Esist
T'B"T =T'BTT'BT---T'BT = D"

und die Diagonalgestalt bleibt beim Potenzieren erhalten. Die Eigenwerte von B™ sind
die n-ten Potenzen der Eigenwerte von B also A\; = 2" und \y = 6".

Aufgabe H 35. Eigenwerte und Eigenvektoren
Die symmetrische Matrix A € R*** hat die Eigenwerte

)\1:1, /\2:—1, )\3:2, )\4:—2
und die zugehorigen Eigenvektoren
T T T T
n=(1,1,11", v=(-1,1,1,-1)", wv3=(=1,0,0,1)", wv,=(0,1,-1,0)7.

(a) Geben Sie eine orthogonale Matrix 7" an, die A diagonalisiert.
(b) Bestimmen Sie die Matrix A.

(c) Berechnen Sie die Inverse von A, ohne den GauB-Algorithmus anzuwenden. Berechnen
Sie A5,
(d) Bestimmen Sie die Lésung z des Gleichungssystems Az = (—1,3,1,1)" .

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Spalten der Matrix entsprechen der normierten Eigenvektoren, also ist

1/2 —1/2 —1/V2 0
/2 1/2 0 1/V2
/2 1/2 0 —1/V2
/2 —1/2  1/V2 0

(b) Esist
1 00 O
T B T 0o =10 0
D=T AT = A=TDT mit D = 0o 02 ol
0 0 0 =2
also
1 1 =2
1 1 -2 2 1
A—§ 1 2 -2 1
-2 1 1 2

(c) Fir die Inverse gilt

A= (DT ' = (T 'D T =TD7'TT
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also
1 0 0 0 1 2 2 —1
Do lo-1 0 o a_ 1 2 -1 1 2
AT =T 0 0 1/2 o [T = 4 2 1 -1 2
0 0 0 —1/2 -1 2 2 1
Esist A5 = T DT
1 0 O 0 32 1 1 =32
0 -1 0 0 T 1 1 —-32 32 1
5 B
Ar=T 0 0 32 0 = 2 1 32 —32 1
0 0 0 —-32 —32 1 1 32
(d) Mit der Inversen aus (c) ist
—1 1 2 2 —1 -1 3
ol 3ol o2 o1 2 3| 1] -1
v=4 1] 2 1 -1 2 1] "2 1
1 —1 2 2 1 1 5

Aufgabe H 36. Zeilensummen
Fir n € N sei A = (a;;) € R™™ eine Matrix, die die Bedingung

dseR:Vje{l,...,n}: Zajk:s
k=1

erfiillt, d.h. alle Zeilen der Matrix A haben die gleiche Summe.
(a) Bestimmen Sie einen Eigenwert und einen dazugehorigen Eigenvektor von A.
(b) Geben Sie fir n = 3 eine Matrix A an, deren Eintrage natiirliche Zahlen sind, bei
denen keine Zahl doppelt auftritt und die einen Eigenwert 33 hat.
Hinweis: Fiir (b) kann ein ,Magisches Quadrat" als Ausgangspunkt hilfreich sein.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Da alle Zeilen auf den gleichen Wert summieren ist der Vektor v = (1,...,1)" ein
Eigenvektor zum Eigenwert s, da durch die Multiplikation Av ein Vektor mit den
Zeilensummen also sv entsteht.

(b) Das magische Quadrat der Ordnung 3 hat als Zeilensumme 15. Addiert man zu jedem
Eintrag 6 wird die Summe um 3 -6 = 18 also auf 33 erhdht.

Eine Matrix die die Bedingung erfuellt ist also durch

4 3 8 6 6 6 10 9 14
A=19 5 1| +|6 6 6]=1|15 11 7
2 76 6 6 6 8 13 12
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 37. quadratische Formen und Definitheit
Gegeben seien a,b € R und die Matrix

a 2b
A:(O )

(a) Schreiben Sie ¢,5(z): R? = R: 2 — 2" Az als Polynom.
(b) Geben Sie die Matrixdarstellung der quadratischen Form ¢, an.
(c) Zeigen Sie, dass die quadratische Form ¢ » indefinit ist.

(d) Fiir welche Werte a,b ist g, positiv definit, fiir welche a, b ist sie negativ definit und
fiir welche a, b ist sie indefinit?

Losungshinweise hierzu:
(a) Mit 2 = (21, 25)" erhilt man:

Gap(z) = 2" Az = az® + ax? + 2bay1,

(b) Da S, =S, gelten soll, ist

b
Qap(z) = 2" Sqpr = 2 (Z a> x

(C) 51,2 = 2 1
—3. Da die Determinante das Produkt der Eigenwerte ist muss also einer positiv und
einer negativ sein. Somit ist Sp o indefinit.

L 2) . Die Determinante der Matrix ldsst sich leicht ablesen. Es gilt det(S5;2) =

(d) Hierfiir betrachten wir das charakteristische Polynom von S, ;:
X(Sap) = (@ —A)? = b* = A2 — 2a\ + a® — b?

und die Nullstellen sind
/\:I: =axb

Die Matrix ist positiv (negativ) definit genau dann wenn beide Eigenwerte positiv
(negativ) sind. Sie ist indefinit genau dann wenn einer positiv und einer negativ ist.
Also haben wir

(i) S.p ist positiv definit genau dann wenn a > 0 und b € (—a,a) ist.
(ii) Sap ist negativ definit genau dann wenn a < 0 und b € (a, —a) ist.
(iii) S, ist indefinit genau dann wenn |b| > |a]| ist.
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Eine andere Moglichkeit dies einzusehen ist indem man die Spur (Summe der Eigen-
werte) und die Determinante (Produkt der Eigenwerte) betrachtet.

Aufgabe H 38. Ebene Schnitte einer Quadrik
Gegeben ist die Quadrik

Q = {(v,y,2) €R®| 2* +9* + 2° + 62y — 2yz = 0}
(a) Bestimmen Sie die euklidische Normalform der Quadrik und geben Sie an, welche

Gestalt sie hat.

(b) Skizzieren Sie die ebenen Schnitte der Quadrik mit den Koordinatenebenen x = 0,y =
0 und z =0, sowie mit den Ebenen x =1,y =1 und 2 =1.

(c) Skizzieren Sie die Quadrik (). Heben Sie die Schnitte aus (b) hervor.

Lésungshinweise hierzu:
(a) In Matrixdarstellung gilt:

Q={v=(2,9,2) €R? UTAU:O}

mit
1 3 0
A=[3 1 -1
0 -1 1
Fiir das charakteristische Polynom gilt:
1-Xx 3 0

X(A) = det 3 1-Xx -1
0 -1 1-A

1—X -1 3 0
:(1—/\)det< 1 1_/\)—3det(_1 1_)\)

=(1-=AN\=2)1-9)

Die Nullstellen sind also Ay = 1 — /10, A = 1, A3 = 1 + /10 und damit ist die
euklidische Normalform gegeben durch

Q= {(z,9,%) € R*| (1 —V10)#* + 7* + (1 + V10)7* = 0}.

Die Quadrik hat also die Gestalt eines Doppelkegels.
(b) Jetzt gehen wir die einzelnen Schnitte durch. Die zugehérigen Bilder sind unten an-
gehangt.
(i) Schnitt mit z = 0: Fiir x = 0 reduziert sich die Gleichung zu y? + 2% — 2yz = 0.

Quadratische Erginzung liefert (y—z)? = 0. Es handelt sich also um die (Doppel-
)Gerade z =y.
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(ii) Schnitt mit y = 0: Hier haben wir 2% + 2% = 0. Dies ist nur fir z = 2 = 0
erfiillt.

(i) Schnitt mit z = 0: Die resultierende Gleichung z? + y* + 62y = 0 ist dquivalent
zu y = (=3 £ v/8)x und beschreibt damit ein Paar von Ursprungsgeraden.

(iv) Schnitt mit x = 1: Wenn wir z = 1 setzten, erhalten wir

1+y2+224+6y—2yz=0
& z =1y =+ /-6y — 1.

also eine Parabel.
(v) Schnitt mit y = 1: Hier erhalten wir

22 +14+22462—-22=0
& (z+3)2*+(z—1)*=0.

Die Losung ist also ein verschobener Kreis mit Radius 3.
(vi) Schnitt mit z =1 fiihrt zu:

2 +y* +1+6xy —2y =0

& y=+V8x? —6x — 3z +1.

In diesem Fall handelt es sich also um eine Hyperbel.

schnitt mit x=0 =chnitt mit y=0 achnitt mit z=0
e : ;
4|
3|
2
1=
r rd = [O[
A [+
3|+
= = o IS S S
454321012345 H-4-3210123445 43210123445
i ¥ X
Schnitt mit x=1 schnitt mit y=1 Schnitt mit z2=1
5
41
3|
g |
1
i L = O
S
2]
i3 |-+
A
]

5 55 i
5-4-3-2-1012345 -8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 5-4-32-10123445
y % i
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(c) Ein Bild der gesamten Quadrik:

6+

2% K

Y

Aufgabe H 39. Euklidische Normalform
Gegeben ist die Quadrik

Q = {zeRY| 2(a] + a3+ x3 + 2] + 2122 + 2173 + T1T4 + ToTs + TaTy + T3T4) = 1}
(a) Geben Sie die Matrixdarstellung der Quadrik an.
(b) Ist der quadratische Anteil der Quadrik positiv definit?

(c) Geben Sie den Typ der Quadrik an.

(d) Bringen Sie die Quadrik auf euklidische Normalform und geben Sie eine Basis an,
beziiglich der die Quadrik euklidische Normalform besitzt.

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Die gegebene Quadrik besitzt nur quadratische und konstante Terme. Damit A wieder
symmetrisch ist schreiben wir:

Q:{xER4| a:TAx—lz()}

wobei

— = = RO
— = N
L N I
DO = =
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(b)
(c)

(d)

Die Eigenwerte der Matrix A sind A\; =5, Ag34 = 1 also alle positiv und damit ist
die Matrix positiv definit.

Hierzu betrachten wir die erweiterte Matrix A,

1000 0
0 2111
Apw=10 1211
0 1121
0 1 1 1 2

Die Matrix A hat vollen Rang und damit hat auch A.,,, vollen Rang. Also gilt: 7., =
r 4+ 1 und es handelt also sich um eine Mittelpunktsquadrik.

Dazu miissen wir A zuerst diagonalisieren. Der erste Eigenvektor liegt im Kern der
Matrix

-3 1 1 1

1 -3 1 1

(A—5E,) = 1 1 -3 1
1 1 1 =3

und da alle Zeilensummen iibereinstimmen muss f; = (1,1,1,1)" ein Eigenvektor

Y Y )

sein. Die anderen drei Eigenvektoren liegen im Kern der Matrix

(A — 1E4) =

— =
e = T =
N
— = =

hier ist eine Moglichkeit die Eigenvektoren zu erraten, drei orthogonale Eigenvektoren
sind zum Beispiel: f; = (=1,1,0,0)", ff = (0,0,—1,1)", ff = (=1,-1,1,1)".
Oder man benutzt z.B. das GauB-Verfahren. Dies liefert die Spannvektoren vy =
(=1,1,0,0)", v5 = (=1,0,1,0)" und v} = (—1,0,0,1)". Da A symmetrisch ist
stehen diese automatisch senkrecht auf f;". Durch Normierung ergibt sich:

1 —1 0 —1

1 1 1 1 1 0 11 -1
f1_§ 1 i f2—ﬁ O ) f3_ﬁ _1 ’ f4_§ 1
1 0 1 1

Also gilt fiir die Transformationsmatrix F':

1 =v2 0 -1

P I N
201 0 —v2 1
1 0 V2 o1
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Probe:
1 1 1 1\/2111\ /1 =v2 0 -1
FTAF_}—\/i\/éoo 12111t v2 o0 -1
4 0 0 —/2 V2 11 21 1 0 =2 1
-1 -1 1 1 111 2 1 0 V2 o1
5
B 1
- 1
1

Also hat die Quadrik @ beziiglich der Basis F = (O; f1, fa, f3, f1) euklidische Normal-
form:

0=y (FTAF)y —1
= =Syl -y -y -yl + L
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 40. Parameterabhingige Quadrik
Bestimmen Sie fiir die Quadrik

Qo = {z € R?| 22129 + ax} + 2(a + 1)z3 = 0}

in Abhangigkeit von o € R die Matrixform und den Typ.
Bestimmen Sie auBerdem die euklidische Normalform und Gestalt von (); und geben Sie das
kartesische Koordinatensystem an, in dem die Quadrik euklidische Normalform besitzt.

Lésungshinweise hierzu:

Qo = {r € R®| 2" Ayz + 20}z = 0}

wobei
010 0
A,=11 0 0 und a, = 0
0 0 « a+1

Wir miissen drei Falle unterscheiden:
(@) a=0: rg(As) =2 rg(Aew) =4 = parabolische Quadrik
(b) a=—-1: rg(As) =3 719(Aerw) =3 = kegelige Quadrik
(c) sonst: rg(A,) =3 rg(Aew) =4 = Mittelpunktsquadrik

Jetzt wenden wir uns der euklidischen Normalform von ) zu. Zuerst miissen wir die Matrix
des quadratischen Teils diagonalisieren.

010
x(A))=det [1 0 0] =\ —=1)(1—-))
00 1

Also sind die Nullstellen A\ =1, Ay = —1, A3 = 1. Die zwei Eigenvektoren zum Eigenwert
1 liegen im Kern der Abbildung

-1 1 0
(Al - Eg) == 1 —1 0
0 0 0

Da die erste und zweite Zeile umgekehrtes Vorzeichen haben, ist f; = (1,1,0) ein moglicher
Eigenvektor. AuBerdem sieht man an der Nullspalte, dass f; = (0,0, 1) ein weiterer moglicher
Eigenvektor ist der auf dem ersten senkrecht steht. Der Eigenvektoren zum Eigenwert —1
liegt im Kern der Abbildung

11
(Al - Eg) - 1 1
0 0

_ o O
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Jetzt stimmen die ersten beiden Zeilen iiberein, also liegt f5 = (1,—1,0) im Kern dieser
Abbildung. Normierung der Eigenvektoren fiihrt zu den folgenden Ergebnissen:

1 1 1 1 0
hi=—4 1], fo=—0%| -1 |, fs=| 0],
V2 \ g V2 \ g 1
Unsere Transformationsmatrix hat also die Form:
1 1 0
F = L 1 —1

0
Vﬁo 0 V2

Und die transformierte Matrix hat also die Form:

) 1 0 0
A =F'AF=[0 -1 0
0 0 1

Fiir den linearen Anteil ergibt sich:
a = Fla; = (0,0,2)"
Jetzt verschieben wir den Ursprung:
0= nyLy + 2d1Ty
=yi — 5 + Y5+ 4y
=y~ + (3 +2)" — 4
Beziiglich des neuen Koordinatensystems G = {P, fi, fo, f3} mit P = (0,0,—2) hat also
die Quadrik euklidische Normalform:
1 1 1
0:—12f+1z§—zz§+1
und es handelt sich um ein einschaliges Hyperboloid.

Aufgabe H 41. Monotonie und Beschranktheit

Untersuchen Sie die Folge (a,)nen jeweils auf Monotonie und Beschranktheit. Geben Sie,
falls moglich, eine obere und eine untere Schranke an.

(a) an_ 3n

(b) an_3+( 5)

(c) a,=(—1)"(2n+1)

(d) a, = 8008( ;m)
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L6sungshinweise hierzu:

(a) Fiir die Monotonie betrachten wir immer die Differenz zweier Folgenglieder. Es gilt:

3n+3 3n
Aptq —an = —
i M+6  2n+4
12
= >0 fir allen € N
(2n + 6)(2n + 4) Hraten
Also ist die Folge streng monoton wachsend und damit ist eine mogliche untere Schran-
ke a; = % Eine Moglichkeit eine obere Schranke zu finden ist sich die Definition
anzuschauen. Es muss ein S € R geben, so dass S — 22’14 > 0 fiir alle n € N gilt,
d.h.
25n 445 -3
nx ">o fir allen € N
2n+4

Dies ist zum Beispiel fiir S = 2 erfiillt.
(b) Fiir die Differenz der Folgenglieder gilt hier:

1 n+1 1 n
rone (-

Dieser Ausdruck ist groBer oder kleiner als Null je nachdem ob n gerade ist oder nicht.
Die Folge ist also nicht monoton. Da

(5)

gilt, sind s =2 und S = 4 mogliche obere und untere Schranken.

<1 fir alle n € N

(c) Da (—1)" das Vorzeichen wechselt ist diese Folge wieder nicht monoton. AuBerdem
existiert in diesem Fall weder eine obere noch eine untere Schranke, da (2n+1) beliebig
groB wird.

(d) Die Folge ist periodisch und nicht konstant also nicht monoton (Es geniigt die ersten
4 Glieder anzuschauen: a; =4, ay = —4, a3 = —8, ay = —4). Da |cos(z)| < 1 ist,
ist sie aber beschrankt. Mogliche Schranken sind s = —8 und S = 8.

Aufgabe H 42. Rekursive Folge

Eine reelle Folge (an)n ist fiir ¢ € R rekursiv definiert durch

€Ng

ap:=1 und a,yq:=qa,+1 firneN.

(a) Geben Sie a, in nicht-rekursiver Form an, d.h. bestimmen Sie a, so, dass Sie zur
Beschreibung nicht auf vorhergehende Folgenglieder zuriickgreifen miissen.
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(b) Untersuchen Sie die Folge jeweils fir ¢ € {—1/2,0,1,2} auf Monotonie und Be-
schranktheit, geben Sie dabei jeweils obere beziehungsweise untere Schranken an, falls
solche existieren.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir schreiben zuerst die ersten Glieder auf:

a=1a=q+1, ea=¢+q+1, a3=¢ +¢ +q+1

Dies legt die Vermutung nahe, dass
an:1+q+...~|—q":2q’“ fir alle n € N
Formal kann man die Richtigkeit unserer Vermutung mit vollstandiger Induktion be-

weisen:
0
k 0
k=0

Also ist der Induktionsanfang gemacht. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass
ein n € Ny existiert so dass
n
an =2 4"
k=0

und zeigen, dass dies dann auch fiir n + 1 gilt:

rekursiv Ann. &
@anfl =qa, +1 ) ¢" +1
k=0

= Z qk""l +1
k=0
n+1

=> ¢ +1
k=1

n+1
- 2 : k __ _explizit
- 4 = Qpiq
k=0

Also stimmen die beiden Darstellungen fiir alle n € Ny iiberein.

(b) Jetzt benutzen wir die explizite Darstellung. Fiir ¢ = 0 gilt a, = 1 fiir alle n € Ny
also ist die Folge monoton und beschrankt mit den Schranken s =1 und S = 1.

1
n+1 k n k n+1
1 1 1
=32 (5) =30 (3) = (3) >0
k=0

Fir ¢ = 5 ist
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also ist die Folge streng monoton wachsend. Eine mdgliche untere Schranke ist also
s = ap = 1 und da die Folge konvergiert (Vgl. Skript Bsp. 1.8.4), ist eine mogliche
obere Schranke der Grenzwert:

1
5*1—1/2*

2

Fir g = —% ist die Folge nicht monoton, da

1 n+1
Upy1 — Ap = (_§>

das Vorzeichen wechselt. Dass sie wiederum nach oben und unten beschrankt ist sieht
man mit Bsp. 1.8.4 aus dem Skript. Es gilt die Formel

E ) S - ))

,n € Ny

eine streng monotone fallende Nullfolge ist gilt a, < 2(1+1) =1=: S und a, =

H1-d)=i=s
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 43. Umgebungen
Mit U.(a) € R wird die e-Umgebung um den Punkt a bezeichnet.
(a) Bestimmen Sie alle ¢ € R™, fiir die U.(3/2) € (1,2) ist.

(b) Sei z € (1,2). Bestimmen Sie ein (von x abhingiges) ¢ € R*, fiir das U.(x) C (1,2)
ist.

(c) Seien a,b € RT mit a < b und = € (a,b). Bestimmen Sie ein ¢ € R, fiir das
Uc(x) € (a,b) ist.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wegen U.(3/2) = (3/2 —¢,3/2+ <) miissen die Bedingungen

3/2—e=21und 3/24+¢c <2 & es<1/2 AN e£1)2

erfiillt sein: ¢ € (0,1/2).
(b) Wie oben gilt

U(x) € (1,2) = r—e 21 ANzx+e =2 = eSr—1ANes2—x,

und somit
e € (0,min(z — 1,2 — z)) .
(c) Aus
Uc(x) € (a,b) & r—e2a ANzx+eslb & eSr—a Nelb—u,
folgt

e € (0,min(z — a,b— z)).

Aufgabe H 44. Konvergenz

Untersuchen Sie die Folgen (an)neN auf Konvergenz. Bestimmen Sie fiir konvergente Folgen
den Grenzwert und geben Sie bei divergenten Folgen an, ob diese bestimmt divergieren.

_ 7n”
(a) an - n7+n6+n5+n4+n3+n2+n

4
(b) a, = (n7+n6+n5jzz+n3+n2+n>
(c) a, =+/n(n+1)

(d) a,=+/n(n+1)—n

(e) a, = (1+2)™
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Erweitern mit n~" ergibt

n’ _ 7
nTHnS+nd4nt+nd+ni4n 14+t + L+ By L Lk

n

=7.

n—>oo7
e N
1

(b) Mit dem Ergebnis aus (a) ergibt sich durch mehrfaches Anwenden der Grenzwertsitze

n’ !
lim
n—+oo \ N7 +nb +n® +nt+n34+n?+n

n’ !
= lim =7
n—too n’ +nb 4+ n® +nt +n3+n?4n
(c) Durch Umformung erhalt man

Vi +1)=+/n2(14+1/n)=ny/(1+1/n) >n

einen Vergleich mit der divergenten Minorante (n)neN. Die Folge ist somit bestimmt
divergent gegen +o00.

(d) Eine Erweiterung und die Binomische Formel fiihren zu einem Quotienten, dessen
Grenzwert einfach zu bestimmen ist.

(Vn(n+1) —n)(ynn+1)+n) _ n(n+1) — n?
n(n+1)+n n(n+1)+n
l/n 1 n—>+ool

nn+1)—n=

:\/n(n+1)+n I/n  1+1/n+1 2

(e) Mit der Substitution n = 2m folgt
2\ %" 1\* 1\™\*
i (1+2) = (14 5) = (g (140)) et
n—o0 n n— 00 5 m—00 m

Aufgabe H 45. \Verallgemeinerte Fibonacci-Folge
Die Folge (fn)neN sei definiert durch

fl = 1, fQ = 1, f3 = 2, fn+1 = 6fn - 11fn—1 + 6fn—2 .

AuBerdem ist
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(a) Zeigen Sie, dass fiir alle n = 1 die Gleichung

1 fn+1
An ]_ - fn+2
2 fn+3

gilt.
(b) Bestimmen Sie eine Matrix T so, dass T~'AT Diagonalform besitzt.

(c) Verwenden Sie die Diagonalform und die Gleichung aus (a) um die explizite (nicht
rekursive) Darstellung der Folgenglieder anzugeben.

Losungshinweise hierzu: Die ersten Folgenglieder lauten

fi=1l, fo=1f3=2, f1=6-2—11-14+6-1=7.

(a) nzl:

1 0o 1 0 1 1 fie1
A1) (o o 1]({1])=|2]=]/ i
2 6 —11 6 2 7 fias
Die Behauptung ist somit fiir n = 1 gezeigt.
@ n—n+1:
1 N @) (e 0 1 0\ [furs
A 1) = A4 (1] = Al foe | =10 0 1] | fore
2 2 fn+3 6 —11 6 fn+3
fn+2 fn+2
= fn+3 = fn+3
6fn+1 — 1 fnso + 6 frys Jnta

Somit ist die Behauptung per Induktion fiir alle n € N gezeigt.
(b) Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet

det(A —AE) = (6 — M)A +6 — 11N = =X\ +6)% — 1IN +6

mit den Nullstellen \; =1, Ay =2 und X3 = 3.
Dazugehorige Eigenvektoren sind

<
[l
I
—_
<
)
I
[\
<
w
|
O W

1 111 3 —5/2 1/2
D = 2 ., T=112 3 — T'=(-3 4 -1
3 1409 1 —3/2 1/2
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(c) Mit A" = (TDTYY"=TDT ' DT 'T... TDT~' = TD"T~' folgt
S S~

=F -E
1 1 1 11 1 3 —=5/2 1/2 1
A" 11| = 1D"T'[1] = |1 2 3 on -3 4 -1 1
2 2 1 4 9 3" 1 =3/2 1/2 2
3/2—2"+3"/2 fri1
_ (b)
= O | foio
fn+3
und somit 5 g
= =2 =
Jns1 5 + 5
Eine Probe ergibt
3 3! 3 32 3 33
f1+1:§—21+§:17 f2+1:§—22+§:27 f3+1=§—23+5=7-
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