O. Alaya, S. Demirel 1. Gruppeniibung zur Vorlesung Dr. M. Kiinzer
M. Fetzer, B. Krinn

M. Wied Hohere Mathematik 1 Prof. Dr. M. Stroppel
Wintersemester 2012/2013

Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 1. Funktionsgraphen

(a) Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen.
e fi:R—R:z~— cos(z)
e L R—>R:zxr—cos(z+1)—2
o f3:R— R:z— cos(2r) + sin(x)
(b) Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen. Geben Sie den Definitions— und

Wertebereich dieser Funktionen an. Skizzieren Sie die Graphen der Umkehrfunktionen.
Geben Sie den Definitions— und Wertebereich der Umkehrfunktionen an.

e f: (-%,2) —» R: x — tan(x)

272
e g R—R:x—23+322+3x+2
e h:[0,00) — R: x + cosh(x) ::%

Bestimmen Sie eine Abbildungsvorschrift fiir die Umkehrfunktion von g.

Losungshinweise hierzu:

(a) Das Diagramm unten zeigt die Graphen zum ersten Aufgabenteil.

15[ ——
)

(b) e Die Umkehrfunktion von f(z) = tan(x) ist auf ganz R definiert. Sie hat den
Wertebereich (5, 7).
e Die Umkehrfunktion von g(z) = 2% + 3z% + 3z + 2 ist auf ganz R definiert. Sie
hat den Wertebereich auf ganz R.

Um die Umkehrfunktion zu berechnen, muss y = g(x) = 2% + 32? + 3x + 2 =
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(x+1)3+1 nach z aufgelost werden. Dies ist gleichbedeutend mit dem Auflsen
von y = (x+1)>+ 1 nach x.
Die Umkehrabbildung ist damit g7 R — R: y +— Jy — 1 — 1.

e Die Umkehrfunktion von cosh(z) ist auf [1,00) definiert. Sie hat den Wertebe-
reich [1,00).

E——
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1
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Aufgabe H 2. Induktion
Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion:
(a) Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: > k- k! = (n+1)! -1
k=1
(b) Fiir alle natiirlichen Zahlen k > 1 und alle positiven reellen Zahlen x1,.. .,z gilt:

(I4+z)A+mz) - (I+ag) >1+z+a2+ ...+ 2%

Lésungshinweise hierzu:

1
(a) F'Lirnzlgilt’;lk-k:!zlzm—l.
@ Es gelte > k-kl=(n+1)!—1.
k=1

@ Wir berechnen mit Hilfe der Induktionshypothese

n+1 n
D kekl = > kkl4+(n+1)-(n+1)
k=1 k=1

= n+)=14+Mn+1)-(n+1)!
= n+ D1+ n+1)-1=n+2)! -1

(b) Sei k=2.Esgilt (1+z1)(14+mz3) =14z 4+ 22+ 2109 > 1+ 21+ 29, da
r129 als Produkt zweier positiver Zahlen positiv ist.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Es gelte nun fiir eine natiirliche Zahl k, dass (1 4 z1)(1 + z3) -+ (1 + x}) >
1+2y+x9+ -+ x ist.

Wir berechnen

(I4+z)(1+zg) -+ (1 + ) (1 + Tgr1)
> (I+ai+a+ - a1+ zp1)
= l+m +oo+ -+ o + T + T1Tp1 + -+ T
> 14z +2o+ -+ xp + Tpya,

da alle Produkte x;x;1 als Produkt zweier positiver Zahlen positiv sind.

Aufgabe H 3. Induktion
(a) Zeigen Sie: Fiir jede natiirliche Zahl n ist % + ”72 + %3 eine ganze Zahl.
(b) Die Fibonacci-Zahlen sind rekursiv definiert durch

fi=1 fo:=1 und fop:=fo+ fur fir n=2.
Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass fiir n = 2 gilt:

fn+1fn71 - fr% = (_1)TL
Lésungshinweise hierzu:

(a) @ Fiir n =1 gilt, dass 5 + 5 + 3 = 1 eine natiirliche Zahl ist.
@ Essei 3 + ”72 + %3 eine ganze Zahl.

@ Wir berechnen

n+l (n+1)* (n+1)3 n+1l n?+2n+1 n*+3n?+3n+1
+ + = + +
3 2 6 3 2 6

B n_i_n2 +n3+1+ on +3n2+3n

3 2 6 2 6
L 2 N

ez
€7 nach
Der Ausdruck WT”’" |asst sich vereinfachen zu @ was fiir alle natiirlichen Zahlen

n eine ganze Zahl ergibt, denn falls n gerade ist, so ist n durch 2 teilbar; ist n
hingegen ungerade, so ist n + 1 gerade und somit durch 2 teilbar.

(b) @ Sein=2:Esgilt fs;=1+1=2unddamit f3f; — f2 =2—1=(—1).
@ Fir n sei fn+1fn71 - fz = (_1)71
@ Wir benutzen im Folgenden die Rekursionsvorschrift der Fibonacci-Zahlen.

for2fo—Fra = (Farrt o) fa— Fast (fat fact) = o= fasi foo1 = —(=1)" = (=1)" !
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 4. Komplexe Zahlen
Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der folgenden Gleichungen.
(@ 222+ (1+D)z+(1+1)=0
(b) 22 +422+2-26=0
(c) 2°+2*-302=0
@) &=

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir losen die quadratische Gleichung mit der Mitternachtsformel

—(1+1) :I:\/l 02— 4.1 (1+i)
21y = =—1—-itVI+2i—-1-2-21

1
2
= —1—i+V22=—1—-i+iVv2

Die Gleichung hat die Lésungen z; = —1 + (—v/2 — 1)i und 2, = —1 + (v/2 — 1)i.
(b) Raten ergibt die Lésung z; = 2. Polynomdivision liefert

234422+ 2 — 26

=22+ 62+ 13.
z— 2

Wir wenden wieder die Mitternachtsformel an und erhalten z, = —3 + 2i und z3 = —3 — 2i.
Somit hat die Gleichung die Losungen z; = 2, 20 = —3 + 2i und 23 = —3 — 2i.

(c) Ausklammern ergibt die Gleichung z(z*+ 2% — 30) = 0, welche die Lésung 2; = 0 hat. Die Substition
2?2 = x ergibt die quadratische Gleichung 22 + = — 30 = 0. Mit der Mitternachtsformel ergeben sich
die Losungen 2, = 5 und z, = —6. Durch die Resubstituieren ergibt sich 2z, = /5, 23 = —v/5 und
2 = V61, z5 = —/61. Die Gleichung hat also die Lésungsmenge £ = {0,v/5, —/5, V61, —/61i}.

(d) Esgilt 5 =i« 2 = —i. Wir betrachten —i = (a+bi)? = a® — b? + 2abi und erhalten a* = b* bzw.
a = £b und —% = ab.

1

Somit sind die Losungen o % ‘2[ ‘[1 und —

Aufgabe Hb5. Abbildungen

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitat, Surjektivitdt und Bijektivitat.
(@) fi:rRT >Rz —a22+1
(b) forC—oR:z— 2472
(c) f5:

L6ésungshinweise hierzu:
(a) e Surjektivitat: Der Wert 3 liegt nicht im Bild von f;, somit ist f; nicht surjektiv. Hierzu:

+1'1<:> 1
xr = — xXr -,
2 2

dies ist jedoch nicht moglich da z eine reelle Zahl ist.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

e Injektivitdt: Seien a,b € R*, wobei fi(a) = f1(b) gelte, so folgt

a,beRT
s

d+1=0V+1sd= a=>b.

Somit ist f; injektiv.
e Bijektivitat: Da f; nicht surjektiv ist, ist f; nicht bijektiv.
(b) Sei z = a+ bi, somit gilt fo(a +bi) =a+bi+a—0bi=2a.
e Injektivitat: Die beiden Zahlen 2 4 i und 2 — i sind verschieden, aber es gilt

f2(2+1) =4 = fo(2-1).

Somit ist f5 nicht injektiv.
e Surjektivitat: Sei y € R ein beliebig gewahlter Wert. Nun gilt beispielsweise fo (%) = y. Damit
ist das Bild von f, die gesamte Menge R und f, ist surjektiv.

e Bijektivitat: Da f5 nicht injektiv ist, ist f; nicht bijektiv.
(c) e Injektivitat: Seien z,Z € C~ {1} und es gelte f3(z) = f3(2), so folgt

2 z
2:—2  2:-2
o 2(25-2) = 32:-2)
& 222 —22 = 2zZz—2Z
Sz o= Z
Somit ist f3 injektiv.
e Surjektivitat: Sei zZ = f3(2) € C
_ 2
R P

SZ222-2)—2z =0
& (25-1)2-2F = 0

Fir z = % hat diese Gleichung keine Losung. Es existiert also keine Zahl z im Definitionsbereich
mit f3(z) = % d.h. f3 ist nicht surjektiv.
e Bijektivitdt: Da f3 nicht surjektiv ist, ist f3 nicht bijektiv.

Aufgabe H 6. Ungleichungen
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden reellen Ungleichungen und skizzieren Sie diese.
(@) |22 —4] >3z +1
(b) z+y=1
(©) [z[+ ]yl =1
(d) |z +yl+|z—yl =2

Lésungshinweise hierzu:
(a) Fall 2z —4 20, d.h. z =2 2:
20 —4>zr+1er>560> 2
Fall 22 —4 < 0, d.h. z < 2:
—2x+4>ir+l1e3>ren<
Somit ist die Losungsmenge L = (—

o

15) U (5 +o0).

g
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b) z+ys=leys —x+1
Die Losungsmenge £ = {(z,y) € R| y £ —x + 1} ist die Flache unterhalb der Geraden y = —x +1.

(c) Fall z,y 20:
r+ysleys —x+1
Fall x 20 und y <O0:
r—ySleyze—1
Fall z,y < 0:
—r—ysleyz—ao+1
Fall x <0 und y =2 0:
—r+y<leysxr+1
Somit ist die Losungsmenge die Menge, die von diesen Geraden umrandet wird.
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2. Gruppeniibung

Somit wird die Losungsmenge von diesen Geraden umrandet.
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Aufgabe H7. Komplexe Zahlenebene

Gegeben seien die Abbildungen

fi:C—=C: 2z (3+4i)z und fo: C {0} = C~{0}: 2 27!

sowie die Mengen

Skizzieren Sie die Mengen

fa (Ms).

L6ésungshinweise hierzu:

1

M1 = {ZE(C |Z|—§},

My, = {z€ (C| Re(z) =1} und
1 1

My, M, und Ms sowie f, (M), fi (M), fi(Ms) und fo (M), fo (M),

Im folgenden Bild sind die Mengen M;, My und M3 skizziert.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Die Funktion f; beschreibt eine Drehstreckung bestehend aus einer Streckung um den Faktor /32 + 42 =5
und einer Drehung um den Winkel arg(3 + 4i) = arctan (%) ~ 0.2957 ~ 53.13°. Wir berechnen explizit
das Bild von Mj:

R = {w+yiec (x—§)2+y2:§}\{0}>

— {:p—|—yi€@ x:i\/ng%Aye{—%é}}\{O})

= f {i\/ng%nLinC ye[—%,%]}\{0}>

= {(3+4i) (i\/g+%+yi)66 ye{—%é]}\{o}

- {g+2ii3\/g—4yi4\/gi+3yi€(c ye{—%,%]}\{o}
3

Dies beschreibt einen Kreis um den Mittelpunkt 3 + 2i denn fiir jedes Element u

aus dieser Menge gilt

2 2 2
/1 /1
1 2 1 2 1 2 1 2

9
= Z—9y2+16y2+4—16y2+9y2

25
1

Dies ergibt also die folgende Skizze.
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yi g—yi

T+

2. Gruppeniibung

Fir fo(M;) ist klar, dass der Betrag von z € fo(M;) den Wert 2 haben

z24y? "

z

z
muss, des Weiteren ist klar, dass das Bild wieder ein Kreis ist.

Es gilt 271
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Hohere Mathematik 1

fo (M) =

fo({1+bieC|beR})
1 —bi
{1+02€C‘beR}
1 bi
{1+b2_1+b2 EC’ bER}

Dies ist eine komplexe Zahl mit Realteil ———
1+ 52

Wir schreiben den Imaginarteil in Abhangigkeit vom Realteil:

{;1:— (:I::E\/é—l) ieC
{x$¢?rEEGC‘xE@J&
{x—i—yié@‘ xE(O,l]/\y::FM}

{z+yieC|ze(0,l]Ay’ =a—2"}

1\? 1
{x—i—yiE(C xE(O,l]Ay2+(a:—§) —120}
1> 1

{ZE(C

M

-2}

und Imaginarteil

z € (0, 1]} durch die Substitution

1402

Da fUrjede Zahl z € C \ {0} die Beziehung f2 (f2 (Z)) =z gilt, ist f2 (Mg) = f2 (fg (MQ)) = MQ.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 8. Potenzen komplexer Zahlen

Sei a:=1+i. Bestimmen Sie folgende Teilmengen von Z.
(@) {k €Z| Re(a*) =0}
(b) {k€Z| Im(c*) =0}
(c) {k€Z]| Re(a") =1}

Losungshinweise hierzu: Zunichst ist « := 1 +i = /2(cos(w/4) + isin(w/4)). Also ist
o = 2¥/2(cos(km/4) +isin(kxr/4)) fir k € Z.
(a) Es wird

{k€Z| Re(a®) =0} = {keZ| 2¥?cos(kn/4) =0}
= }kEZ cos(km/4) =0}
= {24+4| tez}
(= {...,—10,-6,-2,2,6,10,...} ).

(b) Es wird
{ke€Z| Im(a*) =0} = {keZ| 2"*sin(kn/4) =0}
{k € Z| sin(kr/4) =0}
= {4t| teZ}
(= {...,-8,-4,0,48,...}).

(c) Es wird
{kez| Re(a*) =0} = {keZ] 2% cos(km/4) = 1} .

Fiir k € Z ist nun cos(km/4) € {—1,—27Y2,0,4271/2 41}, und somit 2¥/2 cos(kn /4) €
{_2k/27 _2(k’—1)/2’07 +2(k—1)/27+2k/2}'
Es trifft 2¥/2 = 1 genau fiir k = 0 zu. Es trifft 2(:-1/2 = 1 genau fiir k =1 zu.

Somit erhalten wir
{k € Z| Re(a*) =0} = {0,1}.

Aufgabe H9. Mengen in C

Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene.
(@) {z€C| Re(2?+22) > 1}
(b) {zeC||z—1<|z+1+2i}
(c) {zeC]| |2z +2z+7z—2Im(z) S 4}

Losungshinweise hierzu:
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(@) 1<Re(z?+22)=a*+2a—bt*=(a+1)? -V -1 (a+1)?—1*>2

(a—124+0<(a+1)?*+(b+2?=b>—-a—1

—a+bi
<~

| z

(b) |z—1]<|z+1+2i

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/infomat/HM-Stroppel/




3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(c) z=a+bi= Va2 +b+2a—-20 <4< Va?+b> < —2a+ 20+ 4. Wir unterscheiden
die beiden Fille —2a +2b+4 <0 und —2a +2b+4 = 0.
e 2a+2b+4<0
In diesem Fall hat die Ungleichung va? + > < —2a + 2b + 4 keine Losung, da
Vva? + b? nicht negativ werden kann.
e —204+20+420
In diesem Fall erhalten wir

Va2 12 £ —2a+2b+4
sa?+b < (4—2a+2b)? =16 — 16a + 16b — 8ab + 4a® + 4b*
&0 £ 3a®+3b° —8ab — 16a + 16b + 16
Wir 16sen mit der Mitternachtsformel nach b auf und erhalten
b = —g + %a:l: %\/w — 16a + 16.
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 10. Mengenoperationen

(a) Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene.
e A={z€eC]| |z] 21}
e B={zeC| ¥ <arg(z) < ¥}
o O={z e C| max{|Re(z)|,[Im(z)[} = 1}
(b) Skizzieren Sie die Mengen
e (BNA)U(AUB)
o Ce(Cc(AUB)NCYU(BNA)
e (Cc(A)NCe(B)NCc(Cc(A4)NCe(B))) UCc(A)

Hinweis: Vereinfachen Sie zunachst die Ausdriicke. Die Regeln von De Morgan kdnnen
hilfreich sein.

L6sungshinweise hierzu:
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(b)

(a)

Y
S
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//5
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N

/
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e Da AN B eine Teilmengen von AU B ist, gilt (BNA)U(AUB)=AUB
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Ce(Cc(AUuB)NC)U (BN A) (AUB)UC:(C)U (BN A)
(AU B)UCc(C)

(AUB), da Cc(C) S (AUB)

(Ce(A) N Ce(B) N Ce(Ce(A) N Ce(B))) U Ce(A)
(Cc(A)NCe(B)N (AU B))UCc(A)

Co(AU B)N (AU B) U Ce(A)

Cc(A)
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Aufgabe H 11. Bild- und Urbildmengen

Seien f: X — Y eine Abbildungund A,BC X und U,V S Y . Mit f~}(U) bezeichnen wir
die Menge {z € X | f(x) € U}. Entscheiden Sie, ob die folgenden Rechenregeln korrekt oder
falsch sind.

(@) f(ANB) < f(A)Nf(B)
(b) f(ANB)2 (A)ﬂ f(B)
(c) [UNV)=fHU)Nf7H(V)

(d) f7(f(4))=A

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Aussage ist korrekt.
Beweis: Sei y € f(AN B) beliebig. == 3dz € ANB: f(z)=y
=xecANzeB)Nf(x)=y=(r€cANf(x)=y)AN(x € BA f(zx) =1y)
=ye f(AAye f(B)=ye f(ANF(B)= f(ANB) E f(A)Nf(B

(b) Die Aussage ist i.A. falsch.
Sei namlich X =R, A=10, 2], B=[-1, 0] und f(x) = z2.Dann gilt:
F(ANB) = f({0}) = {0}
und f(A)N f(B)=1[0,4]nJ0, 1] =10, 1] £ {0}.

~—
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(c) Die Aussage ist korrekt.
Beweis: v € f[{({UNV) & (e X)A(f(x) eUNV)
SeXANfr)eUNzeXANflr)eV)e (xe fFHU)AN(xe f7H(V))
sze fHU)NfHV), also fFHUNV) = f~HU)N fF7HV)

(d) Die Aussage ist i.A. falsch.
Sei namlich X =R, A=[-1,0] und f(z) = 2*.Dann gilt:
fHAA)) = F7H[0, 1)) = [-1, 1] # A.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 12.

komplexe Wurzeln

(a) Bestimmen Sie alle komplexen Lésungen der folgenden Gleichungen.

—64 (i) 4

(i) 2° = =

—625 (iii) 23

—2+2i

(b) Bestimmen Sie fiir die Funktionen

f:C—=C: 2z 2°+32,
h:C—C: 2z 22

die Mengen ({16 — 164/3i}) sowie g~ '({0}) und h~! ({z € C| Re(2)

Losungshinweise hierzu:

g:C—C: 20 2° — 423+ 52

und

“11).

(a) (i) Es gilt —64 = 64(cos(m) + isin(m)). Hieraus sind die sechsten Wurzeln

Zk

= 2
fir k=0,1,2,3,4,5, also
<0

21

29

Z3

Z4

25

20
21
Z9

z3

\6/6_4 (cos <7T+ 27Tk> + 1isin (7T+ 2mk
6

6

( (7T+27rk‘) o (7r+27rk:))
coS G + 1s1n G

ot
3

N— —
N— —

vl =3 o

‘}—l
~— [
~_

+

)

=
7N

—

—_

1§
N~
N~

o (3) 100 (2))

(o5 m(2)
(a3 ()
sfel@) ()

))
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(iii) Es gilt —2+2i=2v/2(cos (%) + isin (2)). Hieraus sind die dritten Wurzeln

- ) o)
0 = (cos(w”)ﬂsm (119_;))
o - (o) o ()

(b) Das Urbild von {16 — 16+/3i} von f ist gegeben durch 16 — 16/3i = 2° 432 & 2° =
—16—16+/3i. Die Polarkoordinatendarstellung von —16—16+/3i ist 32 (cos (%’T) +isin (%’T)) .
Die fiinften Wurzeln hieraus sind

47 .. (A4m
g = 2 (cos (B) + isin (B))
2 = 2 (cos <2—7T) + isin <2£)>
3 3
Zy = 2 (cos <16—7T) + isin (16_7r)
15 15
B 221 . 227
23 = 2 (cos <E) + isin (1—5)>
Zy = 2 (cos (28—7T) + isin (QS—W)
15 15

Das Urbild von {0} von g ist gegeben durch 0 = 2% — 423 + 52 = 2(z* — 422 + 5).
Eine Losung dieser Gleichung ist z = 0. Fiir die anderen Losungen substituieren wir
2% = z und erhalten die quadratische Gleichung 0 = 22 — 42 + 5. Wir setzen mit der
Mitternachtsformel an, dies ergibt ;1 = 241 und 2o = 2 —i. Die Zahl 2 4+ i hat den
Betrag v/5 und das Argument arctan (%) ~ 26,57° ~ 0,157, die Zahl 2 — i hat den
Betrag /5 und das Argument 27 — arctan (1) & 333,43° ~ 1,857. Die Resubstitution
ergibt fiir z; die Lésungen z; = v/5 (cos (3 arctan (1)) + 1s1n( arctan (3)))

und z9 = \4/5 (cos ( arctan( ) + 7T) + isin (1 arctan( ) +7T))

fiir x5 ergibt die Resubstltutlon

23 = {4/5 (cos (7r — = arctan ( )) + isin (7r — %arctan (%))) und

24 = (4/5 (cos (27T — = arctan ( )) +isin (27r — %arctan (%))) .

Wir betrachten nun d|e Abbildung h, sie ist gegeben durch a + bi — a® — b? + 2abi. Das
Urbild von {z € C| Re(z) = —1} muss also die Bedingung a* — 0? = —1 erfiillen. Dies
ist eine Hyperbel mit den Asten b = /1 + a2 und b = —/1 + 2.
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b=V1+a?

b=—V1+a?

Aufgabe H 13.

Vektorrdume

Es seien die folgenden Vektoren aus R?® gegeben:

o= (1,1,1), va = (0,2,2), v3 = (=3, —1,—1), vy = (5,4, 1).

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind:

(a) Die Menge L (v, vs) ist ein Untervektorraum von R3.

(b) Die Vektoren vy, ve und vs sind linear unabhangig.

(c) Die Vektoren vy, ve und vy sind linear unabhangig.

(d) Es gilt: L (vy, v, v3,v4) = R3.

(e) Die Vektoren vy, vy und v3 sind ein Erzeugendensystem von RR3.

(f) Die Vektoren vy, v3 und v, bilden eine Basis von R3.

(8) Esgilt: L(vy,v2,v3) = {(z,9,2) € R¥| —y+2z=0}.

Losungshinweise hierzu:
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(a)

(b)

(c)

Wir miissen zeigen: u,w € L (vy,v2) = u+w € L (vy,v2) und u € L (vy,v2) = Au €
L (v1,vp) fiir alle A € R. Jeder Vektor u € L (vq,v,) lasst sich als Linearkombination
schreiben, d.h.:

U= AU + AU W = 101 + fa¥s.

Offensichtlich ist
u+w= (A + p1)vr + (Ao + p2)va = vy + pos,

mit A\, u € R. D.h. die Summe der Vektoren ldsst sich wieder als Linearkombination von
vy und vy schreiben und liegt damit wieder in L (v, v9). Jetzt zeigen wir noch, dass auch
skalare Vielfache in L (v1, v2) liegen. Dazu nehmen wir wieder einen Vektor u € L (v, vo)
und stellen diesen als Linearkombination dar

U = {1V + HoVs.
Dann gilt fiir beliebiges A € R
AU = /\/111)1 + /\,MQUQ = )\11)1 + /\QUQ

und damit lassen sich also auch Vielfache von Vekoren in L (vq,v3) als Linearkombination
von vy und vy schreiben (insb. gilt 0 € L (v1,v,)). Daher ist L (vy,v2) ein Unterraum
von R3 und die Aussage wahr.

Dazu miissen wir zeigen, dass das Lineare Gleichungssystem
)\1111 + )\2’02 + )\31)3 =0
lediglich die triviale Lésung hat. D.h. wir miissen das LGS

A+ 0X — 33
AM+20—1x3 = 0
)\1 —+ 2)\2 - 1)\3 - O

|6sen. Offensichtlich sind Gleichung 2 und 3 identisch und damit haben wir maximal zwei
linear unabhangige Gleichungen fiir drei Unbekannte. Somit ist das LGS unterbestimmt,
es existieren unendlich viele Losungen und die Nullldsung ist damit nicht die einzige.
Also sind die drei Vektoren linear abhdngig und damit ist die Aussage falsch. Eine andere
Moglichkeit das zu sehen ist indem man bemerkt, dass —3v; 4+ v, = v3 ist.

Genau wie oben miissen wir wieder ein homogenes LGS l6sen:

A +0A+5A = 0
AM+20+4N = 0
/\1 + 2/\2 + 1)\4 = 0.
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Die Substraktion der letzten 2 Gleichungen voneinander ergibt Ay, = 0. Setzt man Ay =0
in der ersten Gleichung ein, ergibt sich dann

)\1 = —5/\4 == 0

Setzt man Ay = 0 und A\; = 0 in der zweiten oder dritten Gleichung, sieht man sofort,
dass A\, = 0 ist. Die Vektoren vy, vy und vy sind also linear unabhangig.

(d) Da vy, vy und vy linear unabhingig sind bilden diese Vektoren eine Basis und damit
insbesondere ein Erzeugendensystem. Diese Eigenschaft geht durch Hinzunahme weiterer
Vektoren nicht verloren. Die Aussage ist also wahr.

(e) Da vy, vy und w3 linear abhéngig sind kdnnen sie keinen dreidimensionalen Raum auf-
spannen. Die Aussage ist also falsch.

(f) Wir miissen nur zeigen, dass die Vektoren linear unabhangig sind, weil 3 linear unabhangi-
gen Vektoren aus R? eine Basis von R? bilden. Genau wie oben miissen wir wieder ein
homogenes LGS losen:

0Aa — 33 + 5Ny
20 — A3+ 4\
20— A3+ 1Ny = 0.

Die Substraktion der letzten zwei Gleichungen voneinander ergibt Ay, = 0. Setzt man
Ay = 0 in der ersten Gleichung ein, ergibt sich dann A3 = 0. Setzt man Ay, = 0 und
A3 = 0 in der zweiten oder dritten Gleichung ein, sieht man sofort, dass A\, = 0 ist.
Die Vektoren v, v3 und v, sind also linear unabhangig und bilden damit eine Basis vom
Raum R3.

(g) Sei (z,y,2) € L(vy,v9,v3) < IA1, A2, A3 € R (nicht eindeutig), so dass

r = /\1—3)\3
Yy=z = )\1+2)\2—)\3

gilt. Dies ist gleichbedeutend mit € R beliebig und y = z. Das ist aquivalent zu
(z,y,2) € {(z,y,2) € R*| —y+ 2z =0}. Es gilt also:

L(/UhUQ,’Ug) = {(.T,y,Z) GR?)‘ _y+Z:0}

Aufgabe H 14. Ebenen

(a) Liegen die beiden folgenden Geraden in einer Ebene?
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(b) Gegeben seien die Punkte: A = (2,3,2) , B = (3,0,—-2) , C = (1,4,—-3) und D =
(—2,9,—-9). Ist das Viereck ABC'D eben?

L6ésungshinweise hierzu:

(a) Die Geraden sind nicht parallel, da ihre Richtungsvektoren nicht linear abhéngig sind. Die
Geraden liegen in einer Ebene, wenn sie sich schneiden. Wir berechnen die Schnittmenge,
indem wir gleichsetzen.

(5,1,—1) + A(4,3,-2) = (1,5,—3) + pu(2,0,—1)

4 —4 2
&S| -4 = Al =3 | +u 0
2 2 —1

Die zweite Zeile ergibt A\ = %. Wir setzen dies in die erste Zeile ein und erhalten u = 1?4.
Dies tiberpriifen wir, indem wir A = % auch noch in die dritte Zeile einsetzen und erhalten

W= % Dies ist ein Widerspruch. Die Geraden schneiden sich nicht und liegen somit nicht

in einer Ebene.
(b) Wir betrachten die Ebene, die die Punkte A, B und C' enthilt. Diese ist gegeben durch

E:x= (27 37 2) + )‘(17 _37 _4> + :u(_la 17 _5)
wobei A, u € R. Wir fragen uns, ob X\ und p existieren, dass
(2,3,2) + A(1,—-3,—4) + u(—1,1,-5) = (2,9, -9)

gilt. Wir formen dieses Gleichungssystem um und erhalten drei Gleichungen

A —p =-—4
-3\ +p =6
-4\ =5 = —1L

Wir l6sen die erste Zeile nach A\ auf und setzen dies in die zweite Zeile ein.

Wir erhalten 6 = —3(u—4) + = —2pu+ 12, also p = 3 und somit A = —1 (vgl. erste
Zeile). Wir fiihren mit diesen Werten eine Probe in der dritten Zeile durch, es ergibt sich
—4(—1) —5-3=4—15= —11. Die Probe hilt. Der Punkt D liegt in der Ebene, d.h.
das Viereck ist eben.

Aufgabe H 15. Funktionenrdume
Gegeben seien die folgenden Funktionen aus dem Vektorraum C°(R) (siehe 2.6.3):
fiiR=>R:iz—1 fo: R — R: 2+ cos(z)

f3: R — R: z +— cos(27) fi: R — R: 2~ sin(22)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

(a) Die Funktionen fi, f2, f3 und f; sind linear unabhangig.
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(b) Die Funktion g: R — R: 2 +— cos(z)(1 + sin(x)) erfilllt g € L (f1, f2, f3, f1)-
(c) Die Funktion h: R — R: z > sin(z) erfillt h € L (f1, f2, f3, f1)-

L6ésungshinweise hierzu:

(a) Wir betrachten eine Linearkombination der Funktionen. Es soll fiir alle x € R gelten,
dass

0 = Mfilx)+ dafo(@) + Aafs(x) + Nafa(w)
= A1+ Aycos(x) + A3 cos(2x) + Ay sin(2x).

Wir setzen nun verschiedene Werte fiir 2 ein, um die Koeffizienten \; zu bestimmen. Sei
xr = 5, dann gilt
0=XM+0—=-2A34+0= A = As.

Sei nun z = 0, dann gilt
O0=A1+ X+ = A= -2\,
Sei nun z = 7, dann gilt
O=M+2M+ M =X =0.
Und somit Ay = A3 = 0. Zuletzt sei x = T dann gilt
0=\

Es sind also die Koeffizienten \; = 0 und somit sind die Funktionen linear unabhangig.

(b) Die Funktion g ist gegeben durch

g(x) = cos(z)(1 + sin(z))
cos(x) + cos(x) sin(x)
sin(2x)=2sin(x) cos(x 1
(30)=2 gin() cos(a) cos(x) + Esin(2x)
1
= 1'f2($)+§'f4($)‘
Die Funktion g ist als Linearkombination der Funktionen f; und f; darstellbar.

(c) Falls h als Linearkombination darstellbar ist, dann muss
sin(x) = Ay + Ag cos(x) + Az cos(2z) + Ay sin(2x)
fir alle x € R gelten. Sei nun x =0, so gilt

0:)\1+)\2+)\3,
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und fiir x = 7 gilt
0 == /\1 —/\2+>\3.

Somit muss Ay = 0 und A; = — A3 sein. Sei nun = = 7, so gilt

1
1:2)\1:>§:)\1

und sei nun = = %71’, so gilt

Dies ist ein Widersrpruch, d.h. h ist nicht als Linearkombination darstellbar.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 16. Darstellungen von Ebenen
Es seien der Punkt P = (1,0,1) und die Gerade g = (1,0, —1) + R(0,1,1) gegeben.

(a)
(b)
(c)
(d)

Bestimmen Sie die Hesse-Normalform der Ebene durch P und g¢.
Bestimmen Sie die Hesse-Normalform der Ebene durch P senkrecht zu g.
Bestimmen Sie die senkrechte Projektion von P auf die Gerade g¢.

Bestimmen Sie die Hesse-Normalform der Ebene durch ¢
mit maximalem Abstand zu P.

Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

(d)

Die gesuchte Ebene hat den Stiitzvektor (1,0, —1) und die beiden Richtungsvektoren
(0,1,1) und (0,0, 2). Das Kreuzprodukt dieser ist (2,0,0) und somit ist die normierte
Normale an die Ebene (1,0,0).

Die Hesse-Normalform sieht dannso 1 -2y +0 29 +0- 23 = d aus. Es soll P auf
der Ebene sein. Wir setzen P in die HNF ein und erhalten d = 1. Somit ist die Ebene
gegeben durch z; = 1.

Die gesuchte Ebene hat einen Normalenvektor, der linear abhangig zu dem Richtungs-

vektor von ¢ ist. Wir normieren diesen und erhalten \%(0, 1,1). Die HNF hat dann

die Form \}il’g—f— T3 = d. Wir setzen den Punkt P ein und erhalten % = d. Somit

ist die HNF gegeben durch ﬁx2+ \/5 = 1

f
Es ist der Punkt @ € g gesucht, dass (PQ), ( 1)) =

Wir schreiben @ = (1,0,—1)+ A (0,1,1) u Q = Q = (O 0,—2)+A(0,1,1)
fir A € R und erhalten die Gleichung 0 = )\ + A= ()\ 1). Die Losung ist
A=1.Somitist @ = (1,1,0).

Die gesuchte Ebene hat den Normalvektor P(Q und g liegt in dieser Ebene. Es liegt
also insbesondere der Punkt (1,0,—1) in der Ebene. Wir normieren P() und erhal-
ten (0, \%, —\%) Somit ergibt sich die HNF durch \/Li:cg — \/Lim = d. Wir setzen

(1,0,—1) ein und erhalten d = \% Also lautet die HNF \%xz - \/Lixg = \/Li

Aufgabe H 17. Koordinaten

(a)

Gegeben seien die beiden Basen F : (0,i),(1,0) und G : (i,i),(1,—1) von C? als
Vektorraum iiber C sowie die Vektoren a,b,c € C? mit

a=(2,1), H=0331) und _c=(-1+1i0).

G G

Geben Sie die Koordinaten der Vektoren beziiglich der Standardbasis und beziiglich
der Basis F' an.
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(b) Gegeben seien die folgenden Funktionen aus dem reellen Vektorraum C°(R):
fiiR=>R:z—1 fo: R = R: z — cos(x)
fs: R —R: z — cos(2x) fi: R —=R: 2 sin(2z)
Geben Sie die Koordinaten der Funktionen

g: R — R: 2w cos(z)(1+sin(z)) und h:R— R: x> (2cos(x) + sin(x))?

beziiglich der Basis F': fi, fa, f3, fa von L (f1, fa, f3, fa) an.

Lésungshinweise hierzu:
(@) (i) Wir berechnen

()
a::2~(;)+1-(j1)

- <§)f<_h>

- <jﬁﬂﬁ>

_ (1+21)(é>+(—1+2i)((1))

1+2i
—1+4+21

(5%5%)=2(3) ()

und durch Ablesen erhalten wir A =2 +1i und p =1+ 2i, also ist

[ 2+i
FY7 149 )

und erhalten _a = ( ) . Wir l6sen nun das Gleichungssystem

(ii) Wir berechnen
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61

und erhalten Eb = ( 0

> . Wir I6sen nun das Gleichungssystem

(5)=2(2) (o)

und durch Ablesen erhalten wir A = 0 und p = 6i, also ist

(iii) Wir berechnen

—1-1
—1-1

(5) = (0) )

und durch Ablesen erhalten wir A = —1+1i und = —1 —1, also ist

=1+
T S R

(b) (i) Wir haben in der Aufgabe H15 bereits gesehen, dass

und erhalten .c= ( ) . Wir 16sen nun das Gleichungssystem

g(x) = cos(z)(1 + sin(x))
cos(z) + cos(zx) sin(x)

sin(2z)=2 in(a:) cos(x)

1
cos(x) + 5 sin(2x)

- L foe) + 5 fule),

gilt und haben gefolgert, dass die Funktion ¢ als Linearkombination der Funktio-
nen fo und f; darstellbar ist. Nun schreiben wir noch die Koordinaten auf und

erhalten .
Fg: (07 17 07 5) .
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(ii) Fir die Funktion h gilt
h(z) =

sin(2z)=2sin(z) cos(z)

(sin(z))2+(cos(z))%=1

(cos(x))?

I
>
2
o}
N
+
R
=

(2 cos(x) + sin(z))?

4(cos(x))? + 4sin(x) cos(z) + (sin(z))?
4(cos(z))? + 2sin(2z) + (sin(x))?
3(cos(z))* + 2sin(2z) + 1

5 2 2sin(2 >

5 os(2x) + sm(:t)+§

o hl@) 4 o) 12 fule),

Nun schreiben wir noch die Koordinaten auf und erhalten

5 3
=(2,0 2, 2).
Fh (27 07 27 )

Aufgabe H 18. Lineare Gleichungssysteme

Entscheiden Sie ob die Mengen

M, = (1,0,1,0) + R (2,0,0,0) M, =R(2,
M; = {x € Rz + 223 + 324 = 0} M, :=R(1,

in der Losungsmenge des Gleichungsystems

4ZE1+5ZL‘2—$3—(E4 =0

2$1 +2ZL’2 — T3 =

liegen und bestimmen Sie eine Basis der Losungsmenge.

Lésungshinweise hierzu:
e z:=(1,0,1,0) € M; liegt nicht in der Losungsmenge, weil die erste Gleichung nicht
erfiillt ist. Es gilt namlich:
44+40—-1-0=3#0.

Mj liegt also nicht in der Losungsmenge des angegebenen Gleichungssystems.

e Die Menge M, liegt in der Losungsmenge des Gleichungssystems.
Beweis: Jeder Vektor x € M, lasst sich als x = A (2,1,6,7) mit A € R schreiben.
Wir setzen diese Darstellung in das Gleichungssystem ein und iiberpriifen, ob = eine
Losung ist.

41’1—{—51'2—1‘3—274 42/\+5)\—6)\—7>\:O,

21’1+21’2—[E3 = 22/\+2/\—6)\=0

Das gilt fiir alle A € R, also fiir alle z € M,. Wir haben also gezeigt, dass alle
Elemente der Menge M, in der Losungsmenge des Gleichungssystems liegen.
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e Die Menge M3 liegt nicht in der Losungsmenge des Gleichungsystems. Als Begriindung
reicht es aus, einen Punkt zu finden, der zu M3 gehdrt, aber nicht in der Losungsmenge
des Gleichungssystems liegt. Zum Beispiel gilt = := (0,—2,1,0) € M3, denn —2+2-
1 =0, jedoch erfiillt = die zweite Gleichung nicht. Es gilt ndmlich 2-0+2-(-2)—1 =
-5 #0.

e Die Menge M, liegt in der Losungsmenge des Gleichungsystems.

Beweis: Sei x € M,. Dann existiert ein A € R so, dass = = A\ (1,2,6,8) gilt. Wir
setzen diese Darstellung im Gleichungssystem ein und iiberpriifen, ob = eine Losung
ist. Es gilt fiir alle x € My, also fiir alle X € R:

daxy +dbrg —x3—24 = 4-A+5-2X—6A—8\ =0,
201 +2x9 —x3 = 2-1A+2-2X—6A=0.

Wir haben also gezeigt, dass alle Elemente der Menge M, in der Losungsmenge des
Gleichungssystems liegen.

e Das Gleichungssystem hat 2 Gleichungen und 4 Unbekannten. Es gibt also maximal
4 — 2 = 2 linear unabhangige Vektoren, die die Losungsmenge erzeugen.
Da v; = (2,1,6,7) und vy, = (1,2,6,8) in der Losungsmenge liegen und linear un-
abhang sind, bilden sie eine Basis der Losungsmenge.
Aufgabe H 19. Kreuzprodukt

Entscheiden Sie, ob die folgenden Rechenregeln fiir beliebige Vektoren a,b, ¢, d € R? korrekt
oder falsch sind.

(@) ax (bxc)—{alc)b+ (a|byc=0

(b) (axb|c)y={(albxc)—(a|cxc)

(c) ax(bxec)=bx(cxa)=0

(d) (axblexd)=(alc)(bld)—(blc)({ald)+ (alaxd)

Lésungshinweise hierzu: Wir stellen a, b, c,d als a = (a1, a2,a3), b = (b1, b, b3),
Cc = (Cl, Co, Cg), d= (d1, dg, d3) dar.
(a) Die Aussage ist korrekt.
Beweis:

ax (bxc) = (ay,az, a3) X (bacz — bzca, bscy — bics, bicog — bacy)
= (ag(brca — bacy) — as(bger — bics), as(bacs — bgea) — aq(byca — bacy),
a1 (bgcy — bics) — ag(bacs — bscy))
nach b;, ¢; sortieren :
= (b1(agea + ases) — c1(agbe + agbs), ba(ajcy + ases) — co(arby + asbs)
bs(arc1 + asca) — cs(arby + asby))
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Wir addieren (0,0,0) = (by(aic1) — c1(a1by), ba(ascy) — ca(aghs), bs(ascs) — cs(ashs))
zur Gleichung und bekommen:
ax (bxc) = (by{alc)—ci(alb),by{alc)—co(alb),bs(alc)—cs(alb))
(a|cyb—(al|b)c.
Es gilt also a x (b x ¢) — (alc)b+ {(a|b)c=0.
(b) Die Aussage ist korrekt.

Beweis: Da (a|c x ¢) = (a|0) = 0 ist, bleibt nur noch zu zeigen:

(axble)y=(albxc).

<(l | b x C> = <CL| (bgCg — bgCg, b301 — blcg, b102 — b201)>
aq (b2C3 — bgCQ) —+ ag(bgCl — bng) -+ Clg(blCQ — bgCl)
nach c¢; sortieren
= (CLng — CL3b2) + 02(a3b1 — CL1b3) —+ Cg(@lbg — CLle)
= (axbl|ec).
(c) Die Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel ware a = (1,0,0), b= (1,1,0),
c=(0,0,1). Es gilt:
ax(bxec)—bx(cxa)=(1,00)x (1,-1,0) — (1,1,0) x (0,1,0)
— (0,0,—1) — (0,0,1) % 0.

(d) Die Aussage ist korrekt.
Beweis: Da (a|a x d) = 0 ist, bleibt zu zeigen, dass :

{axblexd) =(afc)(b]d) = (b|c){a]d)
In der zweiten Teilaufgabe haben wir gezeigt, dass fiir z,y, 2z € R3:
(zxy|z) = (z|yx2z)

gilt. Mit z = a,y = b,z = (¢ x d) fogt

(axblexd)y={(albx (¢cxd)).
In der ersten Teilaufgabe haben wir gezeigt, dass fiir z, 7y, z € R?:

rx (yxz)—(z|z)y+(z]y) 2
gilt. Mit x = b,y = ¢,z = d fogt

bx (exd)=(bld)c—(b|c)d.
Zusammengefasst gilt also:

(axblecxd) = (a|bx(cxd))
= (al|(bld)c—(b

) d)
= (ale)(bld) = (b]c

) (ald)
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 20. Matrizenmultiplikation
Gegeben seien die Matrizen

10 1 21 2
. 0 2 00 2 —1

A=(-1 00 5-i), B= Lol €11 9 0 9
3 i 2 00 —2

Welche der Produkte AC,CA,CA", BA,CAB,ACT A", (CB)" sind definiert? Berechnen
Sie diese Produkte.

Lésungshinweise hierzu: Es gilt A €¢ C4, B ¢ C*2,C € C**. Aus diesem Grund
sind die Produkte C'A, BA,CAB nicht definiert. Die Zeilen- bzw. Spaltenzahl ist nicht
kompatibel. Unten sind fiir die definierten Produkte die Ergebnisse angegeben:

AC=(9-2i =2 —1 —12+2i)

9—-2i1
—5+1
—11+ 21
—12 + 21

CA" =

ACTAT = —67 + 24i

2461 4+2
2—-31 -1
CB = 1—61 4—-21}|"°
2—-61 —2i
damit ist
24+61 4+2i
T |2-31 i (2461 2—-31 1-61 2—-6i
(C€B) = 1—61 4—2i _(4+2i —i 4-2i —21)'
2—-61 —2i

Aufgabe H 21. Rechenregeln

Seien X,Y € R?*2. Entscheiden Sie, ob die folgenden Regeln zutreffend sind.
(@) XY - YX=0=XY=E,, (b) X?=Fy= X =+E,,
(c) XX"T=0=X=0, (d) XY =0 <= YX =0.

Lésungshinweise hierzu:
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6. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(a) Die Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist z.B. Y = X # E, beliebig gewihlt.

(b) Die Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist z.B. X = ( (1) _01 )

(c) Die Aussage ist korrekt. Mit den Bezeichnungen X = ( x“ xn ) erhalten wir
21 T22
2 2
B T T+ T11T21 + T12%T22
0=XX = > 9
T11T21 + T12T22 Ty + Ty
=z}, +25,=0und 23, + 23, =0
= T3 =T =T =T =10
= X=0.

(d) Die Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist X = ( _01 (1) ) , Y = ( 1 ; > Es
gilt fiir diese Auswahl XY =0 und Y X #0.

Aufgabe H 22. Skalarprodukt
(a) Es seien z,y € R", also z = (z1,...,2,) und y = (y1,...,y,) mit z;,y; € R.
Entscheiden Sie, fiir welche A = (A1,...,\,) mit \; € R
<l‘ | y>)\ = /\1$1y1 + ..t /\nxnyn

ein Skalarprodukt auf R™ im Sinne von 2.6.2 definiert.

(b) Sei B:= ( ? ; ) € R?*2. Definiert

((@1,22) | (Y1, 92)) g = (21, 22) ( ? ; ) (@

fiir (z1,72), (y1,92) € R? ein Skalarprodukt auf R? im Sinne von 2.6.27

Losungshinweise hierzu:

a) Die Symmetrie und die Bilinearitat sind fiir beliebige Werte der \; gegeben.
j
Denn: Symmetrie: Es ist

<(L’ | y>)\ - )\lxlyl + ...+ Anxnyn
= MyiT1 + ... + \uynz, da R Korper
= (yl|x),

Bilinearitat: Zeige Linearitdt im ersten Argument. Mit der Symmetrie folgt dann Li-
nearitat im Zweiten. Es folgt die Bilinearitat. Seien z,y,z € R™ und sei a € R, so
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gilt

(alz+y)[2), = (ar+ay|z)
= M(ary +ay))z + ... + ap(ax, + ay,)z,
= aMriz1 +aMyiz1 + ...+ a2, + AN Yn2n
= alela+alyl2,.
Somit ist die Linearitat im ersten Argument gezeigt.
Es gab hier keine Einschrankungen an \.

Zur Positiv-Definitheit: Damit (z|y), = AMiz1y1 + ... + A\y2ny,, ein Skalarprodukt ist,
muss das Produkt positiv-definit sein, d.h. es muss

Ve e R\ {0}: (x|z), >0 und r=0&(z|z), =0

gelten. Esist (z|xz), = \af + ...+ \,z2. Sei nun & =¢; mit i € {1,...,n}, so gilt
(ei|e;), = A;. Es muss also fiir die Definitheit gelten, dass A\; > 0 ist.
Insgesamt folgern wir also, dass \ € (R*)™ gilt.

(b) Es gilt

2 1
(21, x2) ( 1 2 ) (Zy/;) = 23y1 + T1Y2 + T2y1 + 222y0.

Zur Symmetrie:

(@r,22) | (01,92)) 5 = @h@>(f ;><w>

Y2
= 211y1 + T1Y2 + Tay1 + 222y

= 2y121 + Y1 + Y122 + 2Y272

= (y1,92) ( ? ; > @;)

= ((y,92) [ (21, 22))

Somit ist die Symmetrie gezeigt.
Zur Bilinearitat:

(a(w1,29) + (21, 22)) | (1, 92))

= af(z1,22) + (21, 22)) < ? ; ) (z;)

(2 ) () vemm (2 1) (%)

= a((z1,72) | (Y1,92)) p + a{(21,22) | (y1,2)) 5

Dies folgt mit dem Distributivgesetz fiir Matrixrechnung. Somit ist die Linearitdt im
ersten Argument gezeigt. Im zweite Argument folgt sie wegen der Symmetrie. Somit
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ist die Bilinearitat gezeigt.
Zur Positiv-Definitheit:

2 1
(21, 22) ( 1 2 ) (2) = 2w111 + 1122 + oy + 20000

= (z1422)*+ 2] + 13
Dies ist stets groBer oder gleich Null und nur gleich Null, falls (z1,22) = (0,0) gilt.
Es handelt sich also um ein Skalarprodukt.
Aufgabe H 23. Matrix-Exponentialfunktion

In der Prasenziibung wurde die Matrix-Exponentialfunktion definiert. Gegeben seien die re-
ellen Matrizen

0 a; as 0 b1 b2
A=10 O as und B=10 0 b3
0 0 O 0 0 0

(a) Berechnen Sie exp(A + B).

(b) Berechnen Sie exp(A) exp(B).

(c) Finden Sie zwei verschiedene Matrizen A # 0 und B # 0 in der oben angegebenen
Form so, dass exp(A + B) = exp(A) exp(B) gilt.

(d) Finden Sie A, B in der oben angegebenen Form so, dass exp(A+B) # exp(A) exp(B)
gilt.

Losungshinweise hierzu: Esist exp(A) := ) ;- Ak—f die Defintion aus der Prasenziibung.
Wir berechnen zuerst exp(A) und exp(B). Es gilt

0 0 a1as
A =F;, A'=A A= 00 0 und A" =0 fiir i >3
00 0

und somit gilt

1 a; ap+ 4
exp(A 0 1 as
0 0 1
und ebenso ist
1 by by+ %
exp(B 0 1 b3
0 0 1
(a) Somit gilt
1 aq + bl (05} + bQ + —(a1+b1)2(a3+b3)
exp(A+ B) = 0 1 as + b3
0 0 1
1 a; + bl as + 172 4 a1a3+a1b3-21-a3b1+b1b3
= 0 1 as + bg
0 0 1
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(b) Weiter gilt

1 a1+bl a2+b2+a1b3—|—%
exp(A)exp(B) = 0 1 as + bs
0 0 1

(c) Wir betrachten

00 a3b1;a1b3
exp(A+ B) —exp(A)exp(B)=1 0 0 0
00

0

Es muss fiir die gesuchten Matrizen aszb; = a,1bs gelten. Z.B.:

001 0 0 2
A= 0 0 0 und B=10 0 0
0 00 0 00
(d) Siehe (c). Es muss asby # a1bs gelten. Z.B.:
010 0 00
A=10 0 1 und B=1| 0 0 1
000 000
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 24. Polynome
Es sei der reelle Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner vier gegeben durch

3
p(X) =) a;X7, a; € R} :
j=0

(a) Priifen Sie nach, dass B: 1, 1+ X, 1+ X + X? 1+ X + X? 4+ X3 eine Basis von
Pol3 R ist.

(b) Es sei d: Pol3R — Pol3R die Abbildung, die einem Polynom seine Ableitung zuord-
net. Geben Sie die Matrix ,d, an.

Pol;R = {p: R—R

(c) Bestimmen Sie den Kern der Abbildung D: R* — R*: v — _d_v. Bestimmen Sie
die Dimension des Bildes von D.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Nach 3.8.14 ist Pol; R ein Vektorraum der Dimension 4, eine Basis hat also genau 4
Elemente.
Wir priifen nach, ob die vier gegeben Polynome linear unabhangig sind.

VX ER: 0= M -1+ -(1+X)+A-(1+X+X)+ N (1+X+ X2+ X3
= M+ d+AFA+ A+ A3+ A)X + (s 4+ A) X2+ A XP

Mit Koeffizientenvergleich erhalten wir Ay = 0, denn es steht 0 - X3 auf der linken

Seite. Somit folgt A3 = 0, also Ay = 0 und schlieBlich \; = 0. Es gibt nur die triviale

Kombination der Null, es sind also die Polynome linear unabhangig. Es handelt sich
also um eine Basis.

(b) Wir stellen ein Polynom p € Pol3 R, wie folgt, dar:
p(X) = a-14b-1+X)+c- 1+ X+ X)) +d-(1+X+X>+X?)
= at+btctd+(b+c+d)X + (c+d)X?+dX>

An dieser Stelle halten wir auch die Koordinatendarstellung bzgl. der Basis B fest;

Bp = (a7 b7 C’ d)'
Wir leiten p ab und erhalten

P(X) = btc+d+2(c+d)X +3dX>
= b+ct+d+2cX +2dX + 3dX?
= b+c—2d+2cX —dX + 3d + 2dX + dX + 3dX?
= b+c—2d+2cX —dX +3d(1+ X + X?)
= b—c—2d+d—d+c+c+2cX —dX +3d(1 + X + X?)
= b—c—d+ 2c—d)(1+X)+3d(1+ X + X?)
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An dieser Stelle halten wir wieder die Koordinatendarstellung bzgl. der Basis B fest;
0 = (b—c—d2c—d 3d,0).

Wir wissen nun

=(,p) =(b—c—d2c—d 3d,0)".

T
Bp = (a7b7 C? d) '_> BdB : Bp

Somit ergibt sich

01 -1 -1
d - 00 2 -1
BB | 00 0 3
00 0 O
(c) Esist Kern D = {v € R*| D(v) = ,d v =0}. Wir Iosen also das homogene Glei-
chungssystem
01 -1 —-1(0
00 2 —1(0
00 O 3110
00 0 010
Durch Umformen erhalten wir
01 0 O0YoO0
00 2 0¢Y0
000 30"
00 0 O0YO0
somit ist der Kern gegeben durch
t
4 0
KernD=<qveR* | v= 0 ,teR
0

Interpretation: Die Ableitung von Konstanten ist immer identisch 0.

Mit der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt, dass die Dimension des Bildes
3 ist. Denn: dim Urbildraum = dim Kern + dim Bild, also hier 4 = 1 + z, es folgt
T =3.

Interpretation: Durch Ableiten kann es kein Polynom mit Grad drei mehr geben, es
kann die Dimension also nicht vier sein. Es gibt aber beliebige Polynome vom Grad
echt kleiner drei, also ist die Dimension 3.

Aufgabe H 25. Lineare Gleichungssysteme

(a) Bestimmen Sie die Lésungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems iiber C:

o+ (1 +D)ay=1—1i
il’l—f-QZEQ:l
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(b) Bestimmen Sie die Lésungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems.

3 1
— =X — 2ZE2 + 51‘3 — 51’4 — 21’5 + 3[156 =—1

1 + +2 +2 +2 13
—T) — Ty + T3+ x4+ =T T6 = —
L7 gPat ¥4 glat ol 6= 3

3 N L2 T ]
AT TR T T T g T T T Ty

Ist die Lésungsmenge ein Untervektorraum von R6?

Losungshinweise hierzu:
(a) Multipliziert man die erste Zeile mit —i und addiert dies zur zweiten Zeile erhalt man

das LGS:
1+ (1 +i)z=1-1
(2—i(1+1i)zy=1—-1i(1 —1)
Und damit )
—i 1 3.
To = = — — —i
3—1i 10 10
und
3 4.
T =-— -l
5 5

(b) Wir miissen das folgende Gleichungssystem I6sen

3 _9 1 _1 _ _

2 z % 22 22 s 131
—-1 -4 1 2 2 9| 13
3 3 3 3 3

3 11 1 2 1|1

4 4 4 3 12 2

Die Multiplikation der ersten Zeile mit (—2), der zweiten mit 3 und der dritten mit
12 ergibt das System

3 4 -1 1 4 -6 2
-3 -4 1 2 2 6 |13
-9 -12 3 -3 -8 7 || —6

Addieren wir die erste Zeile zur zweiten und das dreifache der ersten zur dritten erhalten
wir das System

34 -1 1 4 —61| 2

00 0 36 0 15
00 0 04 —11{ 0

Addieren wir —% der zweiten Zeile und —% der dritten Zeile zu der ersten Zeile,
bekommen wir das Gleichungssystem

34 -100 —31-3
00 0 36 0 |15
00 0 04 —11]|0
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Mit der Auswahl x5 = 113 konnen die zweite und dritte Zeile als:

Tg = 4)\3
Ty = 5—22)\3

dargestellt werden. Mit der Auswahl 21 = Ay und x5 = A9 kann die erste Zeile als
$3:3+3)\1+4)\2—2)\3

dargestellt werden.
Die Lésungsmenge ist also

( 0 1 0 0 )
0 0 1 0
3 3 4 -2
5 + A\ 0 + A9 0 + A3 _99 A, A2, A3 € R
0 0 0 11

L\ 0 0 0 1 )

Da der Vektor 0 kein Element der Losungsmenge ist, kann sie kein Untervektorraum
sein.

Aufgabe H 26. Lineare Abbildung
Es sei g = R(1,3,0)" eine Gerade in R? und 6: R* — R? die Drehung an dieser Geraden,

)
die (1,3,1)" auf (;—% +1, 4 +3,o> abbildet.

(a) Bestimmen Sie den Drehwinkel der Abbildung & und das Bild von (—3,1,0)" unter
der Abbildung ¢.

(b) Wihlen Sie eine Orthonormalbasis B, die einen Richtungsvektor von g und den Vektor
, U, enthalt, un estimmen Sie die IVlatrixbeschreibung ezuglic leser
0,0,1)" hal d besti Sie die Matrixbeschreib BéBb"I'hd'
Basis.

(c) Bestimmen Sie die Koordinatenvektoren beziiglich B der Standardbasisvektoren.
(d) Bestimmen Sie die Bilder der Vektoren der Standardbasis unter 4.
(e) Bestimmen Sie die Matrixbeschreibung ,J, beziiglich der Standardbasis £ .

Losungshinweise hierzu:

(a) Der Drehwinkel lasst sich in der Ebene, die orthogonal zu ¢ liegt und durch den Punkt
(1,3,1)" geht, ablesen. Diese Ebene hat die Gleichung 2143z, = 10. Sie schneidet die

Gerade g im Punkt Q = (1,3,0)". Die Verbindungsvektoren von @ zu den Punkten
T

(1,3,1)7 und <\;—1%+1,\/%—0+3,0> sind (0,0,1) und (\;—%%Oo) Der Winkel

zwischen diesen beiden Verbindungsvektoren ist der Drehwinkel und betragt 7.

Das Bild R = (71,79, 73) des Punktes (—3, 1,0)T ist ein Punkt, der
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(i) in der Ebene, die orthogonal zu g ist und durch den Punkt (—3,1, O)T geht, liegt,
(ii) in dieser Ebene einen Abstand vom Schnittpunkt mit ¢ hat, der mit dem Abstand
T . . . . .
von (—3,1,0) zu diesem Schnittpunkt iibereinstimmt,

(iii) in dieser Ebene mit (—3,1,0)T am Schnittpunkt mit g einen Winkel von 7
einschlieBt.

Das ergibt die folgenden Bedingungen:

(i) 71 + 3r2 = 0 (die Ebene hat die Gleichung x; + 323 = 0)

(i) /72 + 12 + 12 = /10 (der Schnittpunkt ist (0,0,0)", der Abstand zu (—3,1,0)"
betragt \/1_())

(lli) —37”1 + 1o = 0

Diese drei Gleichungen haben die Losungen (0,0,1)" und (0,0,—1)". Der Punkt

(0,0,1)" ist das Ergebnis bei der Drehung um T in die falsche Richtung. Die Lsung

2
ist also R = (0,0, —1)".

(b) Wir wahlen

1 1 0 1 -3
bp=——=13 by=10 bs3=——=1| 1
Nach Satz 3.8.6 gilt
205 = (35(51) 50 (b2) Bé(bg))
- (Bbl Bb3 B_b2)
10 0
= [0 0 -1
01 0

(c) Wir I6sen die Gleichungssysteme

€1
€2

€3

und erhalten

€1

€2

€3

a1b1+a2b2+a3b3
B1 b1 + B2 by + B3 bs
Y101 4 Y2 by + 73 b3

a
(%)
a3

A
B2
B

71
V2
V3

1
V10
0

3
V10
3
V10
0
L
V10

o = O
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(d)

=T | ~/
TE2 Bk
__ ~— T 3
I N—
R o P
— — —

o O - oo H O O

— O O — o o — O O

— N g
NS NS NS
Q S xQ
Q & Q
o o) o
x S x
I I I
= N "o
X L X
fae) jae) fae)
x S x

Also gilt

R
1_m3_m3_m
~_

o o -

o
37ﬁ

(§)+

o

1 1
b2+0b3:\/—1_0\/T

3
V10

by +

1
V10

) (61) =

(e) Nach dem Vorherigen gilt

SEEERS
N—
Il

g
~\O
S
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 27. Lésbarkeit von LGS

Berechnen Sie die Determinante der Matrix A und bestimmen Sie in Abhangigkeit von
a, B € R alle Lésungen des linearen Gleichungssystems Ax = b, wobei

a 2 3 -1 I}
1 2 2 1 1
A= 0 1 1 E und b= 9
-2 -3 -2 -3 1

Losungshinweise hierzu: Wir betrachten gleich die erweiterte Matrix und bringen diese
auf eine “hiibsche” Dreiecksgestalt. Hierbei merken wir uns, wie viele Zeilenvertauschungen
vorgenommen und mit welchen Faktoren wir eine Zeile multipliziert haben. Wir formen

o 2 3 18
1 2 2 111
0 1 1 012
—2 -3 -2 -3|1
um zu
100 1 -3
010 1 1
001 -1 1

000 al|-B8-3a+5

Wir haben dreimal Zeilen vertauscht und einmal eine Zeile mit dem Faktor —1 multipliziert.
Somit ist die Determinante «.

Falls die Determinante nicht Null ist, also falls o # 0 gilt, so ist das System fiir beliebige
[ € R losbar. Die Lésung ist geben durch

5-8 5-p 5- 13 5- 13

1'2:4 ) 1’3:—2+ ’ Ty =
(6] (0% (6%

- 3.

T =

Sei nun a = 0, so ist das System nur |6sbar, falls —3 + 5 = 0 gilt, also falls § =5 gilt. In
diesem Fall ist die Losungsmenge gegeben durch

cz{pﬁ—ul—u1+uwTeR4

teR}.

Aufgabe H 28. Invertieren
(a) Fiir welche Werte von a, b, c,d, e, f und g hat die Matrix

O Qe

b
e
0

Q - 0O

eine Inverse? Berechnen Sie in diesem Fall die Inverse.
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(b) Bestimmen Sie alle Lésungen der Gleichung
1 20 11
(2 3 4)X:(6 3)'

(a) Die gegebene Matrix B hat eine Inverse, falls ihre Determinante nicht verschwindet.
Die Determinante berechnen wir zum Beispiel durch Entwicklung nach der dritten
Zeile. Dies fiihrt auf det (B) = g(ae — bd). Die Matrix hat also eine Inverse fiir g # 0
und fiir alle a,b,d,e € R, sodass ae — bd # 0. Fiir diese Werte bestimmen wir die
Inverse Matrix von B iiber die Losung eines linearen Gleichungssystems. Wir wollen
das Gleichungsystem BX = FEj5 losen. Wir verwenden dafiir das GauB-Verfahren und
schreiben das erweiterte System auf:

Lésungshinweise hierzu:

O QR
O = O
_ o O

b c|1
e [0
0 g0

Durch teilen der letzten Zeile durch g # erhalten wir

S Qe

b 1 0
e 01
0 0 0

—~ 0
QIO O

Die Subtraktion von f-mal der dritten Zeile von der zweiten Zeile und von c-mal der
dritten Zeile von der ersten liefert

Q [~ o

S = O

b 01
e 010
0 11/0

S Q2

1
g

Die Multiplikation der ersten Zeile mit e und Substraktion vom b—fachen der zweiten
Zeile davon und die Multiplikation der zweiten Zeile mit a und Substraktion vom
d—fachen der ersten Zeile davon liefert

ae—bd 0 0l e —b &L —ce

0 ae—bd 0| —-d a <-4l

0 0 10 0 1

g

Die Devision der ersten und zweiten Zeile durch (ae — bd) # 0 liefert

e b ce—bf

]. O 0 ae,gd T ae—bd (bddia e])cg
010 “aeo—bd aegbd (ae—bd)g
00 1 0 0 .
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Damit ergibt sich

1 eg —bg bf —ce
Bl — m —dg ag cd—af
g 0 0 ae—0bd

(b) Zur Bestimmung der Losungen der Matrixgleichung setzen wir im Folgenden

a b
X=1|c d
e f

Aus der zu losenden Gleichung erhalten wir damit die folgenden Gleichungen

a+2c

b+ 2d
2a+ 3c+4e =
2b+3d+4f =

w O = =

Daraus erhalten wir
1—2¢c 1—2d
X = c d

c 14+d
L+5 =
Einsetzen von X in die gegeben Gleichung zeigt, dass die Gleichung fiir alle ¢,d € R erfiillt

Ist.

Aufgabe H 29. /nverse
Fir welche Werte des reellen Parameters a ist die Matrix

a 0 2 2
1 3 0 -1
Ao = 2 01 1
000 2

invertierbar? Bestimmen Sie die Inverse von A,, falls sie existiert.

Losungshinweise hierzu: Die Matrix A, ist fiir diejenigen Werte von a invertierbar, fiir
welche det(A4,) # 0 gilt. Wir bestimmen die Determinante von A, zum Beispiel durch
Entwicklung nach der vierten Zeile. Dies fiihrt auf

a 0 2
det(A,) =2det {1 3 0] =6(a—4),
2 01
damit ist die Matrix A, invertierbar fiir alle a # 4. Wir bestimmen die Inverse von A, fiir

a # 4 durch
A7l = (detA,)”" adj(A,),
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wobei adj(A,) die Adjunkte von A, bezeichnet. Wir erhalten

6 0 —12 0
Al = 1 -2 2a—4) 4 a—4
“ 6(a—4) | —12 0 6a 12 —3a
0 0 0 3a-—12

Aufgabe H 30. Geometrische Interpretation
Es sei P die Pyramide, die von den Vektoren

o =(1,1,1)"
vy = (—1,0,4)
vs = (2,6,0)"

aufgespannt wird. Berechnen Sie das Volumen von P. Welche Hesse-Normalform hat die
Ebene, die parallel zur von v; und vy aufgespannten Ebene ist und die Pyramide so teilt,
dass das Volumen des Pyramidenstumpfs ein Drittel des Volumens von P ist?

Lésungshinweise hierzu: Es bezeichne Vol(P) das Volumen der Pyramide P. Dann gilt

1 11
Vol(P) = = |det(vy, vg, = —.
ol(P) 6’ et(v1, vz, v3)| 3
Weiter gilt
V1 X Vg = (4, —5, 1)T
Daher hat jede Ebene, die parallel zu der von v; und vy aufgespannten Ebene ist, eine
Gleichung der Gestalt
E:4xy —brg+ 23 =4,

fiir einen Paramter d € R.
Diese Ebene teilt die Pyramide in einen Pyramidenstumpf und eine (kleinere) Pyramide P’.
Das Volumen von P’ soll % des Volumens von P betragen und berechnet sich als

1
VO|<P/> = 6 |det()\ * V1, A Vo, A ’U3)|
Fiir einen Wert \ € R, der das Verhaltnis der Seitenlangen der beiden Pyramiden beschreibt.
Das ergibt die Gleichung
, 1 2 2 (1
VOl(P) = 6|det()\"01,)\'1)2,)\"03)| = gVOI(P) = g 6|det(’01,’l}2,’03)| R

woraus sich \3 = % und damit \ = {/g ergibt. Der Punkt ) = <1 — {'/%) vy liegt damit
in der Grundflache von P’. Die Hesse-Normalform der Ebene lautet also

1,5 1 o2} 2
— x To — r3=1—1/= | —.
Nz RN TN 3) Va2
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 31. Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren

Bestimmen Sie mit dem Schmidtschen Verfahren eine Orthonormalbasis der folgenden Un-
tervektorraume:

(a) L((1,0,0,0,0)",(1,0,1,0,0)7,(1,1,1,0,2)",(2,1,0,2,3)") S R®
(b) L((1,1,-1,0,1)7,(1,1,0,1,0)7,(0,1,1,-1,-1)",(0,0,1,0,3)") S R

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir bezeichnen die Vektoren
by == (1,0,0,0,0)", by := (1,0,1,0,0)", b5 := (1,1,1,0,2)", by := (2,1,0,2,3)".
Wir wahlen f; = b;. Weiter erhalten wir via Verfahren

f3 = ba—(bao|f1) 1

= (1,0,1,0,0)" —(1,0,0,0,0)" = (0,0,1,0,0)"
ho= 200100
| f5]

fi = b3 —(bs|f1) 1 — (bs|f2) fo
= (1,1,1,0,2)" —(1,0,0,0,0)" — (0,0,1,0,0)"
= (0,1,0,0,2)"

fs = i(01002)7

fi = ba—bal fr) fr = (bal f2) f2 — (bal f3) /3

7
= (2,1,0,2,3)" —2(1,0,0,0,0)" —0 — =(0,1,0,0, 2)7

.
2 1
= (0,-Z,0,2,=
(7 57775)

1 T
— = (0,-2,0,10,1)".
f4 \/ﬁ( )

Es bilden f1, f2, f3, f4 eine Orthonormalbasis des gegebenen Unterraumes.
(b) Wir bezeichnen die Vektoren

by = (1,1,-1,0,1)", by := (1,1,0,1,0)", b5 := (0,1,1, =1, —1)", by := (0,0,1,0,3)".
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Wir wahlen f; = % = %(1, 1,—1,0, l)T. Weiter erhalten wir via Verfahren

f5 = by —(b2|f1)f1
_o(riny
o\2727277 2

5 = f;_1(1111 1)T
2 ’f;’ \/§ 27979777 9

f; = b3_<b3’fl>fl_<b3‘f2>f2

(195 10 5\
- \8’8’8 8’ 8
1

= ——(1,9,5,—10,—5)"

i = ba—(ba|fr) f1 — (ba|f2) fo — (ba| f3) f5

B 6 2 57 2 59\
B 29729729729’ 29

1 T

_ —6,4,57,2,59)" .
Ja 3\/75_4( )

Es bilden fi, fo, f3, f1 eine Orthonormalbasis des gegebenen Unterraumes.

Aufgabe H 32. Eigentlich und uneigentlich orthogonale Matrizen

Gegeben seien die Matrizen

1 (2 1 2 1 (2 1 2
Bl = g 1 2 2 ,BQ = g 1 2 —2 5
2 =2 1 2 =2 -1

sowie die Abbildungen
G1:w— Biw, [(y: w+— Bow.

(a) Welche der obigen Abbildungen sind Isometrien? Welche von diesen sind eigentlich und
welche uneigentlich?

(b) Eigentlich orthogonale Matrizen beschreiben Drehungen. Bestimmen Sie fiir alle ei-
gentlich orthogonalen Matrizen aus der Menge {B;, B2} den Drehwinkel und gegebe-
nenfalls die Drehachse.

(c) Jede uneigentlich orthogonale Matrix beschreibt eine Komposition aus einer Drehung
und einer Spiegelung. Geben Sie fiir alle uneigentlich orthogonalen Matrizen aus der
Menge {Bj, By} eine solche Drehung sowie Spiegelung an. Bestimmen Sie zu diesen
den Drehwinkel und gegebenenfalls die Drehachse, sowie die Spiegelungsebene.

Lésungshinweise hierzu:
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(a)

(b)

(c)

Beide obigen Abbildungen sind Isometrien, weil alle Matrizen orthogonal sind, d.h. es
gilt B{ B; = B\ B; = E3 und entsprechendes fiir die andere Matrix. Um zu entschei-
den, welche Abbildungen eigentlich und welche uneigentlich sind, miissen die Determi-
nanten der Matrizen berechnet werden. Es ergibt sich

det(Bl)
det(Bs)

L,
~1.

Also ist 3; eine eigentliche und (35 eine uneigentliche Isometrie.

Fir die 3 x 3-Matrix B; konnen wir die Formel aus 4.6.20. verwenden:

5 2 1
QCoscp:Sp(Bl)—1:§—1:§ :>g0:arccos§(% 1,231).
Die Drehachse ist die Menge aller Fixpunkte von (3, d.h. alle Vektoren w fiir die

f1(w) = w gilt. Dazu 16sen wir das homogene lineare Gleichungssystem

(Bl - Eg)U} =0
und erhalten fiir die Drehachse:
1
D=X{weR|w=X|1], eR
0

Es sei vorab gesagt, dass es verschiedene Moglichkeiten gibt, die durch By beschriebene
Drehspiegelung in eine Drehung und eine Spiegelung zu zerlegen. Nach Bemerkung
4.6.17 konnen wir die Spiegelebene frei wahlen.

Eine einfache Wahl ergibt sich aus folgender Gleichheit:

10 0
Bo=B,10 1 0
00 -1

Wir wissen bereits, dass B; eine Drehung beschreibt. Die Matrix

10 0
01 0
00 -1

beschreibt eine Spiegelung an der x-y-Ebene. Aus

0
0
-1

BQZBl

o O =
O = O

folgt, dass die von B, beschriebene Drehspiegelung eine Komposition aus der Spie-

gelung an der x-y-Ebene und der durch B; beschriebenen Drehung mit Drehwinkel

p = arccos% und Drehachse D ist.
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Aufgabe H 33. Inverse Blockmatrizen

(a) Seien M, N € R"*™ invertierbar. Das Produkt M N ist dann auch invertierbar. Zeigen
Sie, dass die Inverse durch (M N)™! = N=!M~! gegeben ist.

(b) Es seien nun A, B,C, D € R™", wobei A, D sowie (A — BD~'C') invertierbar vor-
ausgesetzt werden. Rechnen Sie nach, dass

A B\ (E, BD*\ (A-BD7'C 0 E, 0
C D) \0 E, 0 D)\D™'C E,)"

(c) Benutzen Sie nun die Ergebnisse aus den Teilaufgaben (a)-(b), um

A B\
C D
zu berechnen. Was ergibt sich im Fall n =17

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt:
(MNYN*M™Y =E,=(N"*M"")(MN).

Dies war zu zeigen.
(b) Es gilt:

E, BD™Y\ (A—-BD'C 0 E, 0\ (E, BD™*'\ (A-—BD'C 0
0 E, 0 D)\D™'C E,] \0 E, DD 'C D
A—BD'C+BD'C BD'D

C D

A B
¢ D

(c) Es folgt aus (a) und (b), dass
A B\ (E, 0\ '(A-BD'C 0\ '(E, BD'\"
C D ~\D"'C E, 0 D 0 E, '
Fiir den Moment fiihren wir die Abkiirzung X := A — BD~!C ein. Durch nachrechnen
erhalt man, dass
E, o\ ( E, 0
D-'C E, ~\-D'C E,)’
X 0\ _ /X' o0
0 D 0 D'

E, BD-"\' (E, —BD™!
0 B, “\o E )
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Der Rest ist Matrizenmultiplikation:
A B\ (E, o\'(x o\ '(E, BD\\
C D ~\D'C E, 0 D 0 E,
B E, 0 X1t 0 E, —BD™!
~\-D7'C E, 0 D! 0 E,

B X 0\ (E, —BD™
~\-p*cx* p')J\o E,

B X —X-'BD"!

—D'CX~! D'CX-'BD!'+ D!
B (A— BD™'C)"! —(A— BD™'C)"'BD"!
~\=-D"'C(A— BD™'C)"' D' (C(A- BD"'C)"'BD~! + E,)

Fir n =1 kann man dieses Ergebnis noch vereinfachen: Die Eintrdge sind nun reelle
Zahlen, die hier der Ubersichtlichkeit halber mit Kleinbuchstaben bezeichnet werden.
Es ergibt sich

Loy o)
C d o _ Cc l be 1
(o) d(d<a N )
1 d  —b
ad _ bC —c bC+add—bC
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 34. Eigenwerte, Eigenrdume
(a) Gegeben ist die Matrix

2 2 =2
A= 1 1 2
1 -3 6

Bestimmen Sie alle Eigenwerte der Matrizen A, A% und A'°" sowie die Eigenriume
von A.

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume der Matrix

0 100
0 010
B = 0 00 3
210 0 0

Losungshinweise hierzu:
(a) Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch

det(A—AE;5) = 2=AN1—-XN6-X)+4+6+2(1—X) —2(6—X)+6(2—2N)
= —A*4+9)\% — 26 + 24.

Wir setzen dies gleich Null um die Eigenwerte zu erhalten.

Die Gleichung 0 = —\3 + 9)\2 — 26\ + 24 hat die Lésungen \; = 2,y = 3 und
A3 =4.

Der Eigenraum zu )\ ist die Losungsmenge des Gleichungssystems (A — A1 E3)x = 0.
In diesem Fall 16sen wir

0 2 =20
(A—2e3)r=0 dh. 1 -1 2|0
1 -3 4 |0

Die Lsungsmenge ist gegeben durch {(—t,t,t)" € R®| t € R}.

Fiir Ay erhalten wir den Eigenraum {(O,t,t)T eR3 ‘ te R}.

Fiir A3 erhalten wir den Eigenraum {(—t,t,?t)T eR? } te R}.

Nun betrachten wir die Potenzen. Hierzu sei A ein Eigenwert von A und v sei ein
dazu gehdrige Eigenvektor, so gilt Av = Av nach Definition. Wir multiplizieren diese
Gleichung von links mit A und erhalten

A% = AAv = Adv = \Av = \u.
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(b)

Somit ist A\? ein Eigenwert von A? und v liegt im dazu gehérigem Eigenraum. Da
in diesem Beispiel die Matrix drei verschiedene Eigenwerte hat und auch die Potenzen
dieser unterschiedlich sind, so ist der Eigenraum jeweils ein-dimensional. D.h. der Ei-
genraum ist gegeben durch L (v).

Zusammengefasst heiBt das: A? hat die Eigenwerte \? = 4,02 =9 und A3 = 16 und
die Eigenrdume sind die gelichen, wie die von A.

Multiplizieren wir abermals von links mit A und wiederholen das bis wir die Potenz 100
erreicht haben, so erhalten wir, dass die Eigenwerte A\{% A% und A% sind, wobei
die Eigenraume gleich bleiben.

Wir berechnen die Eigenwerte mit Hilfe des charakteristischen Polynoms.

0 = det(B — \E))
- 1 0 1 0 0
Entwicklunsverfahren —\det 0 —)\ 3 — 97 det X 1 0
0 0 =\ 0 —-X\ 3
— A —81

Somit ergeben sich die Eigenwerte
A1 =3, Ay =—3, \3 =3i, \y = —3i.
Die zu \; zugehorigen Eigenraume sind dann gegeben durch:

V() = Kern(B — \)).

Zu A\ = 3:
-3 1 0 0|0 -3 1 0 0]/0
0 -3 1 0|0 N 0 -3 1 0}0
0O 0 -3 3|0 0 0 =3 3]0
27 0 0 =3|l0 0O 0 0 010

—V3) =L ((1, 3,9, 9)T) .
Genauso ergeben sich die anderen Eigenrdume:
—V(=3) = L ((—1,3, —9,9)T)
—V@E) = L ((i, 3, —91,9)T)

= V(=3i) = L((—i, —3,91,9)T>.

Aufgabe H 35. Eigenwerte, Eigenrdume

Finden Sie eine 3 x 3-Matrix, die die Eigenwerte 1,2 und 3 und zu diesen die Eigenraume

1 1 0
vin=L|[2]]., ve=L[[-1]] ve)=L|[]o0
0 0 1
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hat.
1
Losungshinweise hierzu: Da v; = | 2 | ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, wissen wir
0
von der gesuchten Matrix A, dass Av; = vy gilt.
1
Da vy = | —1 | ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 ist, wissen wir von der gesuchten Matrix
0
A, dass Avy = 2uy gilt.
0
Da v3 = | 0 | ein Eigenvektor zum Eigenwert 3 ist, wissen wir von der gesuchten Matrix
1

A, dass Avs = 3us gilt.
Wir haben also 3 lineare Gleichungsysteme mit jeweils 3 Gleichungen um die 9 = 3 x 3
Elemente der Matrix A zu bestimmen. Bilden wir aus den Vektoren vy, v, v3 die Matrix

1 10 1 00
T = 2 -1 0 und aus den Eigenwerten die Matrix D = 0 2 0 |, so kdnnen
0 01 00 3
wir die 3 linearen Gleichungsysteme simultan I6sen, in dem wir AT = TD lésen. Man kann
leicht nachpriifen, dass T invertierbar ist (det(7") = —3). Wir kdnnen also A bestimmen,

in dem wir die letzte Gleichung von Rechts mit 7! multiplizieren.
Berechnung der Inversen ergibt

L1 1o
T7'==|2 -1 0
3\o o0 3
Damit gilt
) 5 —1 0
A=TDTt'==| =2 4 0
3V 0 09

Aufgabe H 36. Affine Abbildung, Koordinatentransformation
Gegeben sind im Standardkoordinatensystem E = ((J); (), (})) die Punkte P = (2,1)",
Q= (4,2)" und R = (3,3)". Das Koordinatensystem IF = (P;v,w) wird durch den Punkt
P und die beiden Vektoren v = @ und w = ﬁ gebildet.

(a) M sei der Mittelpunkt der Strecke QR. Geben Sie die Koordinaten des Punktes M

beziiglich beider Koordinatensysteme an.

(b) Die affine Abbildung « vertauscht die Punkte P, und R zyklisch, d.h. a(P) =@,
a(Q) = R und a(R) = P . Geben Sie die Darstellung ,a, von « beziiglich des Ko-
ordinatensystems F an.

(c) Geben Sie die Koordinatentransformationen ., ., und k. an. Berechnen Sie .«

F'FE E-
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L6sungshinweise hierzu:
(a) In den Standardkoordinaten gilt:

.
1 1 T T 75

= 4@+ om) =3 (w27 +007) = (33)
. 20@+O7>€ > (42)"+3.3) 55
Im System I sind die Punkte durch folgende Koordinaten gegeben:

P=(0,01, Q=107 ,rR=(0,1)".

F

Somit gilt
.
1 1 : N (11
oM =5 (PO+PE) =5 ((1,0)7 +(0.1)7) = (2,2) .
(b) Die Abbildung « l&sst sich beschreiben als

o= (40 et (7)

mit a,b,c,d, s,t € R. Wir setzen nun die Bedingungen von oben an.

@=(g) =etr= (2 0)(0)+ ()

d
FRI(?) = 20 (:Q) = (ﬁ Z)(é)+(§)
P=(0) == (2 5) (V)4 (3)
Es ergibt sich
st = (7 )+ (5):

(c) Wir berechnen zuerst die Transformation von [ nach E. Diese ist nach Skript gegeben

durch
RN 2 1 . 2
pRpt @ 1 92 T e

Die Transformation von [E nach F ist das Inverse obiger Transformation. Hierzu benoti-
gen wir die Inverse der Matrix in der Beschreibung. Sie ist gegeben durch (vgl. Aufgabe

H33)
1( 2 -1
3\ -1 2 )

Es ergibt sich (via y = Az +b & A7ly — A7 = 1)
L2 1y (1
FK}E. i 3 1 9 xZ 0 .

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /




10. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Die Transformation von I nach F ist schlicht die ldentitat.
Es gilt als Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen:

EYE = ERrr®rrE

e (0 1N, (5

Somit erhalten wir
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 37. Definitheit

Entscheiden Sie, ob die quadratischen Formen, die durch die folgenden Matrizen beschrieben
werden, positiv definit, negativ definit oder indefinit sind.

0 -3 =2 1
2 B=| -2 -4 0
3 1 0 -1

A= -1

Losungshinweise hierzu:

e Die Matrix A hat die Determinate —5. Dies ist das Produkt der Eigenwerte, d.h. das
mind. ein Eigenwert negativ sein muss. Es sei v ein Eigenvektor zu diesem Eigenwert,
den wir mit A bezeichnen. Es gilt

v Av = v v = A|v|> < 0.
Auf der anderen Seite gilt aber auch
e Aep =2 > 0.

Die Form kann sowohl negative als auch positive Werte annehmen. Sie ist also indefinit.

e Die Matrix B hat ebenfalls eine negative Determinate. Wir stellen das charakteristische
Polynom auf:
det(B — AE3) = —A* — 8\* — 14\ — 4

Wir raten die Nullstelle —2 und erhalten nach Polynomdivision die quadratische Glei-

chung
—A2 —6)\—2.
Via Mitternachtsformel erhalten wir
_6+\/32 und _6—\/32
2 2 '

Es ist /32 < 6 und somit sind beide Werte negativ.
Die Form ist also negativ definit.

Aufgabe H 38. Eigenwerte von Blockmatrizen
Die Menge der Eigenwerte einer quadratischen Matrix M bezeichnen wir mit A\(M).

AlO
(a) Zeigen Sie, dass fiir eine beliebige Blockdreiecksmatrix L = (%)
mit A € R¥*und D € R"=0*(=k) die Gleichung A\(L) = A\(A) UX(D) gilt.
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(b) Sei jetzt A(A) N A(D) = (). Weiterhin sei v ein Eigenvektor von D und w ein Eigen-
vektor von A. Finden Sie Vektoren x und y so, dass (i) und (3) Eigenvektoren

von L sind, und bestimmen Sie die zugehorigen Eigenwerte.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Matrix L hat Blockgestalt und somit auch L—A\E,,. Das charakteristische Polynom
von L ist gegeben durch

det(L — AE,) = det(A — AEy) det(D — AE,_y).

Diese Gleichheit impliziert A(L) = A(A) UA(D).
(b) Es gilt nach Voraussetzung

Dv=Xv und Aw = pw.

L(7) = (esm) = (estn) =2 ()

Wahle o« = A und 2 = 0 und erhalte

0 0 0 0
c(0)=(00) = (1) =2 ()
Nun betrachten wir
w\ Aw B Lw N w
L(y) - (Cw—l—Dy) - (C’w—i—Dy) _ﬁ(y)'

Es muss 3 = p und Cw + Dy = uy gelten. Wir formen um und erhalten

Wie berechnen

—Cw = (D — pE)y.

Es gilt nach Voraussetzung p ¢ A(D), d.h. (D — pE) ist invertierbar und somit
erhalten wir
y=—(D—uE) 'Cuw.

Aufgabe H 39. Eigenvektoren

0 A 2nXx2n
8 4 cxmn

(a) Zeigen Sie: Ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \ # 0, dann existieren Zahlen

+ —
wt # 7~ so, dass die Vektoren wt = < ,uvv ) und w- = ( “UU > Eigenvektoren

Fiir eine Matrix A € R™*™ definieren wir M (A) := (

von M (A) sind. Bestimmen Sie die zugehdrigen Eigenwerte.
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(b) Bestimmen Sie, falls méglich, eine Matrix T' € R%%6 so, dass T-'M(A)T eine Dia-
gonalmatrix ist.

1 -3 =3
A= 0 1 O
0 3 4

Losungshinweise hierzu:

(a) Der Beweis geht in analoger Weise fiir wt und w™, deshalb schreiben wir in den Glei-
chungen w®. Wir miissen lediglich die Eigenwertgleichung nachrechnen, d.h. zeigen,
dass Mw* ein Vielfaches von w™ ist und analog fiir w~. Wir betrachten Mw?* und

erhalten:
+ (0 A o\ Av (M
Muw _<En 0 v "\ pFEw ) T\ ptu
+)2 £,
() (7)o

D.h sowohl w™ als auch w™ erfiillt eine Eigenwertgleichung. Also ist w™ ein Eigenvek-

tor zum Eigenwert p* := ++v/\ und w™ ein Eigenvektor zum Eigenwert 1~ := —v/\.
(b) Nach Teilaufgabe (a) geniigt es die Matrix A gegeben durch
1 -3 -3
A=1 0 1 0
0 3 4

auf Eigenwerte und -vektoren zu untersuchen. Diese werden dann verwendet um die
Eigenwerte und -vektoren von M gemiB der Vorschrift aus Teilaugfgabe (a) zu be-
stimmen. Wir berechnen die Determinate von A — AFE5 indem wir nach der ersten
Spalte entwickeln und erhalten

det(A—)\Eg):(1—)\)<(1—)\)(4—>\)—3-0)

=(1=-XN1-=-N4-2XN)

Wir untersuchen die Matrix A weiter auf Eigenvektoren zu den Eigenwerten A\; =1,
A2 = 1 und A3 = 4. Offensichtlich ist (1,0,0)" ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
Den zweiten Eigenvektor zum Eigenwert 1 sieht man ebenfalls schnell:

0 -3 —3 1 0
A=1~[0 0 0 |~v)=L||o0],[ 1
0 3 3 0 ~1

Fiir den dritten Eigenwert bekommt man

-3 -3 -3 1
=4~ 0 =3 0 |~V@)=L 0
0 3 0 ~1
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11. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Damit hat M die Eigenwerte 10 = 1, p3q = —1, pus = 2, py = —2. Die dazu-
gehorenden Eigenvektoren sind:

1 0 —1
0 1 0
w1 = 0 Wo = -1 W3 = 0
11 0 ' 1 '
0 1 0
0 —1 0
0 2 -2
~1 0 0
Wy = 1 Wy = -2 We = 2
0 1 1
1 0 0
—1 —1 —1

D.h mit T := [wy, wa, w3, wy, ws, we] gilt TPAT = diag(1,1, -1, —1,2, —2).

Aufgabe H 40. Diagonalisieren
Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren der Matrizen

1
und B = 0
0

o = O

1
0
1

I

Il
e
— = =

11
11
11
11
Geben Sie fiir jeden Eigenwert seine geometrische und algebraische Vielfachheit an. Entschei-

den Sie, ob die Matrizen orthogonal diagonalisierbar sind und bestimmen Sie gegebenfalls
orthogonale Matrizen T und R so, dass T" AT bzw. R'BR eine Diagonalmatrix ist.

Losungshinweise hierzu:
e Zur Matrix A: Es ist A symmetrisch und somit reell orthogonal diagonalisierbar.
Die Matrix hat den Rang 1, also die Determinate 0. Somit ist mind. ein Eigenwert 0.
Zu diesem Eigenwert berechnen wir den Eigenraum

V(0) = ker(A—0FE,) = ker(A) = {x eR? ‘ z=(a,bc,—a—b—c)", a,bce R} .

Der Eigenraum ist drei-dimensional. Also hat der Eigenwert 0 mind. die algebraische
Vielfachheit 3. Auf der anderen Seite wissen wir, dass A diagonalisierbar ist und deshalb
hat dieser Eigenwert hochstens die algebraische Vielfachheit 3. Es muss also noch einen
weiteren Eigenwert mit einfacher Vielfachheit geben. Dessen Eigenraum steht senkrecht
auf dem Eigenraum der 0, da A orthogonal diagonalisierbar ist. Weiter muss dieser
ein-dimensional sein. Der Auspann des Vektor v = (1,1,1,1)" ist senkrecht auf V(0).
Wir berechnen nun den zugehdrigen Eigenwert.

Av = (4,4,4,4)" = 4
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Es ist 4 der fehlende Eigenwert. Eine mogliche Tansformationmatrix ist gegeben durch

S S S |
V2 V6 2v3 2
R

=1 4 _2 171

V6 2v3 2
S S VS S
V2 Ve 2v3 2

e Zur Matrix B: Die Matrix hat Dreiecksgestalt, die Eigenwerte stehen auf der Dia-
gonalen. Der Eigenwert 1 hat also die algebraische Vielfachheit 3. Der zugehorige
Eigenraum ist gegeben durch

V()= {x GR?" x = (a,b,O)T, a,beR}.
Dieser ist nur zwei-dimensional. Es stimmen die algebraische und die geometrische

Vielfachheit nicht iiberein. Somit ist B nicht diagonalisierbar, insbesondere nicht or-
thogonal diagonalisierbar (es kann keine Transformationsmatrix geben).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 41. Hauptachsentransformation

Bestimmen Sie fiir die folgende Quadrik die erweiterte Matrix und damit den Typ. Berechnen
Sie eine euklidische Normalform und ein Koordinatensystem, beziiglich dem die Quadrik
Normalform hat. Skizzieren Sie die Quadrik.

T 3, 1, 3, 5 2 1
Q: ii GRg —g$%+§$§— §$§+Z—lx1$3+\/§x1+§x2—\/§x3+§ :0

Losungshinweise hierzu: Um den Typ der Quadrik zu bestimmen, betrachtet man

3 5 V2
-5 0 3 2 .
A= 0 s 0], a= 3 : c=g>
5 3
s 0 —% —2
1 v2 1 _ V2
9 2 9 2
V2 3 5
4 - = 50 s
erw 1 1
s 05 0
V2 5 3
-5 5 0 —§

Um den Rang von A_, zu bestimmen, subtrahieren wir die dritte Zeile von der ersten (das
andert den Rang nicht) und erhalten

0 ¥z o -2
i L
5 05 0
- 30 -3

Der Rang der erweiterten Matrix A_, ist 4 und somit um 1 groBer als der von A. Daraus
folgt, dass A eine Mittelpunktsquadrik ist. Zur Bestimmung der Normalform:

T

_3 9 5 V2
8 8 2 1
T 1 1 _
T 0 3 0 |z+2 3 T+ 9 =0

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



12. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Man erhilt fir A die Eigenwerte \; = —1, XA = 5 und A3 = I und die zugehdrigen
Eigenvektoren:
V2 0 V2
2 2
v = 0 Vg = 1 V3 = 0
_V2 0 V2
2 2
Die Ausgangsgleichung z' Az + 24"z + ¢ = 0 wird nach der Transformation z = Ty mit
V2o 2
2 2
T = 0 1 0
_V2 g 2
2 2

zu

1 1 2 1

—yi 4 Syt 2 - —=0.
3/1+9y2+41/3+ ZJ1+9Z/2+9
Die quadratische Erganzung ergibt (mit 23 =y; — 1, 20 =y2+ 1 und 23 = y3):
1 1

—zf+§z§+1z§+1:0.

Die Quadrik hat demnach euklidische Normalform im Koordinatensystem

G = (P;v1,v2,03);
wobei der neue Ursprung P die Koordinaten P = (1,—1,0)" beziiglich des Systems [ :=

(O;v1,v2,v3) hat, seine Standardkoordinaten sind . P =T_P = (‘/75, -1, —?)T.

Bei der Quadrik handelt es sich um ein zweischaliges Hyperboloid. Die linke Skizze zeigt
die drei benutzten Koordinatensysteme und einige der Ellipsen, die sich als Schnitte der
Quadrik mit zur z;-Achse orthogonalen Ebenen ergeben, die rechte Skizze versucht neben
den Koordinatensystemen auch einen besseren raumlichen Eindruck der Quadrik zu geben.
Die Projektionen (Blickwinkel) sind reichlich unkonventionell gewahlt, um mehr Information

zeigen und leichter zeichnen zu konnen.

X3
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Aufgabe H 42. Hauptachsentransformation

Bestimmen Sie fiir die folgende Quadrik die erweiterte Matrix und damit den Typ. Berechnen
Sie eine euklidische Normalform und ein Koordinatensystem, beziiglich dem die Quadrik
Normalform hat. Skizzieren Sie die Quadrik.

T1
Q= Ty | € R3 x%—I—a:%+x§—|—2:U1332+2x1x3+23:2x3—|—2:v1 —4xy+22x3+2=0
T3

Losungshinweise hierzu: Aus der Matrixbeschreibung 2" Az + 24"z + ¢ = 0 mit

111 1
A=|(11 1], a=[-2], c=2
111 1
ergibt sich

2 1 =21

1 1 1 1

A = -2 1 1 1

1 1 1 1

Offensichtlich ist Rg(A) = 1 und Rg(A.,.,). Also liegt eine parabolische Quadrik vor.
Die Eigenwerte von A sind

A =3 X=0, A3=0.
Zugehorige Eigenvektoren sind
1 1 1 - 1

U1 = 1 ) Uy =

V3

S|H

[\

I

—_
§||}_‘
[\

=)

Als Transformationsmatrix erhalt man

11 1
V3 V2 V2
1 1
T = e 0 -5
1 _1 9
V3 V2
.
Neuer Linearteil: ¢ = T"a = ( 00 %ﬁ +1 )
= 0 wird nach der Transformation zu

Die Ausgangsgleichung z' Az + 24"z + ¢
3

S

3% + 2 (( 22+1)y3+1> —0.
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Mit z; = 41, 22 = yo und 23 = (y3 + ﬁ) erhalten wir die Gleichung

6 2
——— 2] + 223 = 0.
3v2+2 077
Diese Gleichung beschreibt (entgegen einer weit verbreiteten Fehlinterpretation) keine Para-
bel, weil die Variable z5 vollig frei gewahlt werden kann. Es liegt ein parabolischer Zylinder
vor. (Dass es die Variable z, iiberhaupt gibt, muss man aus dem Kontext erschlieBen, die
Gleichung allein reicht dafiir nicht.)

Die Quadrik hat euklidische Normal- N\ ) )"3/7
form im Koordinatensystem G = ‘
(P;vy,v9,v3), der neue Ursprung P hat IN \
beziiglich des Systems F := (O; vy, vq, v3) \ \ /
die Koordinaten P = (O,O,—Nﬁ)T,

die Standardkoordinaten sind _P =

E
_ 1 T
TP =15(-1,1,0).

In der Skizze rechts sind die drei benutz-
ten Koordinatensysteme angedeutet, dazu
einige der Parablen, die sich durch Schnitt
der Quadrik mit Ebenen orthogonal zur
z3-Achse ergeben.
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Aufgabe H 43. Quadriken im Raum

Welche Gestalt haben die abgebildeten Quadriken? (Lasst sich das zweifelsfrei entscheiden?)
Ordnen Sie den Quadriken A, B und C ein passendes Bild zu.

(a) A= {(:El,xg,:cg)T cR3 ‘ 223 + 4xy + 423 — 810 + 2 = 0}
(b) B= {(:1:'1, xg,xg)T € R? ‘ 2203 — 12 + 202 — dww9 — 27173 — 403 = —3}

(c) C= {(xl,xg,xg)T c R3’ 12— 2m) — 4wy + 225 — 22+ 2 = —1}

20N,
N

Losungshinweise hierzu: Bei den Bildern in der Aufgabenstellung handelt es sich um einen
elliptischen Zylinder, ein zweischaliges Hyperboloid, einen hyperbolischen Zylinder, ein Paar
paralleler Ebenen und einen Doppelkegel (jeweils naturgemaB nur Ausschnitte).

Allerdings konnte das erste Bild auch einen Ausschnitt aus einem sehr lang gestreckten Ellip-
soid, einem (ein- oder zweischaligen) Hyperboloid, einem Doppelkegel oder einem elliptischen
Paraboloid darstellen; beim dritten Bild kdnnte es sich um einen Ausschnitt aus einem breit
gezogenen (ein- oder zweischaligen) Hyperboloid handeln, und das vierte Bild kénnte auch
von einem Ellipsoid, einem (ein- oder zweischaligen) Hyperboloid, einem elliptischen Para-
boloid, von einem Doppelkegel von zwei schneidenden Ebenen oder einem (hyperbolischen,
parabolischen oder elliptischen) Zylinder her kommen — wenn man starke Verzerrungen und
ungeschickte Ausschnitte kombiniert.

(a) Wir formen die Gleichung, durch die A gegeben ist, um.

0 = 227 +4x; + 425 — 8wy + 2
= 2((xr1 + 1) = 1) +4((z2 - 1) = 1) +2
= 20w +1)7 +4(x— 1) -4

Es handelt also um einen elliptischen Zylinder, passend zum ersten Bild.
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(b) Die Matrix, die B beschreibt, ist gegeben durch

2 =2 -1
B=| -2 -1 =2
-1 -2 2
Wir diagonalisieren B und erhalten
-3 0 0
0 30
0 0 3

Die Normalform von B ist gegeben durch

3yi +3ys —3y; +1 =0,

es handelt sich also um ein zweischaliges Hyperboloid, passend zum zweiten Bild.

(c) Bei C ist abermals nur quadratisch zu ergdnzen und wir erhalten die Normalform

yi +2y5 —y3 = 0.

Hierbei handelt es sich um einen Kegel, passend zum letzten Bild.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 44. Monotonie und Beschrinkheit

Untersuchen Sie die Folge (a,)nen jeweils auf Monotonie und Beschrankheit. Finden Sie
gegebenenfalls eine obere und untere Schranke.

n—+ 2
(a) n = 2n

(b) a, =ncos(mn)

(c) a, =1+ (—%)n

1
(d) a1 = §(an +1)% 0y = V17

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen die ersten Folgenglieder

3 4 5 6 3 7
G1:§, GQZZ:L CL3:6, _8_1' =
Auf Grund dieser Ergebnisse vermuten wir, dass die Folge monoton fallend ist. Dies
zeigen wir durch

! n+3 _n+2
< <
Ap41 = An om + 2 = o
<~ Mm+3)-2n=(n+2)-(2n+2)
— 054.

Damit ist die untersuchte Folge monoton fallend und deshalb auch nach oben be-
schrankt durch a; = g Um eine untere Schranke zu finden schitzen wir die Folge ab

und erhalten .

n+ 2 n

2n m 2
Damit haben wir auch eine untere Schranke gefunden, namlich % Also ist die betrach-
tete Folge beschrankt.

1\

Ay =

(b) Bevor wir die Folge auf Monotonie und Beschranktheit untersuchen, vereinfachen wir
sie zu
a, = (—1)"n.
Wir berechnen wieder die ersten Folgenglieder und erhalten

alz—l, CL2:2, CL3:—3,

Schon nach den ersten 3 Folgengliedern ist klar dass die Folge weder monoton fallend
noch monoton steigend ist. Bleibt noch zu klaren, ob die Folge beschrankt ist. Dazu
betrachtet man die Teilfolgen (agx) k € N = 2k — oo und (agki1) k € N = —(2k +
1) — —oo und sehen, dass die Folge nicht beschrankt sein kann.
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(c) Wir berechnen die ersten Folgenglieder und erhalten

1 13 19
alzgy A2 = G3:2—7,
Aus dieser Betrachtung sehen wir, dass die Folge nicht monoton ist. Auf Grund der er-
sten Folgenglieder liegen den Verdacht nahe, dass die Folge beschrénkt ist durch 2 von
oben und durch 0 von unten. Wir bestatigen diesen Verdacht durch die Uberlegungen

2 n
an:1+(—§) <141=2

und

2 n
an:1+(—§> >1-1=0.

(d) Die Folge ist streng monoton steigend, denn die Differenz von a,; und a,

L+ 1)? 211
u_an:a_+_>_>0

Unt1 = n = 7775 2 "27 3

ist immer strikt positiv.

Die Folge ist also nach unten mit /17 beschrankt und nach oben unbeschrankt. Dies

sieht man daran, dass zwei Folgenglieder sich immer mindestens um % unterscheiden.

Aufgabe H 45. Fibonacci-Folge
Gegeben ist die rekursiv definierte Folge (,),>, mit

by = 0, by =1, by, = 2by,—1 + 3b,—o flir n = 2.

(a) Bestimmen Sie eine Matrix A € R?*? so, dass fiir n = 2 gilt

bn _ bnfl
() =2 62)

(b) Bestimmen Sie eine Matrix B,, € R**? so, dass fiir n = 1 gilt

(o) =2 ()

(c) Berechnen Sie eine explizite (d.h. nicht rekursive) Formel fiir b,, .

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Matrixschreibweise der 2 Gleichungen

bn = an_l + 3bn_2 undbn_l = 1bn_1 + Obn_g fir n 2 2

(bfnl) - @ G:i) |

A

lautet
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(b) Esgilt B= A""!, denn
bn bnfl
= A
() = 2G)
_ ban
_ 44 (bng)

_ A-...-A(b1>
—_— bO

n—1 Faktoren

Berechnung von A""!: Man kann die Eigenwerte p; = —1, puy = 3 und zugehérige
Eigenvektoren vy = ( _11 ) , Vg = ( il)) ) der Matrix A berechnen.
Mit den Definitionen
-1 3 -1 0
re (0 ) e (30
. . 71 1 _1 3 as .
ergibt sich 77" = ; 11 und A lasst sich als

A=TDT!
darstellen. Es gilt also auch
At = (TDT )" = TD" T,
Da aber D eine Digonalmatrix ist, gilt
A" =TD, T,

(-1
0
Matrixelemente also

A S TS Y
B=A""={ Co "5 »? st |-

3TL
4 +ﬁ 12~ 4

mit D,, = gn-1 ) . Insgesamt bekommen wir nach der Vereinfachung der

(c) Aus Teil (b) und mit by =0, by =1 bekommen wir

3 (=" .
= — >
by, 1 1 firn = 1.

Aufgabe H 46. Kegelschnitte
Es sei der Kegel K = {z € R*| 27 + 23 — 23 =0} im R® gegeben. Weiter sei
n, = (cosp,0,sinp)" der Normalenvektor an die Ebene FE, durch den Punkt (1,0,0)".
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Betrachten Sie die Schnitte der Ebene E, mit dem Kegel K in Abhdngigkeit von ¢. Geben
Sie die moglichen Gestalten der Schnittquadriken fiir ¢ € [0,3] an.
Hinweis: Vollziehen Sie die Schritte aus der Prasenzaufgabe P47 (b) nach.

Losungshinweise hierzu:
e Wir wahlen das Koordinatensystem

F, = ((1, 0,0)"; (—sin(y), 0, cos(¢))", (0,1,0)7, (cos(), 0, sin(w))T) .

e Somit ist die Koordinatentransformation gegeben durch

—singp 0 cosgp wy 1 — sin pw; + cos pws + 1
]EI{]F (w) = 0 1 0 Wa + 0 = Wa
’ cose 0 sinep w3 0 oS pw; + sin pws

o Der Kegel wird beziiglich F,, dargestellt durch

0 = (—w;sing+wscosp+1)? +ws — (w; cos g + wssin p)?
= ((sin)® = (cos )*)wi +wj — ((sin p)* — (cos p)*)ws

—4wyws cos psin p — 2wy sin ¢ + 2wz cos ¢ + 1.

Die Ebene E, ist durch die Gleichung w; = 0 gegeben.
e Der Schnitt von K und E,, ist dann

0 = ((sin )? — (cos @)?)w? + wi — 2w, sinp + 1

sin )2 —(cos ¢)2=2(sin ¢)2—
(sin ¢~ {cos ) =2lsin )~ (2(sin )? — Dw} — 2wy sin p + wy + 1

2(sin ¢)2—1£0 . 2 2 sin ¥ ? (Sin 90)2
. fsing)? - 1) [ (wi - 8 )

2(singp)? — 1 (2(sinp)? —1)2
w3 + 1
2 9
_ s (singp)* — 1
— 9 2 1 o 2
(2(sing) ) (wl 2(sinp)? — 1) e 2(sinp)? — 1

_ . 2 2 o, (sing)?—1

= (2(sm 90) — 1)21 + Z9 + m

Es liegt eine Fallunterscheidung nahe. Wir unterscheiden die Fille (sinp)? < %
2 < (singp)? <1 und (sing)® =1.

— Fall (sing)? < 1: Es folgt (sing)® —1 < 0 und 2(sing)? —1 < 0 und somit ist
(sin )2 —1
2(sing<0p)271

— Fall 1 < (sing)? < 1: Es folgt (sing)? —1 < 0 und 2(sinp)? =1 > 0 und

(sin )2 —1

AT < 0. Weiter folgt, dass es sich somit um eine Ellipse handelt.

> (. Weiter folgt, dass es sich somit um eine Hyperbel handelt.

somit ist
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— Fall (sinp)? = 1: Es folgt (siny)? —1 =0 und 2(sing)?> — 1 = 10 und somit

- (sin p)?—1
Ist 2(sinp)2—1

= 0. Weiter folgt, dass es sich somit um einen Punkt handelt.

Wir haben den Fall 2(sin)? — 1 = 0 in obiger Rechnung ausgenommen und fiihren
ihn hier gesondert auf. Dieser Fall bedeutet, dass (sin)? = % gilt. Im gegeben De-
finitionsbereich fiir ¢ ist dies gleichbedeutend mit sinp = % Es ergibt sich fiir den
Schnitt:

0=ws—w; + 1.

Dies ist eine Parabel.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 47. Folgen

Bestimmen Sie die Haufungspunkte der Folgen (a,,),,cn s (0n)hen > (€n)pen Und (dy),,cn SOWiE
jeweils lim und lim. Welche der Folgen sind konvergent?

6n3 + 13n n*—3
n = -1 nt+127 T 200 bn —(—1 n2—2n—|—1—
“ (=1) 5n3 + 7 (=1) nt+2n2+1
—n34+2
Cp = COS (E sin (2")> B d, = sin (nz)
n 13n 6

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir betrachten zuerst den hinteren Teil des Terms:

i ._6n3+13n_6+%
T3 4+T 54 L

n3

Da Zahler und Nenner den gleichen Grad haben, konnen wir den Grenzwert einfach
ablesen und es gilt lim a, = 6/5. Der Faktor (—1)"™! hat fiir gerades n den Wert

n—oQ

—1 und fiir ungerades n den Wert 1. Das fiihrt dazu, dass die Folge alterniert. Wir
erhalten also durch Anwenden von Satz 1.5.3 die Haufungspunkte 6/5 (als Grenzwert
der Teilfolge, die aus den Folgengliedern mit ungeradem Index besteht) und —6/5 (als
Grenzwert der Teilfolge, die aus den Folgengliedern mit geradem Index besteht). Somit
gilt
lima, = —6/5 und lima, = 6/5.

Da zwei verschiedene Haufungspunkte existieren divergiert die Folge.

(b) Wir gehen analog zum ersten Aufgabenteil vor und zerlegen die Folge in drei Faktoren.
Der Bruch ganz am Ende konvergiert mit demselben Argument wie oben gegen 1.
272+l = 1/227=1 konvergiert gegen Null. D.h. das Produkt aus den letzten beiden

Faktoren konvergiert gegen Null (wieder Satz 1.5.3). In diesem Fall hat der alternierende
Faktor (—1)™ keinen Einfluss und wir erhalten als Grenzwert

lim b, = 0.

n—o0

Da die Folge einen Grenzwert (und damit lediglich einen Haufungspunkt) hat, gilt

lim b, = lim b, = lim b,

n—oo n—oo n—oo
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(c) Wir gehen analog zum ersten Aufgabenteil vor und zerlegen die Folge in 2 Faktoren.

(d)

Aus der Tatsache, dass |sin (2")[ = 1 ist, folgt, dass |Zsin (2")| = T fiiralle n € N
gilt. Es gilt insbesondere, dass |Tsin(2")| < % fiir alle n € N, n = 3. Das heiBt,

n
. .
dass —3 = —sin(2") = % firalle n e N, n 2 3.
n
N————

T

Weil die Kosinus-Funktion monoton steigend auf dem Intervall [—%, 0} ist, gilt cos(z) =
cos(—%) = 1 firalle z € [—%, 0].

Auf dem Intervall [0, Z] ist die Kosinus-funktion monoton falled. Daraus folgt, dass
cos(z) Z cos(3) = & fir alle z € [0, Z].

Zusammengefasst gilt also fiir den vorderen Teil der Folge:

1
oS (f sin(2")> = — fiir alle n = 3.
n 2
Fiir den hinteren Teil der Folge gilt
o —nd 42 . —n?
lim —— =

Somit folgt insgesamt, dass die Folge ¢, bestimmt divergent ist (konvergent gegen
—00). Die Folge hat also nur den Haufungspunkt —oo und es gilt

lim ¢, = lim ¢, = lim ¢, = —

n—00 n—00 n—00

Fiir jede natiirliche Zahl n € N konnen wir die ganzzahlige Division mit Rest durchfiihren
und erhalten
n==06k+r ke NU{0}, r=0,...,5.

Die Folge (d,), .y kann also in 6 Teilfolgen, die wir mit ~ von 0 bis 5 durchnumme-
rieren, zerlegt werden:

d, = dgp4r = sin ((6k+r)%> = sin (kw—i—r%) = +sin (r%) ,r=0,...,5

Es gilt auBerdem wegen sin(r — x) = sin(z), dass

sin ((6 - r)%) = sin (r%) :

Somit reicht es aus, wenn wir die sechs konstanten konstanten Teilfolgen mit den
Termen -
=+ sin (7’6) ,r=0,...,2

betrachten. Die Haufungspunkte der Folge d, sind die Grenzwerte der konstanten
Teilfogen

sin 0, + sin (E> +sin (23> .
6 6
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14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Die Hafungspunkte der Folge d,, sind also

1
0, += L3
5 T
und es gilt
Tim d, — 73 und lim d, — —?.

Da die Folge mehrere Haufungspunkte besitzt, ist sie divergent.

Aufgabe H 48. Grenzwerte

Untersuchen Sie jeweils die Folge (a,),en auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls
den Grenzwert.

(@) an=+vn(Vn+1-+n)

n!
b) a, = —
(b) a o
n
(C) an_2_n
2n 4 3"
d) ay= -
(d) an =571

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Multiplikation der Folge mit F—m liefert

: . Vv . 1
lim n(vn—+1—+vn) = lm — = lim ———

Um diesen Grenzwert zu bestimmen benutzen wir die Grenzwertsatze 1.5.3. Wir zeigen zuerst,
dass 4/1+ % konvergent ist und nutzen dann, dass wir den Grenzwert von 1 + % kennen.
Offensichtlich ist

,/1—1—%21 fur alle n

und da die Wurzel monoton ist (vgl. 0.2.5 Monotonie des Quadrierens, Wurzelziehen auf bei-
den Seiten liefert Monotonie der Wurzel) und 1+% monoton fallend, gilt dass (w /1 4+ %)

neN
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14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

eine monotone und beschrankte Folge ist. Nach dem Satz von Bolzano ist sie also konvergent.
Jetzt konnen wir die Grenzwertsatze anwenden, wonach gilt:

limg oo (/144 /14 1) =tim, o (14 1) = 1.

Da /1+ 1> 0 ist, gilt also

Insgesamt ist dann

. 1 _ 1
lim,, o a, = lim,,_, LT

! 12 -1
Esgiltn_:——...n
nm nn n

313
A
S|

! 1
und damit 0 £ lim n < lim — =0 (nach Satz 1.5.6

n—oo NN n—oo N

~—

(b) Esgilt 0 = & fiir alle n € N. Nun priifen wir auf Monotonie. Fiir alle n € N gilt

n-+1 n_n—|—1—2n_—n—|—1

on+1 on on+1 T ontl

A

0.

Apy1 — Ap =

Die Folge ist beschrankt und monoton, sie ist also konvergent. Wir schatzen nun 2" durch
n? nach unten ab. Wir zeigen via Induktion 2" > n? fiir alle n 2> 4. Der Anfang fiir n = 4

ist korrekt. Nun fithren wir den Schritt aus:

A = 22"
Induktionsannahme

> 2n?
n4+2n+14+n*—2n+1-2
(n+172+n—-1>2-2

3
\Viv i
N

(n+1)%
Insgesamt ergibt sich fiir den Grenzwert:

lim - < lim — = 0.

n—oo 2™ T n—oo N2
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14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

om 4 3" )" 41
n—oo 3" 4 2n 4 4 n—oo 1 + 20 + -

%<1 uniTeiI (c)

Aufgabe Konvergenz

Untersuchen Sie jeweils die Folge (a,)n,en auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenen-
falls den Grenzwert. Bestimmen Sie alle Haufungspunkte sowie gegebenenfalls Infimum und
Supremum der Folgen.

_ (=D
(a) an = n+1
2 ™
(b) an:4(n+1) cos (%)
n+4
2n + 5"
() an =~

(d) a, = (1 + %)

Lésungshinweise hierzu:

(=1

(a) Die durch a, = 1 gegebene Folge (a,)nen lasst sich in die beiden Teilfolgen
n

(A2n—1)peny Mit agp—1 = —45 und (a2n)peny Mit ag, = —5 zerlegen. Damit hat
die Folge die beiden Haufungspunkte lim as, ; = —1 und lim ag, = 1. Somit ist
n—oo n—oo

(an)nen divergent, da sie 2 Haufungspunkte besitzt. Die Teilfolge (a,—1),,oy besteht
nur aus positiven Folgengliedern und ist monoton steigend, da

n n+1
n+1 = n+ 2
S nm+2)n < (n+1)(n+1)
en?+2n < nP42n+1

gilt. Die Teilfolge (az,), oy besteht nur aus negativen Folgengliedern und ist monoton
fallend, da

n - n+1
n—+1 n-+ 2
S n+2n < (n+1)(n+1)
sn?+2n < n?4+2n+1

gilt. Somit gilt sup (agn),,cy = 1 und inf (agn), oy = —1.
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14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b)

(d)

4(n+ 1)%cos ()
n+4

weil cos (%) =0 ist.

Die Teilfolge as, 1 ist also konstant gleich 0 und konvergiert somit gegen 0.

Fiir gerade n gilt dass cos (%) = (—1)=. Somit gilt fiir die Teilfolge

gegebene Folge ist fiir n ungerade die Nullfolge,

Die durch a,, =

4(2n + 1)2(—1)”
2n +4

(a2n),en dass ag, =

und somit auch fiir die Folge a,,, dass

lim a, = co und lim @, = —c0.
Da die Folge die Haufungspunkte 0, —oo und oo besitzt, ist sie divergent und es gilt

sup (ay),cy = 00 und inf (a,), .y = —00.

Es gilt
g—ﬁ +1 H48. Teil (c) 1

lim a, = lim

n—oo n—oo 5
Damit ist % auch der einzige Haufungspunkt. Die Folge ist monoton fallend, denn es
gilt
2n +5"  2(n+ 1)+ 5"t
5n+l > Hn+2

& 10n+5"" >2n+1) +5" < 8n > 1.

7
25

1

und inf (@), = lim a, = .

n—o0o

Damit gilt sup (ay),,cy = a1 =

Zuerst erinnern wir uns an Definition 1.2.9:

: 1\"
e := lim (1 + —) )
n—oo n

In unserem Fall gilt

Die Folge (ay,),,cy mit

ist eine Teilfolge von (e,),, .y Mit

1 n
En 1= <1+—> ,
n

die alle geradzahligen Glieder von (e,), .y enthdlt. Da (e,),.y gegen e konvergiert,
konvergiert auch jede Teilfolge von e, (insbesondere die Folge (a,),.y) gegen e.
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Da die Folge (e,), oy monoton steigend ist, ist auch (ay), .y monoton steigend. Da
a, = \/a, gilt und die Abbildung R — R: z — /r monoton steigend ist, ist
(an),,cn Monoton steigend. Da (1 + )" < (1+ 2)" gilt und die Folge (e,), oy nach
oben durch e beschrankt ist, ist (ay), .y nach oben beschrankt. Damit ist (a,),cy
konvergent und hat einen Grenzwert, den wir mit g bezeichnen. Jetzt wissen wir, dass

¢* = (lim (an)) : <lim (an)> = lim (a, - a,) =e

n—oo n—od n—oo

gilt. Da alle Folgenglieder von (ay), . groBer als 1 sind (und damit die Moglichkeit
g = —+/e nicht in Frage kommt), gilt

lim a, = Ve.

n—o0o

3

5 und sup (a,)

Da die Folge monoton und konvergent ist, gilt inf (a,)

lim a, = +/e.

n—o0

neN — a1 = neN —

77






