L. Allerhand
A. Armiti, J. Horner 1. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

A. Kerschl, M. Werth Hohere Mathematik 1 M. Stroppel
C. Winkel, C. Zeiler

Wintersemester 2014/15

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H1. Aussagen
Zeigen Sie folgende Aussagen.
(a) Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist eine Quadratzahl.

Losungshinweise hierzu: Wir betrachten die Summe >}, 2k —1. Wir formen diese
Summe um und wenden die aus der Vorlesung bekannte Gaussche Summenformel an.

Zn:(zk—mz (i%) —n:2<zn:k> —nZQM"TJrl)—n:n%rn—n:n?

k=1 k=1 k=1
Damit haben wir die Aussage bewiesen.
(b) Die Differenz zweier ungerader Quadratzahlen ist durch 8 teilbar.
Lésungshinweise hierzu: Die Differenz zweier ungerader Quadratzahlen lasst sich

darstellen als (2n+1)?—(2m-+1)? fiir zwei ganze Zahlen n, m € Z. Durch Umformung
erhalten wir

2n+ 1) —2m+1)? =4n* +4n+ 1 —4m? —dm — 1 = 4(n* +n —m? +m)

Damit ist die Teilbarkeit durch 4 bereits gezeigt. Formen wir den zweiten Faktor auf
der rechten Seite weiter um, so erhalten wir

n?+n—m*+m=n(n+1)—m(m+1).

Da entweder n oder n+1 gerade ist, ist n(n+1) durch 2 teilbar. Ebenso ist m(m+1)
durch 2 teilbar. Insgesamt ist deshalb die Differenz zweier ungerader Quadratzahlen
durch 8 teilbar.

(c) Die Gleichung z3+z+1 = 0 kann in den reellen Zahlen nur negative Lésungen haben.
Losungshinweise hierzu: Wir beweisen diese Aussage durch Widerspruch. Angenom-
men 0 < z; € R ist eine Lésung der Gleichung. Es gilt 23 =2 0, z; =20 und 1 > 0

also ist x? + 21+ 1 >0, was ein Widerspruch zu unserer Annahme ist. Also kann die
Gleichung in den reellen Zahlen nur negative Losungen haben.

(d) Die Gleichung z* — 423 + 62®> — 4z + 1 = 0 hat in den reellen Zahlen genau eine
Losung.

L6sungshinweise hierzu: Durch Termumformung erhalten wir
gt —4xd +62° —dr +1=(x — 1)~

Die faktorisierte rechte Seite hat 1 als vierfache Nullstelle und damit hat obige Glei-

chung nur eine Losung.
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Aufgabe H 2. Summen
Beweisen Sie folgende Summenformeln fiir alle n € N.

(a)Zy—l 2n+3n —5n),

Losungshmwelse hierzu: Wir beweisen diese Aussage mittels Induktion.

1

Z(j2—1):12—1:0:é(2+3—5)

j=1

@Sei nun die Aussage fiir ein n € N bewiesen, d.h. fiir ein n € N gelte

n

> (P-1)= é(2n3 + 3n% — 5n)

j=1

@Wir zeigen, dass dann auch die Aussage fiir n + 1 gilt.

Y (iP-1) = (Zf - 1) +((n+1)°-1)

j=1 j=1

®.

é(2n3 +3n* —5n)+ (n+1)*=1)

(2n® 4+ 3n* — 5n) + 6(6n2 +12n)

1 \
(2(n+1)>—6n*—6n—-2 +3(n+1)>*—6n—3 —5(n+1)+5)+6(6n2+12n,

»—t@l»—t@l»— I

= 6(2(n + 1) +3(n+1)* = 5(n + 1))
Damit ist die Aussage fiir alle n € N bewiesen.

() S k(h+1) = %n(l +n)(2+n),

Lésungshinweise hierzu: Wir beweisen diese Aussage mittels Induktion.

. 1
d k(k+1)=1(1+1)=2= S1+1@+1)
@Sei nun die Aussage fiir ein n € N bewiesen, d.h. fiir ein n € N gelte

Zk (k+1)= —n(1+n)(2+n).
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@Wir zeigen, dass dann auch die Aussage fiir n + 1 gilt.
Zk(k;Jr 1) = (Zk(kJr 1)) +(n+1)(n+2)

;n(n—f- Din+2)+(n+1)(n+2)

n(n+1)(n+2)+ %(B(n%— 1)(n+2))

Il
|>—lc,o||— ”@

3(n +3)(n+1)(n+2)
Damit ist die Aussage fiir alle n € N bewiesen.
n
(c) Z mm+1) n4+1°

L6sungshinweise hierzu: Wir beweisen diese Aussage mittels Induktion.

R T B S
mm+1 TI11+1) 2 141

m=1
@Sei nun die Aussage fiir ein n € N bewiesen, d.h. fiir ein n € N gelte

n

Yo =t
—m(m+1) n+l
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@Wir zeigen, dass dann auch die Aussage fiir n + 1 gilt.
n+1 n
1 1 1
E - 0 E +
= m(m+1) m(m + 1) (n+1)(n+2)

 on+l o (n+1)(n+2)
~ n(n+2) 1
S (n+Dn+2)  (n+1D(n+2)
n(n+2)+1
(n+1)(n+2)
B n?+2n+1
 (n+1)(n+2)
(n+1)?
(n+1)(n+2)
(n+1)
(n+2)

n 1
_l’_

Damit ist die Aussage fiir alle n € N bewiesen.

Aufgabe H 3. Binomialkoeffizienten
Zeigen Sie folgende Aussagen fiir alle n € N.

DR ) 0E S0

k=0
Losungshinweise hierzu: Die Beweise ergeben sich aus dem binomischen Lehrsatz:

(a) kf% (Z) ok — Xn: (Z) k(1) F = (2 + 1) = 3",

k=0

(b) gcosw) (+) - S BE 3 (3)-vrar*=a-1r=o,

k=0 k=0

(c) ; (Z) ot = kz: (Z) 21 = (2 4+ 1)" = (14 2)" no (Z) AL

Aufgabe H 4. Rationale Zahlen
Seien a, b und ¢ ungerade ganze Zahlen. Zeigen Sie, dass fiir

ax’+br+c=0

keine Losung x € QQ existiert. Gehen Sie dazu wie folgt vor:
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(a) Angenommen es existiert eine Losung =z € Q. Dann gibt es r,s € Z mit s # 0,

T

= vollstandig gekiirzt und )

9 T
b* — 4ac = =
Zeigen Sie, dass in diesem Fall 7 und s ungerade sind.

(b) Formen Sie die Gleichung aus (a) zu folgender Gleichung um
b?s? — r? = dacs®
und leiten Sie einen Widerspruch zur Annahme aus (a) her.

Lésungshinweise hierzu:

—b+Vb? — 4dac

5 . Das gilt
a
aber nur wenn /b? — 4ac € Q. Also impliziert die Annahme, dass es r,s € Z gibt,

T

mit den Eigenschaften, dass s # 0, * vollstandig gekiirzt und

(a) Angenommen es existiert eine Losung = € QQ, wobei x =

2

,
b? — 4ac = —.
52

Die Zahlen 7 und s konnen nicht beide gerade sein, weil % vollstandig gekiirzt ist. Wir
nehmen an, dass r gerade ist. Das ergibt aber einen Widerspruch, denn

r? = s*® — dacs®.
~—~ —_—
gerade ungerade

Nehmen wir nun an, dass s gerade ist, so erhalten wir

r? = 5?b* — dacs® = s*(b* + 4ac),
~~ —————
ungerade ungerade

also ebenfalls einen Widerspruch. Damit bleibt nur die Moglichkeit, dass » und s
ungerade sind.

(b) Wir schreiben die Gleichung aus (a) um und erhalten
b?s* — r? = 4acs”.

Dann steht auf der linke Seite die Differenz zweier ungerader Quadratzahlen, die durch
8 teilbar ist (siehe H1 (b)). Dies impliziert, dass acs® eine gerade Zahl sein muss. Das
ist ein Widerspruch zum Ergebnis aus (a).
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 5. Abbildungen

Skizzieren Sie folgende Funktionen und iiberpriifen Sie diese auf Injektivitdt, Surjektivitat
und Bijektivitat:

3
ffR-R: z+—2° h: RN {0} - R: xr—>|$—|
x

g: N — N: nr—>(n;—2) s:R—[-1,1]: x> sin(z)

Lésungshinweise hierzu:

v oo

2

Ny
2 80

1 \s 60 °
32 - 1 2 32 —2 170 1 2T 40 L

g(n)

W

O
I

—

1 1
20
2 2
/ / [ ]
=3 /=3 0 2 4 6 7

e [ ist injektiv. Fiir alle 71 < x5 gilt 23 < 23 und damit f(z;) < f(x2). Analog folgt
aus x; > xo, dass f(x1) > f(x2) gilt. Da sich alle 1,25 € R mit x; # x5 beziiglich
der Ordnungsrelation sortieren lassen gilt entweder x1 < x5 oder x; > x5 und damit

ist f(x1) # f(22).

f ist surjektiv, da fiir alle y € R der Wert

Iy fir y <0,
xTr =
—/—y firy >0
existiert und f(z) =y ist.
f ist bijektiv, da injektiv und surjektiv.
o g ist injektiv. Es gilt
(n) (n—l—Z) (n+2)! (mn—Dlnn+1)(n+2) nn+1)(n+2)
g(n) = = =
3

EETCE 6(n—1)! B 6
und offensichtlich ist g(n) < g(m) fir n < m.
g ist nicht surjektiv, da beispielsweise kein n € N existiert mit g(n) = 2.

g ist nicht bijektiv, da nicht surjektiv.
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e | ist injektiv, da wieder z; < xy = h(z1) < h(x2) gilt.
h ist nicht surjektiv, da h(z) = 0 keine Lésungen besitzt.
h ist nicht bijektiv, da nicht surjektiv.

e s ist nicht injektiv, da sin(0) = sin(m) ist.
s ist surjektiv. Bereits die Funktion sin : [—7/2,7/2] — [—1,1] erreicht den ganzen
Bildbereich [—1, 1] und fiir alle y € [—1, 1] ist # = arcsin(y) eine Lésung von s(z) =

Y.
s ist nicht bijektiv, da nicht injektiv.

Aufgabe H 6. Betrige, Ungleichungen
(a) Skizzieren Sie die folgenden Mengen.

(i) {(z.y) eR?| 22+ 3y < 6} (i) {(z.9) eR?| o —1]+y| = 2}
(b) Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der Gleichung 2 — 5|x| + 6 = 0.
(c) Sei a € R ein Parameter. Bestimmen Sie {z € R| |22 — 1| + |z — a| = 0}.

Losungshinweise hierzu:
(a) Skizzieren Sie die folgenden Mengen

2
(i) Durch Umformen erhdlt man 2z + 3y < 6 & y < —37 + 2 und es ergibt

2
sich die Menge {(x,y) eR?| y < —§x+2} als die Flache unterhalb (und

2
einschlieBlich) der Geraden y = 37 + 2.

iiFall z21,y20:z—-14y<2<ys —r+3
Fall z: =2 1undy<0:2—1—-y=<2&y=2x—3
Fall : <1l y<0:—a2+1—-y<2&cy=>-—x-—1
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Fall z <1lundy20:—2x+1+ys2cy=Sax+1
Die Menge ergibt sich als das von diesen Geraden umrandete Gebiet.

(b) Losung I
Fall: x 2 0.
Wir erhalten die Gleichung
2?2 —5x+6=0,

mit den Nullstellen z; = 2 und x, = 3.

Fall: x < 0.
Wir erhalten

22 4+55+6=0
mit den Nullstellen z3 = —2 und z, = —3.
Losung I1.

Mit der Substitution z = |z| erhalten wir die Gleichung
22 —5z24+6=0
mit den Nullstellen z =2 und z = 3. Da z = |z|, gilt x = £z und somit
T =2, Ty=3, x3=-2, x4=-3.
(c) Da die Betragsfunktion |y| = 0 (Vy € R) ist, folgt aus |z? — 1| + |x — a] =0, dass
(|J2* =1] =0) A(Jlx —a| = 0).

Also erhalten wir
(z+1D)(z—1)=0)A(z=a).
Deshalb gilt

e ist a = —1, so lautet die Lésung oz = —1,
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e ist a =1, so lautet die Losung = =1,

e ist a € R~ {—1,1}, so existiert keine Lsung.

Aufgabe H7. Ungleichungen
(a) Zeigen Sie fiir x,y,z € RJ:

(z+y+2)>°=2Tzyz

Hinweis: Geometrisches Mittel.

(b) Zeigen Sie folgende Ungleichung fiir z = —1/6.
V1+6z < (142)°

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Ungleichung wird umgeformt, bis auf der rechten Seite das geometrische Mittel
aus x, y und z steht.

3
(x+y+2)° 2270y & (%) >ryz < wgw%cyz

Auf der linken Seite steht jetzt das arithmetische Mittel. Da das arithmetische Mittel
kleiner gleich dem geometrischen Mittel ist, ist die Ungleichung bewiesen.
(b) Wird die Ungleichung quadriert, so erhilt man die Bernoullische Ungleichung 1+nx <
(14 2x)™ mit n =6.
Aufgabe H8. Mengen
(a) Skizzieren Sie die Mengen

)JER?| y=05(x—2)°+1},

My : x,y
M, : z,y) €ER?| 2 —05(y—2)° =1} .

{(
{(

(b) Skizzieren Sie nun die Mengen

Ms:={(z,y) €R’| 2= 05(y—2)°Z1Vy—05(z—2)°=1},
My:={(z,y) €R*| (z—1)"+(y — 1)* < 16}

und die Schnittmenge von M3 und My.

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Menge M; ist eine um den Faktor 3 gestauchte Parabel mit dem Scheitelpunkt

(1,1). Die Menge M, ist die an der Gerade y = x gespiegelte Parabel M.
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<
<
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I
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1 2 3 4 T 1 2 3 4 T

(b) Die Menge Msj ist die Vereinigung aller Punkte, die zwischen und auf den beiden
Parabelasten von M; und M, liegen.

Die Menge M, ist die abgeschlossene Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt (1,1) und
Radius 4. Die Schnittmenge von M3 und M, ergibt sich als die Flache, die zum einen
begrenzt wird durch den in M; liegenden Kreisbogen (als Teil des Randes von M)
und zum anderen dem Teil des Randes von M3, der sich in M, befindet.

5| Y]

J

—

DO

o

Q
9

l
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H9. Faktorisierung

Faktorisieren Sie folgende Polynome so weit wie mdoglich.
(@) 22 +4iz —4 € PolC

L6ésungshinweise hierzu: Entweder mit Hilfe der binomischen Formel oder durch
Berechnung der Nullstellen mit Hilfe der Mitternachtsformel erhalten wir:

22 Fdiz — 4= (24 2i)?

(b) 2> —i€ePolC

L6sungshinweise hierzu: Hierzu ziehen wir die fiinften Wurzeln aus i = cos (g) +1isin (%)

= (s (eos (35) isin (1)) (5= (eon (5 ) +35i0 (57)))
(o (o (5) (D)) - () ()
(o) 7o ()
= (= (oo lyg) i (35))) -

(s (o () o (5))
(= (o) o ()

(c) z* +1 € PolR

(+-
)
§ (= (55) 0 ()

Losungshinweise hierzu: Da dieses Polynom keine reellen Nullstellen hat, kdnnen
keine Linearfaktoren abgespalten werden. Dennoch muss es in ein Produkt aus zwei
Polynomen von Grad zwei zerfallen. Um diese beiden Polynome zu bestimmen, kann
man entweder die komplexen vierten Wurzeln von —1 bestimmen und anschlieBend die
Linearfaktoren, die zu komplex konjugierten Wurzeln gehdren zusammenfassen oder
man stellt zwei allgemeine Polynome von Grad zwei auf, multipliziert diese zusammen
und |6st die entstehenden Gleichungen. (Die vierten Wurzeln von —1 sind cos (4) +
isin (%) coS ( 7 ) + isin (31), cos( ) + isin (51) und cos( ) + 15111( ) ) Auf
beiden Wegen erhalt man:

'+ 1= (2® — V2 + 1)(2* + V22 + 1)
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(d) z* — 223+ 2? — 4w + 4 € PolR

L6sungshinweise hierzu: Hier raten wir die erste Nullstelle, spalten mit Hilfe der
Polynomdivision den zugehorigen Linearfaktor ab und wiederholen diesen Vorgang.
Dann erhalten wir:

vt =208+t —dr+4=(z - Dz -2)(2* +2+2)
Das Polynom (22 + x +2) hat keine reellen Nullstellen und daher haben wir an dieser

Stelle so weit wie moglich faktorisiert.

Aufgabe H 10. Komplexe Zahlenebene
Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene.

(@ {zeC]| |z+i >1}

L6sungshinweise hierzu: Die Menge besteht aus allen Punkten in der komplexen
Ebene, die von i einen Abstand groBer 1 haben:

(b) {z€C| |Re(z)|+2|Im(z)| < 3}

Losungshinweise hierzu: Zur genaueren Bestimmung deser Menge benotigen wir

Fallunterscheidungen.

Fall 1: Fiir Re(z) > 0 und Im(z) > 0 wird die Menge nach oben durch die Gerade

Im(z) = 2 — 1 Re(z) begrenzt.

Fall 2: Fiir Re(z) < 0 und Im(z) > 0 wird die Menge nach oben durch die Gerade

Im(z) = 2 + 1 Re(z) begrenzt.

Fall 3: Fiir Re(z) > 0 und Im(z) < 0 wird die Menge nach unten durch die Gerade

Im(z) = —2 + 1 Re(z) begrenzt.

Fall 4: Fiir Re(z) < 0 und Im(z) < 0 wird die Menge nach unten durch die Gerade
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3. Gruppeniibung

— 3 Re(z) begrenzt.

(c) {zeC| |z—i|< |z —1]}

Die Menge besteht aus allen Punkten in der komplexen

Lésungshinweise hierzu:

Ebene, die von i einen kleineren Abstand haben als von 1.

(d) {z€C| Re(z?) > 1}

Aus

a? — b,

a®—b? > 1 erhalten wir a > /1 + b2 fiir positives a und a < —/1 + b2 fiir negatives

a. Insgesamt erhalten wir:

Schreiben wir z = a + bi, so ist Re(z?)

L6ésungshinweise hierzu:

Seite 13

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 11. Komplexe Zahlenebene
Gegeben seien die Abbildungen

firC—>Ciz (4+3)z und fo: C—C:z2°

Mlz{zE(C |z|:%},
My ={z€C| Re(z) =1} und

1
MgZ{ZE(C |Z—§ :a}

Skizzieren Sie die Mengen M;, M, und Mj sowie fi (My), fi (M), fi (Ms) und fo (M),
fa (My), fa(Ms).

Losungshinweise hierzu: Die Menge M, ist die Menge aller Punkte in der komplexen
Ebene, die zur 0 den Abstand ; haben. Also der Kreis mit Radius 1 um die 0. Alle Punkte
dieser Menge kénnen als 1 (cos(t) + sin(t)i) mit einem ¢ € [0,27) beschrieben werden.

Die Menge M ist die Menge aller Punkte in der komplexen Ebene, deren Realteil gleich 1
ist. Also die Gerade parallel zur Imaginarachse durch 1. Alle Punkte dieser Menge kdnnen als
1+ ti mit einem ¢ € R beschrieben werden.

Die Menge Mj ist die Menge aller Punkte in der komplexen Ebene, die zu % den Abstand
1 haben. Also der Kreis mit Radius 2 um 1. Alle Punkte dieser Menge kénnen als 1 +
5(cos(t) + sin(¢)i) mit einem ¢ € [0,27) beschrieben werden.

Um die Bilder der Mengen unter der Abbildung f; zu bestimmen, machen wir uns zunachst

klar, dass die Multlpllkatlon einer komplexen Zahl mit (4+31) einer Drehstreckung entsprlcht

sowie die Mengen

www.mathematik.uni-stuttgart. de/studium /infomat/HM- Stroppel/ - Seite 14



3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Die Menge fi(M,) ist der Kreis mit Radius 5 um den Ursprung, da |(4 + 3i)| = 5.

Die Menge fi(M>) ist die Gerade durch die Punkte % und 23—51. Die Rechnung dazu ist
(1+ti)-(4+31) =4 —3t+ (4t + 3)i. Dies beschreibt fiir t € R genau die erwihnte Gerade.
Die Menge fi(Ms) ist der Kreis mit Radius 5 um 3 + %i.

Die Menge fo(M;) ist der Kreis mit Radius %ﬁ um den Ursprung, da beim Quadrieren einer
komplexen Zahl wie zuvor erwahnt Ihr Betrag quadriert wird.

Die Menge f2(Ms) ist eine auf der Seite liegende Parabel, da (1 +¢i)? = 1 — % + 2ti ist.
Die Menge f»(Ms) ergibt sich als (3 + 1(cos(t) + sin(¢)i))* = (1 + 2cos(t) + cos(t)? —
sin(¢)?) 4+ 1(1 + cos(t)) sin(¢)i mit einem t € [0,27). Dieser Beschreibung sieht man die
Gestalt der Menge in der komplexen Ebene nicht direkt an, daher sollten so lange Werte fiir
t eingesetzt werden und die Ergebnisse in die Skizze eingezeichnet werden, bis die Gestalt

erkannt werden kann.

Mli fl(Ml)Z fQ(Ml):

N |
3 2 -1 QJ 1 . 2 3 1 " 3
MQZ
M3 f1(Ms): f2(Ms)

“24

-34 -2
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Aufgabe H 12. Komplexe Zahlen
Bestimmen Sie die folgenden Mengen.

(a)

(b)

(c)

(d)

{neZl|i"eR}

Losungshinweise hierzu: Fiir gerade Zahlen n € Z, d.h. n = 2k fiir ein k € Z gilt
i" = i?* = (—1)¥ € R. Fiir ungerade Zahlen n € Z, d.h. n = 2k + 1 fiir ein k € Z
gilt i" = i2"*1 = (—1)" . { ¢ R. Insgesamt erhalten wir

{n € Z| i" e R} = 27 = die Menge der geraden ganzen Zahlen.
{neZ|Im((1+i)") >0}
Lésungshinweise hierzu: Es gilt
Im (1 +i)") = Im ((\/5 (Cos (%) +isin (%)))3 — 2% sin(%r).

Also suchen wir alle n € Z, fiir die sin(™") > 0 ist. Das sind genau jene n € Z, die
beim Teilen durch 8 den Rest 1, 2 oder 3 ergeben. Wir erhalten also:

{neZ| Im((1+i)") >0}
={n€Z| (n=1+8k)V(n=2+8k)V(n=3+8k),kecZ}
{zeC| =141}
Lésungshinweise hierzu: Wir suchen die Lésungen der Gleichung 2% = 1 +1i =

V2 (cos(Z) +1isin(Z)). Wir berechnen also Betrag und Argument getrennt. Der Be-

trag der Losungen ist v/ /2 = 212 . Fiir das Argument ¢ muss gelten, dass 6 - ¢ =
T+ 2rk ist, fir k€ {0,1,2,3,4,5} Wir erhalten damit

: k k
{zeC] 26:1+i}:{212 <Cos (“ﬁﬁ )+isin <7T+2§7T >) ’ ke{0,1,2,3,4,5}}

{zeC| 22 =iz}
Lésungshinweise hierzu: Sei z = r(cos(y) +isin(y)), dann ist Z = r(cos(—¢p) +
isin(—y)), 2% = r?(cos(—2¢p) +isin(—2¢)) und iz = r(cos(p + 5) +isin(¢ + 3)).
Damit erhalten wir

r? (cos (—2¢) +isin (—2¢)) = 2% =iz =1 (cos (Lp + g) + isin (go + g)) )

Soll die rechte mit der linken Seite iibereinstimmen, so muss gelten r = r? und (falls
r#0) —2¢ = ¢ + 5 + 27k fiir ein k € Z. Daraus folgt » = 0 oder » = 1. Im Fall
r = 1 vergleichen wir nun die Argumente

—2g0:go+g—|—27rk:

o —3g0:g+27rk

7+ 4km
& 0=
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Im Intervall [0;27) liefert das die Lésungen ¢y = 3% = 2, @, = 70 und ¢ = 47,

Insgesamt erhalten wir

T T 117 117
—_2 . o . i .. i ..
{ze(C| Z —1z}—{071,cos<6)+1sm(6),cos<—6 >+1sm(—6 )}
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 13. Untervektorraum, Basis, Erzeugendensystem

Es seien die folgenden Vektoren aus R* gegeben.
w; = (0,—1,2,1), we = (1,0,2,1), w3 = (1,-1,4,2), wy = (2,1,1,0).

(a) Bestimmen Sie eine Basis von L (wy, wa, w3, wy).
(b) Gibt es ein v € R? so, dass wy, wy, wy, v eine Basis von R? ist?
(c) Gibt es ein v € R* so, dass wy, wy, ws, v eine Basis von R? ist?

(d) Geben Sie eine Basis von L (wq,w; + wy + w3, we, ws3) an.

Losungshinweise hierzu:

(a) Der Vektor w; ist eine linear Kombination von w; und wy. Uber ein lineares Glei-

chungssystem zeigt man, dass w;, ws und w, linear unabhangig sind. Also bilden
wy, we und wy eine Basis von L(wy, ws, w3, wy).

(b) Die Vektoren w;, ws und w, sind linear unabhangig, bilden aber noch kein Erzeu-
gendensystem. Fiir eine Basis werden vier linear unabhangige Vektoren benétigt, also
muss v linear unabhingig zu wy, w, und wy sein. Uber ein lineares Gleichungssystem
zeigt man, dass wy, wy, wy und beispielsweise v = (1,1,0,1) linear unabhangig sind.

(c) Da bereits w; eine linear Kombination aus w; und ws ist, kann es keine Basis geben,
die die Vektoren wq, wsy, w3 beinhaltet.

(d) Die Vektoren w; + wy + w3 und ws sind linear abhdngig von w; und wy. Also sind
die Vektoren w; und wy bereits eine Basis von L (wq, w; + wy + w3, we, ws).

Aufgabe H 14. Untervektorrdume, Geraden

Firt € Rsei V;:={t(1-X)+iA+1)(t—1)| Ae R} SC. Sei iV, := {iv | v € V;}.
(a) Zeichnen Sie V5 und V5.
(b) Berechnen Sie V; NiV; fiir t € R.
(c) Fiir welche ¢t € R ist V} ein Untervektorraum des reellen Vektorraums C?

(d) Fiir welche t € R ist V; ein Untervektorraum des komplexen Vektorraums C?

Losungshinweise hierzu:

(a) Bei den Mengen V5 und iV, handelt es sich um Geraden in der komplexen Ebene. Die

Gerade V5 geht durch die Punkte 2i und 4. Die Gerade iV, geht durch die Punkte 2
und —4i.
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(b)

(d)

Der Schnittpunkt erfiillt
tl=XA)+iM+DE=-1)=it(1—=X) — (A +1)(t—=1)

mit A, Ao € R. Vergleicht man Realteil und Imaginarteil, so erhadlt man das lineare
Gleichungssystem

—tA H({t—1)Ny = 1-2t

(t—1)>\1 +t/\2 - 1,
dessen Losung
22 —1 202 — 4t +1
AM=——— und /\2:——jL
22 —2t+1 2t2 —2t+1

lautet. Damit ergibt sich der Schnittpunkt

4it? — 212 — 61t2+2t+21t
212 — 2t + 1

Uberpriift man die Eigenschaft 0 € V;, bleiben nur noch Vj, = {i)\ eC ‘ A€ ]R} und
Vi ={X € C| XA €R} als Kandidaten iibrig.

Seien nun u,v € Vy, s € R. Es existieren Faktoren a,b € R mit u = ai, v = bi, so
dass

u+v=(a+0b)ie V, mit A = a + b und
su=(sa)i €V, mit A = sa.

Das gleiche Argument geht fiir V.

Im Unterschied zur Teilaufgabe (c) diirfen die Faktoren (bisher mit s bezeichnet) jetzt
komplex sein.

Wegen der Bedingung 0 € V; bleiben wieder nur 1 = {i)\ € (C| AE R} und Vi =
{/\ eC ’ A€ ]R} als Kandidaten iibrig.

Bei beiden handelt es sich um keine Untervektorraume. Als Gegenbeispiel wahlt man
als Faktor s = i. Dann erhilt man fir v =i € V; den Wert sv = —1 ¢ 1}, und
u=1€V; den Wert su=1i¢ V;.

Aufgabe H 15. Skalarprodukt
Sei V := {p:[0,1] > R: x> az® + bz +c| a,b,c € R} der Raum aller Polynome auf

[0,1]

mit Grad maximal 2. Sei auf V das Skalarprodukt (p|q) : fo x)dx fir

p,q € V definiert. Seien py,py, p3 € V definiert durch pi(z) := 2 + x, pg( ) =x—1,
pa(z) =2 +2x+1.

(a)
(b)

Bilden p; und p3 eine Basis fiir V7

Bestimmen Sie eine Basis von V. Bestimmen Sie eine Basis von {p eVl]p)=0".
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(c) Bestimmen Sie die Skalarprodukte (p;|p2), (p1|p1) und (p2|p2). Entscheiden Sie
mittels der Schwarzschen Ungleichung, ob p; und ps linear abhangig sind.

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Polynome p; und p3 bilden keine Basis fiir V. Als Gegenbeispiel gibt es keine
Linearkombination um 1 € V' zu erzeugen. Wir machen den Ansatz

1 =ap(z) +bps(z) = az®+ (a+b)x —b.

Vergleicht man die konstanten Terme folgt b = —1. Aus den Termen erster Ordnung
folgt @ = 1 und damit bleibt immer ein quadratischer Term {ibrig.

(b) Nach Definition ist L (2% z,1) = V. Falls 2% x,1 linear unabhingig sind bilden sie
eine Basis von V. Wir zeigen a2? + bx + ¢ = 0 besitzt nur die triviale Lésung. Fiir
x = 0 folgt ¢ = 0. Einsetzen von x = 1 und = = 1/2 fiihrt auf das lineare Glei-
chungssystem a+b =0 und a/4+b/2 = 0. Dessen einzige Losung lautet a = 0 und
b = 0. Damit ist die lineare Unabhangigkeit gezeigt.

Zur Basis von {p € V| p(1) = 0}. Wir formen zuerst um:

Die Polynome 22 — 1 und = — 1 sind linear unabhingig: Wie zeigen wieder, dass
a(z®> — 1) + b(x — 1) = 0 nur die triviale Lésung hat. Fiir z =0 und x = 1/2 ergibt
sich das linear Gleichungssystem —a — b = 0 und —3a/4 — b/2 = 0, dessen einzige
Losung a = 0 und b = 0 lautet.

(p1lp2) = /Olpl(x)pz(w)dw = /01(1:2 +a)(x —1)dz = [””_4 - x_T _ !

mln) = [ mem@d = [ @ +afa =g,

(p2|p2) = /0 po(z)p2(x)dx = /0 (x —1)*dz = é

Da (p |102>2 < {p1|p1) (p2 | p2) gilt (insb. echt kleiner), folgt aus ,,2.6.4 Schwarzsche
Ungleichung: scharfe Form*™ die lineare Unabhangigkeit.

Aufgabe H 16. Geraden und Ebenen

Seien A:=(1,-1,2), B:=(1.0.2), C:= (3,1,0), P :=(3.3.4) in R? gegeben.
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(a) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung fiir die Gerade g, durch die Punkte A
und B.

(b) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung fiir die Gerade g5, die senkrecht auf ¢; steht
und durch einen Punkt auf g; und den Punkt C' verlauft.

(c) Geben Sie eine Parameterdarstellung der Ebene E an, die den Punkt P enthilt und
parallel zu ¢; und g5 ist.

(d) Ist das Dreieck mit den Ecken A, B und C stumpfwinklig, d.h. enthilt es einen
Innenwinkel groBer als /27

Losungshinweise hierzu:

(a) Mittels der Punkte A und B berechnen wir den Vektor AB = (0,1,0). Dann lautet
die Parameterdarstellung ¢;: A + /\1@, fir A € R.

(b) Sei D der Schnittpunkt der Geraden g; und g». Das heiBt es gibt ein \; € R mit
D = A+ MAB und zwar D = (1,—1 4+ A\y,2). Der Parameter \; wird nun so
bestimmt, dass 1@ und lﬁ senkrecht sind. Mittels des Skalarproduktes zeigt man,
dass A\; = 2 ist. Das ergibt D = (1,1,2) und DC = (2,0,2) und damit ist die Gerade
gQ:DJrum fir p e R.

(c) Die Ebene E soll also parallel zu die Vektoren 1@ und m sein und den Punkt P
enthalten. Das heiBt E: P + )\1@ + Mﬁ fir A\, peR.

(d) Ein stumpfwinkliges Dreieck ABC' hat genau einen Innenwinkel mit negativem Kosi-
nus. Also liberpriifen wir die Vorzeichen der Skalarprodukte <1ﬁ ‘ z@> <E4 ‘ B?>

und <CT>4 ) Cﬁ> Man findet, dass <§>4 ’ B?> = —1. Damit ist das Dreieck stumpf-
winklig.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 17. Matrixmultiplikation
Gegeben seien die Matrizen

1 2 0 1 10 -1 1
1 1 1 1 00 -1 1
A=109 0o 0o o und B=1f, 1 ¢ 1
2 —3 -1 -9 00 1 0

(a) Berechnen Sie (A + B)? und A? 4+ 2AB + B2.

Losungshinweise hierzu: Da die Matrizen A und B unter der Matrixmultiplikation
nicht kommutieren (AB # BA), gilt

(A+B)’=(A+B)(A+B) = A*+ AB+ BA+ B>+ A* + 2AB + B*.

Aber man kann einfach berechnen, dass

9 2 -1 2 1 0 -2 3
1 1 0 2 1 1 -1 3
A+B=149 1 o 1| AB=110 0o o o |
2 —3 0 -2 2 -1 3 —6
1 1 1 1 1 -1 0 0
, o o 0o o , |0 -1 1 -1
A=10 0o 0o o und  BT={4 o o 1
1 -1 -1 -1 0 1 0
Somit ergibt sich
9 -1 -2 3 4 0 -3 7
. |-1 =3 -1 0 2 1 -1 5 | ., )
A+BP=1_, 5 o ol#lo o o 1 |=4+24B+B
3 -1 2 —6 5 -2 5 —19

(b) Berechnen Sie A™ fiir alle n € N.

L6sungshinweise hierzu: Man berechnet aus A,

1 1 1 1
. [0 0 0o o0
=10 0o 0o o

~1 -1 -1 -1

Damit kann man weiter machen und bekommt A3 = A?A = 0. Somit erhalt man fiir
n >3
Ar = A3A" P = 0. A3 = (.
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(c) Berechnen Sie B™ fiir alle n € N.

Lésungshinweise hierzu: Aus B errechnet man,

1 -1 0 0
, o -1 1 <1
B =10 0 0o 1
0 1 0 1

Durch weiteres aufmultiplizieren von B bekommt man B? = B%2B = E,. Somit ist
B* = B3B = E,B = B. Daraus ergibt sich folgendes Schema:

B, falls n geteilt durch 3 Rest 1 hat,
B" =< B?, falls n geteilt durch 3 Rest 2 hat,
E,, falls n geteilt durch 3 Rest 0 hat.
(d) Bestimmen Sie alle C' € R*** mit C"C = 0.

L6sungshinweise hierzu: Fiir allgemeines C' mit Spaltenvektoren vy, v9, v3 und vy €
R* gilt

T

T
C = U1 (%) (%] V4 =

AA/_\,_\
S
N —
—_— — — —

Bildet man nun das Produkt C"C' erkennt man

ol o e ol
CC=foylon) (valva) (vg]en) {on]oe)
(U4|Ul> <U4|Uz> <U4|U3> <U4|U4>

Soll dieses Produkt nun gleich der Nullmatrix sein, so muss jedes Skalarprodukt gleich
Null sein. Insbesondere natiirlich dann auch die Diagonaleintrage der Matrix, also
(vg|vg) = 0 fir £ = 1,2,3,4. Dies kann allerdings nur dann sein, wenn bereits
v =0 fiir k =1,2,3,4. Also kann die einzige Lésung von C'C' = 0 nur C' = 0 sein.

Aufgabe H 18. Hessesche Normalform
Es seien der Punkt P = (3,0,4) und die Gerade g = (2,0,—5) + R(1,1,0) gegeben.
(a) Bestimmen Sie die Hessesche Normalform der Ebene durch P und g.

Losungshlnwelse hlerzu Da P nicht auf g ||egt ist die Ebene Welche sowohl P
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vom Aufpunkt der Geraden zum Punkt P bestimmen. Dieser ist

3 2 1
O]—10(]=10
4 ) 9

Zusammen mit dem Richtungsvektor der Geraden spannt dieser Vektor nun die gesuch-
te Ebene auf. Um die Hessesche Normalform dieser Ebene zu bestimmen, sucht man
nun einen Normalenvektor der Ebene. Also insbesondere einen Vektor der orthogonal
auf den beiden aufspannenden Vektoren steht. Dazu berechnet man das Kreuzprodukt
der beiden Vektoren

1 1 9
1l x{0)=1-9
0 9 -1

Daraus ergibt sich zunidchst die Ebenengleichung 9x — 9y — 2z = d, in welche man
den Aufpunkt von g einsetzen kann, um den Abstand d zu bestimmen. Dieser ist
d=9-2—-9-0—-1-(=5) = 23. Damit ist d > 0 und man muss als letzten
Schritt nur noch Normieren. Dabei ist |(9, —9, —1)"| = v/163 und somit die Hessesche
Normalform der gesuchten Ebene

9 9 1 23

— Y =z :
163 V163 i V163 V163
(b) Bestimmen Sie die Hessesche Normalform der Ebene durch P senkrecht zu g.

Lésungshinweise hierzu: Da die gesuchte Ebene senkrecht zu ¢ liegt, ist der nor-
mierte Richtungsvektor von ¢ ein Normalenvektor dieser Ebene. Dadurch ergibt sich,
mit [(1,1,0)"| = v/2, zunichst

1 1
_.x+_
V2 V2

Nun soll die Ebene den Punkt P enhalten. Dadurch ergibt sich d = \% > (0 durch
Einsetzen von P in die obige Gleichung. Damit ist die Hessesche Normalform der
gesuchten Ebene

sy =d.

1 " 1 3
— . _ . = —.
V2T T

(c) Bestimmen Sie den Punkt @ auf g mit F@ senkrecht zu g.

Losungshinweise hierzu: Die Ebene aus Aufgabenteil (b) ist die Ebene, welche

senkrecht zu ¢ steht und P enthalt. Daraus ergibt sich, dass P@ in dieser Ebene liegt
und der Punkt () der Schnittpunkt dieser Ebene mit ¢ ist. Um diesen zu berechnen,
setzt man die Geradengleichung

(1) ()-()
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mit ¢ € R in die Hessesche Normalform aus Aufgabenteil (b) ein und erhilt

1
ﬁ'<2+t)

SO|||it |St

1 11 51
= (2,0,-5)+~(1,1,0) = (24— -, —5) = (2,2, -5).
Q (707 5)+2<7 70> < +2727 5) <2727 5)

(d) Bestimmen Sie die Hessesche Normalform der Ebene durch g mit maximalem Abstand
zu P.

L6sungshinweise hierzu: Da die gesuchte Ebene die Gerade g enhalten soll, muss
der maximale Abstand der Ebene zu P durch den Abstand von P zu g nach oben
hin beschrankt sein. Dieser Abstand ist gegeben durch die Lange des Vektors P
Stellt man sich nun eine Kugel mit einem Radius | PQ| um den Punkt P vor, so
wird klar, dass die gesuchte Ebene gerade die ist, welche zum einen ¢ entadlt und zum
anderen senktrecht zu P@ liegt. Damit liegt diese Ebene namlich genau tangential zur
gegebenen Kugel und beriihrt diese genau im Punkt (). Insbesondere schneiden alle
anderen Ebenen durch g diese Kugel, woran man sieht, dass man damit tatsachlich
die Ebene mit maximalen Abstand gefunden hat.

Nun weill man, dass Pﬁ normiert ein Normalenvektor der gesuchten Ebene ist. Des-
wegen ist der nachste Schritt, diesen zu bestimmen. Es ist

DA () (o
P@ =l s |-|o]=13|= 3 1 und
=5 4 -9 —18
. 1 1
PG| = S| 1 ][ = oV + 12+ (-18)2 = S V326,
—18
Daraus ergibt sich die Ebenengleichung

1 1 18

_l’_ .
V326 ! V326 Y V326

Setzt man nun den Aufpunkt der Gerade ¢ in diese Gleichung ein, so erhdlt man

1 88
d=—=(—-1-24+1-0—-18-(=5)) = — > 0.
7355 )= 75
Somit ergibt sich die gesuchte Hessesche Normalform als

1 18 38

1
S -y — 2= .
V326 V326 Y V326 V326
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Aufgabe H 19. Hessesche Normalform und Orthonormalbasis
Fir o € R sei B, :={(z,y,2) €R*| az =1—y—2}.

(a)

(b)

Geben Sie eine Parameterdarstellung der Ebene FE,, an.

Lésungshinweise hierzu: Man sucht zuerst drei Punkte in R?, die die Gleichung
ar =1—y—2<= ar+y+ 2z =1 erfiillen und geeigneter Weise nicht auf einer
Geraden liegen. Dazu eignen sich A = (0,1,0), B = (0,0,1) und C' = (1,1, —«).
Man wahlt nun einen Aufpunkt, z.B. A, und bestimmt die Vektoren A§ und A?
Daraus ergibt sich eine Parameterdarstellung von E,, als

0 0 1
OA+s A+t - AC =1 +s-[=1)+¢t-{ 0
0 1 —

fir s,t € R.

Bestimmen Sie die Hessesche Normalform von FE,, .

Losungshinweise hierzu: Der Definition der Menge E, entnimmt man schon die
Gleichung ax = 1 — y — z. Diese lasst sich umstellen zu ax + y + 2z = 1, was fast
schon der Hesseschen Normalform entspricht. Es bleibt nur noch den Vektor (o, 1,1)"
zu normieren. Es gilt

(0%
1][=Va2+12+12=+Va2+2
1

und damit ist die Hessesche Normalform von E,, gegeben durch

o 1 1 1
—— ot ——y+ z= .
Va2 +2 Va2 +2 RV Va2 +2

Bestimmen Sie den Abstand von E, zum Punkt P = (1,—-2,1).

Lésungshinweise hierzu: Man bestimmt den Abstand d(F,, Q) von der Ebene E,
zu einem beliebigen Punkt @ = (q1, g2, q3), mit Hilfe der Hesseschen Normalform aus
Aufgabenteil (b), durch

EC!{?Q ‘\/0527 ql \/T Q2 \/r " Q3 _\/0527‘

Dadurch errechnet sich der gesuchte Abstand zu
E., P) ‘ YR N S ’O‘ — 2
“ Va2 + \/ a?+2 Va2 +2 V oﬂ VaZ+ 2

Im speziellen gilt, dass fiir & = 2 der Abstand d(E», P) = 0 wird. Tatsachlich sieht
man durch Einsetzen, dass der Punkt P in der Ebene F, liegt.

d(
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(d) Ergénzen Sie einen Normalenvektor von E,, zu einer Orthonormalbasis des R3.

Lésungshinweise hierzu: Aus der Hesseschen Normalform in Aufgabenteil (b) erhalt
man bereits einen Normalenvektor als

1 o

a?+2 !
1

Damit ist ein normierter orthogonaler Vektor zu diesem z.B.

Nun fehlt zu einer Orthonormalbasis nur noch das Kreuzprodukt aus n und v, denn
aus dem Skript (2.10.3 (5.)) weiB man, dass n, v und n X v ein Rechtssystem ist und
damit im speziellen eine Orthonormalbasis. Es ist noch zu berechnen

«Q 0 —2

1 1 1
nNXy)=——|1] x — 1 =

a?+2 |\ V2 1\ V202 +4

Aufgabe H 20. Kreuzprodukt
Gegeben seien u = (1,0,1)", v = (1,1,0)" und w = (1,2, -1)".
(a) Bestimmen Sie |u| und |v|. Bestimmen Sie die Fliche des Parallelogramms, das von

den Vektoren u und v aufgespannt wird. Bestimmen Sie unter Verwendung dieser
Flache den von u und v eingeschlossenen Winkel.

Lésungshinweise hierzu: Es ist |u| = /12 +02 + 12 = /2, sowie auch |v| =
V12 +12 4+ 02 = /2. Die Fliche A des Parallelogramms, welches von « und v auf-
gespannt wird, ergibt sich nach 2.10.3 (4.) im Skript als

1 1 —1
A=uxv=[l0] x|1|l=]| 1 ||=V(-1)2+12+12=V3.
1 0 1

Den Winkel « zwischen den beiden Vektoren erhdlt man nun aus der Beziehung A =
|u x v| = |ul|v|sin(«). Mit den bereits berechneten Werten ergibt sich

V3 = (V2)?sin(a) = 2sin(a) <= sin(a) = %\/g = a= g

Wobei man in der letzten Aquivalenzumformung benutzt, dass (u|v) = 1 > 0, und

somit nach 2.9.1 der Winkel kleiner als g sein muss.
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(b)

(c)

(d)

Bestimmen Sie {b cR3 | uxb= w}.

Lésungshinweise hierzu: Ein allgemeines b aus R? sei

by
b= | by
bs
Soll dieses die Gleichung u x b = w erfiillen, so ergibt sich aus
1 by —bs
uxb=10] x b2 = b1 — b3
1 bs bo
folgendes Gleichungssystem:
— by = 1
by —b3= 2
bo =—-1

Dieses kann man lésen, indem man z.B. b3 = ¢ setzt fiir ein beliebiges t € R. Daraus
ergeben sich by =24+ 1-t, by = —14+0-¢t und b3 = 04 1-¢ und die gesuchte
Losungsmenge ist

2 1
{peR| uxb=w}=<|-1|+t-[0]]|teR
0 1

Bestimmen Sie {b € R?| u x b=v} unter Verwendung von (a).

Losungshinweise hierzu: Aus Aufgabenteil (a) weiB man, dass der Winkel zwischen
u und v kein rechter Winkel ist. Damit kann es kein solches b geben, welches die
Gleichung u x b = v erfiillt. Denn gabe es ein solches, so wiisste man aus den Eigen-
schaften des Kreuzprodukts, dass v dann senkrecht auf sowohl b, als auch u stehen
miisste. Dies widerspricht aber der Tatsache aus Aufgabenteil (a), dass der Winkel
zwischen u und v kein rechter Winkel ist. Somit ist

{beR| uxb=v}=0.
Berechnen Sie (u X v) X w und u X (v X w).

Losungshinweise hierzu: Es ist

1 1 1 —1 1 -3
(uxv)xw= O] x |1 x| 2 | = 1 | x12]=0] und
1 0 -1 1 -1 -3
1 1 1 1 -1 -1
ux(vxw)=[0] x 1l x| 2 = Ol x| 1 |=|-2
1 0 —1 1 1 1

Insbesondere sieht man (u X v) X w # u X (v X w).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 21. Lineare Gleichungssysteme
Entscheiden Sie ob die Mengen

M, = {(257 —10,4, _3)} M; = (_1v072>0) +R(0> 1,0, 1)
M;:=R(-1,1,1,-1) My :={(-3+1t,4—2t,t,0),t € R}

in der Losungsmenge des Gleichungsystems

1$1+2l’2—|—3$3—|—4$4 = 95
3I1+2I‘2+1I3 = -1

liegen. Bestimmen Sie die Losungsmenge. Ist sie ein affiner Teilraum von R*? Ist sie ein
Untervektorraum von R*?

Lésungshinweise hierzu:

e 1 :=(25,-10,4,—3) liegt nicht in der Lésungsmenge, weil die zweite Gleichung nicht
erfiillt ist. Es gilt namlich:

3.2542(—10)+3-4=67#—1.

M liegt also nicht in der Losungsmenge des angegebenen Gleichungssystems.

e Die Menge M, liegt nicht in der Losungsmenge des Gleichungsystems. Der Punkt
(—1,0,2,0) erfiillt zwar beide Gleichungen, aber (0,1,0,1) ist kein Basisvektor des
zugehorigen homogenen Gleichungssystems (z.B. ist 0+2+0+4 =6 # 0), so dass
also kein anderer Punkt aus M, das System I0st.

e Die Menge Mj liegt nicht in der Lésungsmenge des Gleichungsystems. (—1,1,1, —1)
ist zwar ein Basisvektor des zugehdrigen homogenen Gleichungssystems (—1 + 2 +
3—4=0,-34+2+1=0), aber (0,0,0,0) ist keine spezielle Losung des inho-
mogenen Systems (das kann der Ursprung nie sein) und daher ist M3 nicht Teil der
Losungsmenge.

e Die Menge M, liegt in der Losungsmenge des Gleichungssystems, da

(=3+1t)+24—-2t)+3t+4-0 = —34+t+8—4t+3t=-3+8=5
3(=3+1t)+2(4—-2t)+t = —-9+3t+8—-4t+t=-9+8=-1

unabhangig von der Wahl von ¢ gilt.

e Das Gleichungssystem hat 2 unabhangige Gleichungen und 4 Unbekannte. Es gibt also
4 — 2 = 2 linear unabhangige Vektoren, die die zusammen mit einer speziellen Losung

o | Aei i e~ o A A A e A 1
0 iz
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hat man mit (—=1,1,1, —1)"
ersten und somit ist die Lésungsmenge:

-3 1 1
TS N - A
0 1 il .
0 0 1

einen weiteren Vektor. Dieser ist linear unabhangig vom

ApeR

Diese Menge ist ein affiner Teilraum des R* aber kein Untervektorraum, da 0 nicht

enthalten ist.

Aufgabe H 22. Lineares Gleichungssystem

Fiir & € R betrachten wir das folgende reelle lineare Gleichungssystem.

T1 + X9 — 223 + 4xs + 115
—4x1 + 319 — 3 — 224 — 225
—2x1 4+ x9 — 224 — 45

Ty — 223+ 224 + 625

21‘1 - 21’2 - 31’3 - 2ZE5

S(a) :

13
—81
-39

-7

(0%

(a) Erstellen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix fiir S(26). Bringen Sie diese mittels

Algorithmus 3.7.3 in die in Satz 3.7.2 angegebene Form.

(b) Bestimmen Sie eine spezielle Lésung von S(26). Bestimmen Sie eine Basis des Losungs-
raums des zugehdrigen homogenen linearen Gleichungssystems S(26) .

(c) Geben Sie die Lésungsmenge von S(26) an. Verwenden Sie dazu (b).

(d) Welche Lésungsmengen ergeben sich fiir die anderen Werte von «?

Losungshinweise hierzu:
(a) Die erweiterte Koeffizientenmatrix fiir S(26) ist

1 1 -2 4 11
-4 3 -1 -2 =2
-2 1 0 -2 -4

o 1 -2 2 6

2 -2 -3 0 =2

13
—81
-39

-7

26

Addieren wir das vierfache der ersten Zeile zur zweiten, das doppelte der ersten zur
dritten und subtrahieren wir das doppelte der ersten Zeile von der fiinften, so erhalten
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wir

13

—29
—-13

13

—13
—-29

11
42

14
6

-9
—4

0
0

18

—4

0

11

18
42
—24

11

6
14

—4
-9

1
—2

—4

13

20

13

20
—28
13

0
0

11

11

0

Z2+421 .

Z3+2Z12

Z5—2Z11

ZQ<—>Z4Z

Lo > gy

Z4—5Z31
Z5+7Z31

Z1—|—2Z3Z

Zy+273:

Zl—]_ZQf

Seite 31
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(b) Eine spezielle Losung von S ist damit

O O = =

Die Koeffizientenmatrix des homogenen Gleichungssystems ist

1 00250
010 26(0
001000
00 0O0O0f0
00 0O0O0(f0

Eine Basis der Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems ist also nach Satz

3.7.6
-2 -5
-2 —6
B: 0 , 0
1 0
0 1

(c) Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist also

20 —2 -5
1 —2 —6
4 |+x] 0o [+u] 0 A\ peR
0 1 0
0 0 1

(d) Fiihren wir die Umformungsschritte wie oben durch, so erhalten wir als fiinfte Zeile:

0O 0 0 0 0”@—26

Das heiBt, das Gleichungssystem fiir a # 26 keine Losung besitzt. Die Ldsungsmenge
ist also die leere Menge.

Aufgabe H 23. Matrizen und lineare Gleichungssysteme
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.
(a) Die Menge der Matrizen A, welche

-6 = )
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erfillen, enthalt mehr als 2 Elemente.

Losungshinweise hierzu: wahr. Die Matrix
0 2 2
0 2 3

erfiillt die Bedingungen. Da die Matrix

1 -1 -1
B_(1 -1 —1)
1

1
Bl0] =0 und B|1l] =0
1 0

erfiillt, gibt es sogar wesentlich mehr als zwei Matrizen, namlich
0 2 2 1 -1 -1
(0 9 3)+/\<1 1 _1>, AeR.

2 3
(b) Es existiert eine Matrix A mit A (D =|2]| und A (g) =13
0 1

die Beziehungen

Lésungshinweise hierzu: falsch. Aufgrund der Linearitat muss

1(5) =2 ()

gelten, es ist aber

3 2
3| £2 (2
1 0
(c) Sei A € R¥*2. Sei b € R®. Wenn {z € R?| Az =b} = R? ist, dann gilt A =0

und b = 0.

Losungshinweise hierzu: wahr. Fiir z = (0,0)" ist Az = (0,0,0)" = b. Des
weiteren ergibt dann A(1,0)" = b = 0, dass die erste Spalte von A nur Nullen enthalt
und A(0,1)" = b= 0 das entsprechende fiir die zweite Spalte.

(d) Sei A€ R™ "~ {0}.Ist m>n, dannist dim {z € R"| Az =0} = 0.

Lésungshinweise hierzu: falsch. z.B. hat

A=

o O =
o O O

in (0,1)7 einen Basisvektor des Lésungsraums und dieser hat damit eine Dimension-

groBer 0.
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(e) Sei A€ R™"\ {0}.Ist m <n, dannist dim {z € R"| Az =0} > 0.

Lésungshinweise hierzu: wahr. Nach der GauB-Elimination hat die Matrix C' min-
desetns n — m Spalten und somit der Losungsraum des homogenen Systems eine
Dimension =2 n —m > 0.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 24. Einschrankungen und Matrixbeschreibungen

2 1 -1
Sei f:R* Rz [3 1 2 |x. Sei B:(1,1,0),(0,1,1)". Sei U :=L(B).
01 2

(a) Weisen Sie nach, dass auch C': (0,1,1)7,(1,2,1)" eine Basis von U ist.
(b) Weisen Sie nach, dass f(U) € U ist.
(c) Sei g: U - U: x> f(x) die Einschrankung von f auf U.
Bestimmen Sie die Matrizen ,g., g, und ,(gogog),
(d) Ist g bijektiv?

Losungshinweise hierzu:

(a) Seien by = (1,1,0)7, by = (0,1,1)", ¢; = (0,1,1)" und ¢5 = (1,2,1)". Die Elemente
c1 und co sind offensichtlich linear unabhangig. Weiterhin gilt, dass ¢y — ¢; = by ist.
Damit erhalt man L (¢p,¢0) = L(eg —c1,¢1) = L(b1,b2) = L(B) und hat nachge-
wiesen, dass auch C' eine Basis von U ist.

(b) Da B eine Basis von U ist, und

21 -1 1 3
f(bl) - 3 ]_ 2 1 = 4: - 3[)1 -+ bg € U,
01 2 0 1
2 1 -1 0 0
f(ba)=13 1 2 11 =13] =3belU.
01 2 1 3
gilt f(U)CU.
(c) Nach Satz 3.8.6 gilt
BIp = (Bg Bg ))
- (Bf B 2))
= (,(3by +b2 5(302))

21 —1 1 3
f(CQ) =13 1 2 21 =|7]) =c1 43¢y =30y +4by € U,
01 2 1 4
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gilt nach Satz 3.8.6

3by + 4b,))

Zur Bestimmung von B(.g °go 9), benutzt man _(gogog),
Satz 3.8.12. Somit ergibt sich dann

(gogog) - (3 0\/3 0\/0 3\ [0 27
p\I°9°9)c = pIspIsrdc = \1 3)\1 3)\3 4) = \o7 54)"

(d) Mit den Uberlegungen aus Aufgabenteil (b) folgt sofort, dass L (g(b;), g(b2)) = U, d.
h. insbesondere Bild (¢) = U und damit die Surjektivitdt von g. Die Injektivitdt von
g erhdlt man leicht, indem man die zugehorige Matrixbeschreibung von ¢, z. B.

(30
895~ \1 3)°

untersucht. Die Matrix g, hat den Rang 2 und damit gilt mit der Dimensionsformel

= BI98BI8BIYc gemaB

dim U = dim Kern (g) + dim Bild (g)
2 = dim Kern (g) + 2.

Daraus folgt, dass dim Kern (g) = 0 und somit die Injektivitat und Bijektivitat von g¢.

Aufgabe H 25. Polynome und Matrixbeschreibungen

Es sei der reelle Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich 3 gegeben durch
Poly R — {p: R — R‘ p(X) =2 a; X7, a5 € R} .

a) Priifen Sie, dass B: 1, X, 3(3X%? —1), 1(5X® —3X) eine Basis von Pol3R ist.
2 2

(b) Essei d: PolyR — PolzR: p(X) — p(1) + p'(X). Geben Sie die Matrix ,d, an.

(c) Bestimmen Sie d o d. Berechnen Sie ,(dod), . Berechnen Sie (,d,)*.

(d) Bestimmen Sie den Kern der Abbildung 0: R* — R*: v — _d_v. Bestimmen Sie die
Dimension des Bildes von 9.

Lésungshinweise hierzu:
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(a) Nach 3.8.13 ist Pol3 R ein Vektorraum der Dimension 4, eine Basis hat also genau
4 Elemente. Es ist daher zu priifen, ob die vier gegeben Polynome linear unabhangig
sind.

1 1
VX eR: 0= AT g X+ A - 58X = 1) 4 Ay - 5(5X° — 3X)

A 3 3 5
= A= T Qo= SA)X + DhX 4 X

Mit Koeffizientenvergleich erhilt man \; = 0, denn es steht 0 - X3 auf der linken
Seite. Somit folgt A3 = 0, also A; = 0 und schlieBlich \y = 0. Es gibt nur die triviale
Kombination der Null, es sind also die Polynome linear unabhangig. Es handelt sich
also um eine Basis.

(b) Ein Polynom p € Polg R habe nun die folgende Darstellung

1 1
p(X) = a-1+b-X+c-5(3X2—1)+d-§(5X3—3X)
c 3 3 5
= a—-+(b—-=d)X + =cX?*+ -dX*?
a—3 + ( 5 )X + X+ 5
mit der Koordinatendarstellung bzgl. der Basis B

5P = (a,b,¢c,d).
Auswerten des Polynoms p in 1 ergibt

p(l) = a-14+b-14+c-1+d-1

mit der Koordinatendarstellung bzgl. der Basis B
(1) =(a+b+c+d,0,0,0).

Ableiten von p ergibt
P(X) = b+c-3X+d-g(5X2— 1)
= b+3c-X+5d--X*>—d-
= b+3c- X +5d--X*—d-

1
= b+d+3c~X+5d~§(3X2—1)

mit der Koordinatendarstellung bzgl. der Basis B

' = (b+d.3c.5d.0).
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Addiert man nun p(1) und p(X), erhédlt man in der Koordinatendarstellung bzgl. B
1)+ o0 = (a+b+c+d,0,0,0)+ (b+d,3c,5d,0) = (a+2b+c+2d,3c,5d, 0)

und somit

pp = (@beid) s - op' = (,p) = (a+2b+c+2d,3¢,5d,0)".

Es ergibt sich also

1 21 2
q - 0030
BB 0005
0000

Die Bestimmung von (dod)(p(X)) = d(d(p(X)) erfolgt durch zweimaliges Ausfiihren
von d. Dazu kann man das Ergebnis aus Aufgabenteil (b) als Zwischenresultat zu
benutzen

—~

1
A(p(X)) = a+2b+c+2d+3c- X +5d- 53X 1) = p(X).

Um (dod)(p(X)) zu bekommen, muss man jetzt nur noch d auf p(X) anwenden

d(p(X)) = p(1)+p(X)
= a+2b+4c+T7d+3c+5d+ 5d-3X
= a+2b+Tc+7d+15d- X.

Wie im Aufgabenteil (b) bereits gezeigt, ergibt sich daraus

127 7
00 0 15
sedz =10 00 o
000 0
Ein schnellerer Weg zur Bestimmung von (dod), fiihrt iiber Satz 3.8.12 durch

Ausnutzung des Zusammenhangs

pldod)y = pdy pdy =

o O O
S O O
S O W
S Ot O N
o O O
S OO
S O W
S ot O N
S OO
S OO
S O O
[a)

(d) Esist Kernd = {v € R*| §(v) = ,d,v=0}. Es ist also das folgende homogene
Gleichungssystem zu |6sen
1 21 210
00 3 00
0 0 0 510"
00 0 0l0
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Durch Umformen erhilt man

S O O
o O O
S O W o
o oo O
o O O O

somit ist der Kern gegeben durch

Kernd={veR'| v=t ,teR

O O =N

Interpretation: Alle Vielfachen des Polynoms p(X) = —2 + X werden unter d auf die
0 abgebildet.

Mit der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt, dass die Dimension des Bildes
3 ist. Denn: dim Urbildraum = dim Kern + dim Bild, also hier 4 = 1 + z, es folgt
T =3.

Interpretation: Durch Ableiten kann es kein Polynom mit Grad drei mehr geben, es
kann die Dimension also nicht vier sein. Es gibt aber beliebige Polynome vom Grad
echt kleiner drei, also ist die Dimension 3.

Aufgabe H 26. Spiegelungen

Seien Hy : x; +x9 =0 und Hs : x5 + x5 = 0 Ebenen in R3. Sei o, die Spiegelung an H;.
Sei oy die Spiegelung an H,. Sei £ die Standardbasis von R3.

Bestimmen Sie ,(01),, ,(02),, p(01002001), .

Zeigen Sie, dass 01 0 09 0 01 die Spiegelung an einer Ebene ist und bestimmen Sie diese.

Losungshinweise hierzu: Zur Berechnung von ,(01), untersucht man als erstes die Lage
der Ebene H; im Raum und stellt fest, dass sie sowohl die zweite Winkelhalbierende derz;x5-
Ebene als auch die komplette x3-Achse enthalt. Somit ist klar, dass die x3-Koordinate unter
der Spiegelung o invariant ist und die Matrixbeschreibung von o, die folgende Form hat

T2
1
™ a b 0
(01), = ¢ d 0
_ T B\9VE
it L 00 1
-1

H,

Wihlt man nun einen Punkt 2 € Hy, z. B. 2 = (1,—1,0)", und den Normalenvektor der
Ebene Hy, der mit n; bezeichnet sei, so bekommt man folgende Bedingungen

a b 0 a b 0
cd 0 |z=ux c d 0 |n=—n.
0 0 1 00 1
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Diese Bedingungen fiihren auf das Gleichungssystem

1 =10 O 1
0 01 -1} -1

1 10 O0y|-11"
0O 01 1}|-1

welches eindeutig I0sbar ist mit a =d =0 und b = c = —1. Damit lautet

0 -1 0
E(Ol)E == —1 0 0
0 01

Die Berechnung von E(O-Q)E verlauft auf gleichem Weg. Der einzige Unterschied besteht in
der Lage der Ebene H, im Raum. Sie enthilt die zweite Winkelhalbierende derx,x3-Ebene
und die komplette x;-Achse. Daher folgt, dass die x;-Koordinate unter der Spiegelung o5
invariant ist und die Matrixbeschreibung von o5 die folgende Form hat

T3
1
2 100
(0'2) = 0 a b
_n_21 1[[‘2 E E O . d
-1
Hy

Wahlt man nun wieder einen Punkt x € Hy, z. B. x = (0,1, —1)T, und den Normalenvektor
der Ebene H,, der mit ny bezeichnet sei, so bekommt man folgende Bedingungen

r=uz,

b
d
0

_ o O

b 0
d 0 ny = —n.
01

S o
S o 2

Diese Bedingungen fiihren auf das Gleichungssystem

1 =10 O 1
0 01 -1} -1
1 10 O0y-11"
0 01 1}|-1
welches eindeutig I0sbar ist mit a =d =0 und b = ¢ = —1. Damit lautet
10 0
E(O‘Q)E = 0 0 —1
0 -1

Mit Satz 3.8.12 erhdlt man die Matrixbeschreibung der Komposition o1 o g5 0 ¢ als das
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folgende Produkt der Matrizen _(0y), und ,(02),

01009001 = E(U1)EE(U2)E E(Ul)

E
0 -1 0 1 0 0 -1 0
= -1 00 0 0 -1 -1 00
0 1 0 -1 0 01

0
1
0 ::E(O'g)E.
0

Il
_ o O
O = O

Sei nun die Komposition o1 0 03 0 07 mit o3 und die zugehorige Matrixbeschreibung mit
5(03) , bezeichnet. Unter der Annahme, dass o3 eine Spiegelung an einer Ebene ist, erhalt
man die Spiegelebene als Menge aller Punkte € R3, die unter o3 auf sich selbst ab-
gebildet werden, d. h. die Gleichung E(ag) x = x losen bzw. das zugehorige homogene
Gleichungssystem

E

-1 0 10
00 00
1 0 —-1]0

Die Spiegelebene ist somit Hj3 : 1 — 3 = 0. Diese Ebene wird z. B. aufgespannt von den
beiden Vektoren (1,0, —1)" und (1,1, —1)". Fiigt man noch den Normalenvektor (1,0, —1)"
hinzu, erhalt man eine Basis

1 1 1
B:{1 0|, 1], 0
1 1 —1

1 1 1 1 1 —1
E(O’S)E 0 = 0 7E(J3)E 1 = 1 7E(O’3)E 0 = 0 ,
1 1 1 1 —1 1

hat. Insbesondere bedeutet dies, dass alle Punkte in der Ebene Hs wieder auf sich selbst
und samtliche zur Ebene orthogonalen Vektoren auf ihr Negatives abgebildet werden. Die
Abbildung o3 ist somit die Spiegelung an der Ebene Hj.

Aufgabe H 27. Lineares Gleichungssystem
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Sei das lineare Gleichungssystem S :

== O =

2

0
2
2

0

1
1
1

Ax = b gegeben durch

1
0
1
1

NN O

O = O =

N W — DN

— N O N

(a) Bringen Sie [A]||b] mittels Algorithmus 3.7.3 in die in Satz 3.7.2 angegebene Form.

Bestimmen Sie den Rang von A.

(b) Bestimmen Sie eine spezielle Losung von S. Bestimmen Sie eine Basis des Losungs-

raums des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems Sy .

(c) Geben Sie die Lésungsmenge von S an. Verwenden Sie dazu (b).

(d) Finden Sie ¢ € R?* so, dass S’ : Az = ¢ keine Lésung hat.

Losungshinweise hierzu:

(a) Die erweitere Koeffizientenmatrix [A||b] hat die Form

_ = O

2

0
2
2

—__— o

[ ) VR S S—ry

0

2
2
2

S = O =

N W~ N

=N O N

Um [A]|b] auf die in Satz 3.7.2 angegebene Form zu bringen, zieht man zuerst Zeile
1 von 3 ab, danach Zeile 1 von Zeile 4 und vertauscht dann Spalte 2 und Spalte 3

Zg—Zli
Z4—Zli
SQ<—>S3Z

SO O~ OO O

2

_ =0 O OO

0

S OO N H ==

SO O OO O

—_— OO+~ kR OO

Im nachsten Schritt zieht man nun Zeile 2 von Zeile 3 und von Zeile 4 ab und
vertauscht danach Zeile 3 und Zeile 4

Z3—Z23
Z4—ZQZ L
ZgHZ4I

1

OO = OO O

0

0

O =R O OO =

0

2

S OO N OO O

OO = OO O

0

OO OO NN O

0

0

ORLH OoON = OO DN
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Nach Vertauschung von Spalte 3 und Spalte 6 erhalt man dann

Sy ¢ Se : 1 o 1 1 0 2 2| 2
o 1 0 0 2 0 1/ o
O 0 -1 0 0 0 -1/ -1
O 0 0 0 0 0 0| o

Als letzte Schritte muss man noch Zeile 3 zu Zeile 1 hinzuaddieren und Zeile 3 mit
dem Faktor —1 multiplizieren und man bekommt als Ergebnis

Zy+ Zy: 1 o o 1 o0 2 1| 1
o 1 0 0 2 0 1/ o0
0O 0 -1 0 0 0 -1/ -1
O 0 0 0 0 0 0| o0

1 0 0 1 0 2 1| 17
o 1 0 0 2 0 1/ o0
17 o 0o 1 0 o0 0 1| 1
O 0 0 0 0 0 0| o0

Den Rang von A kann man nun direkt ablesen, er betragt 3.

(b) Mit Satz 3.7.6 bekommt eine Ldsung nun als
(1,0,1,0,0,0,0)".

Da bei bei Anwendung des GauB-Algorithmus Spaltenvertauschungen vorgenommen
worden, hat diese Losung allerdings die Struktur

T
(xly T3, Lg, Ly, L5, T2, .1'7) .

und man erhilt eine spezielle Losung von S damit nach erneuter Vertauschung als

SO —RH OO OO

Die Koeffizientenmatrix des homogenen Gleichungssystems ist

0

SO O =

_ o O
o OO =
O O NN O

O O N
O = ==
OO OO

1
0
0 0

e}
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und somit ergibt sich eine Basis der Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems
nach Satz 3.7.6 (und erneuter Vertauschung) als

—1 0 —2 ~1

0 0 1 0

0 -2 0 ~1

B 1|, 01, 01, 0
0 1 0 0

0 0 0 —1

0 0 0 1

(c) Ebenfalls mit Satz 3.7.6 ergibt sich die Lésungsmenge des Gleichungssystems also als

(/1 -\ —2X\3 —M\g )
A3
—2)3 -\
ﬁ(S): )\1 )\17...,)\4ER
A2
1 -\
\ /\4 J

(d) Mit Satz 3.9.8 weiB man, dass S |6sbar ist, wenn der Rang von A und der Rang von
[A||b] tbereinstimmen. Dies bedeutet also, dass S’ : Az = ¢ keine Losung hat, wenn
der Rang A und der Rang von [A||c] nicht iibereinstimmen. Sei der Vektor ¢ € R*
nun also gegeben als ¢ = (¢, ¢, ¢3,¢4)" . Fithrt man den GauB-Algorithmus erneut wie
in Aufgabenteil (a) aus, bekommt man als Resultat

1 0010 21 Cq4 — Co
0100201 Co
0 01 00O0 1|cqg4+ca—cy
0 0O0OO0OOU O Ofec3z—c—co

Setzt man den Vektor ¢ nun z. B. als

2
11
c=1 5 |-
1
so erhalt man nach Einsetzen
1001021 1
0100201 1
001000O0T1f 2]°
000O0O0O0O|-1
d. h. insbesondere Rg A = 3 # 4 = Rg[A||c] und somit hat S’ keine Ldsung.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 28. Determinante und Inverse

Gegeben seien

0 -2 2 011
A=[-3 1 3 und P=1|1 0 1
-1 1 3 1 10

(a) Berechnen Sie P~!. Berechnen Sie P~'AP.

Lésungshinweise hierzu: Wir bestimmen P! iiber die Lésung eines linearen Glei-
chungssystems. Wir wollen das System PX = E3 lésen. Wir verwenden dazu den
GauB-Algorithmus:

|
OO O+, O+, O K kP FRPrREFE OFR,FE PO+
|

OO~ OO+ OOk OO0, OO FHF Ok == O

— OO0 HF OO FHF MFHF O NFO R FFO HFKFE2EO O F -

NIFROFEN= N=N= O NI = O = = O O, O O, O OO
|

N[ERFNI= NIFENIE O NMF O O = O O OO kOO OO

N[EOFR DR = N, O /= = O P O OO0, kOO
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(b)

(c)

(d)

-z 3 3 0 —2 2\ /011
prtAp=| 41 -1 1 -3 1 3|1 01
i 1) \-1 1 3/\110
1 1 1
B A N
ilQ_Ql 4 2 0
2 2 2
40 0
=(0 2 0
00 —2

Bestimmen Sie det(A), det(P) und det(P~!). Berechnen Sie det(P~'AP) und
det(P~1) det(A) det(P).

Lésungshinweise hierzu: Wir erhalten durch Rechnung
det(A)

=0-1-34+(-2)-3- (=) +(=3)-1-2—=2-1-(=1) = (=2)-(=3)-3-3-1-0
= —16

und
det(P)=1+1=2.

Mithilfe der Multiplikativitat der Determinanten erhalten wir
det(P™!) = det(P) ™' = =

und
det(P'AP) = det(P ') det(A) det(P) = —16.
Bestimmen Sie (P~'AP)3 — P71A3P.
L6ésungshinweise hierzu:
(PAP)? — P'A’P = (P'AP)(P 'AP)(P 'AP) — P1A%P
= PYAAAP — P'A3P =P 'A3P — PT1A3P =0,
wobei 0 hier die 3 x 3-Nullmatrix bezeichnet.
Fiir welche ¢ € R ist tA — P? regular?

Losungshinweise hierzu: Wir bestimmen die Determinante

det(tA — P?) = —4(t — 1)(4t* + 2t — 1).

Die Determinante von tA — P? ist also gleich null fiir 1, ’11\/5 und ’11‘/5. Da eine

Matrix genau dann invertierbar ist, wenn sie regulir ist, erhalten wir, dass tA — P2
regulr ist fiir t € R~ {1 —1VE 15y
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Aufgabe H 29. Links- und Rechtsinvertierbarkeit

Gegeben seien -2 2
1223 0 0

A:(1 2 1 2) und - B=149

10

(a)

(b)

Bestimmen Sie {X € R“z} AX =E,}.

L6sungshinweise hierzu: Sei X ein Element dieser Menge, dann muss fiir die Spal-
tenvektoren x1,z5 von X gelten, dass Az; = e; und Axy = ey ist, wobei e; und es
die Standardbasisvektoren (1,0)" und (0,1)" sind. Nun gibt es die Moglichkeit beide
linearen Gleichungssysteme einzeln zu I6sen, oder gleichzeitig. Will man es gleichzeitig
tun, so ergibt sich

12 2 3 1 o0
12 1 2 1

1 02 2 31 1 0

Zy— Iy 00 -1 -1 -1 1
1 2 0 1| -1 2
Zt220 1 g g 1 1 -1 1
12 0 1| -1 2

—12,: i 0o 1 1 1 -1

Nun muss man nur noch die zweite und dritte Spalte tauschen und sich erinnern,
dies bei der Losung wieder riickgangig zu machen. Damit erhadlt man die Losung mit
Zuriicktauschung und somit die gesuchte Menge der Rechtsinversen von A als

-1 2 -2 0 -1 0 0 -2 0 -1
0 0 iy 1 0 0 O 0 1 0 0
1 -1 O of"f-10]°10 0 |]’10 -1
0 0 0 0 1 0 0 O 0 1

Bestimmen Sie {Y € R*>*| YB = E,}.

Losungshinweise hierzu: Ahnlich zum Aufgabenteil (a) gilt es hier lineare Glei-
chungssysteme zu |6sen. Allerdings muss man vorher etwas klaren. Sei Y eine Matrix
aus der gesuchten Menge, so gilt nach Voraussetzung Y B = E,. Diese Gleichung ist
aquivalent zur transponierten Version derselbigen. Damit ist

(YB)' =E) < B'Y' =E] = E,.

Damit haben wir die Suche nach Linksinversen von B durch Transponieren zu einer
Suche nach Rechtsinversen von B' gemacht. Man muss nur beachten am Ende das
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. . . T
Ergebnis wieder zu transponieren, um von den Y zu den gesuchten Y zu kommen.

Mit dem entstandene lineare Gleichungssystem ergibt sich

—122: |:

Damit erhalt man insgesamt die Menge der Linksinversen von B als

—%0—10+L 0100
0 0 -1 0 0000

(c) Bestimmen Sie Rg(A), Rg(B), Rg(AB) und Rg(BA).

1
0

0
0

0
-1

1
0

;3 01
"\0 0 0

0

1
0

)

L6sungshinweise hierzu: Da A bzw. B zwei linear unabhangige Zeilen- bzw. Spal-

tenvektoren haben ist Rg(A) = Rg(B) = 2. Desweiteren ist

AB:(1 0) und  BA=

0 1

Eine kurze Rechnung ergibt dann auch Rg(AB) = Rg(BA) = 2.
(d) Haben A, B, AB oder BA eine Inverse? Wenn ja, bestimmen Sie diese.

0
0
-1

Lésungshinweise hierzu: Mit Aufgabenteil (c) kennen wir die Rénge der hier ange-
gebenen Matrizen. Nur AB = E, hat vollen Rang und damit ist auch nur diese Matrix
invertierbar mit der eindeutigen Inversen E,. Insbesondere sind B bzw. A Elemente

der in Aufgabenteil (a) bzw. (b) gesuchten Mengen.

Aufgabe H 30. Determinante und Rang

2 2 x
r 2 2
2
2 2

Fir x € R sei A, = 5
2

Sei f:R—R:z—det(A;). Sei g: R —R:xz+— Rg(A,).

2
2
2
T
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(a) Ist die Abbildung f linear?
(b) Fiir welche z € R gilt f(z) =07
(c) Bestimmen Sie das Bild {g(z) | € R} von g.

Losungshinweise hierzu: Zunichst sollte die Determinante bestimmt werden. Es ist

29 92 2 2 9 9 v 9
x 2 2 2 xr — 2 0 2—x 0
det(Az) =15 | 5 5 =l 0 z-22-2 0
2 2 2 «x 0 0 2—x x—2
9 2 146 2 246 2 9 9
z—2 0 0 0 0 2-2 0 0
=l 0 z-2 0 0o = o 0 w_2 o |=@FO@-2?
0 0 0 z-2 0 0 0 -2

wobei in der ersten Umformung von Zeilen 2 bis 4 Zeile 1 abgezogen wurde, in der zweiten
Umformung Spalten 1, 2 und 4 auf Spalte 3 addiert wurden und in der dritten die ersten drei
Spalten durchgetauscht wurden. Daran erkennt man, dass f nicht linear ist, denn f(2) =
0# —14 = 2f(1). Desweiteren ist f(z) =0 fir x € {2,—6}.

Weiter bedeutet dies, dass die Matrix eine Determinante ungleich 0 hat fiir alle x € R ~
{2, —6} und damit invertierbar ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dass A, fiir diese x vollen
Rang hat. Damit muss man nur noch den Rang fiir die beiden anderen Falle berechnen, um
das Bild von g bestimmen zu kdnnen.

Eine kurze Rechnung ergibt Rg(As) = 1 und Rg(A_g) = 3. Damit ist das Bild von ¢ die
Menge {1,3,4}.

Aufgabe H 31. Invertierbarkeit

O 1 a3 Qiq

1 O 23 Q24

1 1 a3z aszq

0 1 43 Qy4q

Finden Sie reelle Werte fiir ay; fir 1 < k < 4 und 3 <1 < 4 so, dass A regular ist.
Invertieren Sie diese Matrix A. Invertieren Sie AZ.

Sei A =

Losungshinweise hierzu: Natiirlich gibt es viele Moglichkeiten, diese Werte zu wahlen.
Eine davon ist

01 0 O
10 0 O
A= 11 -1 0
01 -1 -1

Fiir diese Matrix gilt: A~ = A und damit A2 = E, = (A2) .

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 49



L. Allerhand
A. Armiti, J. Hérner 9. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

A. Kerschl, M. Werth Hohere Mathematik 1 M. Stroppel
C. Winkel, C. Zeiler

Wintersemester 2014/15

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 32. Entwicklungssatz

4 3 6 30 31 0 2 2
40 4 57 23113
Seien A:=| 70 0 -1 4 |undB:=|2 3 0 2 3
10 0 00 21213
9 6 12 7 4 220 2 3

Berechnen Sie det(A), det(B) und det(2AB).

Losungshinweise hierzu: Um die Determinante von A zu berechnen, entwickeln wir einmal
nach der vierten Zeile (siehe 3.13.4) und erhalten

3 6 30 3 6 30

0 4 5 7 0 4 5 7

1 1\4+1 _
det A=1-(-1) 0 0 1 4 0 0 14
6 12 7 4 6 12 7 4
Entwicklung nach der ersten Spalte ergibt

4 5 7 6 3 0
detA=—3- (=) .| 0 -1 4|—6-(-D)*.|4 5 7
12 7 4 0 —1 4

Fiir die iibrig bleibenden 3 x 3-Matrizen verwenden wir die Regel von Sarrus (siehe 3.11.5).
Als Ergebnis erhalten wir

4 5 7 6 3 0
detA=-3-1 0 —1 4|+6-|4 5 7|=-3-196+6-114 = 96.
12 7 4 0 —1 4
Entwicklung nach der dritten Spalte in B ergibt
3 1 2 2 3 1 2 2
2 3 2 3 2 31 3
1 (_1)243 . (L 1)4+3
det B=1-(-1) 5 1 1 3 +2-(=1) 5 3 9 3
2 2 2 3 2 2 2 3
3 1 2 2 3 1 2 2
_ 2323 2313
N 2 1 1 3 2 3 2 3
2 2 2 3 2 2 2 3
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Die Determinante andert sich nicht, wenn man eine Zeile der Matrix von einer anderen
substrahiert (siehe 3.12.1). Wir substrahieren die zweite Zeile von allen anderen und erhalten

3 1 2 2 3 12 2
9 3 23 29 31 3
detB=—1q o 1 0/7 200 010
0 -1 0 0 0 =1 1 0

Jetzt entwickeln wir die erste Determinante nach der letzten Zeile und die zweite Determi-
nante nach der vorletzten Zeile und erhalten

3 22 3 12
det B=—(-1)-(-D*"*-|2 2 3|-2-1-(=1)*7.]2 3 3
0 -1 0 0 -1 0

Die Anwendung der Regel von Sarrus auf die iibrig bleibenden 3 x 3-Matrizen ergibt
det B=5—-2-5=—5.
Nach 3.12.1 und 3.12.3 erhalten wir

det(2AB) = 2° -det A - det B = 32- 96 - (—5) = —15360.

Aufgabe H 33. Affine Abbildungen
Gegeben seien die Abbildungen

1 01 2 1 2 2
Li RR=aRi:z— | 02 0 |z+| 3|, Ly :RESR: 2 1 6 1 | x+
0 0 5 4 0 4 -1
1( 1 V30 0
Ls:R3 =R :o—=~-| v/3 =1 0 |z+| O
2 0O 0 2 1

(a) Welche der Abbildungen L, Lo, L3 sind Affinitdten? Welche sind Isometrien?
Welche sind eigentliche Isometrien?

(b) Bestimmen Sie Lo Lyo L.

(c) Ist Lso L3 eine Translation? Bestimmen Sie die Menge der Fixpunkte von Ls.
Ist L3 eine Spiegelung?

(d) Bestimmen Sie (L;)~" und (L3)™'.

Losungshinweise hierzu:
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(a) Alle Abbildungen sind affine Abbildungen. Nach Definition ist eine affine Abbildung
eine Affinitat, falls die zugehorige Matrix eine regulare Matrix ist. Wir berechnen die
Determinaten der auftretenden Matrizen:

1 01 1 2 2 11\/30
det [ [0 2 0 =10, det|[ |1 6 1 =0, det 3 V3 =10 =1
005 0 4 —1 0 0 2

Also sind L; und L3 Affinitdten, Lo ist keine Affinitat. Da die Matrizen, die zu
Isometrien gehoren, immer die Determinante 1 oder —1 haben, sind L; und L, keine
Isometrien. Wir berechnen

T

L V3O /1L V3O 100
3 V3 -1 0 3 V3 -1 0| =10 10
0 0 2 0 0 2 0 01
Also ist L3 eine Isometrie. Aufgrund der vorher berechneten Determinate ist sie unei-
gentlich.
(b)
L3OL2OL1($) = L2(L1
1 2 1 01 2
= 1 6 1 02 0)xz+1(3
0 4 — 0 05 4
(L V3O 1 4 11 0
= 3 V3 -1 1 12 6 |z+ 25 + (0
0 0 2 0 8 =5 7 1
L [1HV3 4+12v3 1146V3 L [15+25V3
= 3 V3—1 4/3-12 11/3 -6 T4 15v/3 — 25
0 16 —10 16
(c) Esgilt
(L V3O 1 V30 0 0
Lzo Ls(x) = 3 V3 —1 0 V3 1 Ofz+{O0]]+]0
0 2 0 2 1 1
100 0
= |01 0]Jxz+1{0
0 01 2

Also ist Lz o Ly eine Translation (und hat keine Fixpunkte). Auch L3 hat keine Fix-
punkte, denn jeder Fixpunkt von L3 ware auch ein Fixpunkt von L3 o L3. Daher ist
L3 keine Spiegelung, denn zu jeder Spiegelung gehort eine Ebene, die aus Fixpunkten

besteht.
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(d) Es gilt
1o 1\ " 2
(L)' (@) = [0 2 0 z— |3
005 4
Lo -y
00 3 ~5
L (100 -2 L (12
= (0% 0 e+ (-1
00 2 -8
L1 VB oo\ 0
(Ls) " (z) = 5 V3 -1 0 z— 10
0 0 2 1
(L VB ooy 0
= 3 V3 -1 0 z— |0
0 0 2 1
e V3 0 0
= 3 V3 -1 0)z+ ]| 0
0 0 2 —1
Aufgabe H 34. Orthogonale Abbildungen
Sei B: by := ‘/75(1,0,1)T,b2 = \/75(1,47—1)T7b3 = %(2,—1,—2)T und sei E: e, e, 63

die Standardbasis in R3. .
Sei die lineare Abbildung & : R® — R? definiert durch ,(d(e1)) = & (—4,v2,3v2)

T T
3(5(62)) - % (172\/57 0) ' B<5(63>) - % (47 _\/573\/5) .
(a) Untersuchen Sie, ob B eine Orthonormalbasis von R? ist.

(b) Bestimmen Sie _id,, .6, und ,d,.

(c) Untersuchen Sie, ob § eine orthogonale Abbildung ist.
(d) Untersuchen Sie, ob 4 eine orthogonale Abbildung ist.

Losungshinweise hierzu:

(a) Untersucht man die Menge B, ist sofort ersichtlich, dass die einzelnen Elemente b, by
und bs linear unabhingig sind und somit eine Basis von R? bilden. Der Beweis, dass B
eine Orthonomalbasis darstellt, ist somit dquivalent dazu, die Spaltenmatrix C' = 5 idB
der Basisvektoren zu betrachten und zu zeigen, dass diese Matrix orthogonal ist. Man
rechnet also:

| 3W2 0 32 . 3WV2 V2 4
CT-CZE V2 42 =2 5 0 42 —2|=
4 -2 4 3V2 —vV2 —4
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(b) Mit Satz 3.10.11 gilt, dass 0, = .0, ,id, wobei ,J, durch die Aufgabenstellung

gegeben ist und _id, = (,(b1) ,(b2) ,(bs)). Man berechnet daher

. —4 2 4 . 3WV2 V2 4 00 —1
35326 V2 42 =2 5 0 42 —-2|=101 0
3v2 0 3V2 3V2 —V2 10 0

(c) Aus Definition 4.5.2 weiB man, dass 0 genau dann eine orthogonale Abbildung ist,
wenn die Matrixbeschreibung beziiglich der Standardbasis, also 4., eine orthogonale

Matrix ist. Mit Aufgabenteil (@) und (b) folgt EidBT = ,id, und man berechnet

.
g% 505 = (E L ldE) (E idy p0p g dE)
T

= _id ) d id_ 6. .id

B "E BB E B E BB BB E

T .
:EldBBéB B dEE dB B(;BB dE
—
—E;
. S T S .
—EldBB B B BBldE
—

=E3
= ,idy, pid,
= E;3.
Also ist 0, eine orthogonale Matrix und ¢ somit eine orthogonale Abbildung.
(d) Aus der Definiton von §* = ¢ o § folgt, dass 0 die Matrixbeschreibung 0, - .0,

beziiglich der Standardbasis hat. Somit kann man wie in Aufgabenteil (c) vorgehen
und uberpriifen, ob .4 0 eine orthogonale Matrix ist. Man rechnet also

e EE
T T T
(E(SEE(SE> (EdEEdE) <E5E E(sE )(EdEEdE) s (E(SE EdE)EdE
E
=3
.
- E5E E(SE = E3

Somit ist 0, .0, eine orthogonale Matrix und daher 52 eine orthogonale Abbildung.

Aufgabe H 35. Schmidtsches Orthonormierungsverfahren
Seien v; = (1,0,—1,0)", vy = (0,0,1,1)", v3 = (0,—=1,1,0)" und U = L (v1,vs, v3).
(a) Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis F': fi, fo, f3 von U derart, dass L(f1) =
L (v1), L(f1,f2) = L(v1,v2) und L(f1, fa, f3) = L (v1, v, v3) ist.
(b) Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis G': g1, g2, g3 von U derart, dass L(g;) =
L (v1), L(g1,92) = L(v1,v3) und L (g1, 92,93) = L (v1,v2,v3) ist.
(c) Ist _id_, orthogonal? Bestimmen Sie . id, .
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(d) Finden Sie ein f; € R* so, dass F" : fi, fo, f3, f1 eine Orthonormalbasis von R? ist.

Losungshinweise hierzu:
(a) Eine Orthonormalbasis besteht aus paarweise orthogonalen normierten Vektoren. Um
die Bedingung L (f1) = L (vy) zu erfiillen, muss v; normiert werden. Es gilt

1
(%1 1 0

V1| = vy |v1) =+v2  und damit == —
ol = Vo To) f=mi=7 | o
0

Um die Bedingung L (f1, f2) = L (v1,v2) zu erfiillen, wird der Vektor vy mittels des
Schmidtschen Orthonormierungsverfahren zu f, abgewandelt

fo =va—(v2| fi) fa

0 0 1 1
oo 1/ o 0 0
1] 2 1 -1 —1

1 1 0 0

0 1 1
1o 1 ol 1o
1] 3l 21| T3t

1 0 2

Nun ist

6 . * 1
W:WHWF%:mMthﬂ%:%

O = O =

Es gilt fi = ﬁ und damit auch

ﬁ:£=w—Wﬂmﬁ=w—w$Pm.
\q,l_/

€R

Also ist fy € L (vy,v2). AuBerdem gilt f; € L (v1) € L (v1,v9). Da f; und f5 linear
unabhiangig sind (nach Konstruktion bilden sie eine Orthonormalbasis von L (v, v5)),
ist die Bedingung L (v1,v2) = L (f1, f2) also erfiillt.

Da L (v, vq,v3) = R? ist, bedeutet die Bedingung L (vy,v9,v3) = L (f1, fo, f3) gera-
de, dass fi, fa, f3 eine Basis bilden miissen, dies wird durch das Schmidtsche Verfahren
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gewahrleistet. Man erhalt

fs =v3 —(vs| f1) fr = (vs] f2) f

0 0 1 1
B -1 _1 —1 0 0
o 1 2 1 -1 -1
0 0 0 0
0 1 1
_1 -1 0 0
6 1 1 1
0 2 2
0 1 1 % 1
-1 1 0 1 0 -1 -3
= 1Tl 21|71 ] T : =31 1
0 0 2 —3 -1
Nun ist
1
2 . RVAYN
=\ {(f¥|f¥) = — und damit =23 1=
-1
Insgesamt erhalt man also
1 1 1
P 1 0 1 0 1 -3
] w1 Ve
0 2 -1

(b) Wie in Aufgabenteil (a) gesehen, bedeutet die Bedingung L (f1) = L (v1), L (f1, f2) =
L (v1,v2) und L (f1, fo, f3) = L (v1,v2,v3) gerade, dass das Schmidtsche Verfahren
auf die Basis vy,v5,v3 angewendet werden muss. Entsprechend bedeuten die Bedin-
gungen L (g1) = L (v1), L(g1,92) = L (v1,v3) und L (g1, g2, 93) = L (v1, v, v3), dass
das Schmidtsche Verfahren auf die Basis vy, v3, vo angewendet werden muss. Die Rol-
len von v, und vz sind nun also vertauscht. Es werden also die gleihen Rechnungen
wie in Aufgabenteil (a) durchgefiihrt und statt vy wird v bzw. vs statt vy verwendet.

Somit ist
1
I 0
gl - |'U1’ fl \/5 _1
0

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 56



9. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Der zweite Schritt unterscheidet sich nun vom zweiten Schritt des Aufgabenteils (a)

g5 = vz —(v3|g1) ¢

0 0 1 1
B -1 _1 -1 0 0
o 1 2 1 -1 -1
0 0 0 0
0 1 1
B -1 41 0| 1 -2
- 1 21 =1 | 2 1
0 0 0
Daraus erhalt man
1
V6 : 95 1 -2
9|l =V{(g5|95) = — unddamit gy =" =—
‘ 2‘ < 2’ 2> 92 2 ’g2| \/6 1
0
Es bleibt g3 zu bestimmen als
93 = va — (V2] g1) g1 — (V2] g2) g2
0 0 1 1
10 _1 0 0 0
o 1 2 1 -1 -1
1 1 0 0
0 1 1
_1 0 -2 -2
6 1 1 1
1 0 0
0 1 1 % 1
1 0 0 1 — B % 1 1
ol IR % = N Bl AT O Bl B
1 0 0 1 3
Also gilt
1
61 = V(g 198) = =V12 und damit gy = B - L | !
3 o5~ Viz | 1
3
Insgesamt erhalt man also
1 1 1
G- 1 0 1 -2 1 1
' V2l -1 7 V6 117 JVi2| 1
0 0 3
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(c) Mit der Matrix , id, kann man Koordinatentupel beziiglich der Basis G in Koordina-
tentupel beziiglich der Basis ' umrechnen. Zur Bestimmung dieser Matrix muss man
ein LGS fiir mehrere rechte Seiten simultan 16sen. Dabei sind die Spalten der Koeffi-
zientenmatrix gerade die Basisvektoren ¢, ¢go und g3 der Basis G und die rechten
Seiten die Elemente f;, fo und f3 der Basis F'. Man erhilt also das folgende LGS

—_

oﬂHOEP
SIS oS-

oﬂ“oﬁ

S s
o Shshs)-
Rl-5Hal-

Um das LGS nun auf die in Satz 3.7.2 angegebene Form zu bringen, vertauscht man
zuerst Zeile 2 und Zeile 4 und addiert danach Zeile 1 zu Zeile 3

r1r 1 1 1 4 1
V2 /6 V12 V2 V6 V12
0 2 _—_L 0 0 ==
Il I
L e | 000 g5 0 - U5
r1 1 _1 1 1 1
V2 /6 V2 || V2 V6 V12
0 2 _—_L 0 0o =
¥ v s V42
Z3—|— Zli O 75 @ O ZE ﬁ
00 =75l 0 -%F &
Zieht man nun Zeile 2 von Zeile 3 ab und addiert dann Zeile 3 zu Zeile 4, erhalt man
-1 1 1 1 1 1
V2 6 vz || V2 VB Vi2
0 2 __L 0 0 3
Zg — ZQ . O 0 @ 0 Zé —ﬁ
00 =75 0 -F &
-1 1 1 L 1 1
V2 /6 V2 || V2 V6 V12
0o 2 _—_L 0 0 3
NG V12 V12
0 0 3 0o =< L
V12 NG V12
Zy+ Zs: 0 0 0 0 0 0

Multiplikation von Zeile 3 mit % und Subtraktion der Zeile 3 von Zeile 1 bzw. Addition
von Zeile 3 zu Zeile 2 liefert dann das folgende Resultat

- 1L L L L L L

V2 6 viz || V2 V6 Vi2

0o = L 0 0 3

V6 V12 V12

Lz, 0 0 L 0o 2. _—_1_

3 V12 3v6 3V12

. 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 4

-2y [ iy Y v oaE wm
Do+ Ta: 0 2 0 0 —= _8
2 3 V6 3y6  3v12
0 0 -1 0 -2 _—_1_
V12 3V6 3V12
0 0 0 0 0 0
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Skaliert man Zeile 2 mit dem Faktor % und substrahiert Zeile 2 von Zeile 1, folgt

- L 1 g L 4 -
V2 \{5 V2 5\1/6 3\{15

1 . L L %
32 0 % 0 0355 3@

0 0 \/% 0 %@ _3\}5

0 0 0| o 0 0

1 1 -

H—-Z: [ 7w 0 0 5z O 0
0 % 0 0 3% 375

§/6 3@

0 0 &I 035 —vo

0 0 0| o o 0

Als letzten Schritt multipliziert man Zeile 1 mit V2, Zeile 2 mit v/6 und Zeile 3 mit
v/12 und bekommt damit die in Satz 3.7.2 angegebene Form des LGS

NOVAR 1 0
\/EZQ: 0 1
V12 Zs 0 0

0 0

O = O O

OO O =
S

O winwlim O
e

O wlRwINn O

Die Matrix FidG kann man nun direkt ablesen, sie hat also die Form

1 0 0
FldG’ =(0 % ﬁ%
o vai -l

GemaB Definition 4.5.2 iiberpriift man nun die folgende Bedingung

) 10 0 10 0 100

pidy, pido =10 & V22 )l 0 ¥ V22 =010
2 _1 2 _1

0 V22 —3 0 V22 —3 001

und erhalt damit, dass | id , eine orthogonale Matrix ist. Es bleibt id, zu bestimmen.
Nach Satz 3.10.11 gilt

1
. . 1 . T
oldp = (pidg)™ = (pidg) = 8

whhowl—= O
)
wikwIn O

&

(d) Um die Orthonomalbasis ' von U zu einer Orthonomalbasis I’ des R* zu ver-
vollstandigen, gibt es mehrere Ansitze. Eine Moglichkeit besteht darin einen Vektor
vy so zu finden, dass L (vy,v9,v3,v4) = R* und dann f, mittels des Schmidtschen
Orthonormierungsverfahren zu bestimmen. Eine einfache Wahl ist z. B. der Vektor
vy = (0,1,0,0)". Indem man die Argumentation aus Aufgabenteil (a) weiterfiihrt,
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folgt damit mittels des Ansatz aus dem Schmidtschen Orthonormierungsverfahren

ff = U4 — <U4|f1>f1— <U4‘f2>f2— <U4|f3>f3

0 0 1 1
I O 1 0 0
10 2 0 ~1 1
0 0 0 0
0 1 0 1 1
A o]\ /1 -3 -3
6 0 1 12 0 1 1
0 2 0 -1 -1
0 1 %1 1
_ |1 1 =31 o1 1
HERRI N R
0 -1 —2 -1
Nun ist
1
’f4\: <f4\f4)=— und damit f4:_*:_ |
2 il 2
—1
Insgesamt erhalt man also
poo Ao o fo) ) oaf o
vl -1 el vzl 1] 2| 1
0 2 -1 ~1

Aufgabe H 36. Spiegelungen

1 1 —4 8
Sei A:= 9 -4 7 4
8§ 4 1

(a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis by, b, von {v € R? ‘ Av = v}. Bestimmen Sie
ein b3 € R mit [b3] =1 und Abs = —bs. Ist a : R?* — R3 : v — Awv eine Spiegelung?

(b) Sei 8, : R?* — R3: v+ Av+sb;+b3 mit s € R. Fiir welche s ist 3, eine Spiegelung?
(c) Sei v:R® = R3: v+ A'w +¢ mit ¢t € R®. Finden Sie ¢ so, dass 7((1,0,1)7) =
(2,1,2)" ist. Ist v dann eine Spiegelung?

Lésungshinweise hierzu:
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(a) Um die Basisvektoren b; und by zu finden, missen wir zuerst die Fixpunktmenge
{v € R3| Av = v} bestimmen. Die Losung des linearen Gleichungssystems Av = v
mit v = (vy,v9,v3)" € R? ist die Ebene E := 2v; +v, — 205 = 0. Fiir einen beliebigen
Vektor v € F ist by = ﬁ Nun suchen wir einen Vektor w = (¢,s,t + g)T S

1
so, dass (v|w) = 0. Dann ist by = £ Beispielsweise v = —(1,0,1)" und b, =

X |wl V2

——(—1,4,1)". Der Vektor bs ist orthogonal zur Spiegelebene E. Dass heisst, dass

V18
63:b1><b2.

(b) Bei einer Spiegelung ist der Translationsanteil orthogonal zur Spiegelebene. Fiir die
Abbildung S, heisst, dass s = 0 sein muss.

(c) Esgilt A=' = A, da A orthogonal und symmetrisch ist. Nach Einsetzen von (1,0,1)"
in die Abbildung v, erhilt man den Translationsanteil ¢ = (1,1,1)". Da der Transla-
tionsanteil nicht orthogonal zur Spiegelebene ist, beschreibt v keine Spieglung.

Aufgabe H 37. [sometrien

1 8 1 —4
FirscRsei B RE=R:vo——-| 4 s 7 |ovu.
-1 -8 —4

Sei 7 : R3 — RR3 die affine Abbildung, die sich aus einer Drehung um die x3-Achse und einer
nachfolgenden Translation in Richtung der x3-Achse zusammensetzt und die v((0,1,0)") =
(1,0,1)" erfillt.

(a) Bestimmen Sie s so, dass (s eine eigentliche Isometrie ist.

(b) Bestimmen Sie die Drehachse und den Drehwinkel von S fiir s aus (a).
(c) Bestimmen Sie den linearen Anteil und den Translationanteil von .

(d) Bestimmen Sie die Menge der Fixpunkte von v~ o 3, 0y mit s aus (a).

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Abbildung f; ist eigentlich genau dann, wenn der lineare Anteil orthogonal ist und
die Determinante gleich 1 ist. Das ergibt s = —4.

(b) Die Drehachse von 3_, muss die Bedingung

8 1 —4
4 -4 7 v=9v
-1 -8 —4

erfiillen. Das ergibt das lineare Gleichungssystem

-1 1 —4 10 -1 1 —410
4 =13 7 01— 0 -9 -9 0
-1 -8 —-13| 0 0O 0 O 0
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Die Lésung des LGS ergibt als Drehachse die Gerade G : {(5,1,—1)" + A (10,-2,2)" | A € R}.
Der Drehwinkel 6 kann aus Sp A = 2cosf + 1 berechnet werden (sieche Anwendung

1 2
4.6.20). Das ergibt cosf = ~5 und damit ist 6 = F3m

(c) Der lineare Anteil der Abbildung ~ ist eine Drehung um die x3-Achse, beschrieben

durch z — Az mit
cosae —sina 0

A= sinae cosa O
0 0 1

Der Winkel o ist noch unbestimmt. Wegen ~((0,1,0))" = (1,0,1)", muss der Trans-
1+ sin«
lationsanteil ¢ = —Ccos sein. Nach der Bedingung, dass der Translationsanteil
1
in Richtung der x3-Achse gerichtet ist, muss der Winkel a = —g sein. Damit ist die

Abbildung ~ genau bestimmt

0 10 0
yio—=| =1 0 0 |+ O
0 01 1
(d) Zuerst bestimmt man die Abbildung v"1 o3 407 als
1 -4 -4 7 1 -7
vy lopgoy(v) = 9 -1 8 —4 v+ ) —4
§ —1 —4 —13

Die Fixpunktmenge dieser Abbildung ist die Losung des linearen Gleichungssystems

-13 -4 -7 7 -1 1 -4 4
-1 -1 -4 4 — 0 9 45 | —45
8§ —1 —-13 | 13 0 0 0 0

Damit ist die Fixpunktmenge die Gerade G : {(—9,—5,0)" + A(9,5,—1)" | A € R}.

Aufgabe H 38. Koordinatensysteme
Sei E das Standardkoordinatensystem in R®. Betrachte die Koordinatentransformation

-2 3 2 1 3 —1/2 2
plp 1 U —6 4 8 v+ |2].Seia:RE—-R3:v— | 2 -1 4 1.
3 —4 -3 0 -2 —-1/2 -1

(a) Bestimmen Sie das affine Koordinatensystems F. Bestimmen Sie .«

(b) Geben Sie die Beschreibung .o, der Abbildung o beziiglich I an.

B
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Lésungshinweise hierzu: Fiir die Basis F = (P; f1, f2, f3) ergibt sich die Koordinaten-
transformation aus der Formel _r.(v) = Fv + P. Dabei ist die Matrix F' = (f1, f2, f3).
Damit lasst sich das Koordinatensystem direkt ablesen:

1 -2 3 2
F = 2 11 -6 ], 4 1, 8
0 3 —4 -3
Fir die Umkehrabbildung gilt =[F! . Man erhalt damit
10 1/2 8 10 1/2 8 —11
plig 1 U 3 0 0 2 Jv+ -3
6 1/2 5 6 1/2 5 -7
Nach Satz 4.7.12 wird die Abbildung « v) = Av +1t bzgl. des Koordinatensystems F durch
69 —49 -—88 —15
v FYAFv+ F Y AP -P+t)=| 17 —-11 -22 Jv+ | -3
45 —33 57 —10

mit ¢t = 0 beschrieben.

Aufgabe H 39. Koordinatentransformationen
Gegeben sind die Punkte P = (—3,3,2)T, F = (5,—2,0)T, Fy = (—4,4, 2)T und Fs =
(2,0,1)" sowie die Punkte Q@ = (1,—1,-2)", G; = (1,0,—3)", G» = (3,—2,0)" und
Gy = (2,0,-3)".
(a) Zeigen Sie, dass durch die Punkte P und F; bzw. die Punkte ) und G; jeweils ein affi-
nes Koordinatensystem [ = (P; PFy, PF5, Pﬁ) bzw. G = (Q; Qa, Q@), QE;,)
gegeben ist. Sind dies auch kartesische Koordinatensysteme?

)

(b) Sei E das Standardkoordinatensystem. Berechnen Sie die Koordinatentransformationen

g gNer e g ol UNd phg-

Losungshinweise hierzu:
(a) Man berechnet die Vektoren f = PF,, fo = PF, und fs = PFy und erhilt

8 —1 5
fl = =5 > f2 = 1 s f3 = -3
—2 0 —1

Diese Vektoren sind linear unabhingig (det(f1, fo, f3) # 0), aber nicht normiert. Also
bilden sie zwar eine Basis des R® aber keine ONB. Also ist F = (P; F) ein affines,
aber kein kartesisches Koordinatensystem

Analoges gilt fiir die Vektoren ¢; = QG1 QGQ und g3 = QGs Diese lauten
0 2 1
G = L], = -11], = 1
-1 2 -1

Auch G = (Q: @) bildet ein affines, aber kein kartesisches Koordinatensystem.
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(b) Als erstes werden die Matrizen F' und G aus den Basisvektoren aufgestellt und inver-

tiert:
8 —1 5 -1 -1 =2
F=| -5 1 3|, F'=( 1 2 -1
-2 0 -1 2 2 3
und analog
0o 2 1 -1 4 3
G=| 1 -1 1 |, Gg¢'=1 0 1 1
-1 2 -1 1 -2 =2
Also ist
shp(v) = F~(v—P)
2fp(V) Fv+ P
cFx(v) G (v-Q)
sfig(v) = Gu+Q.

Fiir .k, und k. bendtigen wir die Matrizen jeweils zur Basis von F bzw, G. Also
berechnen wir

-34 5 =20 1 -5 0
GF = -7 1 —4 und ]FG = 3 -2 4
22 -3 13 -1 8 1

und den jeweiligen Ursprungspunkt zur entsprechenden Basis

.
<P =1(32,8,-20) und ,Q = (8,0,—12)" .

Damit erhalten wir

FI{G(U) = FKE(EHG(U)) = pp(Gu+Q) = 2GU+ @,

chip(v) = K
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 40. Diagonalisierbarkeit
Gegeben sind die Matrizen

5o —1 1 311 0O 6 3
A= 1 3 -1 ], B=|24 2], C= 0 -1 0
0 0 2 113 -3 00

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehdrigen Eigenrdume dieser Matrizen.

Losungshinweise hierzu:
Matrix A
Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet

Xa(A) =det(A=AE5) = 5-NB-NC2-N)+(2-X) =2-X )4 - N>
Die Nullstellen dieses Polynoms (die Eigenwerte von A) sind
AM=2 und X=4 mit eg=1 und ey =2.

Die Eigenvektoren v, zu diesen Eigenwerten erhalt man durch Losen des entsprechen-
den LGS
(A - /\kEg)Uk = 0, k= 1, 2.

Fir Ay = 2 erhalten wir

3 —1 0
1 1 -1 Jvy=1 0],
0O 0 O 0
woraus folgt
0
v=t| 1 |,teC
1
Als Eigenraum erhalten wir
0
V(2) =L 1
1

Analog ergibt sich fiir \y = 4:

1 -1 1 0
1 -1 =1 |w=|[0].
0 0 -2

Q
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Wir erhalten
1
vp=t| 1 |,teC
0
Als Eigenraum erhalten wir
1
V(4)=L 1
0

Matrix B

Die Eigenwerte der Matrix B berechnen wir als Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms xp(A) = (2 —A\)?(6 — \), woraus

/\1 =2 und )\2 =6 mit €_9 = 2 und €1 = 1.

folgt.
Als Eigenraume erhalten wir
1 11 1 1
(A=2E3) =2 2 2 | = V(©2)=<s| -1 |+t 0 s,teC
1 11 0 -1
-3 1 1 1
(A—6F;) = 2 =2 2| =V6)=<s| 2 seC
1 1 =3 1

Matrix C

Das charakteristische Polynom der Matrix C'ist xc(A) = (9+A?)(—=1—)) = (=3i—
A)(3i — A)(—1 — A) und die Eigenwerte sind damit

/\1 = —]_, )\2 = —31, und /\3 =3i.

Eigenraume:
16 3 -3
(C+1E3) = 000 = V(-1)=<s 5 seCy,
-3 01 -9
3i 6 3 —i
(C=3ik3) =1 0 —-1+43i 0] = V(@3i)=4s 0 seC,,
-3 0 31 1
—3i 6 3 i
(C+3iE5) =1 0 —-1-31 0 = V(=3i)=<¢s| 0 seC
-3 0 —3i 1

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 66



10. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b)

(c)

Geben Sie in den diagonalisierbaren Fallen jeweils eine invertierbare Matrix 7' an, die
die entsprechende Matrix in Diagonalgestalt transformiert. Bestimmen Sie die dazu-
gehorige Diagonalmatrix D.

Lésungshinweise hierzu:

Matrix A

Die Matrix A ist nicht diagonalisierbar, weil die algebraische Vielfachheit des Eigen-
werts Ao = 4 (e; = 2) nicht gleich der geometrischen Vielfachheit von Ay = 4
(dy = 1) ist (Folgerung 5.3.5).

Matrix B

Der Eigenwert A; = 2 hat algebraische Vielfachheit eg = 2 und geometrische Vielfach-
heit dy = 2. Der Eigenwert A\, = 6 hat algebraische und geometrische Vielfachheit 1.
Nach der Folgerung 5.3.5 ist die Matrix B diagonalisierbar. Eine mogliche Transfor-
mationsmatrix T’z ist durch

Ts=| —

—_
— O
— N

gegeben. Die zugehorige Diagonalmatrix Dpg hat die Form

Dp =Tg'BTy =

S O N
S NN O
o O O

Matrix C

Die Matrix C' ist komplex diagonalisierbar, weil sie verschiedene Eigenwerte \; # Ay #
A3 hat (Folgerung 5.3.3). Eine mogliche Transformationsmatrix T ist durch

-3 1 —1
TC = (Ul, Vg, Ug) = 5 0 0
-9 1 1

gegeben. Die zugehorige Diagonalmatrix D¢ hat die Form

-1 0 0
Do =T;'CTs = 03 0
0 0 —3i

Ist B® diagonalisierbar? Geben Sie gegebenenfalls eine invertierbare Matrix 7' so an,
dass T71B3T eine Diagonalmatrix ist. Bestimmen Sie die Eigenwerte von B3.

Losungshinweise hierzu: Aus Dp = TngTB erhalten wir B = T DgT=', woraus
sofort
B? = TyDpTy T DT TpDpTy' = T DETg!
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folgt, d.h. B3 und D% sind konjugiert zueinander und haben die gleichen Eigenwerte
(Satz 5.2.2.). Wir berechnen

und erhalten die Eigenwerte von B3:
M1 = 2 = 8, M3 = 216.

(d) Bestimmen Sie einen Eigenvektor und einen Eigenwert von A~1.

0
L6sungshinweise hierzu: Da 1 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 2 ist,
1
gilt
0 0 0
=AAl 1 | =421 |=24"]1
1 1 1
0
Also ist 1 | ein Eigenvektor von A~! zum Elgenwert
1
1
Genauso konnen wir mit dem Eigenvektor | 1 | zum Eigenwert 4 starten und folgern,
0
1
dass | 1 | ein Eigenvektor von A~! zum Eigenwert % ist.
0
Aufgabe H 41. Ejgenwerte und Eigenvektoren
Gegeben ist die Matrix 1 1 41
2 —10 15 7
A= 6 —11 12 6
-4 -1 5 3

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

L6ésungshinweise hierzu: Durch geschickte Matrixmanipulation konnen wir das cha-
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rakteristische Polynom wie folgt bestimmen:

— I~ O
\_A176
o — — O — - O <
<+ 0 < 0 _
1_ ™M < < N
a Lo M < < M <O
— 10— | |
—_ < < — —
I
_ _ — < — < — N
o o | — | =
— — __ __
_ _ — — ~<
< N O < O ~< < © ~< <t © ©
_ L | |
— — — —
_ _ _ _
I I I I
—~~
\A
S~—
<
So

— — O — — O
M < < N <t < o <t < < < < < — <
_ _ | & < _ _ _
— — — | o~ o\ o]
— _ _ _
— < o <10 o < 10
__‘I_A | | I o=x<ww ~< 0 ~< 0 ~< 10
— ~ ~ || || | ||
™ ™ ™ o~
< < © < < © ~< < ©
| || | < o < oo < o o o
— — — | | _
_ _ _ o~ I~ o~
—~ —~ S S YamnS — S
™ ™ =< ~< ~< ~< ~<
_ _ _ _ _ _ _
~ ~ a\ a\ N [\l &\
N— S~— SN— SN— N~— N— S~—
I I Il Il I I I
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=2-2)*N—4+5)=(2-1)*N+1)
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10. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Damit erhalten wir die Eigenwerte \; =2, Ay =i, A3 = —i.
(b) Geben Sie die zugehdrigen Eigenrdume an.

L6sungshinweise hierzu: Die Eigenvektoren v, zu diesen Eigenwerten erhdlt man
durch Lésen des entsprechendes LGS

(A — )\kE4)Uk = O, k= 1, 2, 3.

Fir Ay = 2 erhalten wir

-3 -1 4 1
2 —-12 15 7 —0
6 —11 10 6 |~
-4 -1 5 1
woraus folgt
1
2
v =1 1 y tE(C\{O}
1
Als Eigenraum erhalten wir daher
1
vy =L||
1

Analoge Berechnung fiir den Eigenwert A\ =i fiihrt zu:

—1-—i -1 4 1 3
2 —10—i 15 7 . 1+5
6 12— o6 |20 = V=L
—4 -1 5 3—1i 4
Der Eigenraum von A3 = —i lasst sich aus demjenigen von Ay =i herleiten:

Av=iv =— Av=w =— Av= —ib.

Und damit folgt fiir den Eigenraum von A3 = —i
3

: —145

VA =L 4y
4
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(c) Geben sie zu allen Eigenwerten jeweils die algebraische und geometrische Vielfachheit
an. Existiert eine Basis von C* aus Eigenvektoren von A?

L6sungshinweise hierzu: Die algebraische Vielfachheit und die geometrische Viel-
fachheitder Eigenwerte lauten somit:

6121, e_izl, 62:2

Es l3sst sich keine Basis fiir C* bilden, da e; und dy nicht den gleichen Wert haben.
(d) Ist A+ E, diagonalisierbar?

L6sungshinweise hierzu: Waire A+ E, diagonalisierbar, so gabe es eine invertierbare
Matrix T' und eine Diagonalmatrix D so, dass gilt

T YA+Ey)T = D.
Aber T (A + Ey)T = T ' AT + E4. Damit wire aber auch T-'AT = D — E, eine

Diagonalmatrix, was nach Aufgabenteil (c) nicht mdglich ist.

Aufgabe H 42. Symmetrische Matrizen

Gesucht ist eine symmetrische reelle Matrix A mit den Eigenwerten 1 und 4 und den zu-
gehorigen Eigenraumen

1 0 0 1
-1 1 0 1
vip=t | o1 1 b Ly ve=tf]
0 0 -1 1

(a) Bestimmen Sie die Matrix A, mitsamt einer orthogonalen Matrix S, fiir welche STAS
eine Diagonalmatrix ist.

Lésungshinweise hierzu: Wir bilden zunachst aus den Basen der Eigenraume eine
ONB. Dazu gehen wir wie in den Pradsenziibungen vor und erhalten:

1 0 1 1

1 -1 1 0 1 1 1(1
fl_ﬁ 0 7f2_ﬁ 1 7f3_§ -1 7f4_§ 1
0 —1 —1 1

Hieraus bilden wir die orthogonale Basiswechselmatrix S und die dazugehorige Diago-
nalmatrix D als

V2 0 1
1{-v2 0 1
21 0 V2 -1

Q —/2 -1 1
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Nun setzen wir

73 3 3
- T713733
A_SDS_Z 3373
3337

Dieses A erfiillt die geforderten Bedingungen, denn STAS = D.

(b) Bestimmen Sie eine Orthogonalmatrix 7' mit det(7) = — det(S), fiir welche 77 AT
eine Diagonalmatrix ist.

L6sungshinweise hierzu: Setzen wir

V2 0 1 1
r_llv2 o0 11
21 0 V2 o—-11
0 —v2 -1 1
so erhalten wir mit den Rechenregeln fiir Determinanten, dass det(7") = — det(S) gilt.
AuBerdem konnen wir leicht nachrechnen, dass
1000
T ({0 1 0 0
AT = 0010
0 00 4

ist.

(c) Berechnen Sie die Inverse von A, ohne den GauB-Algorithmus anzuwenden.
Losungshinweise hierzu: Da gilt A = SDS' gilt auch A~' = (SDS")™! =
ST'D1§-1 = SD-157. Matrizenmultiplikation liefert dann

13 -3 =3 =3
A1 I 1-3 13 -3 -3

“ 16| -3 -3 13 -3
~3 -3 -3 13

(d) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von 2A.
L6sungshinweise hierzu: Das charakteristische Polynom von A ist nach Vorgabe
Xa(d) = (1 =24 =),

da die Eigenwerte von A \; = 1 mit Vielfachheit 3 und Ay = 4 mit Vielfachheit 1 sind.
Die Eigenwerte von 2A sind A\; = 2 mit Vielfachheit 3 und \s = 8 mit Vielfachheit
1. Daher gilt

X2a(A) = (2= X)*(8 = ).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 43. Quadratische Form
Gegeben sei die quadratische Form ¢,;: R® — R: x — a(2? + 23 + 22) + 2bzy 75 .
(a) Fiir welche Werte a, b € R ist die quadratische Form ¢, positiv definit, negativ definit
beziehungsweise indefinit?

(b) Sei nun a = 1. Wir betrachten die Quadrik Q; : ¢14(x) —1 = 0. Geben Sie die
Matrixbeschreibung dieser Quadrik an.

(c) Geben Sie in Abhangigkeit von b die euklidische Normalform von Q,, an, sowie ein kar-
tesisches Koordinatensystem, in welchem diese euklidische Normalform angenommen
wird.

(d) Geben Sie in Abhingigkeit von b die affine Normalform von Q, an.

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Matrixbeschreibung der quadratischen Form ¢, ist A, =

Q* O O

a b
b a
0 0

Die Eigenwerte dieser Matrix sind Ay = a, A\a =a — b und A3 =a +b.

a,p ist positiv definit, falls alle Eigenwerte von A, positiv sind:
AL =a >0, M=a—b>0 und A3=a+b>0.

Das heist
a >0, b<a und b > —a.

Damit ist g,; genau dann positiv definit, wenn @ > 0 und |b| < a.
Qa,p ISt negativ definit, falls alle Eigenwerte von A, negativ sind:

A =a <0, M=a—b<0 und M3 =a-+b<0.

Das heisst
a <0, b>a und b < —a.

Damit ist g,, genau dann negativ definit , wenn a < 0 und |b| < —a.

Die quadratische Form ist indefinit, wenn es sowohl positive als auch negative Eigen-
wertte gibt, also wenn [b| > |a] ist.

(b) Die Matrixbeschreibung der Quadrik Qp = ¢y 5(x) — 1 ist

Qb:{xER3|xTAbx—l—2aTx+c:0},

wobei
1 60 0
A,=1 b 1 0|, a=| 0], c=-1.
0 0 1 0
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(c)

(d)

Die Eigenwerte der Quadrik Qp sind \; =1, Ay = 1—5b und A3 = 1+b. Durch Losen
der entsprechenden linearen Gleichungssysteme erhalten wir die normierten Eingenvek-

0 1 -1 1 1
fi= (1) , o= E (1) SVEES E (1)
Dies liefert die Transformationsmatrix
0 —-11
F = (fl,fg,fg) = i 0 1 1
V2Z\ 2 0 o

Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems [F = (6, f1, f2, f3) hat die Quadrik Q,
die euklidische Normalform

—yi = (1= = (L+bys +1=0, b#L

Fir b = 1 wird der zweite Eigenwert Ay = 1 — b null, daher miissen in diesem Fall die
Basisvektoren f, und f3 vertauscht werden. Die Quadrik Q; hat also die euklidische
Normalform

—f =25 +1=0

im Koordinatensystem F; = (0: f1, fs, f2).
Falls b = 1, erfiillt die Quadrik Q; die Gleichung

—yi —2y3 +1=0.
Mit 21 = y1, 20 = \/§y2 und z3 = y3 ist die affine Normalform
—2— 22 +1=0.

Damit ist die Quadrik ein elliptischer Zylinder mit Achse z3.
Falls b = —1, erfiillt die Quadrik @_; die Gleichung

—yi —2ys +1=0.
Mit z1 = y1, 20 = \/§y2 und z3 = y3 ist die affine Normalform
—2i— 22 +1=0.

Damit ist die Quadrik ein elliptischer Zylinder mit Achse z3.

Falls [b] < 1, sind (1 —b) und (1 + b) positiv. Mit z; = y1, 20 = /(1 —b) y2 und
z3 =1+ bys ist die affine Normalform

2 2 2
_Z1_Zn_ZQ+1:O.
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Damit ist die Quadrik ein Ellipsoid.

Der Fall [b] > 1 ergibt zwei Moglichkeiten:
(iYb>1=(1-b)<Ound (14+0b)>0
Mit 21 = y1, 20 = v/—(1 — b) y2 und 23 = /1 + bys ist die affine Normalform

—2i 422+ 1=0.
(i)b<—-1=(1—=b)>0und (1+0)<0

Mit z1 = 41, 20 = /(1 —b) y2 und z3 = \/—(1 + b) ys ist die affine Normalform

—2i— 2+ 25+ 1=0.

In beiden Fallen ist die Quadrik Q, ein einschaliges Hyperboloid.

Aufgabe H 44. (Quadrikgleichung erstellen

Bestimmen Sie eine Gleichung der Quadrik, die die Gerade {x € R3| T1 = Ty = 0}, den
Kreis {z € R*| x} + a3 — 221 = 0,23 = 0} sowie die Punkte (1,—1,—1) und (1,2, —-1/2)
enthalt. Welche Gestalt hat diese Quadrik?

Losungshinweise hierzu: Die Quadrik hat die Gleichung
CLLll‘% + (IQ’QZE% + CL3,31’§ + A12X1T2 + a13X1T3 + A2 3X2X3 + bll’l + bgl’g + b31’3 +c=0.

Fir 1 = 29 = 0 ergibt sich
CL373!E§ + bngg +c=0.
Da dies fiir alle x3 € R gelten soll, folgt (Koeffizientenvergleich) ass = b3 =c=10.
Fiir xz3 = 0 hat die Quadrikgleichung die Form (¢ = 0 eingesetzt):
a171[L‘% + QQ,QZBS + A1,2T1T2 + b1$1 + b2$2 =0.
Mit
a11 = 17a2,2 = 1701,2 =0,bp =—=2,0,b=0

entspricht dies der Kreisgleichung. (Dies ist nicht die einzige mogliche Lésung, man kann alle
Koeffizienten auch noch mit einem Faktor # 0 skalieren. )
Es bleiben nun noch zwei unbestimmte Koeffizienten in der Gleichung

2 2
] + Ty + a13%173 + g 37223 — 221 = 0.

die mit Hilfe der beiden Punkte bestimmt werden kdnnen:

(1, —1, —1) . 12 + 12 + aps- 1- (—1) + a3 * (—1) : (—1) —2=0= 13 = Q23

1
(1,2,—1/2) : 12 4+22 +a;3-1-(=1/2)+ag3-2-(—1/2) —2=0=3= —a13+as3
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Also ist a; 3 = az3 = 2 und eine Gleichung der Quadrik ist
x% + 1‘3 + 22123 + 209203 — 2201 = 0.

Die zugehorige Matrix und erweiterte Matrix sind

A=|(0 1 1], Aew=1|
110 0 011
0 1 10

mit 7 = 3 und 7w = 4 (Determinante jeweils # 0). Es handelt sich also um eine Mittel-
punktsquadrik. Die Eigenwerte von A sind 1,2, —1, es handelt sich also um ein Hyperboloid
und da es eine Gerade enthalt, muss es einschalig sein.
Die Gestalt der Quadrik lasst sich natiirlich auch durch eine Hauptachsentransformation auf
die affine Normalform

22— -2 +1=0

ermitteln (Eigenvektoren: (1,—1,0)",(1,1,1)",(1,1,-2)").

Aufgabe H 45. Hauptachsentransformation
Gegeben sei die Quadrik Q: 42? + 222 + 3$§ + dxi1x3 — daox3 + 821 — 429 4+ 823 = 0.
(a) Geben Sie die Matrixdarstellung von Q an.

(b) Ist der quadratische Teil der Quadrikgleichung von Q positiv definit?
(c) Geben Sie die erweiterte Matrix von Q an. Welchen Typ hat die Quadrik Q7

(d) Bringen Sie Q auf euklidische Normalform und geben Sie ein kartesisches Koordina-
tensystem an, beziiglich dessen Q diese Normalform besitzt.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Matrixdarstellung der Quadrik Q ist

Q:{xER3|xTAx+2aTx+c:O}

wobei
4 0 2 4
A= 0 2 =21, a=1[ -2 |, c=0.
2 -2 3 4

(b) Das charakteristische Polynom zu A ist
A=XN2=-NB=AN)—-42-X)—-44—-X) =-AXA—-3)(A—06)

Die Eigenwerte des quadratischen Teils A sind somit \; = 3, A\ = 6 und A3 = 0.
Damit ist A nicht positiv definit, sondern positiv semidefinit.
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(c) Die erweiterte Matrix von Q ist

04 -2 4

4 14 0 2

Aerw = 210 2 =2

4 12 -2 3

Addition des doppelten der dritten Zeile auf die zweite und vierte Zeile ergibt

0 4 -2 4
0 4 4 =2
-2 0 2 =2
0o 2 2 -1

und nach Subtraktion des doppelten der vierten Zeile von den ersten beiden erhalt man

0 0 -6 6
0 0 0 O
-2 0 2 =2
0 2 2 -1
Es ist also Rg(Aew) = 3 und Rg(A) = 2 (ein Eigenwert 0), folglich ist die Quadrik

Q eine Mittelpunktsquadrik.

(d) Durch Lésen der entsprechenden linearen Gleichungssysteme erhalten wir die folgenden
normierten Eingenvektoren

-2 2 -1
1 1 1
fi=g| 2] k=g 1] H=3| 2
1 2 2
Dies liefert die Transformationsmatrix

1 -2 2 -1

F = (f17f27f3>:§ -2 -1 2

1 2 2

Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems F = (O; fi, f2, f3) hat die Quadrik Q,
die Gleichung
3yi + 613 + 12y, = 0.

Durch quadratische Erganzung beseitigen wir den linearen Term in y5. Wir bekommen
dann

3yr +6(y2 + 1) — 6 = 0.
Wir nehmen den neuen Ursprung PP mit .P = (0, —1, 0)",also P = L= 3(=2,1, —2)T
und erhalten nach Division mit —6 beziiglich des kartesischen Koordinatensystems
G = (P; f1, f2, f3) die Gleichung

1

die einen elliptischen Zylinder beschreibt.
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Aufgabe H 46. Modell: Hyperbolisches Paraboloid (Sattelflache)
Gegeben sind die Ebenen FE;, = {x € R3| T3 :t} fir t € R und die
Quadrik Q, die Sie als Modell in den Ubungen schon in der Hand hatten,

mit der Gleichung 23 —z3+x3 = 0; im Modell dargestellt ist der Ausschnitt E o

—1 < 21,29 < 1. Sie finden das Modell auch unter:

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /01

(a)

(b)

(c)

Entscheiden Sie, fiir welche ¢t € R der Schnitt von ) und E; die Form zweier sich
schneidender Geraden, einer Ellipse bzw. einer Hyperbel hat.

Lésungshinweise hierzu: Fiir ¢t = 0 erhilt man die Schnittgleichung 22 — 22 = 0.
Dies entspricht nach der Klassifikation der ebenen Quadriken einem Paar sich schnei-
dender Geraden. Fiir ¢ # 0 erhalt man hingegen die Schnittgleichung 2% — 22+t = 0,
aus welcher sich die euklidische Normalform 22/t — 23/t +1 = 0 ergibt. Daran erkennt
man ebenfalls nach der Klassifikation der ebenen Quadriken, dass es sich hierbei um
eine Hyperbel handelt. Damit sind alle t € R abgedeckt und man kann schlieBen, dass
der Schnitt nie die Form einer Ellipse hat.

Das gelbe Linienpaar auf @ erfiillt die zusatzliche Gleichung |z1 4 25| = i. Ist es ein
Geradenpaar? Parametrisieren Sie gegebenenfalls die beiden Geraden.

L6sungshinweise hierzu: Aus der zusatzlichen Gleichung ergibt sich

1 1 1
|ZE1+JI2|:Z<:>$1+1’2::|:Z<:>1’2:—$1:|:Z.

Eingesetzt in die Quadrikgleichung erhalt man

) L1 2 N 1 1
] — | —x1 £ = T3 <= T3=F=-r1 — —.
1 L7 3 3 :F2 ' 7 16
Wahlt man nun fiir z; den Parameter ¢ € R, so ergibt sich aus den beiden obigen
Gleichungen eine Parametrisierung

T t 0 2
o | = -t | = 5| +t[-2
z3 Fal— % ~36 ¥l

der gelben Teilmenge. Man sieht daran, dass es sich um zwei Geraden handelt, die
weder parallel sind noch einen Schnittpunkt haben.

Welche der folgenden farbigen Teilmengen von () entsteht als Schnitt von @) mit ei-
ner der folgenden Ebenen? Zu welcher Farbe bzw. Ebene gibt es keine Entsprechung?
e Griin e Schwarz e13=0 e r3=—0,06 e, =02
e Gelb e Magenta e 13 =05 o1y, =—06 o 1y —213=1/8

Losungshinweise hierzu: Zunichst lasst sich die schwarze Teilmenge als Schnitt mit
der Ebene z3 = 0 identifizieren, denn nach Aufgabenteil (a) entspricht dieser Schnitt
gerade einem sich schneidenden Geradenpaar.
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Die magenta farbene Teilmenge lasst sich ebenfalls identifizieren als Schnitt mit der
Ebene z; = 0,2, denn zum Einen muss es sich durch Inspektion um einen Schnitt
mit einer Achsenparallelen Ebene handeln und zum Anderen sieht man, dass diese
Teilmenge nahe dem Ursprung verlauft.

Damit ist geklart wie die x1- und wie die z5-Achse im Modell liegen muss und daher
auch welche der beiden Seiten die Ober- bzw. Unterseite ist. Denn entlang der z5-x3-
Ebene (x; = 0), parallel zur Schnittebene fiir die magenta farbene Teilmenge, muss
die Quadrik wie eine nach oben gedffnete Normalparabel (z3 = z3) verlaufen. Daher
scheidet die Seite mit der magenta farbenen Parabel als Oberseite aus. D.h. die Seite
mit der griinen Teilmenge ist die Oberseite und daher ist diese der Schnitt mit der
Ebene x5 =0,5.

Ebenfalls durch Inspektion kann man erkennen, dass die gelbe Teilmenge ein windschie-
fes Geradenpaar ist und damit nicht als ein Schnitt mit einer Ebene entstanden sein
kann. Andererseits kann man auch Aufgabenteil (b) benutzen. Mit den beiden Parame-
trisierungen der Geraden kann man sehen, dass diese keinen Schnittpunkt haben und
auch nicht parallel verlaufen. Daher windschief sind und somit nicht in einer gemein-
samen Ebene liegen kdnnen. D.h. zur gelben Teilmenge gibt es keine Entsprechung.

Ebenfalls ohne Entsprechung sind damit die Ebenen x3 = —0,6, 2o = —0,6 und
T — 2.(175 = 1/8
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 47. Ebene Quadriken
Gegeben sei die Quadrik Q = {z € R? | % 4 10z125 + 23 + 1211 + 1225 + 14 = 0}.
(a) Bestimmen Sie eine euklidische Normalform von Q.
(b) Geben Sie das Koordinatensystem an, beziiglich dessen Q diese Normalform hat.
(c) Skizzieren Sie das Koordinatensystem und die Quadrik im Ausgangskoordinatensystem.

(d) Sei Q' die Vereinigungsmenge der beiden Asymptoten von Q. Geben Sie im Ausgangs-
koordinatensystem eine Quadrikgleichung fiir Q" an.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Matrixdarstellung der Quadrik Q lautet Q = {:v € R?| T Az +2a"x + ¢ = 0}

mit
1 5 6
a- (1), —(0).

Diagonalisieren: Die Eigenwerte von A lauten A\; = —4, A\; = 6 und die dazugehdren-
den Eigenvektoren v; = (1,—1)", vy = (1,1)". Bzgl. des Koordinatensystem

()5 (4) %)

lssst sich die Quadrik als —43? + 6y2 + 12v/2y, + 14 = 0 schreiben. Dabei ist y =

K (z) = FTz mit
S

FE
Verschieben: Wir eliminieren den linearen Term durch quadratisches Erganzen. Wir
formen um

schreiben.

— 4y +6y2 + 12v/2y, +14 = 0
— 4y +6(y2 + 2v/2y,) +14 = 0
—4y? 4+6(y2+2v2y +2—2) +14 = 0
—4y? 46((12 +V2)2—2)  +14 = 0
— 4y +6(y2 + V2)? +2 =0
—422 +6(22)? +2 =0
—222 +3(22)? +1 =0

Dabei ist z; :=y1 und 25 := ys + v/2. Die euklidische Normalform von von Q lautet

demnach —222 432241 =0.
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(b) Gesucht also ein Koordinatensystem G bzgl. dessen z = k() gilt. Aus Teil (a) ist

die Transformation y = _k (7) = F'x bekannt, es fehlt noch der Verschiebeanteil.
Die Verschiebung hat bzgl. ' stattgefunden.

. 0
G? = GRF(]Fy) =Y — ]FP mit ]FP = (_\/5> )

Der neue Ursprung muss noch bzgl. E dargestellt werden:

o =enter =rom =75 (4 1) (La) = (5)

Das gesuchte Koordinatensystem lautet damit

s ((2)wla)a0)

(c) Skizze:

Die rot gestrichelte Linie bezieht sich auf die in Teil (d) geforderte Quadrik Q'.

(d) Die Asymptoten von Q bilden ein sich schneidendes Geradenpaar. Im Vergleich zur
Hyperbel Q besitzt das sich schneidende Geradenpaar in Euklidischer Normalform
keinen absolut Wert. Die gesuchte Quadrik lautet also Q : —22% + 3z§ =0 bzgl. G
und bzgl. des Ausgangskoordinatensystem [E

Q = {z e R*| 2} + 10z129 + 23 + 1221 + 1225 + 12 =0} .

Aufgabe H 48. Quadrikgleichung transformieren

Wir betrachten die Quadrik Q := {z € R® | 22 + 425 + 3x3 = 0} und das kartesische Ko-

ordinatensystem F := ((0,0,0)":(1,0.0)", 2(0,4.3)". (0,3, —4)").
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(a)

(b)

(c)

Bestimmen Sie eine Gleichung von Q beziiglich F.

Losungshinweise hierzu: Die Gleichung der Quadrik lautet 2" Az +2a'z 4+ ¢ = 0

mit
100 0
A=1 00 0|, a=| 2|, c¢=0.
000 s
Die Koordinatentransformation _r . ist gegeben also
T 1 5 0 0 T
IF‘KIE : To —> g 0 4 3 To
T3 0 3 —4 xs3

Damit ist die transformierte Gleichung gegeben als

)
2

—y9 = 0.
y1+292

Bestimmen Sie die euklidische Normalform, die Gestalt und den Typ von Q.

Losungshinweise hierzu: Die oben bestimmte Gleichung ist die euklidische Normal-
form eines parabolischen Zylinders.

Zeichnen Sie in das Ausgangskoordinatensystem die Schnitte von Q mit der Ebene
x1 = 0, der Ebene x5 = 0 und der Ebene x5 = 0.

L6ésungshinweise hierzu:

Aufgabe H 49. Quadriken im R?
Gegeben sei die Quadrik Q := {z € R? | a? + 423 — 223 — dwy3y + 621 — 122, + 7 =0} .
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(a) Bestimmen Sie den Typ von Q mittels der erweiterten Matrix.
(b) Bestimmen Sie die euklidische Normalform und die Gestalt von Q.
(c) Bestimmen Sie ein Koordinatensystem [, beziiglich dessen Q diese Normalform hat.

(d) Bestimmen Sie k. und

E
Losungshinweise hierzu:

(a) Die Gleichung der Quadrik lautet 2" Az + 2a'x + ¢ = 0 mit

1 -2 0 3 ; i’:g 8

A= -2 4 0|, a=| -6 |, ¢c=7, Aguw=
0 0 9 0 -6 -2 4 0
0 0 0 —2

Da der Rang von A 2 ist und der Rang von A, ist 3. Also handelt es sich um eine
Mittelpunktsquadrik.

(b) Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet x4 = (=2 — A)(A — 5)A und die
Eigenwerte sind damit

)\1 = —2, )\2 = 5, und )\3 =0.

Zur Bestimmung der Eigenvektoren ergeben sich die drei Gleichungssysteme

-3 20 0 4 20 0 -1 20 0
2 =6 0 Jvu=101, 210 Jus=1| 0 |, 2 =4 0 Juvu=| 0
0 00 0 007 0 0 0 2 0

und daraus die Eigenvektoren

0 1 2
V1 = 0 s V3 = —2 s Vg = 1
1 0 0

Die Matrix der orthogonalen Transformation y = "z lautet also

0 1 2
F—_— 0 -2 1
*/5\/500

und diese transformiert den linearen Anteil der Gleichung auf

0
a:FTazi 15
Vo g

Dies ergibt die transformierte Gleichung

30
—2u7 + 5y + —=yo + 14 =0.
www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomiat /HM-Stroppel/ Seite 83




12. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Quadratische Erganzung liefert

3 2
—2yf+5(y2+ﬁ> —2=0.

Die euklidische Normalform ergibt sich schlieBlich aus z = y + P, wobei P =

3 T
0,—,0 ) . Sie lautet
o) |
Die Gestalt ist ein hyperbolischer Zylinder.

(c) Wir erhalten damit

2
Zl_

(d) Die Koordinatenwechsel ergeben sich zu:

Z1 1 0 2 1
Koy - 29 = —= 01 =2

23 \/5\/300

o

Sl e
)

und

8
—
—_
=}

S
2

N—— N—
o

§||:
—_

Aufgabe H 50. Modell: Kegelschnitte

Sei Q der durch die Gleichung 3[:1+1:2—x3 = (0 gegebene Doppelkegel; im Modell dargestellt
ist der Bereich —Z < 2y, 29, 23 < 7 . AuBerdem sei in Abhangigkeit von a € R eine Ebene
E., gegeben durch r1+ars=1 |m Standardkoordinatensystem.
(a) Welche Ebenen erhalten Sie fiir o € {—1,0,2} ?
Wie hangen diese Ebenen mit dem Modell zusammen?

(b) Die Basis Bai bl = ﬁ(l,O,a}T,bg = (0,1,O)T bg = ﬁ( Q, O 1) von R3
liefert das kartesische Koordinatensystem F,, = (1= (1,0 ,a)'; B,). Geben Sie die

Ebene E, in Hessescher Normalform beziiglich des Koordinatensystems [F,, an. Priifen
Sie, ob I/, : (Hag(l 0,a)"; by, bg) ein kartesisches Koordinatensystem von E,, ist.

(c) Geben Sie eine Quadrikgleichung fiir den Doppelkegel Q beziiglich E
des Koordinatensystems I, an. iy

(d) Geben Sie eine Gleichung fiir die Schnittquadrik £,NQ beziiglich F/,
an. Bestimmen Sie die Gestalt dieser Schnittquadrik in Abhangigkeit
von c.
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(a) Man erhilt:
e = —1: 21 —x3 =1, das ist im Modell die blaue Ebene,
e o =0: x; =1, das ist die griine Ebene,
e o = 2: x; + 2x3 = 1, diese Ebene ist parallel (aber nicht gleich) zur gelben
Ebene.

(b) Bezeichne mit x = (z),x5,23)" die Standardkoordinaten, mit y = (y1,v2,y3)" die
F.-Koordinaten, dann lasst sich die Koordinatentransformation wie folgt darstellen:

1 __a 1
V1+a? 0 V1+a? 1+a?
T =gk (y) = g 1 (1) Y+ aO
1+a? 0 V1+ta? 14+a?

Es ergibt sich daraus x5 = ¥, sowie

1 « 1 « 1 «
= - + . @y = + + :
Vita Viza? 1ta Vi Vira Ty a2

Einsetzen in die Ebenengleichung x; + axs = 1 liefert die Hessesche Normalform in
y-Koordinaten:

X

E,: 1y =0.

Der Ursprung von F/ liegt auf E,, die Basisvektoren by und b3 sind normiert, ortho-
gonal zueinander und Richtungsvektoren von E,,. Also ist F/, ein kartesisches Koordi-
natensystem von F,.

(c) Setze die Beziehungen z; = \/1102 Y1~ sy IJ:QQ , Ty =Yz und 23 = Ly +
\/11&2 ys + 15z in die Quadrikgleichung 27 4 23 — 23 = 0 von Q ein:

1 o 1 2 9
(\/1 Tt T iraet +a2) T

« n 1 n « 2
Vit T Virae? T 1vae?)

Ausmultiplizieren und Zusammenfassen endet in

1—a? 2 2+oz2—1 9 4o
112t TR T T B T T 2
2 — 202 4o 1—a?

T (1 +a2)3/2yl T +&2)3/2y3 + (1+a2)2

Man darf sich hier nicht dariiber wundern, dass man eine komplizierte Gleichung erhalt,
denn die y-Koordinaten sind der Ebene E, angepasst, nicht der Quadrik Q.

(d) Eine Gleichung fiir die Schnittquadrik E, N Q) erhidlt man durch Einsetzen der Ebe-
nengleichung in die Quadrikgleichung, und zwar alles in y-Koordinaten. Ein analoges
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Vorgehen in z-Koordinaten wiirde ein verzerrtes Bild der Schnittquadrik liefern (ge-
nauer gesagt eine Projektion in eine der z-Koordinatenebenen).

Setze also y; = 0 in die Gleichung aus (c) ein:

-1, 4o N l—o*
T+ (+a2pr® T Tra2? ~

Y3 +

Dies ist eine ebene Quadrik in der y,-y3-Ebene (beschrieben durch das Koordinaten-
system /). Im Fall a? =1 ergibt sich

yg — \/§ay3 =0.

Dies beschreibt eine Parabel.
Im Fall a? # 1 muss man quadratisch erginzen (die Matrix dieser Quadrik ist bereits

diagonal):
s af—1 2a 2 4a? 1—a?
ST (y (a2 - wm) Tl Dt et
, a®—1 20 > 40’ +(a®—1)?
BT T e (y (a2 - wraz) G
, a?—1 20 2 (a® +1)?
et i (y3 (@2 -1Vt a2> T D e

2+E< _ 2a )2_;_0
P P e )zizee) (@@-1n 7

> 2 (a? —1)2 B 2a 2 _
=@ =Dy = = (y3 s 1)@) +1=0.

, dann erhalt man

2a

Setze 2 = yo und 23 = y3 — VI

2 2
2 , (a®=1)%, _
—(Oé — 1)22 — wzz)) + 1=0.
Im Fall o® > 1 handelt es sich demnach um eine Ellipse, im Fall a®> < 1 um eine
Hyperbel.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 51. Haufungspunkte
Bestimmen Sie jeweils die Haufungspunkte der Folge (a,)nen -

(a) a, = COS(%T) fiir n gerade (C) a, = (=)™
" |sin(%F) fiir n ungerade
(b) a, = §Z§f3(—1)n+1 (d) an=n""'+ \/1 B (cos(g N %»2

Losungshinweise hierzu:
(a) Man wahlt die Teilfolgen (agk)keN, (a2+8k)k€N, (a4+8k)k€N und (@6+8k3)k€N- Jedes
Folgenglied dieser Teilfolgen ist ein gerades Folgenglied der eigentlichen Folge. Damit
wird immer der Cosinus gewahlt. Fiir die 4 Teilfolgen gilt nun

agy = cos(2km) =1, Qoigk = cos(% + 2k:7r) =0,
3T
agysp = cos(m + 2km) = —1, Q6isk = cos<7 + 2k7r) =0.

AuBerdem wird bis auf as, a4 und ag jedes gerade Folgenglied durch diese Teilfol-
gen abgedeckt. Nun werden die Teilfolgen (a1is)ren, (@3isk)ren, (@sisk)ken und
(a718k)keny gewahlt. Diese enthalten nur ungerade Folgenglieder der urspriinglichen
Folge und decken bis auf ay,as3,as und a; alle ungeraden Folgenglieder dieser ab.
Damit wird immer der Sinus gewahlt und es gilt

a148k = SiH(% + 2/{?71') =

1 . (3# ok > 1
—, a = gin| — ) =—,
NG 348k 1 7%

i (57T+2k:) 1 i (77T+2k:> 1
a = simm|{ — T = ——, a = sim{ — T = ——.
5+8k 4 \/§ 7+8k 4 \/5

Man hat somit konstante Teilfolgen und kann an diesen die Haufungspunkte der Folge

ablesen. Diese sind _1’_%’0’\% und 1.

(b) Man wahlt die Teilfolgen aller geraden bzw. aller ungeraden Folgenglieder. Fiir die
Teilfolge der geraden Folgenglieder ist

3
4n2+3<_ )n+1 _ _4+7? N _é
3n2—9 3—-% 3

Fiir die Teilfolge der ungeraden Folgenglieder ist

4n2+3(_)n+1_4+% 4
3n? — 9 S 3-3% °3

Da beide Teilfolgen die Folge komplett abdecken sind die Haufungspunkte damit —%
und 2.
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(c) Man wahlt wieder die Teilfolgen aller geraden bzw. aller ungeraden Folgenglieder. Fiir
die Teilfolge der geraden Folgenglieder ist n{(~ D" = gl = % Fiir die Teilfolge der
ungeraden Folgenglieder ist n((-Y""") = . Diese beiden Teilfolgen streben nun gegen
0 bzw. 400. Da beide Teilfolgen die komplette Folge abdecken sind diese beiden Werte
damit auch die Haufungspunkte der Folge.

(d) Man wahlt die Teilfolgen (aek)ren, (@116r)ken, (@216x)ren, (a3y6k)ren, (@ater)ben
und (asiex)ren. Diese decken die eigentliche Folge bis auf ag,...,as komplett ab.

Nun gilt mit \/1 — (cos(z))* = \/(sin(x))2 = | sin(x)|, dass

A5 6k

1 m  6km 1 (T 1
(IGk:@—" sm(2+T)‘ :@—k‘sm(——l—ZkW)‘ @—kl —1
1 o 1 1
146k :1+6k+ sm( 5 —I—2k:7r> “TTer 3 ——
1 e 1 1
A2+6k :2—|—6k+ sm(g—l—le) :2—|—6k+§ ——
a316k :3—1—16k+ sm(gg—l—ZIm) :34—16k+1 —1
1 ™ 1 1
Gatek :4+6k+sm(77 2”)‘:1+6k -

REE T

Und damit sind die Haufungspunkte der Folge % und 1.

Aufgabe H 52. Rekursive Folge, Monotonie und Beschrinktheit

Sei ¢ € R. Gegeben sei die Folge (a,,)nen, die rekursiv durch a; := 2 und a,4;1 = qa, + 3
fir n € N definiert ist.

(a) Geben Sie a,, durch einen Ausdruck an, der nicht mehr rekursiv von anderen Folgen-
gliedern abhangt.

(b) Fiir welche ¢ € R ist die Folge (a,),eny monoton?
(c) Fiir welche g € R ist die Folge (a,)nen beschrankt?
(d) Bestimmen Sie die Haufungspunkte der Folge (a,)nen fir ¢ € {—1,—1/2,1}.

Losungshinweise hierzu:
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(a) Esist fir n > 1

an:qan72+3
= q(qan—2+3) +3
=q(...q2¢+3)+...+3)+3
=2¢" +3(¢" '+ ...+ g+ 1)

n—1
=2¢"+3 Z ¢~
k=0

(b) Man betrachte die Differenz direkt aufeinander folgender Folgenglieder. Fiir das n+1-
te und n-te Folgenglied mit n = 1 ist dann mit Teil (a)

n n—1
k=0 k=0

Somit ist die Differenz fiir ¢ > 0 immer gréBer als 0 und damit ist die Folge sogar
streng monoton wachsend. Fiir ¢ = 0 ist das erste Folgenglied 2 und alle weiteren
gleich 3 und somit monoton wachsend. Fiir ¢ = —% ist die Differenz der Folgenglieder
immer gleich 0 und die Folge selbst konstant immer gleich 2 und somit monoton. Fiir
—00 < ¢ < —3 und —% < ¢ < 0 hingegen ist die Differenz abwechselnd positiv und
negativ. Daher wachst und fallt die Folge abwechselnd und ist nicht monoton fiir diese

Werte.

(c) Mit Teil (b) fir ¢ € {0, —3} ist 2 bzw. 3 eine untere bzw. eine obere Schranke und
damit ist die Folge fiir diese Werte beschrankt.
Fir ¢ > 0 ist die Folge nach unten beschrankt, z.B. durch ihr erstes Folgenglied
a1 = 2, denn die Folge ist in diesem Fall streng monoton wachsend und kann diese
Schranke somit nicht unterbieten. Untersucht man in diesem Fall obere Schranken, so
wird man fiir ¢ = 1 keine finden. Denn fiir jede natiirliche Zahl M gilt hier ay; > M:

M-1 M-1
a; =2>1und ay = 2¢™ +3 ¢~ >321:3M>M
g k=0 k=0
>0 - 21 -
fir M > 1. Fiir 0 < ¢ < 1 hingegen gilt a, < %} fir n € N. Dafiir berechnet man
zunachst
n n n n n+1
SRVIDIUED D SYAED SV SIS
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1

und somit gilt fiir ¢ # 1, dass >} ¢" = 1_1‘1_7;1 . Damit lasst sich a,, vereinfachen zu
n—1
2qn_2qn+1 3_3qn 3 — (qn+2qn+1)
a q + Z_: q 1 + g 4
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(d)

Da nun in diesem Fall ¢" 4 2¢"*' > 0 kann man den Zihler des Bruches nach oben
abschatzen, indem wir diesen positiven Teil durch O ersetzen und somit weniger abzie-
hen. Damit gilt insbesondere a,, < %}. Fir 0 < ¢ < 1 ist die Folge somit beschrankt,
fir 1 < ¢ hingegen nur nach unten.

Es bleibt der Fall ¢ < 0 mit ¢ # —%. Sei zunachst ¢ < —1. Dann gilt fiir den Betrag
der Differenz von aufeinander folgender Folgenglieder nach Teil (b), dass

lani1 — an| =1¢"(2¢+ 1) = |q|™ - |2¢ + 1| = +oc.

Zudem ist die Differenz abwechselnd positiv und negativ, woraus man schlieBt, dass
die Folge in diesem Fall nicht beschrankt ist, sondern sowohl gegen +oc als auch —oo
strebt. Als nachstes sei nun ¢ = —1. In diesem Fall ist die Differenz der Folgenglieder

it = an = "0+ 1) = (~1)"(=2+ 1) = (~1)"(=1) = (-1)"*".

Somit wird abwechselnd 1 abgezogen und dann 1 dazuaddiert. In der Tat wechselt die
Folge in diesem Fall zwischen 2 und 1 hin und her und ist somit von diesem beiden
Werten beschrankt. Zuletzt ist der Fall —1 < ¢ < 0 mit ¢ # —% zu untersuchen.

Ahnlich wie im Fall 0 < ¢ < 1 lasst sich hier der Betrag jedes Folgengliedes abschatzen
durch

3— (lg™ + 2|g|"*) _ 3
1 —|q| 1 —|q|

n—1 n—1
jan] = 20" +3 " ¢* | £ 20q|" +3) |glf =
k=0 k=0

D.h. man erhillt —2 < a, < —2- und sieht damit, dass die Folge in diesem Fall

. . 1—|ql 1—|q
beschrankt ist.
Zusammengefasst ist (a,)nen beschréankt fiir ¢ € [—1,1), nur nach unten beschrankt
fir ¢ € [1,00) und unbeschrankt fiir ¢ € (—o0, —1).
Mit Teil (c) gilt: Fiir ¢ = —1 sind die Haufungspunkte der Folge 1 und 2, fiir ¢ = —
ist der Haufungspunkt 2 und fiir ¢ = 1 ist der Haufungspunkt +o0.

o=

Aufgabe H 53. Monotonie und Beschranktheit

Untersuchen Sie die Folgen auf Monotonie und Beschranktheit. Geben Sie dabei jeweils zwei
obere beziehungsweise zwei untere Schranken an, falls solche existieren.

(a)
(b)

RSPy © @+ ()0
n? +1 neN
1—-n?
(n -2 >neN (d) (37n*+2n cos(mn)),

Lésungshinweise hierzu:
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(a) Sei die gegebene Folge mit (a,)nen bezeichnet. Um diese Folge auf Monotonie und
Beschranktheit zu untersuchen, ist es hilfreich, die ersten Folgenglieder zu berechnen.
11 19 31

a1—2 5,5, Cl2—5 3,8, agzﬁ—

Diese Ergebnisse legen nahe, dass die Folge monoton fallend ist. Um dies zu zeigen,
untersucht man die Differenz zweier aufeinanderfolgender Folgenglieder

3.1,

!
Qp4+1 — Ap é 0 <= Ap+1 é an

2n+ 12 +2n+ 1)+7 _ 20" +2n+7
(n+1)2+1 = n24+1
= 2n+1)*+2n+1)+7)n*+1) S 2n° +2n+7)((n+ 1)+ 1)
= 0<20° +12n+3

Die letzte Umformung ergibt eine Ungleichung, die giiltig ist fiir alle n = 1. Damit ist

die untersuchte Folge monoton fallend und folglich auch nach oben beschrankt durch

a; = % oder eine beliebige groBere Zahl wie z. B. 6. Um eine untere Schranke zu

finden, schatzt man die Folge nach unten ab und erhilt

P42+ T 20420 2n(n+1)  2(n+1)
on?+1l T n241 0 n’+1l n4l

1\

2.

Qn

Damit hat man fiir alle n = 1 eine untere Schranke gefunden, namlich 2 oder jede
beliebige kleinere Zahl wie z. B. 1. Also ist die betrachtete Folge beschrankt.

(b) Sei die gegebene Folge wieder mit (a,)nen bezeichnet. Aus der Struktur der Folge
erkennt man, dass jedes Folgenglied echt positiv, d. h. insbesondere ungleich 0 ist. Um
die Monotonie zu untersuchen, hilft wiederum die Berechnung der ersten Folgeglieder.

1 3

1 as = 256

Auch diese Folge scheint also monoton fallend zu sein. Um dies zu iiberpriifen, bietet

es sich in diesem Fall an den Quotienten von zwei aufeinanderfolgenden Folgegliedern

zu untersuchen.

!

ap =1, ay=

pi1 S a, < GZH <1
(n+1)2-+D* ottty ]
71217"2 o n 217712 o n 22n+l1
1 1 1 1 1
— _ < - — - <
(1 + n) 22n+1 = 222n+1 T 92n T yn = 1

Die letzte Ungleichung ist eine wahre Aussage fiir alle n = 1. Daher ist die Folge
monoton fallend und insbesondere nach oben beschrinkt durch a; = 1 oder jede
andere groBere Zahl wie z. B. 2. Eine untere Schranke erhalt man aus der anfanglichen
Aussage, dass alle Folgenglieder echt positiv sind. Somit sind z. B. 0 oder —1 untere

Schranken fiir die Folge, die damit insbesondere beschrankt ist.
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(c)

(d)

Es bezeichnet (a,),cn die gegebene Folge. Berechnen der ersten Folgeglieder liefert

7 33 127 013 2047

M=y 2T BT M T o560 BT 1024

Mit diesen Berechnungen und der Struktur der Folge erkennt man, dass die Folgen-
glieder um den Wert 2 springen und damit die Folge nicht monoton sein kann. Obere
und untere Schranken kann man durch Abschatzen erhalten. Es gilt ndmlich

1\" 1 33 1\" 1
—ot (=) 24— =2 baw. ap=2+(—>) 22--=
i +(4>— 616 +<4)— 1

Somit eralt man als obere Schranken z. B. 22 und 3 und als untere Schranken Z und
16 2

1. Inbesondere ist (a,),en damit beschrankt.

1 =

Mit (a,)nen sei die gegebene Folge bezeichnet. In Analogie zur bisherigen Vorgehens-
weise ist es auch in diesem Fall wieder hilfreich die ersten Folgenglieder zu berechnen,
um Vermutungen liber Monotonie und Beschranktheit aufzustellen. Dabei ist es sinnvoll
zu benutzen, dass cos(mn) = (—1)" gilt.

ap=3r—2~74, ay=12r+4=~417, a3=27Tmr—6~78,8,

Die Rechnungen legen nahe, dass die Folge (a,),eny monoton wachsend. Um dies zu
tiberpriifen, kann man wie bisher verfahren und die Differenz zweier aufeinanderfolgen-
der Folgeglieder untersuchen.

l
Upi1 — Qp 2 0 <= a4 = ay,

= 3r(n+1)*+2(n+1
—=31(2n+1)+2(n+1
—=31(2n+1)-2(n+1
< 37(2n+1)—(—1)"2(2n
— B7 =2(-1)")(2n+1) 2

cos(m(n + 1)) = 37 n* + 2n cos(mn)
(=)™ z2n(-1)"

()" =2n(-1)" 20

+1)=20

0

A~ — ~— —

Die letzte Ungleichung ist giiltig fiir alle n = 1, da 37 > 2 und somit der vordere wie
auch der hintere Faktor stets positiv sind. Die Folge besitzt somit die untere Schranke
a; = 37 — 2 und jede beliebige kleinere Zahl, wie z. B. 7. Eine obere Schranke findet
man hingegen nicht. Dazu kann man die Teilfolge aor = 37 4k? + 4k — oo (k — o0)
betrachten und erkennt, dass damit die Folge (a,),en nicht beschrénkt sein kann.

Aufgabe H 54. Rekursive Folge, Definition Grenzwert
Fiir die Folge (an)neN gelte a; = % und a, = (a;', +2)7! fiir n = 2.

2

(a) Geben Sie eine geschlossene Formel fiir a,, an und zeigen Sie diese mit Induktion.

(b) Sei ¢ > 0 gegeben. Finden Sie dazu ein n. so, dass |a,| < ¢ ist fiir n > n..
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(c) Bestimmen Sie lim,, , @, und begriinden Sie Ihre Antwort mittels (b).
(d) Fiir welche g € R ist (a, + q(n + 1)7"),en streng monoton fallend?
Losungshinweise hierzu:

(a) Um die explizite Form der Folge (an)neN zu finden, ist es hilfreich zunédchst einmal die
ersten Folgenglieder direkt zu berechnen.

1 1 1
ay = 5 az = (afl+2)71 = (24‘2)71 = 1 az = (a2*1—|—2)*1 = (4+2>71 = 6

Daraus kann man die Vermutung ableiten

11
Ap = ——
2n

Dies ist nun durch vollstandige Induktion zu beweisen.

@ Fiir n = 1 wurde die Behauptung bereits iiberpriift.
@ Die Annahme ist, dass die Behauptung fiir n bereits gezeigt wurde.

@ Damit erhalt man

tns1 = (a,' +2)7" = ((%%) +2> :(2n+2)1:2(n—1+1)

und die Behauptung ist fiir n = 1 bewiesen.

(b) Sei ¢ > 0 gegeben. Dann soll fiir n > n. gelten, dass |a,| < ¢ ist. Man rechnet also

! 1 1
lap| <e <= — <e<= —<n
2n 2e

Somit hat man, dass bei gegebenem ¢ > 0 fiir alle n > n. := 5= gilt, dass |a,| <e.

c) In Aufgabenteil (b) wurde gezeigt, dass fiir alle € > 0 ein n. := = so existiert, dass
(c) g gezeig 3¢
fir alle n > n. gilt

! <
= — <e&.
2n

1 1
nl=|5—|=10
ol =[] =

o

Mit Definition 1.4.1 folgt dann sofort, dass lim a, = 0 gilt.
n—oo

(d) Es sei (by)nen die Folge gegeben durch b, := a, + ¢(n + 1)~' mit beliebigem, aber
festem g € R. Es soll nun ¢ € R so bestimmt werden, dass (b,)nen Streng monoton
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fallend ist. Dazu muss gemaB Definition 1.2.2 die folgende Ungleichung gelten.

|
bpt1 < by, <= b1 —b, <0

q
' I n T ——
a+1+ +2 +?’L—|—1
q 1 q
<~ < —
2(n—|—1)+n—|—2 2n+n+1
1 1 q q
= —< -
2n+1) 2n n+1 n+42
1 - q
2n(n+1)  (n+1)(n+2)
_n+2<
2n 1
1 1
— 5 q

Die linke Seite der letzten Ungleichung besteht aus der Summe von —% und der Folge

(—%)HGN. Diese Folge ist streng monoton wachsend und konvergiert gegen 0. Somit
|asst sich die letzte Ungleichung (durch eine Abschitzung nach oben) vereinfachen zu

1
> _ =
92 —3

Damit gilt, dass (b,)nen genau dann streng monoton fallend ist, wenn ¢ = —3 ist.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 55. Matrixpotenzen

Die drei Firmen WeiB, Sauber und Rein fiihren ein vollig neuartiges Waschmittel am Markt
ein. Zu Beginn besitzen WeiB 50 %, Sauber 30 % und Rein 20 % Marktanteil. Wahrend des
ersten Jahres verliert WeiB jeweils 20 % seiner Kunden an Sauber und Rein, Sauber gibt 10 %

an WeiB und 50 % an Rein ab, und Rein verliert 10 % an WeiB und 30 % an Sauber. Wihrend
der folgenden Jahre verandern sich die Marktanteile stets nach demselben Schema.

(a) Bestimmen Sie eine Matrix A mit der sich die Veranderung der Marktanteile als lineare
Abbildung schreiben lasst, d.h. wenn my ein Vektor ist, dessen Komponenten den
Marktanteilen nach k& Jahren entsprechen, so gilt my.1 = Amy.

(b) Die Matrix A hat den Eigenwert 1. Bestimmen Sie den zugehdrigen Eigenvektor vy .
Geben Sie eine zu A konjugierte Diagonalmatrix an. Geben Sie eine zu A" konjugierte
Diagonalmatrix an fiir n = 1.

(c) Begriinden Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus (b), warum der Grenzwert lim A™my ein
Vielfaches von vy ist. n—00

(d) Geben Sie die Grenzverteilung der Marktanteile an. Welche Firma wird auf lange Sicht
zum Marktfiihrer?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Bezeichnen wy, s; und 7, die Marktanteile der Firmen WeiB bzw. Sauber bzw. Rein
nach k Jahren, so folgen aus der Aufgabe die Gleichungen

Wit1 = 0, 6wy + 0, 1s, + 0, 11y,
Sk+1 = 0, 2wy + 0,48, + 0, 3ry,
re+1 = 0, 2wy + 0,58, 4+ 0, 67,

6 1 1
und somit die Matrix A = %o 2 4 3
2 5 6

(b) Setzt man v; = (x,vy, 2)T, so ergeben sich aus Av; = v; die Gleichungen

1
—(6z+y+2) =z,

10
1
E(h’ +4y +3z2) = v,
1
E(% + 5y +62) = z,
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welche z.B. die Lésung v; = (9, 14,22)7 besitzen.
Seien Ay und A3 die anderen Eigenwerte von A. Da die Spur einer Matrix mit der
Summe ihrer Eigenwerte {ibereinstimmt und die Determinante mit dem Produkt, folgt

16
Sp(A) :1—O:1+/\2+/\3,
50
A)=——==1 X \s.
det(A) 1000 A2+ A3
1 0 0
Hieraus ergibt sich Ay = % und A3 = %. Somit ist A zur Matrix D= [0 3 0
00 55

konjugiert. Ist S eine Matrix, so dass S™1AS = D gilt, so folgt

S7IAS = STLA(SS ) A(SS HA...AS = (STTAS)(SLAS)...(STLAS)

10 0
=Dp"=10 & 0
00

(c) Sind vy und w3 Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay bzw. A3, so bilden vy, vy und v3
eine Basis des R3. Somit existieren x;, zs, 25 € R, so dass 101 + ToUs + 2303 = My
gilt. Es ist dann

. . . L2 T3
lim A"mg = lim A"(z1v1 + 2209 + x3v3) = lim (2107 + —=vy + ——v3) = vy.

(d) Die Grenzverteilung entspricht nach Obigem einem Eigenvektor zum Eigenwert 1, wel-

cher auBerdem die Linge 1 besitzen muss. Ein solcher Vektor ist —— (9, 14,22)7. D.h.

V761
auf lange Sicht ist r;, groBer als w;, und s; und die Firma Rein wird zum Marktfiihrer.

Aufgabe H 56. Rekursive Folgen

Die rekursiv definierten Folgen

ag = 4\/§, by = 6, Apt1 = 3:3_%; , bn+1 = 1/ CLn_an
entsprechen den Umfiangen von regelmaBigen 6 - 2"-Ecken, die den Einheitskreis als Inkreis
oder Umkreis haben. Zeigen Sie mit Hilfe vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € Ny die
Beziehung

bn < bn+1 < Apy1 < Gy,

gilt und begriinden Sie damit, dass beide Folgen konvergieren. Begriinden Sie geometrisch,
gegen welchen Grenzwert diese Folgen streben.

Losungshinweise hierzu:

Induktionsanfang:

Durch Quadrieren von ay und by erhilt man b3 = 36 < 16 - 3 = 48 = a2 also gilt by < ay.
Induktionsannahme: Es gelte b,, < a,, fiir ein n aus Nj.

Induktionsschritt:
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Aus der Rekursionsformel fiir @, und der Induktionsannahme folgt

2a,b, - 2a,b,, - 2a,b,
= a”’l
an+an an—l—bn bn+b’l’b
——

=an+1

b, =

also b, < a,y1 < a, und weiter aus der Rekursionsformel fiir b,

bn =V bnbn < bnan-l—l <V On+10p41 = Qpt1 -
——

brn+1

Induktionsschluss: Die Ungleichungen b,, < b,11 < a,y1 < a, gelten fiir alle n aus Nj.

Es handelt sich bei (a,)neny und (b,)neny um durch ag und by beschrinkte Folgen, welche
streng monoton sind. Insbesondere sind sie somit konvergent.

Mit steigendem n kommt der Umfang eines regelmaBigen 6 -2"-Ecks, welches vom Einheits-
kreis umschlossen wird bzw. welches den Einheitskreis umschlieBt dem Umfang des Einheits-
kreises immer naher. Der Grenzwert der Folgen ist somit 27.

Aufgabe H 57. Konvergenz von Reihen

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

- W (5+n\" = (=)™ = 33(n!)? = 1
@ 2 (-1 ( 5 ) D TE= A Sl ey ML D Dy

Losungshinweise hierzu:
(a) Wurzelkriterium:

lim (/(‘(_1)n <5 —i—n)
n—o00 5n
+1 1

=1l =-<1
nhee 55

zlmlk—m<5+”>’:1ml5+”

n—oo

also ist die Reihe absolut konvergent.
(b) Leibnizkriterium:

Offensichtlich ist (
Leibniz konvergent.

ﬁ) eine monotone Nullfolge, und somit ist die Reihe nach

. . . . 1 1 _ 1 _ 1

Die Reihe ist nicht absolut konvergent, denn Vs 2 el o e
o0 o0

Da die harmonische Reihe Y —5 = >~ divergent ist, divergiert nach dem Minoran-
i=1 i=3

o
. . . . 1
tenkriterium auch die Reihe n;l T
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(c) Quotientenkriterium:
33((n+1)1?

RTINS Hn3 ! 1)3
o BEDE (0 DB ()
n—00 3:()’3§+))' n—00 (n!)3(3n—|—3)! n—00 (3n+3)(3n+2)(3n+1)
1)3 1
< lim (n+1) = <1

Also ist die Reihe absolut konvergent.
(d) Wegen |sin(n)| < 1, ist

L < L < L .
n?—sin(n) —n2—17" (n—1)2
Da > # absolut konvergent ist, ist die Reihe absolut konvergent.
n=1
Aufgabe H 58. Werte von Reihen
Bestimmen Sie die Werte folgender Reihen.
3nt? - 2
- fil N
(3)22,5n ()Z i e (c);(nﬂ)(nm)
2 1 1

Hinweis: Zeigen Sie fiir (c) zunichst, dass

_ _ ilt.
mn+1)(n+3) n+tl n+3®

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die geometrische Reihe konvergiert fiir ¢ = 3/5, somit ist

3?2 93" 9 = /3\" 9 5 27
Z2-5n 2 £ 5m 2( +Z(5)) 2( +2) 4
(b) Die Variable n ist unabhiangig vom Summationsindex, somit gilt mit —“5 < 1 und der
geometrischen Reihe

o0 k o0

1 1

k=1 0 n+1 n+1

(c) Mit Hilfe des Hauptnenners gllt
1 I (m+3)—(n+1) 2

n+l n+3 (m+1)n+3) (n+2)(n+3)’
es ergibt sich also die Teleskopsumme

k

1 1 1 1
nz(n—l—Q)(n—l—?)) ;n 1 n+3 kl—{gozn—i—l n+3

1 +1_ 1 N 1 1
6  k k+2 k+1 k+3

) 1 1 1 1 5
=lm |-+ ——— | =-.
iﬁoo<2 3 k+2 k—i—3> 6
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