A. Armiti, M. Fetzer 1. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer
J. Magiera

T. Pfrommer, C. Zeiler Hohere Mathematik 1 M. Stroppel
Wintersemester 2015/16

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 1. Volistindige Induktion

Beweisen Sie folgende Aussagen mit vollstandiger Induktion.
(a) Esist 4" — 1 durch 3 teilbar fiir n = 0.

Losungshinweise hierzu: Wir beweisen diese Aussage mittels Induktion.

n:O:

@Sei nun die Aussage fiir ein n € N bewiesen, d.h. fiir ein n € N gelte

4° —1=1—1=0ist durch 3 teilbar.

4" — 1 = 3k fiir ein k € N.
@Wir zeigen, dass dann auch die Aussage fiir n + 1 gilt.

gl 1 =44" — 1

Damit ist die Aussage fiir alle n € Ny bewiesen.
(b) Esist Y p_, k*=n*(n+1)?/4 fir n 2 1.
Losungshinweise hierzu: Wir beweisen diese Aussage mittels Induktion.

n:1:

st_lg_l_l (1+1)2
4

@Sei nun die Aussage fiir ein n € N bewiesen, d.h. fiir ein n € N gelte

de n+1)'
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

@Wir zeigen, dass dann auch die Aussage fiir n + 1 gilt.

n+1

Zk3:zn:k3+(n+1)3
k=1

k=1
@ —HQ("I D s a1y
n*(n+1)>  4(n+1)>3
i T3
_ (41 (n°+4(n+1))
4
(n+1)2(n+2)*
4

Damit ist die Aussage fiir alle n € N bewiesen.
1
(c) Esist >0, — = /n firn = 1.
SRRVA]

Losungshinweise hierzu: Wir beweisen diese Aussage mittels Induktion.

1\

1
W:1 V1.

@Sei nun die Aussage fiir ein n € N bewiesen, d.h. fiir ein n € N gelte

"1
;Wzﬁ.

J=1

@Wir zeigen, dass dann auch die Aussage fiir n + 1 gilt.

Nun beweisen wir /n + n1+1 = v/n+ 1 durch Widerspruch. Angenommen ist

1
n+ <Vvn+1.
Vvn e
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Wir multiplizieren die ungleichung mit /n + 1,

1
n+ <vn+1
vn T S

vni+n+1<n+1
vn?+n < n,

was ein Widerspruch zu unserer Annahme ist. Damit ist die Aussage fiir alle n € N
bewiesen.

(d) Esist n! > 2" fir n = 4.

L6sungshinweise hierzu: Wir beweisen diese Aussage mittels Induktion.

@Sei nun die Aussage fiir ein n € N bewiesen, d.h. fiir ein n € N gelte

4! =24 > 2* = 16.

n! > 2"
@Wir zeigen, dass dann auch die Aussage fiir n + 1 gilt.

(n+1)!'=(n+1)n!

> (n+1)2"

Da n = 4 ist, folgte
(n+1)! > 22" = 2",

Aufgabe H 2. Binomischer Lehrsatz, Binomialkoeffizienten
Zeigen Sie folgende Aussagen.

(a) Esist >p_, (7)4% =5 fiir n € Ny.

L6sungshinweise hierzu: Wir beweisen diese Aussage mittels des binomischen Lehr-

satzes:
n

T

k=0 k=0

(b) Esist > ,cos(% + km)(}) =0 fiir n € N.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

L6sungshinweise hierzu: Wir beweisen diese Aussage mittels des binomischen Lehr-
satzes und des Additionssatzes fiir Kosinus (cos(a+0b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b) ).

Z (Z) cos( +hm) =3 (Z) cos( ) cos(hm)(1)" "
12
1

(c) Die Gleichung 23 + 322 4+ 3z + 1 = 0 hat genau eine Lésung = aus R.
L6sungshinweise hierzu: Durch Termumformung erhalten wir
2?4+ 32 + 3+ 1= (z + 1)
Die faktorisierte rechte Seite hat —1 als vierfache Nullstelle und damit hat obige

Gleichung nur eine Losung.
(d) Esist Z?:o (N = (%7 fiir k € N.

J

Lésungshinweise hierzu: Fiir die rechte Seite wenden wir den Binomialkoeffizient
und die Gaussche Summenformel (>°)_, k =n(n+1)/2) an.

k

i+ ]+1 +1)(k +2)
) o s

=0 \

Fiir die linke Seite wenden wir auch den Binomialkoeffizient an

k+2\  (k+2)!  (k+2)(k+ 1k (k+2)(k+1)
( k )_ K2l k!'2 B 2 '

Damit haben wir die Aussage bewiesen.

Aufgabe H 3. Fakultit
(a) Finden Sie Parameter a,b,c € R mit an® +bn + ¢ =n! fiir n € {2,3,4}.
Lésungshinweise hierzu: Die Substitution der Werte n € {2, 3,4} in der Gleichung

an® + bn + ¢ = n! ergibt ein System von 3 Gleichungen

4a + 2b + ¢ =2
9a + 3b+ ¢ =6
16a + 4b + ¢ =24
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(b)

Wir I6sen das System um die Parameter zu finden

da+2b+c=2 B a="7
9a+3b+c=6 ?212:?8}: b= —-31
16a +4b+c =24 o c = 36.

Sei mit den in (a) gefundenen Parametern f: R — R: x — ax? + bz + c. Bestimmen
Sie das kleinste n € Ny mit f(n) <n!.

Losungshinweise hierzu: Mit den in (a) gefundenen Parametern ist die Funktion f
als

f:R—=R:x— 72° — 31z + 36,
definiert. Aus (@) haben wir f(n) = n! fir n = {2,3,4}. Wir berechnen fiir n =5
und finden, dass 5 das kleinste Zahl mit f(n) < n! ist.

Aufgabe H 4. Funktionsgraphen

(a)

(b)

(c)

Sei f: R — R: x> |2® — 1|. Skizzieren Sie den Graphen von f. Bestimmen Sie den
Wertebereich von f. Bestimmen Sie {z € R| f(z) =1}.

2

Lésungshinweise hierzu: Der Wertebereich ist [0, 00). Die Menge {z € R| f(z) = }}

beduetet { 1
2-1=- od 2 1=—=.
T 5 oder =z 5

:c:j:\/g oder x:i\/g
Damit ist {IER’ f(x):%}:{\/g,—\/g, \/g,—\/g}.

Sei g: [-1,0] — R: & — In(2e~*"). Skizzieren Sie den Graphen von ¢. Bestimmen
Sie den Wertebereich von g. Bestimmen Sie {z € R| g(z) = 0}.

Das ergibt

Lésungshinweise hierzu: Der Wertebereich ist (—oo,In(2)]. Durch Funktionumfor-
mel erhalten wir

g(z) = In(2e™%") = In(2) + In(e ") = In(2) — 22.
Damit ist die Menge {z € R| g(z) =0} = {\/In(2), —\/ln(Q)}.

Sei h: R — R: x — 2 — e?*. Skizzieren Sie den Graphen von h. Bestimmen Sie den
Wertebereich von /. Bestimmen Sie {z € R{ h(z) = 0}.

Lésungshinweise hierzu: Der Wertebereich ist (—00,2). Um die Menge {z € R| h(z) = 0}
zu bestimmen, schreiben wir 2 — ¢** > 0. Das ergibt

e2m é 2

2z < In(2)

In(2)

Damit ist {zx € R| h(z) 20} = {z € R| z <In(2)/2}.

N

X
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9(z)

2
In(2) \
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A. Armiti, M. Fetzer 2. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer
J. Magiera

T. Pfrommer, C. Zeiler Hohere Mathematik 1 M. Stroppel
Wintersemester 2015/16

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe Hb5. Abbildungen
(@) Sei fi: RT — RT: x> 22+ 1. Ist f; injektiv? Ist f; surjektiv? Ist f; bijektiv?
(b) Sei fo: R? —» R?: (z,y) — (x+y,z —y). Ist fy bijektiv?
(c) Konstruieren Sie eine Abbildung von [0, 1] nach [0, 1], die injektiv, aber nicht surjektiv
Ist.

(d) Konstruieren Sie eine Abbildung von [0, 1] nach [0, 1], die surjektiv, aber nicht injektiv
Ist.

Losungshinweise hierzu:

(a) e Surjektivitat: Der Wert 1 liegt nicht im Bild von f;, somit ist f; nicht surjektiv.
Hierzu: 1 1
2 ! 2
1 = — & = —=—,
T+ 5 z 5
dies ist jedoch nicht moglich da z eine reelle Zahl ist.

e Injektivitdt: Seien a,b € RT, wobei fi(a) = f1(b) gelte, so folgt
a +
b E

d+1=0V+1ed= a=>b.

Somit ist f; injektiv.
e Bijektivitat: Da f; nicht surjektiv ist, ist f; nicht bijektiv.

(b) e Surjektivitit: Sei (a,b) € R? beliebig. Wir miissen zeigen, dass (z,y) € R?
existiert mit f(x,y) = (a,b). D.h. wir suchen eine Losung des Gleichungssystems
r+y=a
r—y=>
Dazu lésen wir die zweite Gleichung nach = auf und erhalten x = b+y. Eingesetzt

ergibt sich
a+b
xr =
2
_a—b
Y= 5

Fiir diese Wahl von (z,y) gilt also f(z,y) = (a,b). Da (a,b) € R? beliebig war
ist fy surjektiv.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

e Injektivitat: Fiir die Untersuchung auf Injektivitdt nehmen wir an, dass

f(x1,91) = f(22,92) = (a,b) € R?

gilt. Obige Umformung zeigt, dass dann

a+b
T = B
a—>
Yy = 5
und
a+b
T — B
a—>
Y2 = 5

gelten muss. Also ist x1 = x5 und y; = yo; die Abbildung ist also injektiv.
e Bijektivitat: Da f5 injektiv und surjektiv ist, ist fo bijektiv.
(c) Dies kann man sogar mit einer linearen Abbildung erreichen: Wir wihlen f3(z) = 3.
Dannist f5:[0,1] — [0, 1] offensichtlich nicht surjektiv, da f5(z) = 1 impliziert, dass
x =2 ¢ [0,1]. Zum formalen Beweis der Injektivitait nehmen wir wiederum an, dass
fs(x1) = f3(x2). Dann folgt sofort z1 = z5.

(d) Wir verschieben und strecken die Betragsfunktion: fi(z) = 2|z — |. Surjektivitét: Sei

€ [0,1], dann gilt fo(X) = [y +1—1| = |y| = y. Weiter gilt £+ € [0,1] fiir

alle y € [0, 1]. Injektivitat: Offensichtlich gilt fy(1) =1 = f4(0) und damit ist f; wie
gewiinscht nicht injektiv.
Aufgabe H6. Teilmengen
(a) Skizzieren Sie die folgenden Mengen.

MI::{ y) € R?| |z] < 2}
={(z,y) eR?| |zy| < 1}
{(z,y) eR?| (x—1)*+ (y +1)* < 4}

Skizzieren Sie M, N Ms.
(b) Skizzieren Sie die Menge

My:={(z,y) eR*| 2(x =2+ (y— 1)< 1V (z—2)>+2(y+1)* <4} .

Losungshinweise hierzu:
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(a) Die Menge M ist der Streifen, wobei der Rand x = 42 nicht zu der Menge gehort.
Y

M, ist die graue Flache innerhalb der Hyperbeln; die Hyperbeln gehoren zur Menge.

Y

Die Menge M3 ist eine Kreisscheibe mit Radius 2 und dem Mittelpunkt (1, —1), wobei
der Rand Bestandteil der Menge ist.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Ly

w

Die Menge M, N Msj ist rot schraffiert.

(b) Die Menge M, besteht aus zwei Ellipsen. Die Erste hat ihren Mittelpunkt bei (2,1)
und die Halbachsen a = 1/+/2,b = 1. Die Zweite hat ihren Mittelpunkt bei (2, —1)
und die Halbachsen a = 2,b = /2. Die Berandungslinien sind Teil der Menge.
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Ly

(GN]

\
4

\
-
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S

Aufgabe H7. Ungleichungen
Bestimmen Sie jeweils die Menge der x € R, die die Ungleichung erfiillen.
(@) 2z -2 <x+1
(b) (z+1)(z—2)(z+3)(x—4)(z+5)>0
(c) |x=3|lx =1 < (z+ 1)z — 5]
(d) 2> +2—-2|<x+3
L6ésungshinweise hierzu:
(a) 1. Fall: z = 2:

2 —-2)<z+1
T <H

also L; = [2,5)
2. Fall: z < 2:

22—z)<z+1
1<z
Ly =(1,2). Und somit L = (1,5).

(b) Unterscheide folgende Félle: x < =5, —-b <z < -3, -3<z<—1, -1 <z <+2,
2<x <4, 4<z. Imersten Fall, z < —5 stellen wir fest, dass

(x4+1)(x—=2)(x+3)(z—4) (z+5),
NN A2 A4

<0 <0 <0 <0 <0
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also der gesamte Term als Produkt einer ungeraden Anzahl von negativen Faktoren
wiederum negativ ist. Fiir —5 <z < —3 gilt

(+1D)(x—2)(z+3)(x—4)(x+5).

S——

<0 <0 <0 <0 >0

Das Produkt ist also positiv. Analoges Vorgehen in den verbleibenden Fallen ergibt
L={z|-b<z<-3V —-l<z<2V z>4}.

(c) 1. Fall: z < 1:
B-—z)(1—2)<(b—2a)(r+1)
20° +8x—2<0
(z—(2-V5)(x—(2+V5)) <0
also Ly ={z |2 —-V6 <z <1}.
2. Fall: 1 <2< 3:

B-—z)(z—-—1)<(b—a)(x+1)
-3<5

also Ly = {z | 1 <z < 3}.
3.Fall: 32z <5:
(x—=3)(1—2)<(b—x)(x+1)
207 + 8z —2<0
(z—(2-V5)(x—(2+V5) <0
aIsoL3:{$|3§x<2+\/5}.
4. Fall: x = 5:
(x=3)(z—1) < (z—=5)(x+1)
3 < —5 Widerspruch!!!
also Ly = 0. Somit ist L = {z |2 — /5 <z <2+ /5}.

(d) Genaues Hinsehen oder Mitternachtsformel ergibt 2% + = — 2 = (z — 1)(z + 2).
1. Fall: z £ —2:

P4+ r—2<x+3
2 <5

also Ly = {z | —v56 <2z < -2},
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2. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 1

2. Fall: z € (—2,1):

—2?—r4+2<x+3
0<az?+2x+1
0< (z+1)>

also Ly ={z| 2<z<—-1V-1l<z<l1}.
3.Fall: z > 1:

P4+ r—2<2x+3
2 <5

also Ly ={z |12 <+5}. Somit L={z | V6 <z <—-1V—-1<ux<+5}.

Aufgabe H8. Teilmengen im Komplexen
Bestimmen Sie folgende Mengen und skizzieren Sie diese.
(@) {zeC| z(1+i) eR}
(b) {zeC| 2=i}
(c) {z € C| 2Im(z?) = Im(2)?}
(d) {(1—-i)*| ke{0,1,2,3}}

Lésungshinweise hierzu: Es sei z = = + iy.

Re

(a)
!
z1+i)=(r+wy)(l+i)=x+iz+iy—yeR
Somit ist x = —y, also z =z —ix.
Im
2
1
0
-4 -3 - -1 0 ) 3

1
—

1
N

1
w
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(b)
22:x2—y2+2ixy£@'
ergibt
2ixy =1
1
Ty = —
Y73
sowie
2y =0
2 =
T = Fy.
Der Fall z = —y widerspricht zy = 1. Somit ist z = y. Einsetzen liefert zy = 22 =1

und somit x = i\%. Folglich ist z = % + %z oder z = —% — \/%z

Im
2
1
[ ]
0 Re
4 3 - -1 0 2 3 L
[ ]
-1
2
(c)
2Im(2?) = 2Im(a? — y* + 2ixy) = 4oy = = Im(z)?
ergibt
4oy = y?
0=vy(y —4z).

Dies wird erfiillt, wenn y = 4z oder y = 0 und x beliebig.
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Im

N

w
[

N

.
0 Re
-4 -3 - -1 ) 2 3 4
_17/
/2
3
(d)
(1-i)°=1
(1—i)'=1—1i
(1-i)?=1-2i—1=-2i
—2i(1—i) = —2i +2i* = -2 — 24
Im
2
1
S Re
4 3 2 1 0 2 3 ¢
-1
-2
-3
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A. Armiti, M. Fetzer
J. Magiera

3. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

T. Pfrommer, C. Zeiler Ho6here Mathematik 1 M. Stroppel

Wintersemester 2015/16

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 9. Nullistellen von Polynomen

Berechnen Sie alle Nullstellen in C der folgenden Polynome.

(@) pi(z) =2*+1
(b) po(z) = 2® — 132 + 12
(c) ps(A) =X =3\ + 41 +38
(d) pa(z) =21+ 222 +2
Losungshinweise hierzu:
(a) Die Gleichung z* = —1 hat die Lésungen x; =i und x5 = —i.
(b) Das Polynom py hat die Nullstelle z; = 1 (Raten). Polynomdivision ergibt ps(z) =

(c)

(d)

(r — 1)(2* + x — 12). Die Mitternachtsformel liefert die beiden anderen Nullstellen
Tog = 3 Llndl'g = —4.

Raten liefert die erste Nullstelle A\; = —1. Nach Polynomdivision erhalten wir p3(\) =
(A+1)(A\* —4X+8). Quadratisches Erginzen fiihrt zu \> —4\+8 = (A —2)?+4. Wir
substituieren (A —2) = u und erhalten die Gleichung u®+4 = 0. Diese hat die beiden
Losungen u; = 2i und uy = —2¢. Riicksubstitution ergibt Ay = u; +2 = 2 + 2¢ und
A3 =Us +2=2—21.

Die Substitution ¢ = 22 liefert t*> + 2t + 2 = 0. Anwendung der Mitternachtsformel
gibt die Nullstellen t; = —1+1 und t; = —1 —i. Resubtitution liefert die Gleichungen

22 = —1+1i, 22 =—1-1i.

Um die Wurzeln zu ziehen nutzen wir die Darstellung in Polarkoordinaten. Es gilt

| —1+i| =2, arg(—1+1) = 37 und arg(—1 — i) = 3. Demnach gilt es

2= \/ﬁ(cos(%w) + iSin(%W)), 2% = \/5(005(277) + isin(%w))
zu losen. Damit ergeben sich gemaB dem Wurzelziehen komplexer Zahlen die Nullstellen

212 = w<COS(%7T + () + isin(%w + (), fir{=0,1,
234 = \4/§(COS(§7T + () +isin(3m 4 (), fir £ =0,1.

Aufgabe H 10. Komplexe Zahlen

Bestimmen Sie jeweils Real- und Imaginarteil, Betrag, komplex Konjugiertes und Kehrwert

der folgenden komplexen Zahlen.
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. 241 5
(@) 2= —= (c) 23:(2+i>
3. 1-2i 1 ®
b) 2= Si4 — = d) 2= —=(-1+i
6) =5+ o (@ == (5-140)
Losungshinweise hierzu:
(a) Esist
244  (240)(4—3i) (24i)(4+3i) 8+6i+4i—3 L2,
Y430 (4-30)(4 - 30) |4 — 3if? 2+ 32 5 5

Also erhalten wir
1 2 1 2 1\ /2\? 1
ola) = & () = 2, = 1 2i. Ja \/(5>+(5) =

(b) Es gilt (1 +1)% = 2i. Weiter ergibt sich

3. 1-2i 3. 1—21 3, (1-2i)i 3, i+2 3, 1

R N I R S TR LU R S B RS H
Es gilt
Re(z) = =1, Im(z)=+1, Z=-1-1i, [»[=V2
1 1
—1 _ - =
22 = 5 1

(c) Wir berechnen

Es gilt

(d) Esist
_1 ' S_L_ 18_i_ —i)8
Z4:(ﬁ<_1+1)) B R T

Es gilt (—1+1i) = —2i. Weiter ergibt sich (—1—1i)® = (=2i)* = 16i* = 16. Insgesamt
ist also z4, = 1. Es gilt

Re(z) =1, Im(z) =0, Zm=1, |z|=1, z'=1
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Aufgabe H11. Mengen in C
Gegeben sind folgende Mengen.

My ={z€eC]| |z—2i] 22}

Mgz{ze(C\{O}’ ReG) >1}

Mgz{ze(c z8:1 ﬁl}

\)

2

My={1+it| t eR}
(a) Zeichnen Sie die Mengen M;, My und Mj.
(b) Sei f: C— C: 2+ 22. Zeichnen Sie die Mengen My, f(My) und f(f(My)).

L6sungshinweise hierzu:

(a) Die Mengen M; und M, sind unten skizziert. Fiir die Menge M, erhdlt man nach
quadratischer Erganzung

1\? 1
Ri ‘
1 Uhllﬁ 1Ohne.
Rand 3z T 01

/

3
) ‘

Die Menge Mj; beinhaltet komplexe Wurzeln. Die Menge lasst sich folgendermaBen
darstellen
7r

M; = {cos(sO) +isin(ep) ‘ v e {24

+£%‘ EEZ}}

und ist auf der nachsten Seite skizziert.
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(b) Man erhdlt fiir
f(My)={-t*+t2i+1| t€R}, und

) = {2 =17 — a2 + 4 (1 - )| t R}
die Skizzen:
Ri
Ri FOALD \ 1ol | My
JI VL) 1U1
i J\V{d \\A\
51
R
R 15 —10 A~ 5
-1 1 / i
51
//
I 101
1 n)

Aufgabe H 12. Polarkoordinaten
(a) Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in Polarkoordinaten dar.
o z=1+41
e z2=1-i/3
(b) Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke in Polarkoordinaten.
o (1+i)firkeZ
o (1—iV3) firkez
Zeichnen Sie die Ergebnisse jeweils fiir —2 < k < 2 in die komplexe Zahlenebene ein.

L6ésungshinweise hierzu:
(@) Man erhdlt 1+i= /2 (cos(%)+isin(%)) und 1+ v/3i =2 (cos(3X) +isin(3F)).
(b) In Polarkoordinaten erhalt man einfache Ausdriicke fiir Potenzen komplexer Zahlen:

(1+1)* = (V2)* (cos(“F) + isin(f)) (14 V/3i)k = 2% (cos(2£T) + isin(2£T))

Ri
2 j 1R
R
1 -9 —1]

R I
_2 _1 ]l. 4 —01
i Q1
Il
21 —4
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 13. Lineare Unabhingigkeit, Basis, Erzeugendensystem
Gegeben seien die Vektoren v; = (3,0,3,6), v, = (2,—1,1,2), v3 = (—1,1,0,0),
vy =(0,1,2,7m) und vs = (2,1,4,4 + 7) aus R*.
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.
(a) Die Vektoren v; und vy sind linear unabhangig.

(b) Die Vektoren v; und vy bilden eine Basis von L (vy, vq, v3)
(c) Die Vektoren vy, vy, vy, v5 bilden eine Basis von R?.

(d) Die Vektoren vy, v3, vy, v5 sind linear unabhangig.

(e) Die Vektoren vy, vs, v, bilden ein Erzeugendensystem von R3.

(f) Der Vektorraum L (vy, va,v3, v4,v5) hat eine Basis aus 3 Vektoren.

Losungshinweise hierzu:

(a) wahr, in der Bedingung a v, + asvy = 0 folgt aus der zweiten Koordinatengleichung,
dass ay = 0 sein muss, und dann z.B. aus der ersten Koordinatengleichung a; =0 .

(b) wahr, da vz = $v; — vy ist, kann jede Linearkombination aus L (v1,vs,v3) auch mit
vy und vy dargestellt werden. Nach (@) sind v; und v, linear unabhingig, bilden also

eine Basis.

(c) falsch, es ist vs — vy — %vl = 0 und somit sind die Vektoren nicht linear unabhangig.

(d) falsch, da v; = 3(ve + v3) gilt mit (c) auch vz — vy — 2(vy + v3) = 0.
(e) falsch, die drei Vektoren sind zwar linear unabhingig, allerdings erzeugen sie einen

dreidimensionalen Untervektorraum des R* und nicht den R3.

(f) richtig, nach (b) und (c) sind v; und vy als Linearkombination wvs, vy, vs darstellbar
und somit ist L (vy, vg, v3,v4,v5) = L (v3,v4,v5). Aus der Bedingung asvs + aqvy +
asvs = 0 folgt aus der dritten Koordinatengleichung a4 = —2a5 und dann aus der
vierten a4y = a; = 0. Die restlichen Gleichungen forden dann a3 = 0. Damit sind die
drei Vektoren linear unabhangig und der von ihnen aufgespannte Raum hat Dimension
3.

Aufgabe H 14. Ebenen

(a) Liegen die beiden folgenden Geraden in einer Ebene?

() ()

(b) Gegeben seien die Punkte: A =(2,3,2), B=(3,0,-2), C = (1,4,-3) und
D = (—2,9,—9). Gibt es eine Ebene, die das Viereck ABC'D enthalt?
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L6sungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Die Geraden sind nicht parallel, da ihre Richtungsvektoren nicht linear abhangig sind.
Die Geraden liegen in einer Ebene, wenn sie sich schneiden. Wir berechnen die Schnitt-
menge, indem wir gleichsetzen.

(5,1,—1) + A\(4,3,-2) = (1,5,—-3) + u(2,0,—1)

4 4 2
s =4 = 2 =3 | +ul o
2 2 ~1

Die zweite Zeile ergibt A = %. Wir setzen dies in die erste Zeile ein und erhalten
= 13—4. Dies iiberpriifen wir, indem wir A = % auch noch in die dritte Zeile einsetzen
und erhalten y = % Dies ist ein Widerspruch. Die Geraden schneiden sich nicht und
liegen somit nicht in einer Ebene.

Wir betrachten die Ebene, die die Punkte A, B und C enthilt. Diese ist gegeben durch
E:z=1(232)4+A1,-3,—-4) + u(—1,1,-5)
wobei A\, u € R. Wir fragen uns, ob X\ und p existieren, dass
(2,3,2) + A(1,—3,—4) + u(—1,1,-5) = (—2,9,—-9)

gilt. Wir formen dieses Gleichungssystem um und erhalten drei Gleichungen

A —p o =—4
-3\ +pu =6
—4N =5 = —11

Wir l6sen die erste Zeile nach A\ auf und setzen dies in die zweite Zeile ein.

Wir erhalten 6 = —3(p —4) + p = —2p + 12, also © = 3 und somit A = —1 (vgl.
erste Zeile). Wir fiihren mit diesen Werten eine Probe in der dritten Zeile durch, es
ergibt sich —4(—1) —5-3 =4 —15 = —11. Die Probe hilt. Der Punkt D liegt in der
Ebene, d.h. das Viereck ist eben.

Aufgabe H 15. Funktionenrdume

Gegeben seien die folgenden Funktionen aus dem Vektorraum C°([0, 27]) (siehe 2.6.3):
fi:]0,27r] = R:x— 1 fa:[0,27] = R: x + cos(z)

f3:]0,27] — R: z > sin(x) fa:[0,27] — R: z — cos(2z)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

(a)
(b)

(c)

Die Funktionen fi, fo, f3 und f4 sind linear unabhangig.

Sei g: [0,27] = R: 2+ (cos(z) — 2) cos(2z) + (3 + sin(2z)) sin(z).
Dann ist L (f1, f2, f3, fa) = L (f1, fo, f3, fa, 9) .

Esist (fa|f3) = (fi| f1)-
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L6sungshinweise hierzu:

(a) Wir betrachten eine Linearkombination der Funktionen. Es soll fiir alle = € R gelten,
dass

0 = Mfile) + dafolw) + Xafalx) + Aafa(2)
= A\ + Ay cos(z) + Azsin(z) + Ay cos(2z).

Wir setzen nun verschiedene Werte fiir = ein, um die Koeffizienten \; zu bestimmen.

Sei z =0, dann gilt

O0=A+X+0+ XM +0. (1)
Sei nun z = 7, dann gilt
O0=MAN+0+A3— A +0. (2)
Sei nun z = 7, dann gilt
Sei nun z = —7, dann gilt
0=XA+0—-X3— 4. (4)

Wir 16sen Gleichung (3) nach Ay auf und setzen in Gleichung (1) ein:

221 + 2)\s = 0. (5)
Nun I6sen wir Gleichung (4) nach A3 auf und setzen in Gleichung (2) ein:

2X\; — 2\ = 0. (6)

Ineinander Einsetzen von Gleichungen (5) und (6) ergibt, dass A\; = 0 und Ay = 0.
Einsetzen in Gleichung (1) liefert A, = 0 und Einsetzen in Gleichung (2) liefert A3 = 0.
Somit sind die Funktionen linear unabhangig.

(b) Es gelten folgende Additionstheoreme (vgl. 1.8.3):
cos(2z) = cos(x) cos(x) — sin(z) sin(x)
sin(2zx) = sin(z) cos(x) + cos(z) sin(x)
Damit berechnen wir
cos(2z) cos(z) + sin(2z) sin(z) = (cos(z)® — sin(x)?) cos(x) + (2sin(z) cos(x)) sin(z)
= (cos(z)” + sin(z)?) cos(z)

= cos(x)
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Folglich ist cos(2z) cos(z)+sin(2x) sin(z) = cos(x). Die Funktion g ist daher gegeben
durch

g(x) = cos(x) — 2 cos(2z) + 3sin(x).
Die Funktion g ist als Linearkombination der Funktionen f5, f3 und f; darstellbar.

Die Aussage ist also korrekt.

(c) Fiir Skalarprodukte auf dem Vektorraum C°([0, 27]) berechnen wir die Skalarprodukte
2

der Bauart (f|g) = 0 f(x)g(x)dz.
(f2lf3) = /0 7rCOS(:JC) sin(x)dr = {5 (Sin(x))ﬂ _0

2T
<f1!f1>=/0 1 = 2

Die Aussage ist also falsch.

Aufgabe H 16. Geraden und Ebenen
Gegeben sind die Punkte P, = (1,2,1), P» = (1,2,-3), P; =(2,0,1), Py = (5,2,2) und
P, =(7,a,1), wobei a € R.
(a) Berechnen Sie eine Parameterdarstellung der Ebene Fy, die die Punkte P;, P, und
P5 beinhaltet.

Losungshinweise hierzu:

1 0 1
Ev:l2]+x| o )+ul =2, \peR
1 —4 0

(b) Fiir welche « liegt der Punkt Ps, auf der Ebene E;?

Lésungshinweise hierzu: Es gilt

1 0 1 7
2 | +A O | +pu-| -2 |=
1 —4 0 1
und somit
0 1 6
A O | +p-| 2= a-2
—4 0 0

Man sieht an der dritten Zeile, dass A\ = 0 und an der ersten Zeile, dass ;. = 6 sein
muss. Einsetzen in die zweite Zeile liefert

—12=a-2 & —-10=a.
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(c) Bestimmen Sie « so, dass die Gerade g durch die Punkte P, und P, parallel zu der
Ebene E; verlauft.

Lésungshinweise hierzu: Die Gerade ¢ ist genau dann parallel zu der Ebene Ei,
wenn der Richtungsvektor P, P, linear abhdngig von den Spannvektoren der Ebene
F ist. Es gilt also

0 1 2
A O |+pl -2 | =] a—2
—4 0 —1
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 17. Darstellungen von Ebenen
Es seien der Punkt P = (2,0, 1) und die Gerade g = (2,0, —1) +R (0,1,1) in R gegeben.

(a)
(b)
(c)
(d)

Bestimmen Sie die Hesse-Normalform der Ebene durch P und g.
Bestimmen Sie die Hesse-Normalform der Ebene durch P senkrecht zu g.

Bestimmen Sie ) € g mit @ senkrecht zu g.

Bestimmen Sie die Hesse-Normalform der Ebene durch g mit maximalem Abstand zu P.

Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

(d)

Die gesuchte Ebene hat den Stiitzvektor (2,0, —1) und die beiden Richtungsvektoren
(0,1,1) und (0,0, 2). Das Kreuzprodukt dieser ist (2,0,0) und somit ist die normierte
Normale an die Ebene (1,0,0).

Die Hesse-Normalform sieht dannso 1-27 4+ 029+ 0- 23 = d aus. Es soll P auf
der Ebene sein. Wir setzen P in die HNF ein und erhalten d = 2. Somit ist die Ebene
gegeben durch z; = 2.

Die gesuchte Ebene hat einen Normalenvektor, der linear abhangig zu dem Richtungs-

vektor von ¢ ist. Wir normieren diesen und erhalten \%(O, 1,1). Die HNF hat dann

die Form \}»IQ—F \1[ =d. Wir setzen den Punkt P ein und erhalten % =d. Somit

ist die HNF gegeben durch xg + \f \%

Es ist der Punkt @ € g gesucht, dass (PQ (0,1,1)) =

Wir schreiben @ = (2,0, —1) + A (0,1,1) und PQ = Q (O 0,—2)+A(0,1,1)
fir A € R und erhalten die Gleichung 0 = A — 2+ \ = (/\ — 1). Die Losung ist
A=1.Somitist @ = (1,1,0).

Die gesuchte Ebene hat den Normalvektor P und g liegt in dieser Ebene. Es liegt
also insbesondere der Punkt (1,0,—1) in der Ebene. Wir normieren P() und erhal-

ten <0, iz, —\%) Somit ergibt sich die HNF durch \%562 — \/Lim = d. Wir setzen

(1,0,—1) ein und erhalten d = \/LE Also lautet die HNF \/Lixg - \%13 = \/Li

Aufgabe H 18. Flicheninhalt eines Dreiecks

1 0 1
Seien die Punkte A = (0) , B = (1) und C, = (2) in R3 gegeben, wobei o € R.

(a)

1
Berechnen Sie E X A—C'a>

1 a

(b) Bestimmen Sie den Flacheninhalt F, des Dreiecks mit den Ecken A, B und C,.

Bestimmen Sie 8 € R mit Fj minimal.

(c) Bestimmen Sie die Gerade g durch Cj, die die Gerade durch A und B in einem Punkt

schneidet und die senkrecht auf 1@ steht.
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(d) Bestimmen Sie den Winkel zwischen g und CyC} .

Lésungshinweise hierzu:

a—1
(a) AB x AC,, = (a—l).
—2
(b) Fiir den Flacheninhalt des Dreiecks gilt

p;:%@ﬁxza]:%wma—m2+4

Dieser wird also minimal fiir 3 = 1. Dort gilt dann Fj = 1.

(c) Wir parametrisieren zunachst alle Punkte @), auf der Geraden:

1 -1
Q5=<0>+s< 1), s €eR.
1 0
0 —1
c—>ﬂQ3:<_2)+s( 1), SR
0 0

Wir wollen nun s so bestimmen, dass der resultierende Vektor senkrecht auf /@
stehen, d.h. folgende Gleichung erfiillt ist

0:<Z§V%@>.
Dies liefert s = 1 und damit die Gerade
1 —1
g: = (2) +s<—1>.
1 0

(d) Offensichtlich steht der Richtungsvektor von g senkrecht auf C,C} .

Dann gilt

Aufgabe H 19. Matrizenmultiplikation

(a) Sei A= (% }) Bestimmen Sie {X € R?*?| AX =E,}.

101 313
w)saA;:(010).%i3:(&20).8%mmmn$eLXGR“3\XA:E%.
101

(c) Sei A= (é _11) Bestimmen Sie {X € C*?| XA = AX}.

(d) Bestimmen Sie {X € C**?| XX =0}
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Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir schreiben die Matrixgleichung zuerst Komponentenweise. Mit X = <i11 ?2)
21 T22
ergibt sich das LGS

T+ xo =1
X190 + Tog = 0
T11 + Top = 0
T1g+ Tap =1

und man sieht sofort, dass zum Beispiel die erste und dritte Gleichung nicht gleichzeitig
erfiillt werden kann. Also ist

{X e R¥™?| AX =E,} = {}.

(b) Wie gehen vor wie gehabt. Sei wiederum X = (z;;);;, dann ergeben sich hier die
Gleichungen

T +x13=3
1'12:1
11+ T3 = 3
To1 + Toz = 0
1'22:2
To1 + Tog = 0

Die dritte und sechste Gleichung liefern keine zusatzliche Information. Mit s,t € R
setzten wir x13 = s und x93 =t und erhalten z;; = 3 — s und z9; = —t. Damit folgt

3—s 1 s
o (P70 1 8). waes)

T11 = T11 + 1221

{X eR*™| XA=B} = {X € R

(c) Wie zuvor erhalten wir die Gleichungen

1T11 — 12 = T12 +1T29

To1 = —T21

121 — T22 = —T22.

Gleichung eins, drei und vier liefern lediglich z9; = 0. Wir benutzen noch Gleichung
zwei und erhalten nach Division durch i

Tyl = —21T12 + Tao.

—2is+t s
X—( 0 t),s,tE(C}.
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(d) Die resultierenden Gleichungen sind dieses Mal quadratisch:

2 2

ry + 27, =0
T11%21 + T12%22 = 0
T11%21 + T12T22 = 0

2 2
Ty + T5 = 0.
Gleichung zwei und drei sind identisch. Gleichung eins und vier liefern
T = :Eil'lg und To1 = :i:i.ﬁ[gg.

Wir machen eine Fallunterscheidung
e 115 = 0: Dies impliziert x1; = 0 und wir erhalten als Lésungsmenge des quadra-

tischen Gleichungssystems
0 0
X_(iit t)’ tec}

e 115 # 0: Wir nehmen zuerst an, dass x99 = 0 gilt. dann erhalt man vollkommen

analog
+it ¢t
X = ( ) te C}
0o 0 )’

Falls auch 95 # 0 gilt setzen wir 15 = s € C, x99 =t € C und erhalten mit
Hilfe der zweiten Gleichung

L, = {X e C**?

L, = {X € C¥x2

—(£8)(£t) + st = 0.

D.h. die Vorzeichen miissen ubereinstimmen und wir erhalten

1s S

X_(it t),s,tE(C}
—is s

X_(—it t),s,tEC}.

Insgesamt erhalten wir zuerst I = [L; ULy ULy U Ly. Da aber L;, Ly in L3, 1Ly
enthalten sind, schreiben wir die Lésungsmenge kompakter als

Ly = {X € C¥x?

und
L,= {X € C¥x2

L=0LsUL,.
Aufgabe H 20. Matrizenmultiplikation
Seien 1 3v5 V6
2 10 6 1 1 1
A V) b2z 2 26 V6
Q= 2 10 a—| b1 2 s=10 Lt -3
15 | -10 1|’ I
2 10 6 0 0 2
Do 1 1 2 =

2 10 3
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Berechnen Sie
(@) Q'Q, (b) Q"A, (c) Q"AS, (d) SQ'ASQ'A-SS'ATQQA.

Hinweis: Fiir Matrizen M und N, fiir die M N definiert ist, gilt (MN)" = N"M".

L6sungshinweise hierzu:

(a) Q'Q=E;s
2 1 1
(b) QTA(O V5 Tf)
0 0 ¥
(c) Q"AS =E;
(d)

SQTASQ"A—SSTATOQ"A = S (QTAS — STATQ> Q"A=S(Es—E)Q A=0

oder
SQTASQ"A—SSTATQRTA=5Q"A - SQ"A=E; —E; =0
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 21. Lineares Gleichungssystem

Sei U der Losungsraum des folgenden linearen Gleichungssystems.
4dr1+ 519 —x3—24 = 0
4y + 4dxy — 223 =0

(a) Entscheiden Sie, ob die Mengen M; := (1,—1,1,0)+R (2,0,0,0), My :=R(2,1,6,7),
M :={z € RYz + 2o+ 23— 24 =0}, My :=R(1,2,6,8) in U liegen.

(b) Bestimmen Sie eine Basis von U .

Losungshinweise hierzu:
(@) e z:=(1,—1,1,0) € M; liegt nicht in der Lésungsmenge, weil die erste Gleichung
nicht erfiillt ist. Es gilt namlich:

4-5-1-0=—-2#0.

M liegt also nicht in der Losungsmenge des angegebenen Gleichungssystems.
e Die Menge M, liegt in der Losungsmenge des Gleichungssystems.

Beweis: Jeder Vektor x € M, lasst sich als . = A (2,1,6,7) mit A € R schrei-

ben. Wir setzen diese Darstellung in das Gleichungssystem ein und iberpriifen,

ob x eine Losung ist.

Aoy +D5x9g —x3 — x4 = 4-2X+5XN—6A =T\ =0,
201 +2x9 — 13 = 2-2X+2X—6)A=0.

Das gilt fiir alle A € R, also fiir alle x € Ms. Wir haben also gezeigt, dass alle
Elemente der Menge M, in der Losungsmenge des Gleichungssystems liegen.

e Die Menge M; liegt nicht in der Losungsmenge des Gleichungsystems. Als Be-
griindung reicht es aus, einen Punkt zu finden, der zu M3 gehort, aber nicht in der
Losungsmenge des Gleichungssystems liegt. Zum Beispiel gilt = := (0, —1,1,0) €
M3, denn 0 —1+ 140 =0, jedoch erfiillt = die zweite Gleichung nicht. Es gilt
namlich 4-0+4-(-1)—2-1=—-6#0.

e Die Menge M, liegt in der Losungsmenge des Gleichungsystems.

Beweis: Sei = € M,. Dann existiert ein A € R so, dass x = \(1,2,6,8) gilt.
Wir setzen diese Darstellung im Gleichungssystem ein und iiberpriifen, ob x eine
Losung ist. Es gilt fiir alle = € My, also fiir alle A € R:

4oy +Dbxo —x3—24 = 4-A+5-2X0—6\—8\ =0,
Wir haben also gezeigt, dass alle Elemente der Menge M, in der Loésungsmenge

des Gleichungssystems liegen.
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(b) Das Gleichungssystem hat 2 Gleichungen und 4 Unbekannten. Es gibt also maximal
4 — 2 = 2 linear unabhangige Vektoren, die die Lésungsmenge erzeugen.
Da v; = (2,1,6,7) und vy, = (1,2,6,8) in der Losungsmenge liegen und linear un-
abhangig sind, bilden sie eine Basis der Losungsmenge.

Aufgabe H 22.

Lineares Gleichungssystem

Wir betrachten das folgende reelle lineare Gleichungssystem.

—21’1

2371
—25['1
—3I'1

(a)

+

+
+

2.%’2

T2
51’2
31‘2
4[[’2

2$3

T3
5I3
31’3
41’3

17I4
]_11’4
15?[74

rithmus 3.7.3 in die in Satz 3.7.2 angegebene Form.

(b)

_|_

4y = 0
205 = 2
101‘5 = —6
6.175 = 2
8?[75 = 2

Erstellen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix fiir S'. Bringen Sie diese mittels Algo-

Bestimmen Sie eine spezielle Losung von S'. Bestimmen Sie eine Basis des Losungs-

raums des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems Sy .

(c)
(d)

menge.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die erweiterte Koeffizientenmatrix fiir S ist

—2

0
2

-2
-3

2
1
)
3
4

-2
-1

)
-3
—4

Wir verwenden den Algorithmus 3.7.3:

Zg—QZli
Z4—|—2Z11
Z5+3Z12

1
0
2
-2
-3
1
0
0
0
0

-1
1
)
3
4
-1
1
-3
1
1

1
-1
5
-3
—4
1
-1
3
-1
-1

-8 —4
-3 =2
17 10
—-11 —6
-15 -8
4 2
-3 =2
17 10
—-11 —6
-15 =8
4 2
-3 =2
9 6
-3 =2
-3 =2

Geben Sie die Losungsmenge von S an. Verwenden Sie dazu (b).

Ersetzen Sie in der letzten Gleichung 2 durch —2 und bestimmen Sie nun die Losungs-

\)

[\
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Zi+ Zy: 1 0 o0 1 of 2

0 1 -1 -3 =2 2
Zs+ 32y 0 0 0 0 0 0
Ty — T 0O 0 0 0 O0f o0
Z5—Zgi 0 0 0 0 0 0

(b) Eine spezielle Lésung von S ist dann ( 2,2, 0, 0, 0 )T.
Die Koeffizientenmatrix des homogenen Gleichungssystems ist

1 0 0 1 0 0
0 1 -1 -3 =2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Eine Basis der Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems ist also nach Satz
3.7.6

oy
CormroOo
O O Wk
—ooN o

(c) Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist also

+A +u +v Ao, v €R

O OO NN
OO = K= O
O O WHr
= O ON O

(d) Ersetzen wir in der letzten Gleichung 2 durch —2, dann lautet die fiinfte Gleichung
—3x1+4x9 —4dxs — 1524 — 8x5 = —2. Addieren wir die zweite und % erste Zeile, dann
erhalten wir —3x; + 4z — 4x3 — 15x4 — 8x5 = 2. Folglich ist 2 = —2. Das heiBt, das
Gleichungssystem besitzt keine Losungen. Die Losungsmenge ist die leere Menge.

Aufgabe H 23. Lineares Gleichungssystem

0 0 o O 1 0 1
Sei « € R ein Parameter. Sei A, .= 1 1 -1 1 1 1 |.Seib:= <0) .
1 1 1 1 -1 1 0

(a) Bestimmen Sie {z € R®| A,z =0} in Abhingigkeit von a.
(b) Bestimmen Sie {z € R®| A,z =b} in Abhingigkeit von o.
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L6sungshinweise hierzu:
o Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

0 0 « 0 1
1 1 -1

—_
—_

=)
S =

1 1 1 1 -1 1 0
o Wir verwenden den Algorithmus 3.7.3:
AR LR 1 1 1 1 -1 1 0]
1 1 -1 1 1 1 0
i 0 0 o 0 1 0 1 ]
1 1 1 1 -1 1 0]
VAR 0 0 -2 0 2 0 0
i 0 0 o 0 1 0 1 |
1 1 1 1 -1 1 0]
% Iy : 0 0 -1 0 1 0 0
i 0 0 o 0 1 0 1 |
SoSs: [ 1 —1 1 1 1 1 01
0 1 -1 0 0 0 0
i 0 1 o 0 0 0 1 |
i+ Zy: [ 1 0 0 1 1 1 0
0 1 -1 0 0 0 0
Zg — ZQ . L 0 0 a+1 0 0 0 1
e Wenn o = —1 dann die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

1 0 0 1 1 1 0
0 1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1

e Wenn «a # —1 dann die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

[ 1 0 0 1 1 1 0]
0 1 -1 0 0 0 0
(a}rl) Zs: | 0 0 1 0 0 0] 1/(a+1) |
[ 1 0 0 1 1 1 0]
Ly + Zs: 0 1 0 0 0 0| 1/(ax+1)
0 0 1 0 0 0] 1/(a+1) |
(@) Wenn a = —1 denn die Koeffizientenmatrix des homogenen Gleichungssystems ist

1 0 0 1 1 1 0
0 1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
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und eine Basis der Lésungsmenge {2z € R®| A_jz =0} ist

0 -1 -1 -1
0 0 1 0
1 0 0 0
B: 0|’ 1|7 0|’ 0
1 0 0 0
0 0 0 1

(der zweite und der fiinfte Eintrag der Vektoren wurden zuriick getauscht).
Wenn « # —1 denn die Koeffizientenmatrix des homogenen Gleichungssystems ist

1 0 0 1 1 1 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

und eine Basis der Losungsmenge {m € RS ‘ Agr = O} ist

1 1 1
0 1 0
0 0 0
Sl ol o
0 0 0
0 0 1

(Der zweite und der fiinfte Eintrag der Vektoren wurden wieder zuriick getauscht)

(b) Wenn o = —1 denn die Koeffizientenmatrix ist

1 0 0 1 1 1 0
0 1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1

so erhalten wir als dritte Zeile 0 = 1, die Losungsmenge ist also die leere Menge.
Wenn «a # —1 denn die Koeffizientenmatrix ist

1 0o o 1 1 1 0
0 1 0 0 0 O0f1/(a+1)
0 0 1 0 0 O0f1/(a+1)

Eine spezielle Losung ist damit ( 0, 0, 1/(a+1), 0, 1/(a+1), 0 )T und die
Losungsmenge {x € RS ‘ Agr = b} ist also

( 0 -1 -1 -1 )
0 0 1 0
1/(a+1) 0 0 0
0 + A 1 +u 0 +v 0 A, v €R
1/(a+1) 0 0 0
L 0 0 0 1 )

(Der zweite und der fiinfte Eintrag der Vektoren wurden wieder zuriick getauscht)
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Aufgabe H 24. Schnitt von Untervektorrdumen

Seien

5 8
4 3
V1= , U= , U3 = 1 , Ug=— , U5 = 3 , Vg = , Ur=

—_ O = =
— = =N
I

e i el \)
SO ==
W WD

5

(a) Sei A € R*™" die Matrix mit Spalten v; fir 1 < j < 7.
Bestimmen Sie eine Basis des Losungsraums {:v € R7 ‘ Ax = 0}.

(b) Bestimmen Sie L (v, v9,v3,v4) N L (vs, v, v7) unter Verwendung von (a).

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Koeffizientenmatrix lautet

1 2 5 2 8 1 6

1 1 4 0 3 1 3

o 1 1 1 3 0 2

1 1 4 1 5 0 3

Wir verwenden den GauB-Algorithmus und formen um:

[ 1 2 5 2 8 1 6]

Zy— Zy: o -1 -1 -2 5 0 -3

o 1 1 1 3 0 2
Zy— 2y | 0 -1 -1 - -3 -1 -3
[ 1 2 5 2 1 6 ]

— 7y o 1 1 2 5 0 3

o 1 1 1 3 0 2
. 0 -1 -1 -1 -3 -1 -3]
Zl — 222 : [ 1 0 3 -2 -2 1 0 i

o 1 1 2 5 0 3

Zs— Zsy: o o o0 -1 -2 0 -1
Zy+Zy: | O 0O O 1 2 -1 0]
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(b)

Die Spalten 3 und 4 werden vertauscht.

[ 1 0 -2 3 -2 1 0]
o 1 2 1 5 0 3
o o -1 0 -2 0 -1
. 0 0 1 0 2 -1 0]
[ 1 0 -2 3 -2 1 0]
o 1 2 1 5 0 3
—Z3: o o0 1 0 2 0 1
. 0 0 1 0 2 -1 0]
Zi+2Zs: [ 10 0 3 2 1 2]
Ly — 273 : o 1 o0 1 1 0 1
o o 1 o0 2 o0 1
Zy— s o 0 0 o0 0 -1 -1]
Die Spalten 4 und 6 werden vertauscht.
1 0 o 1 2 3 2]
o 1 0 O 1 1 1
o o 1 0 2 0 1
| 0 o0 o0 -1 0 0 -1
Zy+ Zy 1 0 0 0 2 3 1]
o 1 0 O 1 1 1
o o 1 o0 2 0 1
—Zy: 0O 0O O 1 0 0 1

Die Basisvektoren lassen sich gemaB Satz 3.7.6 ablesen und lauten
Gi=(-2 -1, =2, 0,1, 0, 0) , &=(-3 -1, 0, 0, 0, 1, 0),
€3 = (—1, -1, -1, -1, 0, O, 1)T. Auf Grund der Spaltenvertauschungen
miissen die Eintrage der Basisvektoren zuriick getauscht werden. Die Reihenfolge ist
dabei zu beachten, zuerst Eintrage 4 und 6 vertauschen, dann 3 und 4:

T
er=(-2 -1, 0, =2, 1, 0, 0) , ea=(=3 —1, 1, 0, 0, 0, 0),
es= (-1, =1, 0, =1, 0, =1, 1)

Wir 16sen /\1 Ul—f—)\g U2+)\3 U3+/\4 Vg— 1 Us— U2 Vg — U3 U7 = 0. Mit dem Koeffizienten-
vektor v = (A1, Ao, A3, Ay, —pt1, —pi2, —pi3) erhalten wir das lineare Gleichungssystem
aus Teil (a). An e; lasst sich ablesen, dass j1 = —1, us =0, uz = 0 gilt und damit
liegt vs im Schnitt. An ez lasst sich ablesen, dass vg — v7 im Schnitt liegt. Aus e
erhalt man keinen weiteren linear unabhangigen Vektor, da hier py = 0, ps = 0,

w3 =0.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 25. Rang, Matrixbeschreibung

Sei A = (.1 1 ).Sei A= (0 2>.Wirbetrachten die Basis B : (1)< 1.) von C2.
i —1 00 1 —1

(a) Bestimmen Sie Rg A.

(b) Bestimmen Sie eine Basis von {S € C?**| AS = SA'}
(c) Sei f: C* — C?*: x> Ax. Ist Kern (f) = Bild (f)?
(d) Bestimmen Sie ,f, .

Losungshinweise hierzu:
(a) Die erste Zeile von A ist das i-fache der zweiten Zeile. Also ist Rg A = 1.

(b) Sei S := <g 2) Dann gilt

([ a+ic b+id ; 0 2a
AS_( ia-c ib-d)’SA_( 0 2c>

Wir erhalten also die Gleichungen

a +ic =0
—2a +b +id =0
1a —c =0

+ib —2¢ —-d =0

Die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystem ist

1 0 i 0

-2 1 0 i

i 0 -1 0

0 i -2 -1

Wir verwenden Algorithmus 3.7.3:

1 0 i 0]

Zy+227 : 0 1 2 i

Zy—iZy: 0O 0 0 O
|0 i -2 -1
[ 1 0 i 0]

0 1 2 i

0O 0 0 O
Zy—iZy: | 0 0 0 O]
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Eine Basis der Loungsmenge des homogenen Gleichungssystems nach Satz 3.7.6 ist
T T

also C": (=i, —=2i, 1, 0) , (0, —i, 0, 1), das heiBt, eine Basis von

{S € C*x2 ‘ AS = SA/} ist

(1) (8 )

(c) Wir kénnen die Aussage mit der Basis B iiberpriifen:

(0)=(0)2(3)=(%)
Somit ist Kern (f) =L ((1,4)") = Bild (f).

(d) Mit den Berechnungen in (c) haben wir ,f, = A"

Aufgabe H 26. Matrixbeschreibung einer linearen Abbildung
Sei die lineare Abbildung f: R® — R3 gegeben mit

1 1 0 0 0 1
flal=(ol., flr|=(-1]|, £ 1 |=]1
0 1 1 1 ~1 0

Wir betrachten den Untervektorraum U := {x eR3 | X1 — Tg — T3 = ()} C R3.
(a) Geben Sie die Matrixdarstellung [ von [ beziglich der Standardbasis £ an.
(b) Bestimmen Sie zwei verschiedene Basen B und C von U.

(c) Sei g: U - U: x+— f(z) die Einschrankung von f auf U.
Bestimmen Sie die Matrizen g, und g, .

(d) Ist f bijektiv? Ist g bijektiv?

Losungshinweise hierzu: Seien

1 0 0
V1 = 1 , Uy = 1 , Us = 1
0 1 -1
(a) Man erkennt, dass
L 1 1
0 = U1 — 51)2 — 51)3
0
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da f linear ist, gilt auch
1

1 1
fl 0] =/f(u)-— §f(v2) - §f(v3)
0
1 0 1 1/2
1 1 0 1/2
AuBerdem ist
0 0 1 1/2
1 1 1 1
FL L =gfe)tgfles)=5( 1 [+5( 1 |= 0
0 1 0 1/2
0 0 1 -1/2
1 1 1 1
f 0 | = §f(712) - §f(v3) ~ 9 1] - 9 1| = -1
1 1 0 1/2

Folglich ist die Matrixdarstellung von f beziiglich £ gegeben durch

12 12 -1)2
ofp = 0 0 -1
12 1/2 1)2

(b) Zwei verschiedene Basen von U seien C': vy, v3 und

1
B 0 , U1
1
(c) Wir berechnen g mit der Basis C'
1 1
glo) = 0 ], glus)=| 1 |=w
1 0
Folglich haben wir
B 1 0
Bde =\ o 1
Um _g, zu berechnen bendtigen wir zudem
1 1 0 1
g 0=,/ o |l=1-1]|-= 0 | —u,
1 1 1 1

und folgern
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(d) Wir berechnen den Rang von

12 1/2 -1/2
ofn = 0 0 -1
12 1/2 1/2

Hierfiir verwenden wir den GauBalgorithmus:

27 1 1 -1
—ZQZ 0 0 1
Zg—ZQZ L 0 0 1_
Zi+ Zy: [ 1 1 0]
0O 0 1

Z3—ZQI L 0 0 0_
1 0 1]
SQHSP,I 0 1 0
| 0 0 0]

Also ist Rg . f, =2 und daher f nicht bijektiv. Da g, = E», ist g bijektiv.

Aufgabe H 27. Rang einer Matrix
Sei o € R ein Parameter. Sei

a—1 1 -1 0
A - a—2 a—-1 —a+2 —a+2
1 -34+a O 1 3—«
1 1 -1 a—2

(a) Bestimmen Sie den Rang von A, in Abhidngigkeit von «.
(b) Fiir welche a ist ¢, : R* = R*: 2 — (A,)%x injektiv?
(c) Bestimmen Sie den Rang von (A,)? in Abhingigkeit von a.

Losungshinweise hierzu:
(a) fachen durch Zeilen- und Spaltenoperationen. Addiere 4. auf 1. Spalte sowie 2. auf 3.

Spalte:
oa—1 1 0 0
0 a—1 1 —a+2
0 0 1 33—«
a—1 1 0 a—2

Addiere nun das «-fache der 3. Spalte auf die 4. Spalte und addiere das —1-fache der
1. Zeile auf die 4. Zeile:

a—1 1 0 0
0 a—1 1 2
0 0 1 3
0 0 0 a—2
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Hier kdnnen wir ablesen, dass die Matrix fiir & # 1 und « # 2 Rang 4 hat. Wir
betrachten nun die verbleibenden Falle. Fiir & = 1 erhalten wir die Matrix

010 0
0 01 2
0 01 3
0 00 -1
welche Rang 3 hat, und fiir a = 2 erhalten wir die Matrix
1100
011 2
001 3
0 00O

die ebenfalls Rang 3 hat.

(b) Mit unserem Wissen iiber den Rang folgern wir: Fir o ¢ {1,2} ist die Abbildung
o RY — RY: 2 A,z injektiv.

(c) Die Abbildung v, : R* — R*: 2+ A,z ist sogar bijektiv fiir o & {1,2}. Wir wissen
bereits, dass die Verkniipfung bijektiver Abbildungen wiederum bijektiv ist. Somit ist
0ot R* = RY: 2+ (A,)%x bijektiv fiir o ¢ {1,2}. In diesen Fillen wiederum muss
die jeweilige Abbildungsmatrix vollen Rang haben. Somit hat ¢, fir a ¢ {1,2} den
Rang 4. Es verbleiben noch die Fille & = 1 und a = 2. Berechne (A;)? und bestimme
den zugehorigen Rang.

1 00 -1
s |-1 01 1
()" = 0 01 0
0 00 0
Addiere 1. auf 2. Zeile und das —1-fache der dritten auf die 2. Ziele:
1 00 -1
000 O
001 0
000 O
Hier konnen wir Rang 2 ablesen.
2 2 -2 -1
> |0 1 0 0
(A2)" = -1 0 1 1
2 2 -2 -1
Addiere das —1-fache der 1. auf die 3. Zeile und anschliessend das —2-fach der 2. auf
die 1. Zeile:
2 0 —2 -1
0 1 0 0
-1 0 1 1
0 0 0 0
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Addiere nun das 2-fache der 4. auf die 1. Zeile:

0 0 01
0 100
-1 0 11
0 000

Hier konnen wir Rang 3 ablesen.

Aufgabe H 28. Matrixbeschreibung einer linearen Abbildung

Sei f: PolyR — Poly R : p(z) — p/(z) + 2?p(1).
(a) Geben Sie eine Basis B von Pol,R an. Bestimmen Sie _f,.
(b) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns von f.
(c) Ist f injektiv? Ist f surjektiv?

(d) Sei V := L(x,2?+1). Wihlen Sie eine Basis C' von V und eine Basis D von
U:=f(V).Sei g: V= U:p(x) = p'(x) + 2?p(1). Bestimmen Sie g .

Losungshinweise hierzu:
(a) Eine mogliche Basisist B: 1,z, 2%, 23, *. Wir werten die einzelnen Basiselemente aus:

f) ==
flz)=1+27
f(2?) =2z + 2°
f(a%) = 42
f(2?) = 4a® + 2?
und erhalten
01000
00 200
=11 1141
0 000 4
00 00O

(b) Der Rang von 5[5 ist 4. Mit der Dimensionsformel 3.8.17 folgt damit, dass der Kern
1-dimensional ist. Mit dem GauBalgorithmus (addiere entsprechende Vielfache von 1.,
2. und 4. Zeile auf die 3.) vereinfachen wir

01000 01000
002200 00200
1114 1|=1100420
0000 4 0000 4
000O0O0 00 0O0O0
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Da
01 00O 4 0
00200 0 0
1 00 40 0]1=160
0 00O 4 -1 0
0 00O0O 0 0
ist B,: — 23 + 4 eine Basis des Kerns.

(c) Laut Satz 3.8.18 ist f nicht injektiv, da die Dimension des Kerns 1 und somit
Kern(,,f,) # {0}. Da zum Beispiel z* nicht im Bild ist, ist f auch nicht surjektiv.
Alternativ kann man auch hier mit Satz 3.8.18 argumentieren: Betrachte die 5 x 5-
Matrix ,f,. Mit der Notation von 3.8.18 ist dann z = 5 und s = 5. AuBerdem ist
die Dimension des Kerns 1. Also ist f nicht surjektiv, da 5 # 5 — 1 =4.

(d) Ein Erzeugendensystem von V' bildet z, 2?4+ 1. Da im Allgemeinen x kein Vielfaches
von 22 + 1 ist, ist das Erzeugendensystem auch eine Basis von V. Wir wihlen also
einfach C': z,2% + 1. Damit berechnen wir

fxy=1+2>=1-(2>+1)
f@®+1) =20 +22° =2 (2* + ).

Da hier mit 22 + 1,22 + z ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von U vorliegt,
kénnen wir D: 2% + 1, 2% + x als Basis von U wihlen und folgern

/10
pde = \og 2/
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 29. Determinante 0 (a—1)? (a0 —1)(a —2)

Seien «, f € R Parameter. Sei A, := | 4 0 2
2 (a=1(@=2) 3+a(a-3)
(a) Bestimmen Sie det(A,) in Abhangigkeit von «.
(b) Bestimmen Sie Rg(A,) in Abhingigkeit von «.
(c) Bestimmen Sie det(A,AzA]) in Abhingigkeit von o und 3.
(d) Bestimmen Sie A% := (4;")% = (A2)~.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir verwenden die Regel von Sarrus (3.11.5):

det(A,) = 4(a — 1) +4(a — 1)*(a — 2)* — 4(a — 1)*(3 + a(a — 3))
— 4(a— 121+ (e — 2 (3+ afa — 3))
=4(a—1)*(1+a®> —da+4—3—a®+3a)
= —4(a—1)*(a—2).

Hier kdnnen wir ablesen, dass det(A,) =0 fir a =1 und a = 2.

(b) Fir o # 1,2 ist det(A,) # 0, somit Rg(A,) = 3.
Fir o« = 1 erhalten wir die Matrix

Alz

N b O
o O O
= N O

Die zweiten Zeile ist das 2-fache der dritte Zeile. Also ist Rg(A;) = 1.
Fir a = 2 erhalten wir die Matrix

0 1 O
Ay = 4 0 2
2 0 1
Hierfiir verwenden wir den GauB Algorithmus:
%Zg al 1 0 1/2 i
Zl : 0 1 0
ZQ -2 Zg : L 0 0 0 i
1 [ 1 0 0]
S3 — 3 Sy 0 1 0
i 0 0 0 |

also Rg(Ay) = 2.
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(c) Wir wissen das det(A) = det(A”) und det(AB) = det(A) det(B), also
det(A,AzA]) = det(Ay) det(Ag) det(A]) = det(A,)? det(Ap).

Folglich haben wir det(A,AzA]) = 0 fiir a = 1 oder a = 2 oder 3 =1 oder § = 2.
In die verbleibenden Fille

det(AnAgA]) = —64(a — 1) (ar — 2)%(8 — 1)%(B — 2).

(d) Wir bestimmen Aj' mit dem GauBalgorithmus:

0 1 2 1 0 0
4 0 2 0 1 0
2 2 3 0 0 1|
Y2y | 1 0 1/2 0 1/4 0 ]
Zs— 37y 0 2 2 0 -1/2 1
Zy: | 0 1 2 1 0 0
[ 1 0 1/2 0 1/4 0]
27y 0 1 1 0 -1/4 1)2
Zs—3Zy: |0 0 1 1 1/4 -1/2
Zv—37Zs: | 1 0 0| -1/2 1/8 1/4]
Zy— Zs: 0 1 0 -1 -1)/2 1
0 0 1 1 1/4 -1/2

Folglich haben wir

~1/2  1/8 1/4 3/8 —1/16 —1/8
Ay? = (A1) = —1 —1/2 1] = 2 3/8 —5/4
1 1/4 —1/2 —5/4 —1/8 3/4

Aufgabe H 30. Determinante

Sei o € R ein Parameter. Seien

3 o 7 9 3 « -7 2 1

> | 2 1 a 4 2

A, = @ . B,=| 1 3 4 -3 3
1 3 4 -3

Ly s ] 1 -2 -3 1 4

5 a+2 a—-6 4 1

(a) Bestimmen Sie det(A,).
(b) Bestimmen Sie (1 1 1 1 —1) B, . Bestimmen Sie det(B,) und det(aB,).

Lésungshinweise hierzu:
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(a) Wir verwenden Algorithmus 3.7.3 und 3.12.5:

SQHS;;Z

Z4+ Z3Z
Z2—|—2Z4Z
Z1—3Z3I

—lZQI
Zg+3ZQI
Z4+%ZQ:

53<—>S42
Zg(—>Z4I

Folglich haben wir det(A,) =
(b) Wir berechnen (1 1 1 1 —1)B,=(0 0 0 0 9).

_2(

|
BN N W~ R

SO O, FFPFNW R~ DN W

|
o o

11

cCoOOoOR OO0 O
|
cCoORrRr W OO~ W

\1
Qe
|

)

o
|
N

Q
]
N
= QO N

S
|

Q
L
oI~ o N

3).

letze Zeile mit Zs — Z4, — Z3 — Z9 — Z; erstatten,

det(B,) =

a —7
1 «
3 4
-2 =3
0 0

O = Wk N
O = W

| I |
O W R W N WRFRQ — Wk

o
|

EN IS VTN Nasl VS OU)

[\

e
|
o [\

Damit kann mann die

-7 2 1
« 4 2
4 -3 3

-3 1 4
0 0 1

Mann merkt auch, dass die obere linke 4 x 4-Block matrix is genau A, . Das ergibt,

mittels (a), dass

det(B,) = 18

SO OO
S OO = W

o
|
O ONI=WI-

V)
BN AN

Q
|
o wW

— o g0 3o 3o
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und damit haben wir det(B,) = 18(a — I)(av — 3). Ferner,

det(aB,) = a” det(B,) = 18 a’(a — ;)(a —3).

Aufgabe H 31. Lésbarkeit von linearen Gleichungssystemen

1 92 1 1 -2 1
Sei a € R ein Parameter. Seien A := und B, =| -2 3 1
0 1 1 1 1 o

(a) Bestimmen Sie die Menge aller Rechtsinversen zu A.

(b) Verwenden Sie eine Rechtsinverse aus (a), um ein 2 € R? mit Az = (1,2)" zu finden.
(c) Fir welche Werte des Parameters « ist B, invertierbar?

(d) Seieny:=(2,2,1)7, b:=(—1,3,1)" Ist By = b? Bestimmen Sie {z € R® | Biz = b}.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir losen simultan

1 21 10_}10—1 1 -2
01 1} 01 01 1 0 1

(b) Somit ergibt sich als Lésungsmenge fiir die erste Spalte des gesuchende Rechinverse

1 1
y=| 0 | +L -1 )
0 1

und als Losungsmenge fiir die zwite Spalte des gesuchende Rechinverse

Zusammen genommen erhalten wir die Menge aller Rechtsinversen fiir A als

1 -2 s t
0 1 + | —s —t s,teR
0 0 s t
1 -2 10 10
= 0 1 +s| -1 0 |+t —1 O s,teR
0 0 10 10

(c) Fiir [ = s =0, ist eine Losung von Az = (1,2)" gegeben als

1 -2 1 -3
T = 0 1 <2): 2
0 O 0
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(d) Die Matrix B, ist invertierbar fiir alle « mit det B, # 0. Wir rechnenn
det B, =4 — a.

Das ergibt, dass B,, fir a € R ~\ {4} invertierbar ist.

(e) Der Vektor y = (2,2,1)" erfiilt das Gleichungssystem Bz = b. Da B, invertierbar
ist, ist y der eingeutige Losung des Gleichungssystems. Damit haben wir

{z eR®| Biz=b} ={(2,2,1)"}

Aufgabe H 32. Basiswechsel
Seien by =(1,0,1)", by=(1,2,0)", bs=(0,1,1)", c;=(1,1,1)7, co=(1,2,3)", c5=(2,1,1)".
Wir betrachten B : by, by, bs und C' : ¢y, co,c3. Sei E die Standardbasis von R?.
(a) Verwenden Sie Determinanten, um zu iiberpriifen, dass B und C' Basen von R? sind.
(b) Bestimmen Sie pidy, pid., oid, und ,id .
(c) Sei die lineare Abbildung ¢ : R* — R? gegeben durch ¢(b;) = je; fiir j € {1,2,3}.
Bestimmen Sie p, und ¢, .
(d) Sei jo=(1,1, 1)". Bestimmen Sie o), vund ¢(v).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen die Determinanten fiir die Matrizen B und C,

det (bl, bQ, bg) =

det (Cl, Co, 03) =

e =
W N~ ODN =

Da die Determinanten ungleich Null sind, haben die Matrizen vollen Rang und damit
sind B und C' Basen von R3.

(b) Da E sie Standardbasis ist, haben wir

110 11 2
pldy=10 21 and pid, =11 21
1 01 1 31
Es gilt ,id, = (,id,)~" und id, = (,id,)"". Das ergibt
1 2 -1 1 -1 5 =3
pld, = 3 1 1 -1 and id, = 0 -1 1
—2 1 2 1 -2 1
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(c) Die Definition von der lineare Abbildung ¢ ergibt leicht die Matrix

und

7
E¢E:Eidc'o¢B'BidE:§ 0 6 3
2 8 1

(d) Fir jvo=(1,1, 1)" haben wir die Vektoren

1 00 1 1
cpW)=gpp-gv=10 20 ) ( 1 ]1=12
00 3 1 3

110 1 2

v = 0 21 1 |=13

1 01 1 2

und

el e S
W DN — W
WO~ OO

SO(U) E dC C’SDB B (
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 33. Determinante, Cofaktor-Matrix

2 2 3 1 =2 0
Seietn A=114 1), B=11 -2 3
2 4 4 3 -1 3

(a) Bestimmen Sie die Cofaktor-Matrizen
A von A und B von B.

(b) Bestimmen Sie det(A) und det(B).

Losungshinweise hierzu:
(a) Der (j,k)-Cofaktor von A ist a;j, :=

(c) Bestimmen Sie B! unter Verwendung
von (@) und (b).

(d) Bestimmen Sie AA" und det(A").

(—1)7*Fdet Aj,. Wir berechnen det A, fiir

1=j,k=3:
~ 4 1 ~ 11 ~ 1 4
det A11 = A4 4 =12 s det Alg = 9 4 =2 s det A13 = 9 4 = —4,
~ 2 3 ~ 2 3 ~ 2 2
det A21 = 4 4 =—4 5 det AQQ = 9 4 =2 s det A23 = 2 4 = 4,
~ 2 3 ~ 2 ~ 2 2
det A31 = 41 =—10 s det A32 = 1 1 =—1 s det A33 = 1 4 = 6.
Die Cofaktor-Matrix von A ist A = (@jk)1<jk<n, folglich haben wir
) 12 -2 —4
A= 4 2 —4
-10 1 6
Fiir B haben wir die Cofaktoren
~ -2 3 ~ 1 3 ~ 1 -2
det BH = 1 3 =-3 3 det Blg = 3 3 =—0 R det B13 = 3 1 = 5,
~ -2 0 ~ 10 ~ 1 -2
det B21 = 1 3 =—6 s det BQQ = 3 =3 s det ng = 3 1 = 5, s
~ -2 0 ~ 10 ~ 1 -2
det B31 = _9 3 =—0 s det ng = 1 3 =3 s det B33 = 1 —9 = 0,
also ist
. -3 6 5
B = 6 3 =5
-6 -3 0
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(b) Laut Satz 3.13.4 haben wir (Entwicklung nach der ersten Zeile)

3

det(A) = aydy =2-12+2-(=2) +3-(—4) =8,
=1

und (Entwicklung nach der dritte Spalte)
3
det(B) = 2553513 =0-54+3-(—5)+3-0=—15.
=1

(c) Wir wenden wieder Satz 3.13.4 an und erhalten B! = B', damit folgt

det(B
L[ 3 6 -6
= 6 3 -3
L\ 5 25 o

(d) Wir wissen bereits, dass AA" = det(A) 5 = 8 Es.
Folglich ist det(AA") = det(det(A) E3) = det(A)%, und det(AAT) = det(A) det(A").
Also ist det(A") = det(A)? = 64.

Aufgabe H 34. Determinante, Block-Dreiecksmatrizen

4 -1 -1 1
_ _ _ -1 a+4 1 a+2
Sei @ € R ein Parameter. Sei A, := 1 1 7 _7

1 a+4 =7 a+10
(a) Bestimmen Sie det(A,) in Abhangigkeit von «.

.
(b) Bestimmen Sie die Determinanten der Blockmatrizen Oaﬁ ) ( ) R8>8,

By | By
(c) Ist det (?’?) = det(B) det(By)—det(B2) det(Bs) fir B; € RQX? f 155

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir bestimmen det(A,) mit dem GauBalgorithmus:

II/\

4 -1 -1 1

-1 a+4 1 a+2

-1 1 7 -7

1 a+14 -7 a+10

s > 27 —1 1 7 =7
1+ 475 0 3 27 =27
Zo+ 230 0 a+5 0 a+3
Aoy — Uz : 0 a+3 —6 a+9
-1 7 1 =7

SQHS;J,I o 0 27 3 —27
- 0 0 a+5 a+3

0 -6 a+3 a+9
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~1 7 1 —7
N 0 27 3 —27
N 0 0 a+5 a+3
Zy+ 27, 0 0 a+y  a+3

Diese Matrix ist eine Block-Dreiecksmatrizen Matrix, also kann man die Determinante
wie folgt berechnen

det(Aa):‘_l 7H a+5 OH—B‘

0 27 a+3  a+3

9 5 20
=-27 a+80¢+15—04—3a—11
=—36(+ 3).

(b) Die erste Matrix ist eine Block-Dreiecksmatrizen Matrix, also gilt

)
det ( féa jﬂ) — det(A,) det(Ay) = det(Aq)2.

Die zweite Block-Zeile von die zweite Matrix ist das 3-fache der erste Block-Zeile, also

Aa|Aa\ Ad| AL B )

(c) Die Aussage ist falsch. Betrachte hierzu

10 00 01 00
5= (on)- 2= (1) 2= (60) == (15)

Wir haben det(B;) = det(B;) = det(B3) = det(By) = 0, folglich ist det(B;) det(B,)—
det(Bs) det(B3) = 0, jedoch gilt

Bi|By\
det (33 B4> =1
Aufgabe H 35. Orthogonale Matrizen

Seien «a, f € R Parameter. Gegeben seien die folgenden Matrizen.

11 1 /-4 3 1 3 12
A1:(3 4)7 A2:5(3 4)) A3:%<_4 9)7
1 « 1«
Bop = —— Cop = —
Ty (—a 5) ’ \/5(15)

(a) Welche der Matrizen A;, Ay, Aj sind orthogonal?
(b) Fiir welche Paare («, ) ist B, g orthogonal? Fiir welche ist C, s orthogonal?
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L6sungshinweise hierzu:
(a) A; und Aj sind nicht orthogonal. A, ist orthogonal, da Aj A, = E, gilt.

(b) Zu B, p: Es gilt zu iberpiifen fiir welche «, 5 € R, BlﬁBaﬁ = FE5 gilt. Betrachte

hierfir )
1 1+ af—«
T _
Ba,gBa,B Tt a2 (Ozﬁ o o2 +52) .

Die Diagonaleintrage sollen 1 sein, also soll gelten
14+a?=ao*+ /52
woraus (3 = £1 folgt. Ferner soll
af—a=a(f—-1)=0
erfiillt sein. Daraus folgt, dass die Matrix B, g fiir
(,8) e{(a, ) : a=0,==%1}U{(a, ) : a €R,f =1}

orthogonal ist.
Zu Cop: Wir iiberpiifen wieder fiir welche o, 5 € R, C 3Cq 3 = E» gilt. Zunachst

betrachten wir . )
1+a° 1+ap
T — —
Coslap = 3 <1 +af 1 +ﬂ2) ’
Die Diagonaleintrage sollen 1 sein, also soll gelten
l+ao* 146 .
2 2 7

woraus o = 32 = 1 folgt, und somit a = £1, 3 = £1. Ferner soll

l1+aB=0
gelten, und demnach o = —f. Daraus folgt, dass die Matrix C, g fiir

(&7 6) € {(17 _1)7 <_17 1)}
orthogonal ist.

Aufgabe H 36. Drehung
Seien by ;= (1 1 O)T, by =(—-11 1)T, b3 :=(0 0 S)T die Vektoren der Basis B,
seien ¢ := (1 1 O)T, ci=(-11 —l)T, c3 = (-2 2 1)T die Vektoren der Basis C,
sei E die Standardbasis von R®. Sei v: R® — R? linear mit v(b;) = ¢; fiir j € {1,2,3}.
(a) Bestimmen Sie EidC’ s B =
(b) Ist v eine Drehung? Bestimmen Sie gegebenenfalls die Drehachse und den Cosinus des
Drehwinkels von ~.
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: o
(c) Ist ,v, eine Orthogonalmatrix

Lésungshinweise hierzu:
(a) Da E die Standardbasis ist, haben wir

1 -1 =2 1 -1 0
pd.=(1 1 2|, id,=[1 10
0 -1 1 0o 13
und das ergibt
1 3 30
. . . -1
pid, = (,idy) =5 -3 30
1 -1 2

Die Definition der lineare Abbildung ~ ergibt die Matrix

g = (1), (b)), 7(bs)) = Es.

Folglich haben wir

L1 -1 -2 3 30
B = pide g pidg=g | 1 1 2 -3 30
0 -1 1 1 -1 2
2 1 -2
1
=z(1 2 2
2 -2 1

(b) Wir verwenden die Regel von Sarrus (3.11.5):

1
det(,v,) = §(4+4+4— (—-8—=8+1)) =1,

also ist vy eine Drehung. Die Drehachse ist b; da ~(b;) = ¢; = by. Der Cosinus des
Drehwinkels o von ~ ist (Anwendung von 4.6.20)

(Sp (ErYE) - 1)

N | —

cos(a) =

und

1 5
Sp (p7p) = 32+2+1) =2

Zusammen genommen erhalten wir cos(a) = % (Sp (EVE) — 1) = %
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(c)

Zundchst berechnen wir vy .-
1 3 30 1 -1 =2
nyB:BidE~EidC-nyB:6 -3 30 1 1 2
1 -1 2 0 -1 1
1 3 0 0
=3 0 3 6
0 -2 -1
Nun dberpiifen wir ob v, .7, = Ej gilt. Dies ist jedoch nicht der Fall, folglich ist

57 keine Orthogonalmatrix.

Aufgabe H 37. Charakteristische Polynome

) 31 0 1
Se|enA:<2 4),B:<_1 0) und C' =

(a)
(b)

OO =

1
2
0

w = O
— = O

000 4
Geben Sie die charakteristischen Polynome von A, A%, B und C an und berechnen
Sie deren Nullstellen.
Subtrahieren Sie die erste Zeile von der zweiten Zeile in A und ersetzen Sie die zweite
Zeile durch das Ergebnis. Berechnen Sie das charakteristische Polynom der resultieren-
den Matrix und geben Sie die Nullstellen des charakteristischen Polynoms an.

Losungshinweise hierzu: Das charakteristische Polynom einer n x n-Matrix M erhalt
man durch p(\) = det(M — \E,).

(a)

(b)

Zu A: Das charakteristische Polynom lautet p(\) = A* + 7\, die Nullstellen sind =+i.

Zu A?: Es gilt
, (117
A= (14 18>'

Das charakteristische Polynom ist p(\) = A? — 29\ + 100. Die Nullstellen sind 4
und 25. (Anmerkung: Falls Eigenwerte bereits bekannt sind, kann man die Nullstel-
len /Eigentwerte direkt aus denen von A bestimmen.)

Zu B: Das charakteristische Polynom lautet p(\) = A? — 7\ + 10, die Nullstellen sind
2 und 5.

Zu C': Bei einer oberen Dreiecksmatrix ist die Determinante gegeben durch das Pro-
dukt der Diagonaleintrage. Folglich ist

p(A) = det(C—AE3) = (1—=X)-(2—X)-(3=\)-(4—)) = M —10\* +35\* — 50\ +24.
Die Nullstellen sind 1,2,3 und 4 — was man direkt ablesen kann.
Die resultierende Matrix hat die Form

- (20).

Das charakteristische Polynom ist p(\) = A? — 6\ + 10. Die Nullstellen sind 3 + 1.
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Aufgabe H 38. Affine Abbildungen
(a) Bestimmen Sie eine affine Abbildung f: R? — R? mit

i(1)=05) (2)-01) 7()-(2)-
(b) Bestimmen Sie das Bild der Geraden (?) L L ((é)) unter f.

(c) Bestimmen Sie die inverse Abbildung zu f.
(d) Existiert eine affine Abbildung g: R? — R? mit

o(1)=(6) o(2)=(7) o(5)=(2)

Wie kann die Antwort allein mit der Geradentreue begriindet werden?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir suchen eine Matrix A = ( ) und einen Vektor ¢ = (;) mit

(¢ 0= ()= ()
(€0 (%)+()=(\)
(a6 () ()

w

Das ergibt die Gleichungen

1 1.0 0 1 0] 2
Wbe—o 00 1 1 0716
- 5 20 0 1 0|—4
c+d+f=6 0 0 5 —20 1|1
50— 2b+e=—4 1 3 0 0 106
5c—2d+ f=1 0 0 1 3 0 1]12
a+3b+e=06
c+3d+ f =12

Dieses Gleichungssystem hat die Losungen

a = 0
b = 2
c = 1
d = 3
e = 0
f = 2.
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Die gesuchte Abbildung ist also

T2 2. 0 2 0
fR —>]R.v»—>(1 3>v+(2).

(b) Die beiden Punkte P, — ((1)) und P, — G) haben die Bilder f(P,) — (g)
_|_

und f(P,) =

+((1))

é Damit ist das Bild der Geraden die Verbindungsgerade g

1/—
(c) Die Inverse der Matrix ((1) ?)) ist die Matrix 5 ( 13 g) Damit ist die inverse
Abbildung
1 /-3 2 0
~1. P2 2. = _
SR SR .m2(1 O) (U (2)>
oder

1 /-3 2 —2
—1. o2 2. 1
TR —>R.x+—>2(1 O)U+(O)

(d) Die Punkte G) (_g) und (_g) liegen auf der Geraden G)+L((_§))

Nach Satz 4.6.3 liegen die Bilder dieser drei Punkte unter jeder affinen Abbildung auf
einer Geraden. Allerdings liegen die Punkte (g) : (_le> und (12) nicht auf einer

Geraden.

Aufgabe H 39. Schmidtsches Orthonormierungsverfahren
Seien v; = (—1,0,1,0)7, vy = (1,1,0,0)", vs = (1,0,0,—1)" und U = L (vy, v3, v3).
(a) Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis F': fi, fa, f3 von U derart, dass L(f1) =
L (v1), L(f1,f2) = L(v1,v2) und L(f1, fa, f3) = L (v1, v, v3) ist.
(b) Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis G': g1, g2, g3 von U derart, dass L (g;) =
L (v1), L(g1,92) = L(vy,v3) und L (g1,92,93) = L (v1,v2,v3) ist.

(c) Ist ,id, orthogonal? Bestimmen Sie ,id,, .

(d) Finden Sie ein f; € R* so, dass I’ : fi, fo, f3, f1 eine Orthonormalbasis von R? ist

Lésungshinweise hierzu:

(a) Eine Orthonormalbasis besteht aus paarweise orthogonalen normierten Vektoren. Um
die Bedingung L (f1) = L (vy) zu erfiillen, muss v; normiert werden. Es gilt

1
’Uﬂ \/5
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Um die Bedingung L (f1, f2) = L (v1,v2) zu erfiillen, wird der Vektor vy mittels des
Schmidtschen Orthonormierungsverfahren zu f; abgewandelt

fo =v2—(v2| f1) f

1 1 -1 -1
B 1 _1 1 0 0
10 2 0 1 1
0 0 0 0
1 -1 1
B 1 41 0 _l 2
10 1 - 1
0 0 0
Nun ist
1
V6 f3 1|2
= | fxy = 2= und damit 22—
’f2‘ <f2 ‘f2> 2 f2 |f2| \/6 1
0
Es gilt fi = ﬁ und damit auch
¥ )
f2:f2 :U2—<02\f1>f1=112—< TU|{1>01-
1
€R

Also ist fo € L (vy,v2). AuBerdem gilt f; € L (v1) & L (vy,v2). Da f; und fo linear
unabhéangig sind (nach Konstruktion bilden sie eine Orthonormalbasis von L (v, v5)),
ist die Bedingung L (v1,v2) = L (f1, f2) also erfiillt.

Da L (v1,v9,v3) = R? ist, bedeutet die Bedingung L (v1,v2,v3) = L (f1, fo, f3) gera-
de, dass fi, f2, f3 eine Basis bilden miissen, dies wird durch das Schmidtsche Verfahren
gewahrleistet. Man erhilt

f3 =vs—(us| f1) fr = (v3| f2) [

1 1 —1 -1
B 0 1 0 0 0
- 0] 2 0 1 1
-1 -1 0 0
1 1 1
1 0 2 2
6 0 1 1
-1 0 0
1 —1 1 1 1
oo oot (z 1 -
0 1 6| 1 3 3 1
-1 0 0 1 —3
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Nun ist
1
ST 2 : 5 V3 -1
= | f¥Y = —  und damit = = —
-3
Insgesamt erhalt man also
-1 1 1
P 1 0 1 2 1 -1
' V2 L vl 1] V12 1
0 0 -3

(b) Wie in Aufgabenteil (a) gesehen, bedeutet die Bedingung L (f1) = L (v1), L (f1, f2) =
L (v1,v9) und L (f1, fa, f3) = L(v1,va,v3) gerade, dass das Schmidtsche Verfahren
auf die Basis vy,vy,v3 angewendet werden muss. Entsprechend bedeuten die Bedin-
gungen L (g1) = L(v1), L(g1,92) = L (v1,v3) und L (g1, 92, 93) = L (v1,v9,v3), dass
das Schmidtsche Verfahren auf die Basis vy, v3, vo angewendet werden muss. Die Rol-
len von v, und w3 sind nun also vertauscht. Es werden also die gleihen Rechnungen
wie in Aufgabenteil (a) durchgefiihrt und statt vy wird v bzw. v3 statt vy verwendet.

Somit ist
—1
_n _ = 1 0
0

Der zweite Schritt unterscheidet sich nun vom zweiten Schritt des Aufgabenteils (a)

g; = V3 — <U3 ’gl>91
1 1 -1 -1
_ 0 _1 0 0 0
o 0 2 0 1 1
-1 -1 0 0
1 -1 1
0 0 1 0
| o2 1|72 1
-1 0 -2
Daraus erhalt man
1
V6 . g 1 0
gl = V(g5 |95) = — unddamit gy ="=—
‘ 2| < 2| 2> 2 2 ’g2| \/6 1
—2
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Es bleibt g3 zu bestimmen als

9; = V2 — <U2\91>91 - <U2\92> 92

1 1 -1 -1
vy 1 1 0 0
| o 2 0 1 1
0 0 0 0
1 1 1
1 1 0 0
6 0 1 1
0 -2 -2
1 —1 1
|1 n 1 o] 1 01
|0 2 1 6 1|
0 0 —2
Also gilt
* * * 1 H
951 = V(g5 | 93) = 3V 12 und damit g3
Insgesamt erhdlt man also
-1 1
1 1
G By~ v ) = 0 )
V2 1 V6 1
0 —2

(c) Mit der Matrix

1
1| 3
=20 ]

1
1
_9 _ 113
lgs| V12| 1
1
1
1 3
Viz | 1
1

W= = Lo N—— — - e

1d, kann man Koordinatentupel beziiglich der Basis G in Koordina-

tentupel beziiglich der Basis F' umrechnen. Zur Bestimmung dieser Matrix muss man
ein LGS fiir mehrere rechte Seiten simultan [6sen. Dabei sind die Spalten der Koeffi-
zientenmatrix gerade die Basisvektoren g1, g» und g3 der Basis G und die rechten
Seiten die Elemente f;, fo und f3 der Basis F'. Man erhilt also das folgende LGS

|
o ElH o ElH
o§|“§|“§|"

Shakekgh
(S]] B V1| B O] | B )

S
V2 V6
0 0
1 L
V2 V6
0 —=2

NG

[\ [\ ) [\

Um das LGS nun auf die in Satz 3.7.2 angegebene Form zu bringen, addiert man
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zuerst Zeile 1 und Zeile 3:

1 1 N S | R 1 1
Vi 5 VE| va & vz
0o =< L 0 0 —
Aracy 0w o vE|l L W
0 0 -7l 0 -% 7o
Zieht man nun Zeile 2 von Zeile 3 ab und addiert dann Zeile 3 zu Zeile 4, erhilt man

-+ i i _1 1 _1

V2 6 V12 V2 V6 V12

0 2 _—_L 0 0 —=

SO IR I IR
A I

-+ 1 L yp_1 1 1

V2 6 V12 V2 V6 V12

o =< L 0 0o =

V6 V12 V12

0 0 3 0 =<2 =L

V12 Ve V12

Zy+ Z3: 0 0 0 0 0 0

Zuletzt bringen wir die linke Seite noch auf Diagonalenform:

_ 1 1 1 1 1 1 -
V2 Zé Viz || V2 276 \é_ﬁ
1 . 2 2 _8
ZQ+§Z3' 0 V6 0 0 3v12  3V12
U (I

| 0 0 0 0 0 0 |

1 1 _
Zl—%ZQ—%Zgl _7§ 20 0 _7§ 20 80
0% 0 0355 5m
00 TE| 0 %

| 0 0 0 0 0 0 |

Als letzten Schritt multipliziert man Zeile 1 mit V2, Zeile 2 mit v/6 und Zeile 3 mit
v/12 und bekommt damit die in Satz 3.7.2 angegebene Form des LGS

\/§Zli 1
V6/2 Zy 0
V12/3 75 0

0

O = O O
)
O wlFwINn O

o O = O
OO O =
N
O winwlim O

|

Die Matrix FidG kann man nun direkt ablesen, sie hat also die Form

1 0 0
pidg=10 % 2%
2 1

0 v2g -3
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GemaB Definition 4.5.2 iiberpriift man nun die folgende Bedingung

i 10 0 10 0 100
pidg pidy =10 & V22 110 2 V22 | =|010
0 v22 -1 0 v22 -1 00 1

und erhalt damit, dass r idG eine orthogonale Matrix ist. Es bleibt o idF zu bestimmen.
Nach Satz 3.10.11 gilt

1 0 0

. o . -1 . T _ 1 2
oldp = (pidg) " = (pidg) = { 0 5 V23
0 V23 —3

(d) Um die Orthonomalbasis ' von U zu einer Orthonomalbasis I’ des R* zu ver-
vollstandigen, gibt es mehrere Ansitze. Eine Moglichkeit besteht darin einen Vektor
vy so zu finden, dass L (vy,v9,v3,v4) = R* und dann f; mittels des Schmidtschen
Orthonormierungsverfahren zu bestimmen. Eine einfache Wahl ist z. B. der Vektor
vy = (0,0,0,1)". Indem man die Argumentation aus Aufgabenteil (a) weiterfiihrt,
folgt damit mittels des Ansatz aus dem Schmidtschen Orthonormierungsverfahren

fI = U4 — <U4|f1>f1 - <U4|f2>f2— <U4|f3>f3

0 0 —1 -1
10 _1 0 0 0
10 2 0 1 1
1 1 0 0
0 1 0 1 1
_1 0 2 _i 0 -1 -1
6 0 1 12 0 1 1
1 0 1 -3 -3
0 1 i 1
o) ]
10 1 o }1 o 1
1 -3 }1 1
Nun ist
1
\fdl = (fi|fi) == unddamit f4=+—- == 1
2 il 2
1
Insgesamt erhalt man also
-1 1 1 1
[UR N R I IR DR S N
' V2 L) Vel 1] V12 11 2 1
0 0 -3 1
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Aufgabe H 40. Spiegelung, Drehung
Sei a: R® — R3 die Spiegelung an U :=L ((1 1 O)T,(l 2 1)T>. Sei B: R3 — R3 die
Spiegelung an V := L (( 11 2)T, (10 1)T>. Sei E die Standardbasis von R3.

(a) Bestimmen Sie o, und det(,a,).

(b) Bestimmen Sie 3. und det(,53,).

(c) Ist 5o« eine Drehung? Bestimmen Sie gegebenenfalls die Drehachse.

(d) Bestimmen Sie UNV .

Losungshinweise hierzu:
(@) Essei by :=(1 1 O)T, by :=1(1 2 1)T und by := (1 —1 l)T. Folglich haben wir
U = L(b1,by) und (by|b3) = (ba|bs) = 0. Ferner sei B : by, by, bs eine Basis von
R3. Wir berechnen 0 mit Hilfe von o .. Nach der Definition der Spiegelung «
und der Basis B erhalten wir

a(b1) = by, a(by) = by, a(bz) = —bs,

also
10 0
=101 0
0 0 —1
Da FE die Standardbasis ist, haben wir
1 1
pdy=11 2 -1
1 1
und damit
L1 3 0 -3
gid, = (,id,) = ol
1 -1 1
Zusammen genommen erhalten wir
1 2 =2
EaE:EidB-BaB-BidE:§ 21 21,
-2 2 1
und
det( o) =det(,id, - sa, - 5id,) = det(,id ) det(,a ) det(,id,)

=det(,id ) det( o) det((, idB)’l) = det(,a,) = —1.
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(b) Wir wiederholen die selben Berechnungen mit ¢; := (1 1 2)T7 co:=(10 1)T, c3 1=
(11 —1)T, beziiglich der Basis C': ¢y, ¢9, ¢3, und erhalten

1 1 1 1 —1 2 1
pidg={ 10 1] id,=(,id) =5 3 -3 0
2 1 —1 1 1 —1
sowie
1 0 0
Bo=[01 0
00 -1
Demnach ist
1 1 -2 2
EﬁE:Eidc'cﬂc'cidEzg -2 12
2 2 1

und det(,3,) = —1.

(c) Esgilt (Boa), = B, ,ap, undsomitist det(, (8o a),) = det(,B,)det(,a,) =
1. Folglich ist 8 o « eine Drehung.
Die Drehachse von (3 o o ist die Gerade R w, fiir einen Vektor w, fiir den gilt
p(Boa) w=w = Ezw, oder (E(ﬁoa)E — E3)w = 0. Also betrachten wir die
Matrix (8o «), — E3, welche gegeben ist durch

1 -7 4 —4 1 —-16 4 -4
E(ﬁ o) Oé)E—Eg B EBE.EO[E_E‘{S B § —4 1 8 —Eg B 5 —4 -8 8
4 8 1 4 8 =8

Also erfiillt der gesuchte Vektor w das lineare Gleichungssystem

-16 4 —4 0
-4 -8 8 Jw=1{0
4 8 =8 0

Um w zu berechnen verwenden wir den GauB Algorithmus:

%Zgi -1 2 —2
Zy+4Zz: | 0 36 —36
o+ Zs: [0 0 0
Zl—%222 -]_ 0 0

1 .

Zy: |01 -1

(00 0

Also wird die Drehachse aufgspannt von w = (0 1 1 )T.

(d) Falls w € UNV, dann gilt (8 o a)u = u. Wie wir aber vorhin schon gezeigt haben,
ist w die Drehachse von o «, und somitist UNV = L (w).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 41. Parameterabhingige Eigenwerte und Eigenrdume

—a ab a+b
Gegeben sei die von den Parametern a,b € Rt abhingige Matrix A = 0 o ab
0 ab b

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A in Abhangigkeit von a und b.
(b) Bestimmen Sie die Eigenrdaume der Matrix A in Abhangigkeit von a und b .
(c) Bestimmen Sie alle v € C3 mit Av = iv.

(d) Sei a: C* — C*: & — Ax. Fiir welche Paare (a,b) ist dim Kern (o) = 17

Lésungshinweise hierzu:
(a) Das charakteristische Polynom ist

Xa(A) = (—a=A)((b—A)* - a’h?)

und hat die Nullstellen A\ = —a, Ao3 =b(1 % a).
(b) Die Eigenraume sind

1 1 1
Vi) =L| | o0 . V) =L|| 1 . Vi) =L|[ -1
0 1 1

sofern drei unterschiedliche Eigenwerte entstehen.
Fir b= —a/(1+4a) ist Ay = Ay und somit

1 1
via) =L o], [1
0 1

und fir b= —a/(1 —a) ist Ay = A3 und somit

1 1
V()\l) - L 0 5 —1
0 1

(c) Fir reelle a,b sind alle Eigenwerte reell. D.h. die einzige Lésung der Gleichung ist
v=0.

(d) dimKern () 2 1 is genau dann der Fall wenn A den Eigenwert 0 besitzt. Da a =0
und b = 0 nicht erlaubt sind, muss fiir einen Eigenwert 0 der Parameter a = +1
gewahlt werden.
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Aufgabe H 42. Diagonalisierung und Matrixpotenzen

0 1 -1 1 0 0
Seien A= 0 1 0 und B = -2 —4 2
1 0 0 -1 -4 2

(a) Bestimmen Sie die charakteristischen Polynome x ,(A) und xz()\).
(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von A und von B.

(c) Geben Sie eine invertierbare Matrix S so an, dass S™'AS eine Diagonalmatrix ist.
Bestimmen Sie (S~'AS)* und A*.

(d) Geben Sie eine invertierbare Matrix T' so an, dass T~ BT eine Diagonalmatrix ist.
Bestimmen Sie fiir k£ > 1 die Matrizen (T-'BT)*, T-*B*T und B*.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt
XA =X = X2+ A =1 und xp(\) =N+ 22 —2)

(b) Damit sind die Eigenwerte von A gegeben durch 1, —i,i und diejenigen von B durch
—2,0,1. Die zugehdrigen Eigenrdume fiir A sind

1 —1 1
V(1) =L 2 . V(-i) =L 0 , V() =L ,
1 1 1
und fir B
0 0 1
V(-2)=L 1 , V(0)=L 1 ., vi=L|[]| 0
1 2 1

(c) Mit der letzten Teilaufgabe erhalten wir

—e

1
S=1| 2
1

i)
— O .

Damit ist (S_IAS)4 = E3 und At = SEgS_l = E;3.
(d) Analog zur letzten Teilaufgabe gilt

001
T=|(110
121
Damit ist
(=2)* 0 0
F:=(T'BT)" =T'B*T = 0 00
0 01
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und

Aufgabe H 43. Test auf Eigenvektor

12 4 0 -9 1 0 3

) 2 10 0 -3 —1 0 3
Seien A = 9 9 1 —6 , U = 3 , Uy = 0 , U3 = 0
2 20 4 0 0 2

(a) Untersuchen Sie, welche der Vektoren vy, vs, v3 Eigenvektoren von A sind.
(b) Geben Sie die Eigenwerte von A und jeweils einen zugehorigen Eigenvektor an.
(c) Welche algebraische und geometrische Vielfachheit besitzen die Eigenwerte jeweils?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Nach kurzer Rechnung erhilt man Av; = (8,-8,8,0)" und Avs = 10vs. Da der
Nullvektor nie ein Eigenvektor sein kann, ist also lediglich v3 ein Eigenvektor von A.

(b) Die Eigenwerte ergeben sich zu 1,10,8 wobei 8 doppelte Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms ist. Zugehorige Eigenvektoren sind zum Beispiel

0 3 1
0 3 -1
U(1> - 1 ) U(lO) - O ) U(8> - O
0 2 0

(c) Die algebraischen Vielfachheiten sind e; = 1 = €39 und eg = 2. Da der Eigenraum
zum Eigenwert 8 die Dimension 1 hat gilt dgs = 1. Da die geometrische Vielfachheit
immer kleine gleich der algebraischen ist, gilt auBerdem d; = dyg = 1.

Aufgabe H 44. Eigenvektoren

0 A 2nXx2n
£ 0 ) eR :

(a) Zeigen Sie: Ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A # 0, dann existieren Zahlen

+ —
w # 7~ so, dass die Vektoren wt = ( ,uvv ) und w- = ( ”UU > Eigenvektoren

Fiir eine Matrix A € R™™™ definieren wir M (A) := (

von M(A) sind. Bestimmen Sie die zugehérigen Eigenwerte.

1 -3 =3
(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von M(A) firA=| 0 1 0
0 3 4

Losungshinweise hierzu:
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(a)

(b)

Der Beweis geht in analoger Weise fiir w™ und w™, deshalb schreiben wir in den Glei-
chungen w*. Wir miissen lediglich die Eigenwertgleichung nachrechnen, d.h. zeigen,
dass Mw™" ein Vielfaches von w™ ist und analog fiir w~. Wir betrachten Mw¥* und

erhalten:
+ (0 A pFo\ Av ( w
Muw —<En 0 )( v T\ pFEw )\ pfo
+32 £y
:<(I[Li>vv>:ui(ﬂv >:Miwi

D.h sowohl w™ als auch w™ erfiillt eine Eigenwertgleichung. Also ist w™ ein Eigenvek-
tor zum Eigenwert p := ++v/\ und w™ ein Eigenvektor zum Eigenwert p~ := —v/\.

Nach Teilaufgabe (a) geniigt es die Matrix A gegeben durch

1 -3 =3
A=10 1 0
0 3 4

auf Eigenwerte und -vektoren zu untersuchen. Diese werden dann verwendet um die
Eigenwerte und -vektoren von M gemaB der Vorschrift aus Teilaufgabe (a) zu bestim-
men. Wir berechnen die Determinate von A — AE3 indem wir nach der ersten Spalte
entwickeln und erhalten

det (A — AEy) = (1—>\)<(1—)\)(4—A)—3-0)
—(1- N1 -NA-N

Wir untersuchen die Matrix A weiter auf Eigenvektoren zu den Eigenwerten A\ = 1,
A2 = 1 und A3 = 4. Offensichtlich ist (1,0,0)" ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
Den zweiten Eigenvektor zum Eigenwert 1 sieht man ebenfalls schnell:

0 -3 -3 1 0
AM=1~[0 0 0 |~v@=L||o0], | 1
0 3 3 0 ~1

Fiir den dritten Eigenwert bekommt man

3 -3 -3 1
=4~ 0 =3 0 |~VH@)=L 0
0 3 0 ~1

Damit hat M die Eigenwerte 110 = 1, pss = —1, pus = 2, pg = —2. Die dazu-
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gehorenden Eigenraume sind:

1 0 —1 0
0 1 0 —1
0 —1 0 1
V(1) =L 1 0 V(-1) =L 1 0
0 1 0 1
0 —1 0 —1
2 -2
0 0
vo=L|| 21| veo=t|| 7
0 0
—1 —1
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11. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 45. Orthogonales Diagonalisieren

-11 1 1
. 1 =z 1 : . .
Essei A, = 1 1 —1 1 | enevom reellen Parameter x abhangige Matrix.
1 1 1 -1

(a) Berechnen Sie A,(1,0, —1,0)T und A,(1,0,0, —1)T. Welche Abschatzung fiir die al-
gebraische Vielfachheit welchen Eigenwerts von A, folgt hieraus?

(b) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von A, .
(c) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix S so, dass STA_,S eine Diagonalmatrix ist.

(d) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix 7" so, dass T' AT eine Diagonalmatrix ist.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Einfaches Multiplizieren von Matrizen liefert

A(1,0,-1,0) = (=2,0,2,0)"
und T .
A,(1,0,0,—1)" = (~2,0,0,2)".

Somit besitzt A, den Eigenwert —2 und die algebraische Vielfachheit diese Eigenwerts
ist mindestens 2.

(b) Esist
—1-A 1 1 1
1 T — A 1 1
Xa,(A) =det (A, — AEy) = det 1 1 1o 1
1 1 1 -1-A

Die Determinante ist als Abbildung linear in jeder Zeile bzw. Spalte, vgl. 3.11.4. Somit
bleibt die Determinante der Matrix A, — AE, erhalten, wenn wir die erste Zeile von
jeder der anderen Zeilen abziehen. Es ergibt sich

1) 1 1 1

- 94N z—1-X 0 0

Xa,(A) = det [ o 0 9-A 0
2+ \ 0 0 —2-2\

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/infomat/HM-Stroppel / Seite 68



11. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(c)

Addiert man nun die dritte und vierte Spalte auf die erste, so folgt

11— 1 1 1
24N z—1—AX 0 0
X (A) =det | 7 0 —2-x 0

0 0 0 -2 -

Mittels zweifachen Entwickelns nach der letzten Zeile erhdlt man dann

1—A 1 1
Xa,A)=—=2+N)det [2+X z2—1—A 0

0 0 —2—-)

= (24 )" det @11 x—i—/\)
R+ (1T =Nz —-1-X)—(2+))
=2+ NN = Aa+1)+z—3).

Bestimmt man nun die Nullstellen der einzelnen Faktoren, so erhilt man fiir die Ei-
genwerte von A, genau A\ = —2, Ay = —2, A\3 = %(x + 1+ V2?2 —2x + 13) und
M=ot 1 - Va2 1 13).

Nach b) besitzt A_; den Eigenwert —2 mit algebraischer Vielfachheit 3, da Ay =
—2 gilt, und den Eigenwert A3 = 2 mit algebraischer Vielfachheit 1. Da die Matrix
A, symmetrisch ist, ist sie nach Satz 5.4.2 orthogonal diagonalisierbar. Insbesondere

stimme fiir jeden Eigenwert die algebraiche und geometrische Vielfachheit iiberein.
Zum Eigenwert —2 kennen wir nach a) bereits die Eigenvektoren (1,0,—1,)T und

(1,0,0, —1)T. Wir I16sen das LGS

1 1 11
T 1 1 11 T
0= (A, — (=2)Ey)v = L1 1l
1 1 11
Subtraktion der ersten Zeile von den anderen Zeilen fiihrt zu
1 1 11
00 00 T—O
0o0o0o0|Y ™Y
00 00

Dieses LGS besitzt die Losung (1,—1,0,0)T und diese ist linear unabhangig von
den beiden Eigenvektoren aus a). Da wir orthogonal diagonalisieren wollen, miissen

wir eine ONB des Eigenraums V' (—2) bestimmen. Setze hierfiir b; = (1, —1,O,O)T,
by = (1,0, —1,0)T und b3 = (1,0,0, —l)T und fiihre das Schmidtsche Orthonormie-
rungsverfahren wie in 4.5.10 durch. Es folgt f; = %\%(1, —1,0,0)T und weiterhin

11 T

f2* = by — <b2|fl> fl = (éaﬁa_lao)
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(d)

Somit ist fo = %(1, 1,-2,0) und

f3=0b3—(bs| f1) fr — (b3 | fa) fo = ( ,—1) .

Y

1
"3

W
W

. o Ty T
Man .erhalt fs = \/—ﬁ(l, 1,1,-3) = Wﬁ(l’ 1,1,-3) .
Ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 steht auf jedem der Vektoren b,, by und b3 senkrecht,
was offensichtlich vom Vektor (1,1, 1, 1)T eriillt wird. Ein Eigenvektor der Lange 1 zum
Eigenwert 2 ist somit %(1, 1,1, 1)T. Diese Orthonormalbasis aus Eigenvektoren bildet

die Spalten der Matrix S und somit ist

Ve V2 1 VB
1 [ =v6 V2 1 VB
T3l 0 —2v2 1 VB

0 0 -3 V3

Mit = 1 und b) gilt A\ = %(2+ \/ﬁ) =14++/3 und A\, = 1 — /3. Wir bestimmen
den Eigenvektor zum Eigenwert 1+ /3. Dies fiihrt auf das LGS

S

—2-v3 1 1 1
1 -3 1 1 L
1 1 —-2—+3 1 o

1 1 1 —2-4/3

Dieses Gleichungssystem ist in der ersten, dritten und vierten Variable symmetrisch.
Diese Koordinaten miissen also gleich sein und sind nicht 0, da sonst das Gleichungs-

system offensichtlich nicht |6sbar ist. Somit kann man v von der Form (1,a,1, 1)T
annehmen. Aus der zweiten Zeile des LGS folgt dann 3—1/3a = 0 und somit a = /3.
Analog erhilt man zum Eigenwert 1 — /3 den Eigenvektor (1, —+/3,1,1). Normiert
man diese Eigenvektoren so erhdlt man \/ié(l,j:\/g,l,l)T. Der Eigenraum zum Ei-
genwert —2 wird durch die in a) gegebenen Vektoren aufgespannt und wir erhalten
als Orthonormalbasis von V' (—2) die Vektoren \%(1,0, —1,0)T und \/Lg(l,(), 1, —2)T.
Schreibt man diese Eigenvektoren nun als Spalten der Matrix 7', so folgt

V3 o1 1 1

1 0 0 V3 -3
T_

Vel —-v3 1 1 1

0 -2 1 1

Aufgabe H 46. Affine Abbildungen, Koordinatensysteme

In R? seien die Punkte P = (1,2)', @ = (3,—1)', R=(5,3)" und S = (4,1)" gegeben.
Sei a: R? — R? eine affine Abbildung, fiir welche a(P) = R, a(Q) = S und a(R) = P
ist. Sei F = (P; ]ﬁ?,l@) Sei E das Standardkoordinatensystem.
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(a) Zeichnen Sie P,Q, R und S in R*. Bestimmen Sie . P, .Q, .R und _S.

(b) Bestimmen Sie A und t mit a(z) = Ayx +t fir 2 € R?. Ist  bijektiv?

(c) Bestimmen Sie _k, und _r,.

(d) Bestimmen Sie mittels (b) und (c) B und u mit a(z) = Bz +u fir z € R*. Ist
a eine |sometrie?

Losungshinweise hierzu:

(a)
Yy
3 - R(5,3)
- P(1,2)
. 5(4,1)
NEEEREE

Da P der Ursprung des Koordinatensystems [ ist, gilt . P = (O,O)T. Der Vektor von
P, also dem Ursprung von [, nach () ist der zweite Basisvektor von F. Somit ist

Q= (0, 1)T. Der Vektor von P nach R ist der erste Basisvektor des Systems F und
somit ist (R = (1, O)T. Der Punkt S ist der Mittelpunkt der Strecke zwischen @) und

R. Es ist
(RGQ) = (RP+ PQ) = (-1,0) +(0,1) = (~1,1)

T

Somit ist
.

£(9) = (PR 57) = (L0) + 5(-1,1)" = (1 1)

23
T LN T : a b
(b) Da (1,0) = R = a(P)=,a((0,0) ) gilt, folgt t = (1,0) . Essei A= ( )

F F c d
Dann ist
T T T T
0.0 = P = a(R) = 1a((1,0)) = (0,0 +¢ = (a+1,0
und somit (a,c) = (—1,0). Weitherhin ist analog
T
11 T T
(5:3) =+5=s0@=,al0)) =G+ 10)"
1 —
0

T 202

1

Somit folgt (b,d) = (—3,%) und schlieBlich A = ( f). Da diese Matrix
2

invertierbar ist, folgt, dass « bijektiv ist.
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(c) In Standardkoordinaten ist PR = (4, 1)T und @ = (2, —3)T. Mit 4.7.6 gilt somit

() = (‘11 _23) vt (1,2)

) 4 2\ .. (-3 =2 ) )
Das Inverse der Matrix (1 _3) ist 75 (_1 4 ) . Wiederum nach 4.7.6 ist dann

s (3 Do -2 (3 D ()

(d) Esist

= Kk (— —
2

“1(4 2\ (T 0\  1(1 2

25(1 —3> (—1 4)9”1(1 —3) (5:1)

-1 /13 4 1 T

Da die Matrix =L (153 o

nicht um eine Isometrie.

Aufgabe H 47. Quadratische Formen

Seien @ und b reelle Parameter.

Sei qup: R* = R: x> a(xd + 23+ bxs + 23 + 23 + i + 201203 + 20914 — 2bT974) — 42173
(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der zu ¢,; gehorigen Matrix.
(b) Bestimmen Sie die Menge P der Paare (a,b), fiir welche g, positiv definit ist.
(c) Bestimmen Sie die Menge I der Paare (a,b), fiir welche g, indefinit ist.

(d) Skizzieren Sie die Teilmengen P und I von R2.

) nicht orthogonal ist, handelt es sich bei a nach 4.6.4

Losungshinweise hierzu:
(a) Die zu g, gehorige Matrix ist

a 0 a—2 0
A= 0O a+ab 0 a—ab
Cla-—2 0 a 0

0O a—ab 0 a+ab
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(b)

(c)

(d)

Da das Vertauschen von Zeilen und Spalten einer Matrix nach 3.4.11 genau das Vorzei-
chen der Determinante andert, erhalten wir durch Vertauschen der zweiten und dritten
Spalte und anschlieBendes Vertauschen der zweiten und dritten Zeile
a—\N a—2 0 0
a—2 a— A 0 0

0 0 a+ab— A\ a— ab

0 0 a— ab a—+ab— A\

Da letztere Matrix Blockgestalt hat, ist diese Determinante nach 3.13.8 das Produkt
der Determinanten der einzelnen Blocke, also
xa(A) = ((a = X)?) = (a —2)*)((a + ab— X)* = (a — ab)?)
= (A* = 2a\ +4a — 4)(\* — 2(a + ab)\ + 4a’b).

xa(A) = det

Als Nullstellen des ersten Faktors ergeben sich
atVa—dat+d4=a++\/(a-22=a=%(a—2)=1{2,2>a-1)}
und als Nullstellen des zweiten Faktors
a+ab+Va? —2a2b+ a®h? = a + ab £ \/(a — ab)? = {2a, 2ab}.
Die Eigenwerte sind somit {2,2(a — 1), 2a, 2ab}.
Wir miissen jene Werte von Paaren (a,b) berechnen, die dazu fiihren, dass alle in a)
berechneten Eigenwerte positiv sind. Es ist 2(a—1) > 0 genau dann, wenn a > 1. Mit

a > 1 ist dann 2ab > 0 genau dann, wenn b > 0. Weiterhin gilt dann auch 2a > 0
und es gilt immer 2 > 0. Somit ist P = {(a,b) e R? | a > 1A b > 0}.

Da stets der positive Eigenwert 2 vorliegt, miissen wir die Paare (a,b) bestimmen, fiir
die einer der Eigenwerte 2a,2(a— 1) oder 2ab negativ wird. Es ist 2(a —1) < 0 genau
dann, wenn a < 1. Es ist 2a < 0 genau dann, wenn a < 0, die Bedingung a < 1 ist
aber schwécher. Gilt hingegen a = 1, so ist 2ab genau dann negativ, wenn b < 0 gilt.
Somit ist I = {(a,b) e R* |a <1V b<0}.

Die gestricheltene roten Linien gehoren zu keinem der Gebiete.

b

e
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Aufgabe H 48. Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit

Fir a € R sei Aa:(_l 3).
a —5

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehdrigen Eigenrdume von A, .

(b) Berechnen Sie fiir jedes « die Eigenwerte von A, , sowie deren jeweilige algebraische
und geometrische Vielfachheit. Fiir welche « ist A, diagonalisierbar?

(c) Bestimmen Sie ein «, fiir welches A, orthogonal diagonalisierbar ist.

(d) Fiir welche o ist (3 + 6i, —5i)  ein Eigenvektor von A, ?

Fiir welche « ist (3 — 61, 5i)T ein Eigenvektor von A,7?

-1 3
=35

Das charakteristische Polynom lautet

“1-A 3 .
det(( A _B_A))—)\+6/\—7

und hat die Nullstellen Ay = —7 und Ay = 1. Die Eigenraume sind die Lésungsmengen
der Gleichungssysteme

6 3 . : -2 3
<4 2) v=20 beziehungsweise ( 4 —6) v=20.

Die Eigenraume sind somit

vi=2((5)) vea=((3))

(b) Die Eigenwerte von A, sind \; = —3 + /4 + 3a und \y = =3 — /4 + 3a.
e Fall 1: o # —%. Fir a # —% gilt \; # Ao und daher e, = e, = 1. Damit gilt
auch dy, =d,, =1.
e Fall 2: a = —%. In diesem Fall ist —3 der einzige Eigenwert und es gilt e_5 = 2.
Der Eigenraum ist die Losung des Gleichungssystems

2 3>
4 UZO.
(—3 —2

Dieser Losungsraum ist eindimensional, da der Rang der beschreibenden Matrix
1 ist. Also ist d_3 =1.

Losungshinweise hierzu:

(a)

(c) Falls a@ # —% gilt, ist die Matrix nach Lemma 5.3.2 diagonalisierbar. Falls o =
—% gilt, ist die Matrix nicht diagonalisierbar, da die geometrische und algebraische
Vielfachheit des einzigen Eigenwerts nicht tibereinstimmen. Also ist A, fiir a € R ~
{—3} diagonalisierbar. Fiir @ = 3 ist die Matrix symmetrisch und nach Satz 5.4.2

orthogonal diagonalisierbar.
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(d) Damit der Vektor <3j5?1> ein Eigenvektor ist, muss es eine Zahl \ geben, so dass
-1 3 3461\ \ 3+ 61
a -5 —51 ) —5i

—3-21i ) _, (3+6i
3a+6ai+251) "\ -5 )

Aus der Gleichung der ersten Zeile erhalten wir A = =2-21i — _3 i FEinsetzen in der

_ _ _ 3+6i
zweiten Zeile ergibt

die Gleichung

erfiillt ist. Das ergibt

—5i(—3 —1) = 3a + 6ai + 25i
—5— 10
3+ 6i

Also ist v = —2 die einzige reelle Zahl fiir die (3 + 6i, —5i)T ein Eigenvektor von A,
ISt.

Der zweite Vektor (3 — 6i, 5i)T ist komplex konjugiert zum vorherigen Vektor (3 +
6i, —5i)T . Folglich ist nach Lemma 5.1.9 A = (—3 — i) = —3i ein Eigenwert der reellen
Matrix A_s mit Eigenvektor (3 — 6i, 5i)T. Demnach ist (3 — 6i, 5i)T fir « = =32
ein Eigenveidor von A, . Fiir andere Werte von o € R ist dies nicht der Fall, da diese
sonst nach Lemma 5.1.9 im ersten Teil auftreten wiirden.
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 49. Riumliche Quadrik

Bestimmen Sie die euklidische Normalform und die Gestalt der Quadrik
Q= {(:L’l, xg,mg)T € R*| —3a] + a3 + 223 — 8x129 + 41103 — 12093 — 621 + 2419 — 18 = O} )

Geben Sie ein kartesisches Koordinatensystem I an, in dem Q diese euklidische Normalform

annimmt. Geben Sie oh und glp an.

E F

Losungshinweise hierzu: Schreiben wir Q in Matrixform xTAx + 2aT:p +c¢ =0, so ist
-3 —4 2

A=|—-4 1 —6|.Mittels der Regel von Sarrus ergibt sich als charkteristisches Polynom
2 —6 2

von A

XaA) =(=3 =X)L = A)(2— ) +48 +48 —4(1 — \) —36(—=3 — \) — 16(2 — \)
=— A +63\+162

Wir erraten den Eigenwert \; = —3 und mit Polynomdivision folgt
(=A% + 63X +162) : (A +3) = \* — 3\ — 54

Somit sind die weiteren Eigenwerte Ay = —6 und A3 = 9. Wir bestimmen die zugehdrigen
T
Eigenvektoren, indem wir die Gleichungsysteme (A—\;E3)v = 0 mit v = (v, v9,v3) |0sen.

Aus
0 —4 2 U1

0=(A+3E)v=[-4 4 —6]| v
2 —6 5/ \us

folgt mit der ersten Zeile v3 = 2vy. Setzt man dies in die drtitte Zeile ein, ergibt sich

vy = —2vy und wir erhalten den normierten Eigenvektor w; = %(—2,1,2)T. Analoges
Vorgehen fiir A3 liefert

—-12 -4 2 V1
0= (A — 9E3)U = —4 -8 —6 (%)
2 -6 -7 (%}

Aus der ersten Zeile erhalten wir v3 = 6v; + 2vy und Eisetzen in die zweite Zeile liefert dann
. L . . .

Vg = —2v;. Somit ist w3 = %(1, —2,2) ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert 9. Da A

als symmetrische Matrix orthogonal diagonalisierbar ist und jeder Eigenwert die algebraische
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Vielfachheit 1 besitzt, berechenen wir den Eigenvektor zum Eigenwert —6 als Kreuzprodukt

von w; und ws. Um die Rechung zu vereinfachen ignorieren wir den Normierungsfaktor %:

6
1 x| -2 =16
2 2 3

: . . T :
Als normierten Eigenvektor erhalten wir wy = %(2,2, 1) . Die Eigenvektoren setzen wir als
Spalten der Transformationsmatrix 7' fest. Fiir den Linearteil der transformierten Gleichung
erhalten wir

i (221
o T=(-31203| 1 2 —2|=(6.6-9)
2 1 2

und somit hat die Quadrik in den Koordinaten y = T'x die Form
0 = —3y]—6ys+9y5+12y1+12yo—18y3—18 = —3(y;—2)*+12—6(yo—1)?+6+9(y3—1)*—9—18.
Mit z =y — (2,1, 1)T ergibt sich also

0= -3z — 625 +925 — 9

und somit die euklidische Normalform

1 2

ng+§z§—z§+1:0.

Es handelt sich nach 6.3.8 also um einen zweischaligen Hyperboloid. Als Ursprung des neuen
Koordinatensystems I, in dem @ die euklidische Normalform annimmt, erhalten wir somit
P =T(2,1, 1)T = %(—1,2,7)T. Somit ist F = (P;wy,wsy, ws). Fiir die Transformationen
zwischen den Koordinatensystemen erhalten wir

ghip(v) =Tv+ P

T

und nach 4.7.6 und da es sich bei 7' um eine orthogonale Matrix handelt, d.h. 7! =T
gilt, folgt

. 1 -2 1 2 2
]FH]E(U):T<U—P):§ 2 2 1lov—|1
1 -2 2 1

Aufgabe H 50. Modell: Hyperbolisches Paraboloid (Sattelflache)
Gegeben sind die Ebenen E;, = {x € ]R3| T3 :t} fir t € R und die
Quadrik @, die Sie als Modell in den Ubungen schon in der Hand hatten,

mit der Gleichung 23 —z3+x3 = 0; im Modell dargestellt ist der Ausschnitt E :
—1 < 21,29 £ 1. Sie finden das Modell auch unter:

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /01
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(a)

(b)

Entscheiden Sie, fiir welche ¢t € R der Schnitt von Q und E; die Form zweier sich
schneidender Geraden, einer Ellipse bzw. einer Hyperbel hat.

Lésungshinweise hierzu: Fiir ¢ = 0 erhilt man die Schnittgleichung 22 — 23 = 0.
Dies entspricht nach der Klassifikation der ebenen Quadriken einem Paar sich schnei-
dender Geraden. Fiir ¢ # 0 erhilt man hingegen die Schnittgleichung 22 — 232+t = 0,
aus welcher sich die euklidische Normalform 2%/t — 23/t +1 = 0 ergibt. Daran erkennt
man ebenfalls nach der Klassifikation der ebenen Quadriken, dass es sich hierbei um
eine Hyperbel handelt. Damit sind alle t € R abgedeckt und man kann schlieBen, dass
der Schnitt nie die Form einer Ellipse hat.

Das blaue Linienpaar auf @ erfiillt die zusatzliche Gleichung |z — z5| = %. Ist es ein
Geradenpaar? Parametrisieren Sie gegebenenfalls die beiden Geraden.

Lésungshinweise hierzu: Aus der zusatzlichen Gleichung ergibt sich

1 1 1
|x1—a:2|zzl(:)xl—xgziz—l@xglejzz

Eingesetzt in die Quadrikgleichung erhalt man

2
o il +r3=0<=1=x :jzlx —|—i
! Ty ’ ST
Wahlt man nun fiir z; den Parameter ¢ € R, so ergibt sich aus den beiden obigen
Gleichungen eine Parametrisierung

T t 0 2
w|l= t£1 |=[(£1|+t] 2
3 +it+ 1o = +1

der blauen Teilmenge. Man sieht daran, dass es sich um zwei Geraden handelt, die
weder parallel sind noch einen Schnittpunkt haben.

Welche der folgenden farbigen Teilmengen von () entstehen als Schnitt von @ mit
einer der folgenden Ebenen? Zu welcher Farbe bzw. Ebene gibt es keine Entsprechung?
e Schwarz e Rot (Hyperbel) e z3=0 e 13 =-—006 e =0,2
e Gelb e Blau (Parabel) e 123=05 e x5=—-0,6 o1y — 213 =1/8

Losungshinweise hierzu: Zunichst lasst sich die schwarze Teilmenge als Schnitt mit
der Ebene 3 = 0 identifizieren, denn nach Aufgabenteil (a) entspricht dieser Schnitt
gerade einem sich schneidenden Geradenpaar.

Die blaue Parabel ldsst sich ebenfalls identifizieren als Schnitt mit der Ebene xz, =
—0,6, denn zum Einen muss es sich durch Inspektion um einen Schnitt mit einer
Ebene handeln, auf der alle Punkte, die selbe z; oder z5-Koordinate haben miissen.
Zum Anderen sieht man, dass diese Teilmenge nicht nahe dem Ursprung verlauft, somit

sollte die kosntate x1- bzw. x5-Koordinate sicherlich groBer als % sein.
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Damit ist geklart wie die x1- und wie die z5-Achse im Modell liegen muss und daher
auch welche der beiden Seiten die Ober- bzw. Unterseite ist. Denn entlang der x1-x3-
Ebene (x5 = 0), parallel zur Schnittebene fiir die blaue Parabel, muss die Quadrik wie
eine nach unten gedffnete Normalparabel (23 = —x%) verlaufen. Daher scheidet die
Seite mit der blauen Parabel als Oberseite aus. D.h. die Seite mit der roten Hyperbel

ist die Oberseite und daher ist diese der Schnitt mit der Ebene x3 = —0,6.

Ebenfalls durch Inspektion kann man erkennen, dass die gelbe Teilmenge ein windschie-
fes Geradenpaar ist und damit nicht als ein Schnitt mit einer Ebene entstanden sein
kann. Andererseits kann man durch analoges Vorgehen wie in b) die gelben Geraden
auch explizit parametrisieren. Mit den beiden Parametrisierungen der Geraden kann
man sehen, dass diese keinen Schnittpunkt haben und auch nicht parallel verlaufen,
daher windschief sind und somit nicht in einer gemeinsamen Ebene liegen kénnen. D.h.
zur gelben Teilmenge gibt es keine Entsprechung.

Ebenfalls ohne Entsprechung sind damit die Ebenen x3 = 0,5, 1 = 0,2 und x5 —
2x3 = 1/8.

Aufgabe H 51. Modell: Kegelschnitte

Sei Q der durch die Gleichung —2? — 22 + 22 = 0 gegebene Doppelkegel; im Modell
dargestellt ist der Bereich —% < Xy, 29,13 S g AuBerdem sei in Abhangigkeit von a € R
eine Ebene F, gegeben durch x; + ax3 = 1 im Standardkoordinatensystem.

(a) Welche Ebenen erhalten Sie fiir o € {—1,—1/2,0} ?
Wie hangen diese Ebenen mit denen des Modells zusammen?

(b) Die Basis B,: b, = ﬁ(l,O,a)T,bz = (0,1,0), b3 := Tl 0,—1)" von
R3 liefert das kartesische Koordinatensystem F, = (ﬁ(l,O, )" B,). Ist B, ein

Rechtssystem? Geben Sie die Ebene E, in Hessescher Normalform beziiglich des
Koordinatensystems F, an. Priifen Sie, ob F/ := (ﬁ(l,o,@)T;bg,bg) ein karte-
sisches Koordinatensystem von FE, ist.

(c) Geben Sie eine Quadrikgleichung fiir den Doppelkegel Q beziiglich E
des Koordinatensystems I, an. e

(d) Geben Sie eine Gleichung fiir die Schnittquadrik £,NQ beziiglich F/,
an. Bestimmen Sie die Gestalt dieser Schnittquadrik in Abhangigkeit F'

von «. E

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /02

Losungshinweise hierzu:
(a) Man erhilt:
e = —1: 21 —x3 =1, das ist im Modell die blaue Ebene,
e o =0: x; =1, das ist die griine Ebene,
o a=—1/2: 11 — %a:d = 1, diese Ebene verlduft durch die selbe Gerade wie die
blaue und griine Ebene und ist gegeniiber der gelben Ebene um 90° gekippt.
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(b)

(c)

(d)

Bezeichne mit © = (21,22, 73)" die Standardkoordinaten, mit y = (y1,v2,93)" die
F.-Koordinaten, dann lasst sich die Koordinatentransformation wie folgt darstellen:

1 o 1

V14a?2 0 V14a?2 1+a?
x:E/ﬁFa(y) = (a) 1 01 Y+ aO

Vita? T Vira? TraZ

Die Determinante der obigen Matrix ist —1, es handelt sich also um ein Linkssystem,
was keinerlei Auswirkungen auf das nachfolge Vorgehen hat.
Es ergibt sich o = 5, sowie

1 a o} 1 o
= + + ; T3 = - + .
Tt iz 1ta VT e Viza T 1ta?

Einsetzen in die Ebenengleichung x; + ax3 = 1 liefert die Hessesche Normalform in
y-Koordinaten:

X1

Eai y1:O

Der Ursprung von [/ liegt auf E,, die Basisvektoren by und b3 sind normiert, ortho-
gonal zueinander und Richtungsvektoren von E, . Also ist [/ ein kartesisches Koordi-
natensystem von E,,.

Setze die Beziehungen z; = \/1—1|—a2 Y1+ A=t 5, Ty = yp und 13 = Tiaazd1—

Y3 T 145 in die Quadrikgleichung #7 + 23 — 25 = 0 von @ ein:

1 a 1\,
(\/1+a2y1+\/1+a2y3+1+a2> e

o 1 n « 270
Vit Viza? T 1ta?) ~

Ausmultiplizieren und Zusammenfassen endet in

1—a? 2 2+a2_12+ 4o
1+O{2y1 Yo 1+O{2y3 1+a2y1y3
2 — 202 4o 1 —a?

T T Uy et e

Man darf sich hier nicht dariiber wundern, dass man eine komplizierte Gleichung erhalt,
denn die y-Koordinaten sind der Ebene E, angepasst, nicht der Quadrik Q.

Eine Gleichung fiir die Schnittquadrik £, N @Q erhdlt man durch Einsetzen der Ebe-
nengleichung in die Quadrikgleichung, und zwar alles in y-Koordinaten. Ein analoges
Vorgehen in z-Koordinaten wiirde ein verzerrtes Bild der Schnittquadrik liefern (ge-
nauer gesagt eine Projektion in eine der z-Koordinatenebenen).

Setze also y; = 0 in die Gleichung aus (c) ein:

2 2
y at—1, 4o 1—-a
Yo+

T T Trape® T Ty e~
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Dies ist eine ebene Quadrik in der y,-y3-Ebene (beschrieben durch das Koordinaten-
system . ). Im Fall a? = 1 ergibt sich

Y5 £ V2ay; = 0.

Dies beschreibt eine Parabel.

Im Fall o # 1 muss man quadratisch erginzen (die Matrix dieser Quadrik ist bereits
diagonal):

2+a2—1 N 20 2 402 N 1 —o? 0
PR P @ yvivar) @D +atE ' (TratE

,  a?—1 20 2 40® + (@2 —1)?
Yo+t o5\t ) e = O
1+ (a2 — 1)1+ a? (a2 = 1)(1+a?)

, a*—1 20 2 (a®+1)?
Yz T 2 \Us ) 2z = 0,
1+« (a2 = 1)V1+a? (a? =1)(1+a?)
N N 20 P 0
T T\ (a?2 = 1)V1+ a? (a2 —1)

2 2 2
9 , (a*—1) < 200 )
(o =1 + +1=0.
( )2 az \B (a? —1)V1+ a?
2a

Setze zy = y9 und 23 = y3 + VT dann erhalt man

(o® — 1)

2 2
~(a? = 1)} - T

z+1=0.

Im Fall o® > 1 handelt es sich demnach um eine Ellipse, im Fall a?> < 1 um eine
Hyperbel.
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 52. Quadrik mit Parameter
Betrachten Sie die von einem Parameter @ € R abhangige Quadrik

Qo = {xeR?" x%—2x§+ozx§+4x1x2+2\/§x1+4\/3x2+oz:()}.

(a) Schreiben Sie die Gleichung der Quadrik @, in Matrixform.

Losungshinweise hierzu: Fiir die Matrixform der Gleichung der Quadrik erhalten wir
2 Az +2a"'x 4 ¢ =0 mit

1 2 0 V5
A= 2 =2 0 , a=1 25 |, c=q.
0 0 « 0

(b) Bestimmen Sie den Typ der Quadrik @, in Abhingigkeit von «.

L6sungshinweise hierzu: Aus der Rangbestimmung der Matrix A und der erweiterten

a 5 2\/5 0
: Vs 1T 2 0 .
Matrix Aeny = 25 2 2 0 erhalt man
0 0 0 «
Rg A — 2 f?razo, Rg A, = 3 f:L?roze{O,E)},
3 fir a#0, 4 fir a ¢ {0,5}.

Damit ist @), fiir & = 5 eine kegelige Quadrik und fiir o # 5 eine Mittelpunktsquadrik.
(c) Bestimmen Sie eine euklidische Normalform von @), in Abhangigkeit von «.
(d) Geben Sie die Gestalt von dieser Quadrik in Abhangigkeit von « an.
L6ésungshinweise hierzu:
Die Matrix A hat das charakteristische Polynom (a— \)(A? + A —6). Daraus ergeben

sich die Eigenwerte
)\1 = 2, )\2 = —3, /\3 = .

Zugehorige Eigenvektoren sind

2 1 0
U1 = 1 s Vg = —2 N V3 = 0
0 0 1
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Somit erhalten wir die Transformationsmatrix

| 2 1 0
F=_—— 1 =2 0
vilo o V5

Mit Fla = <—§3> ergibt sich die transformierte Gleichung

2yt — 3y5 + ay; + 8y; — 6y +a = 0.
Mit quadratischer Erganzung erhalten wir
20 +2) = 3(y + 1) +ays + (a—5) =0
und damit schlieBlich die Gleichung
227 — 325 + azi + (o — 5) = 0.

Nun konnen wir die Normalform und die Gestalt der Quadrik genauer spezifizieren:

e Falls o =5 ist, fallt der konstante Teil weg und wir erhalten die Normalform
227 — 323 + 525 = 0.
Diese Gleichung beschreibt einen Doppelkegel.

e Falls o = 0 ist, ergibt sich die Normalform

2 3
Zailziic

In diesem Fall haben wir es mit einem hyperbolischen Zylinder zu tun.
e Fiir a ¢ {0,5} erhalten wir schlieBlich die Normalform

2 3 o
a—5Z%_a—5Z§+a—5z§

+1=0.

Die Gestalt der Quadrik hangt jetzt davon ab, welches Vorzeichen o und a@ — 5
haben:

Fir a < 0 und fiir a > 5 sind jeweils zwei der Koeffizienten im quadratischen
Teil positiv und nur einer negativ. Also beschreibt die Gleichung in diesen beiden
Fallen ein zweischaliges Hyperboloid.

Fir 0 < a < 5 sind zwei der Koeffizienten im quadratischen Teil negativ und
nur einer positiv. Also beschreibt die Gleichung in diesen Fallen ein einschaliges
Hyperboloid.
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Aufgabe H 53. Folgen
Gegeben ist die vom reellen Parameter 3 # —7 abhangige Folge (a,), oy durch

(a)
(b)
(c)
(d)

1

2+35a
1+48""

a; :=1und a, 1 :=

Fiir welche 3 ist die Folge (ay), .y monoton?

Fiir welche f ist die Folge (a,), . beschrankt?

neN
Bestimmen Sie die Haufungspunkte der Folge (ay,), .y in Abhangigkeit von 3.

Fiir welche 3 konvergiert die Folge (ay,), o7
Bestimmen Sie in diesen Fallen den Grenzwert.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

-1
2438\ "
1+43

Da wir mehrmals im Laufe der Aufgabe Ungleichungen mit dem Nenner 1+44 durch-
multiplizieren werden, klaren wir, wann dieser Nenner negativ ist:

Aus der rekursiven Vorschrift lasst sich die Beschreibung a,, = ( ableiten.

-1
14468 <0 <= B<T.

Setze x5 = %. Die Folge ist monoton genau dann, wenn z3 nicht negativ ist. Wir

unterscheiden die Falle, dass der Nenner positiv bzw. negativ ist. Im ersten Fall gilt
8> _Tl, und

2438 -2

20 <= 243020 < (=2 —

1+48 — b= bz 3
: —1 0o—2 _ -1
liefert == < 8, weil == < .
Im zweiten Fall gilt 5 < _Tl, und

2+ 308
1+48

-2
20 <<= 243020 ﬁ§?

liefert 5 < %2
2 -1

Die Folge ist demnach monoton genau dann, wenn 3 < =% oder &= < f3.

Die Folge ist beschrankt genau dann, wenn |25 < 1 gilt. Wir unterscheiden wieder
. . -1 -1

die Falle 8 > — und 8 < .

Im Fall g > ’Tl reduziert sich die Bedingung zu

—1gﬁig§1 s 1—4B<2438< 1448 = (—3<TR)A(L<A),

also bleibt wegen _73 < _Tl < 1 die Bedingung 1 < §.
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(d)

Im zweiten Fall ergeben sich wegen 3 < = die Aquivalenzen

—1gii§§1 s 1482243821448 «> (=32 TR)A(L 2 B)

und daraus wegen =2 < =+ < 1 die Bedingung 8 < =2.

Die Folge ist beschrankt genau dann, wenn § < _73 oder B = 1.

Wir benutzen Beispiel 1.5.8 der Vorlesung zur Klarung der Konvergenzfragen und zur
Bestimmung der Haufungspunkte.

Im Fall |z5| < 1 konvergiert die Folge (ay)nen = (ngl)neN gegen 0 (und O ist der
einzige Haufungspunkt). Dies tritt nach (b) genau dann auf, wenn 5 < _73 oder > 1.

Ist x5 > 1, so hat die Folge den Haufungspunkt +oo und keinen anderen; es gilt

lim a,, = +00. Um die entsprechenden Werte von 3 zu bestimmen, unterscheiden
n—0o0

wir wieder die Falle g > _Tl und 8 < _Tl.
Im ersten Fall gilt

2+ 38

1l <— 2+3 14+48 <— 1
1+4B> +36>14+4p > f3

und damit _Tl < B < 1. Im anderen Fall gilt

2+ 343
>1 = 24+30<1+48 <= 1<p.
1145 +38 <1+4p B
Weil dies im Widerspruch zur Annahme § < _Tl steht, erhalten wir keine weiteren

Kandidaten fiir S aus diesem Fall. Es gilt also lim a, = 400 genau dann, wenn
n—oo

S <p<1.

Im Fall 25 < —1 hat die Folge die Haufungspunkte +00 und —oo (und keine anderen).

Nach Teil (a) tritt dies im Fall 3 > = nicht auf. Im Fall 3 < 5! erhalten wir

2+ 303

—1 2 —-1—-4 —
1+45< — 2436 > b <— 78> -3,

-3 -1
also == < < .

Es sind noch die Sonderfille 3 = £1 zu behandeln. Im Fall 23 = 1 ist die Folge
konstant, und 1 ist der einzige Haufungspunkt. Dies tritt auf fiir 3 = 1. Ist 25 = —1,
so nimmt die Folge die Werte 1 und —1 alternierend an und besitzt somit die Punkte
1 und —1 als Haufungspunkte (und keine anderen). Dies tritt ein fiir § = =2.

Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie genau einen Haufungspunkt besitzt und
dieser nicht im Unendlichen liegt. Dieser Haufungspunkt ist dann auch der Grenzwert
der Folge. Nach (c) tritt dies im Fall 5 < =2 oder 8 = 1 auf. Im Fall 8 =1 konvergiert
die Folge gegen 1, in allen anderen Fallen gegen 0.
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Aufgabe H 54. Quadrik

0\ /1\ {/0\ 1/ O
Sei Q:{xGRB‘ 5m%+3x2+4x3:0}.5ei G := <<0>;<0),—<3>7—<_4
0 0/ 2\4/) 2\ 3

(a) Bestimmen Sie den Typ von Q.

(b)

(c)

(d)

L6ésungshinweise hierzu: Als Matrixbeschreibung der Gleichung fiir ) erhalten
0

wir 2" Az 4+ 23"z = 0 mit A = <§§§> und a = (%) Wegen Rg(A) = 1 und
2

Rg(Aew) = Rg ( = 3 ist () eine parabolische Quadrik.

O O oOwlw

0352
500
000
000

NRwo O

Bestimmen Sie . und chg-

Losungshinweise hierzu: Fir z = X und y = X gilt

1 0 0
r = k(y)=Mymit M:= |0 3/5 —4/5]|, y:GK]E<$):MT$.
0 4/5 3/5

Bestimmen Sie die Quadrikgleichung fiir ) in Koordinaten beziiglich G.
Welche Gestalt hat Q@7

Losungshinweise hierzu: In die Matrixbeschreibung 2" Az + 24"z = 0 fiir @ setzen
wir z = My ein und erhalten y' MTAMy + 2a" My = 0. Wegen M'AM = <§ § §>
und a' M = (0, g,O) erhalten wir die neue Gleichung 5y} + 5yo = 0; die euklidische
Normalform dazu ist 2y% + 2y, = 0. Damit erkennen wir @ als einen parabolischen
Zylinder.

Finden Sie ein kartesisches Koordinatensystem, beziiglich dessen die Quadrik () eine
Matrixbeschreibung aufweist, deren Matrix keine Nulleintrage hat.

L6sungshinweise hierzu: Hier gibt es viele Moglichkeiten. Beispielsweise

(@)

0 1 2
Fir z = ;X und z = X gilt dann z = Fz m|tF=%<é32§2>'

In die Matrixbeschreibung z' Az + 24"z = 0 fiir Q setzen wir © = Fz ein und
erhalten die Gleichung 2" FTAFz +2a' Fz = 0, wegen F'AF = % <%58 ég %g) und

a' F = 5(7,—2,—-1) also (nach Multiplikation mit dem Faktor 9):

527 4 2025 + 2022 + 202,25 + 202,25 + 402524 + 422, — 152, — 62, = 0.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 88



13. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 55. Hiufungspunkte

Bestimmen Sie jeweils die Haufungspunkte, den Limes inferior und den Limes superior
der Folge (an)nen-

(a) an, = min{100,n}(—1)" (b) a, =cos (%) — = (c) a, =n(=D"

(d) a, = Re(i") + 2 Im(i")

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir bestimmen Grenzwerte fiir die Teilfolgen (agx)ren und (a2x11)ken:

asy, = min{100,2k}(—1)% - min{100,2k} — 100
k—+o00
ager1 = min{100,2k + 1}(—1)**1 = —min{100,2k + 1} T —100

Damit sind —100 und 100 die (einzigen) Haufungspunkte. Es gilt lim a, = —100

n—oo

und lim a, = 100.
n—oo

(b) Wir finden Teilfolgen so, dass der Kosinus-Term in jeder Teilfolge konstant bleibt:

agr, = cos(2km) - &£ = 1- £ s 1
agpr1 = COS (2 km + %W) — ﬁ = % — ﬁ k_)_+>oo 1
Agpra = COS (2 km -+ %7‘(’) — @ = —% — @ IH—+>oo _%
agrrs = cosQkn+7) - Gm = -l — g3 e 1
Agprs = COS (2 km -+ %71') — @ = —% — @ kjoo _%
agg+5 — COS (2 km + gﬂ') — ﬁ = % — ﬁ k:)OO %

Jedes Folgenglied von (a,),en ist durch ein Glied einer dieser Teilfolgen abgedeckt. Die

Haufungspunkte sind genau die Grenzwerte dieser Teilfolgen, also —1, —%, % und 1.

Es gilt lim a, = —1 und lim a, = 1.
Nn—00 n—00
(c) Wir bestimmen den Grenzwert fiir die Teilfolgen (asg)ken und (aggi1)ken:
ay = (2K)EDE = (k) —  +oo
oht1) k—+o0
aopyr = (k+ DD — 41t — 0
k—+o0
Damit sind die Haufungspunkte 0 und +o00. Es gilt lim a, =0 und lim a, = +o00.
n—00 n—oo
(d) Wir bestimmen vier Teilfolgen, entsprechend den vier Haufungspunkten von (i"),en:
age =  Re(i**) + 2Im(i*%*) = Re(l) + 2Im(1) = 1
agr1 = Re(i**) + 2Im(i**1) = Re(i) + 2Im(i) = 2
aspre = Re(i**?) + 2Im(i**?) = Re(-1) + 2Im(-1) = -1
agys = Re(i*3) + 2Im(i%*™3) = Re(—i) + 2Im(-i) = -2

Damit ist jedes Folgenglied von (a,,),en durch ein Glied einer Teilfolge abgedeckt. Die
Haufungspunkte sind —2, —1, 1 und 2. Es gilt lim a, = —2 und lim a, = 2.

n—o0o n—oQ

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 89



