T. Holicki, N. KrauB, 1. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, A. Zvonareva Hohere Mathematik 1
Wintersemester 2020/21

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H1. Teleskopsummen
(a) Sei ax € R fiir kK € N. Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € N

gilt > (api1 — ar) = ana1 — ag.

k=1
11 12\ &R

Berechnen Sie > (-—— — - Y+ 2) -3
(b) Berechnen Sie 2 <k—|—1 k:) und 2 (k+2 + k:) 2%

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir fiihren einen Induktionsbeweis durch:

Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Es gilt S°1_ (a1 — ax) = a141 — ay.
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es ist

n

Z(@kJrl - Gk) = Qpt1 — a1.

k=1

Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir

n: Es gilt
n+1 n
Z(akH —ag) = Z(akﬂ — ag) + (@ny2 — Ani1)
k=1 k=1
IH

= Qpy1 — A1 F Qpy2 — Qpy1 = Apy2 — A1.

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
(b) Mit Hilfe des ersten Aufgabenteils folgen

Zn: L_l 1 e n
k+1 k) n+1  on+1

k=1
und
" < 1 2> M*3__§é L N2 N~ 3
e \k+2  k —k —k+2 =k Skl
B ”( 1 1 ) 271( 1 1)
e \k+2 k+1 L \k+1 &
1 1
— Y B
n+2 2 n+1
1 2 3
T n+2 n+1 2
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 2. Mehr Teleskopsummen
Verwenden Sie zum Ldsen dieser Aufgabe die Aussage aus Aufgabe H1 (a).

n

(a) Sei g € R. Zeigen Sie, dass (1 —q) > ¢* = ¢ — ¢""! fiir alle n € N gilt.

k=1

10
Berechnen Sie damit > (%)k
k=0

99
1
b) Berechnen Sie _
(b) ; VE+T+VE
1
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass —————— = /k + 1 — Vk fiir alle k € N gilt.
VE+1+VEk
L6ésungshinweise hierzu:
(a) Sei n € N beliebig. Dann gilt
& & & H1 (a N n
Q=) == dla-1D)==> (" - S (gt gy =g — g
k=1 k=1 k=1

und somit folgt die Behauptung. Damit bekommen wir (fiir ¢ = 3)

EE £ (DR

k=0 k=1 k=1
1 1\ 1\ 2047
2 2 2 1024

(b) Wir zeigen zuerst die Behauptung aus dem Hinweis. Sei dazu k£ € N beliebig. Dann gilt
1 B 1 VE+1-VE VE+1-Vk
VE+1+VEk VE+1+vVk VE+1-vVk  k+1-k

und somit folgt die Behauptung. Damit konnen wir die angebene Summe als eine Tele-
skopsumme darstellen und erhalten

VAT VR

99 99

1 _ B Hl_(a) B o
;m_;(\w @) LG) /100 — V1 = 9.

Aufgabe H 3. \V\olistindige Induktion mit Teilbarkeit

Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion: Fiir alle n € N ist die Zahl 1+ 22" + 22" 6hne
Rest durch 7 teilbar; das heiBt es gibt ein k& € Ny so, dass 1 + 22" 4+ 2@"") — 7%
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass 1+ a®> + a* = (1 4+ a®> + a)(1 + a®> — a) fiir alle a € R gilt.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Losungshinweise hierzu: Wir zeigen zuerst den Hinweis. Sei also a € R beliebig. Dann gilt
(14+a*+a)1+a*—a)=(1+a*) —a®>=1+a*+2d*> —a®> =1+ a* +a*.

Nun zeigen wir die eigentliche Aussage mittels vollstandiger Induktion.

Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Es ist

14239 42070 =1 4924191 —144416=21=7-3.

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es gibt ein k € Ny mit

2n+1)

1+ 2@ 4 of — k.

@Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir n:
Wir setzen a := 2") und beobachten, dass dann gilt

a2 — 202" L 9(2") _ 92"+27) _ 9(2%2) _ 9(2"*)

und genauso

ad = 92" 9" [ 9(2")  9(2") — 92" H2n42742") _ 9(2"2) _ 9(2"F?)

Der Hinweis und die Induktionshypothese liefern dann

2n+1) 2n+2)

=1+ad*+ad*=1+a+ad)1+d®+a)
= (142 42" N1+ +a) BT k(1 +a®+a) =Tk

142" 4o

fir k= k(1 + a® + a) € Ny. Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.

Aufgabe H 4. \V\ollstindige Induktion mit Produkt

Analog zur Summenschreibweise, fiihren wir das Produktsymbol ein: H;”Zl A; bedeutet, dass
man den Term A; fiir alle j von 1 bis m auswertet und die entstandenen Zahlen zusammen-
multipliziert. Zeigen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstandiger Induktion:

(@) Sei a, # 0 fiir k € N. Dann gilt J[;_, “= = “2& fiir alle n € N.

(b) Sei 0 < ay, <1 fiir ke N. Dann gilt [[;_,(1 —ax) =21—>",_, a fir alle n € N.
Loésungshinweise hierzu:

. . . - - i . 1 ag _a
(a) er zeigen die Aussage fiir n = 1: Esist [],_, =75 = ==
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es ist
ﬁ Ak41 _ An1
ay a

k=1

@Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n:

n+1 n

H Ak+1  Apy2 H Ak+1 IH Qn42 Qi1 Gpy2
a a a a a a;

he1 k n+1 kel k n+1 1 1

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b) Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Es ist H,lczl(l —ar)=1—a;=1- Z;lq=1 ay, .
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es ist

n

]?I 1 —»ak >’1 _EEE:(lk

k=1 k=1

@Wir zeigen die Aussage fiir n 4+ 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir

an+1<1 & IH

n+1 n
H(l—ak) — (1 H 1 —ay)
k=1

k=1

(1= any1) (1 - Z%)

ap>0 ntl

—1_Zak_an+1+an+lzak 2 1—2%

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe Hb5. Polynome
(a) Berechnen Sie (2X +1)3, (X —3)* und (X —1)°® mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes.

Losungshinweise hierzu: Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt:

3 3
(2X +1)% = (2X)* + (1) (2X)%1 + <2) (2X)12 +1° = 8X* + 12X% + 6X + 1.

(X —3)*=X*+ G) X3(=3) + <;1) X?(=3)* + <§>X(—3)3 + (=3)*
= X' —12X° + 54X* — 108X + 81.

(X—1)° =X+ G) X4 (=1)+ (Z) X3(—1)*+ (g) X2(—1)*+ (i)X(—1)4+(—1)5
= X% —5X* +10X% - 10X? +5X — 1.

estimmen Sie alle reellen Nullstellen von — + — + +1).
b) Besti Sie all llen Nullstell 16 — 32X +24X? —8X? + XH)(X?+1

Losungshinweise hierzu: Nach dem Satz vom Nullprodukt geniigt es, die beiden
Faktoren getrennt zu untersuchen.

Der erste Faktor lasst sich mit dem Binomischen Lehrsatz schreiben als
16 — 32X +24X% —8X% + X* = (X —2)%.
Wir erhalten also 2 als einzige die Nullstellen des ersten Faktors.

Der verbleibende Faktor X? + 1 besitzt hingegen keine reelle Nullstelle:
In der Tat gilt fiir z € R stets 22 > 0 und somit 22 +1>1> 0.

Somit ist 2 die einzige reele Nullstelle von (X* +8X? + 24X? + 32X + 16)(X? + 1).
(c) Zeigen Sie, dass alle reellen Nullstellen von X° + 10X 4 17X? + 2 negativ sind.

Lésungshinweise hierzu: Fiir alle z € R mit =2 0 gilt die Ungleichung

9 5 2 >
x? +10x° + 172" +2 =22 > 0.

20 20 20

Somit muss jede reelle Nullstelle des Polynoms negativ sein.
(d) Zeigen Sie, dass 2X20%0 + 5X? — 10X + 11 keine reellen Nullstellen besitzt.

Losungshinweise hierzu: Fiir x € R liefert quadratisches Erganzen die Ungleichung

2x2020+5$2—10x+11:2$2020+5<x—1)2+6§6>0-
S Y=
0

v
v

0

Somit besitzt 2X%0%0 + 5X2 — 10X + 11 keine reellen Nullstellen.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 6. Ungleichungen, Betrige
(a) Bestimmen Sie jeweils die Menge der = € R, die die Ungleichung erfiillen.
(i) 2z -1 <a?—1 (ii) 3|22 — 3| < z|z + V3|
(b) Seien z,y € R und bezeichne max{z,y} das Maximum der Zahlen = und y. Analog
bezeichne min{x,y} das Minimum der Zahlen z und y. Zeigen Sie:

max{z,y} = 3(z +y+ |z —y|) und min{z,y} = 3(z +y— |z —yl).

Lésungshinweise hierzu:
(@) (i) Fir x = 1 ist die Ungleichung nicht erfiillt. Es bleiben noch die folgenden zwei
Falle zu betrachten:
1. Fall: = > 1: In diesem Fall ist |z — 1| = (x — 1) > 0 und daher

Az —1 <2 ~1l=@+)(z-1)<=2<r+le=1<u2.
2. Fall: x < 1: In diesem Fall ist |z — 1] = (1 — ) > 0 und daher
2l — 1| <2’ —1=—-(z+ 1)1 -2)+=2< 12— 1= < -3

Insgesamt ist die Ungleichung also erfiillt fiir alle z € (—o0,—3) U (1,00) =
R~ [-3,1].

(i) Esist |22 — 3| = |z — v/3||z + +/3|. Daher ist die Ungleichung fiir z = —/3
nicht erfiillt. Fiir z # —+/3 ist die Ungleichung dquivalent zu 3|z — /3| < 2. Wir
betrachten nun wieder zwei Falle:

1. Fall: 2 £ /3: In diesem Fall lautet die Ungleichung
3v/3

3(\/§—x)<x<:>3\/§<4x<:>T<x.

2. Fall z > v/3: In diesem Fall lautet die Ungleichung
3v/3
3(:E—\/§)<x<:>2x<3\/§<:>x<7\/_.
3v3 3\/5)

Insgesamt ist die Ungleichung also erfiillt fiir alle = € (==, =¥>).

(b) Seien z,y € R beliebig. Wir zeigen die Aussagen, indem wir zwei Falle betrachten.
1. Fall: < y: In diesem Fall gilt

Syt e —yl) = sty (- 1) = 5(2) =y = max{r, )

und

Sty —Jr—yl) = 5(rty— (y— ) = 3(22) = 2 = minfay}.

2. Fall: > y: In diesem Fall gilt

Sty tle—yl) = g +y+ (@ —y)) = 3(2) = = = max{r,y)

und
1

§(x+y— lz —yl) = %(fﬁy— (z—y)) = %(2.@) =y = min{z, y}.

Dies liefert die Behauptung.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H7. Abbildungen

(a) Konstruieren Sie eine Abbildung f; : [0,1] — [0, 1], die injektiv, aber nicht surjektiv ist.
(b) Konstruieren Sie eine Abbildung f> : [0,1] — [0, 1], die surjektiv, aber nicht injektiv ist.
Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitat, Surjektivitdt und Bijektivitat.
() :C\H{i} = C: 2 %

(d) g: Z — Ny: k+— 2|k| — max{0, min{1, k}}

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Abbildung f; : [0,1] — [0,1], = > iz ist injektiv aber nicht surjektiv. In der Tat
ist fi(z) =1z <1 fiir alle z € [0,1] und damit ist f; nicht surjektiv. Nun zeigen wir,
dass fi injektiv ist. Seien dazu z,y € [0,1] mit fi(z) = fi(y) beliebig. Dann gilt also
1

3T = %y und somit x = y.

(b) Die Abbildung f> : [0,1] — [0,1], 2 — 2|z — 3| ist surjektiv aber nicht injektiv. In
der Tat ist f»(0) = 1 = f5(1) und damit ist fy nicht injektiv. Nun zeigen wir, dass
fo surjektiv ist. Sei dazu y € [0, 1] beliebig. Dann gilt fir z = 1y 4+ 1 € [0,1] auch
fl@)=2l3y+5 -3l =yl =y.

(c) Es gibt kein z € C~ {i} mit 1 = h(z) = ;. Denn sonst wire Z = Z + i und somit
0 =1, ein Widerspruch. Daher ist die Abbildung A nicht surjektiv und damit auch nicht
bijektiv.

Wir zeigen nun, dass & injektiv ist. Seien dazu z,v € C~ {i} mit h(z) = h(v) beliebig.
Dann kdnnen wir folgern

z T N .
—=—— = ZO0+1)=79Z+1) = zZi=11 = z=v.
Z+1 T +1

Somit ist A injektiv.

(d) Wir zeigen, dass g bijektiv ist und beobachten zuerst, dass sich auch wie folgt beschrei-
ben lasst:

g(k) = 2|k| — max{0, min{1, k}} = 2k —max{0,1} =2k — 1 firalle k=1
und
g(k) = 2|k| — max{0, min{1, k}} = —2k — max{0,k} = —2k fir alle k& = 0.

Zur Surjektivitdt: Sei n € Ny beliebig. Wir betrachten zwei Fille:

1. Fall: n ist gerade, also n = 2k fiir ein k € Ny. Dann gilt offenbar —k € Z, —k < 0
und g(—k) = —2(—k) =2k =n.

2. Fall: n ist ungerade, also n = 2k + 1 fiir ein kK € Ny. Dann gelten £+ 1 € Z,
k+121und glk+1)=2(k+1)—1=2k+1=n.

Insgesamt gibt es ein £k € Z mit g(k) = n und da n € Ny beliebig war, folgt die
Surjektivitat.

Zur Injektivitat: Seien j,k € Z mit g(k) = g(j) beliebig. Wir betrachten wieder zwei
Falle:

1. Fall: g(k) = g(j) ist ungerade: Dann muss auch j, k& = 1 gelten, denn sonst fiihrt
dies zu einen Widerspruch zur Definition von g. Insbesondere konnen wir dann folgern

gk)=9(j) = 2k—-1=2j—-1 — k=]
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

2. Fall: g(k) = g(j) ist gerade: Dann muss auch j, k < 0 gelten, denn sonst fiihrt dies
wieder ebenfalls zu einem Widerspruch zur Definition von ¢. Insbesondere konnen wir
folgern

g(k) =9(j) = —2k=-2 —=k=j

Insgesamt folgt also £ = j und somit die Injektivitat von g.

Aufgabe H8. Mengen

Gegeben seien die Mengen
My = {(z,y) € R?| max{|z|, |y} £ 2}, M= {(z,y) € R?| |zy| =1}

und
My := {(z,y) € R*| y > cos(mz)} .

Skizzieren Sie Mengen M, My, M; ~ M, und (R? ~ M3) N M.

Loésungshinweise hierzu:

e Zu M;i: Man beobachtet zuerst, dass max{|x|, |y|} < 2 genau dann gilt, wenn |z| < 2
und |y| < 2. Damit lasst sich M; darstellen als

My ={(z,y) e R*| z € [-2,2] und y € [-2,2]}.

e Zu Ms: Fiir 0 # x € M, sieht man, dass

1 1 1
7y =1 = S~ < ySioundyz——.
|| |z] ||

Damit l3sst sich M5 ausdriicken als

My ={0}U ({(z,9) eR*| y < f(@m)} n{(z,y) eR*| y 2 g(x)})

mit f: RN {0} - R, 2 =~ - und g : R\ {0} = R, x> —. Hierbei ist
{(z,y) € R*| y < f(x)} die Menge aller (z,y) unter (und auf) dem Graphen der
Funktion f und {(z,y) € R?| y = g(2)} ist die Menge aller (z,y) iiber (und auf)

dem Graphen der Funktion g.

e Zu Ms: Dies ist gerade die Menge aller (x,y) € R? iiber dem Graphen der Funktion
h:R—R, z+ cos(mx).
Damit ergeben sich die folgenden Skizzen. Bei allen skizzierten Mengen bis auf M; ~ M,
gehort der Rand dazu. Bei dieser Menge gibt es Teile vom Rand, die nicht zur Menge gehdren.
Diese sind durch gestrichelte Linien markiert.
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Hinweise zum Skizzieren von Mengen:

e |hre Skizze sollte immer beschriftete Achsen und eine nachvollziehbare Achsenskalierung
besitzen.

e Sie sollten immer klarstellen, ob der Rand zu der skizzierten Menge dazugehort oder
nicht. Falls der Rand nicht vollstandig zur Menge gehdrt, empfiehlt es sich, die dazu-
gehorigen Teile mit durchgezogenen Linien zu zeichnen und die nicht dazugehorigen
Teile mit gestrichelten Linien zu zeichnen.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H9. Untervektorrdume

Seien Uy, U, Untervektorraume eines K-Vektorraums V und sei f: V — V eine Abbildung
mit der Eigenschaft f(ax + by) = af(z) + bf(y) fiir alle x,y € V und alle a,b € K.
Zeigen Sie, dass die folgenden Teilmengen von V' Untervektorrdume sind:

(@ UhnUy={veV|velU undve U}
(b) Uy + Uz :={us+uz| wy € Uy und up € Us}
(c) {f(x) ‘ T € V}
(d) {zeV| f(z) =0}
Lésungshinweise hierzu:
(a) Per Definition ist Uy N U, eine Teilmenge von V' und weiter gilt:
e Seien u,v € U; N U, beliebig. Dann gelten u,v € U; und u,v € Us. Da sowohl

U, als auch Uy UVR sind, folgt u4+v € Uy und u+v € Us, also u+v € UyNU,.

e Seien u € Uy NU; und s € K beliebig. Dann ist also v € U; und u € Uy. Da Uy
und U UVR sind folgt daraus su € U; und su € Us. Dies liefert su € U; N Us.

e Da U; und U; UVR sind, gilt 0 € U; und 0 € Uy und daher 0 € Uy N Us.

(b) Da V ein Vektorraum ist, ist uy + uy € V fir alle uy € Uy SV und ug € Uy SV
und somit ist U; + Uy € V. Weiter gilt:

e Seien u,v € Uy + U, beliebig. Dann gelten v = uy + uy und v = vy + vy fiir
uy, vy € Uy und ug, vy € Uy. Da Uy, Us; UVR sind, folgen nun u; + v; € U; und
us +v9 € Us. Dies liefert dann u+v = uy +us + vy + vy = (ug +v1) + (ug +v2) €
Uy + U,.

e Seien u € U; + U und s € K beliebig. Dann gilt u = uy + us mit u; € Uy und
uy € Uy. Da Uy, U; UVR sind, folgen nun su; € U; und sus € Us. Dies liefert
dann su = s(uy + u2) = (suy) + (suq) € Uy + Us.

e Da U; und U; UVR sind, gilt 0 € U; und 0 € Uy und daher 0 = 0+0 € Uy 4+ Us.

(c) f bilded ab nach V und somitist U := {f(x)| € V'} eine Teilmenge von V. Weiter
gilt:

e Seien u,v € U beliebig. Dann gibt es z,y € V mit u = f(x) und v = f(y).
Weiter folgt mit der Eigenschaft von f und weil V' ein Vektorraum ist, dass u+v =
L-fle)+1-fly) =f(l-z2+1-y)=flz+y) €U gilt.

e Seien u € U und s € K beliebig. Dann gibt es ein z € V mit u = f(x).
Weiter folgt mit der Eigenschaft von f, dass su = sf(x) = sf(x) +0- f(x) =
f(sx+0-2)= f(sz) € U.

e Mit der Eigenschaft von f folgt f(0) = f(1-04+1-0) = 1-f(0)+1- f(0) = 2£(0),
also 0 = f(0). Insbesondere gilt also 0 € U.

(d) Per Definition ist U := {x € V| f(z) =0} eine Teilmenge von V und weiter gilt:

e Seien u,v € U beliebig. Dann gelten f(u) = 0 und f(v) = 0. Mit der Eigenschaft
von f folgt dann f(u+v) = f(1-u+1-v) =1-f(u)+1-f(v) =0, also u+v € U.

e Seien u € U und s € K beliebig. Dann gilt f(u) = 0. Mit der Eigenschaft von f
folgt dann f(su) = f(su+0-u) = sf(u) +0f(u) = sf(u) =0, also su € U.

e Wie in (c) gesehen ist f(0) =0 und daher 0 € U .
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Aufgabe H 10. Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum

Wir definieren die Abbildung (- |-) : C" x C" — C, (z|y) := > _._, Tx - Y analog zu dem
Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum. Zeigen Sie, dass diese Abbildung fiir alle z,y, z € C"
und alle s € C die folgenden Eigenschaften besitzt:

(@) (zly) = {yla) (b) {x]2) 2 0 und {z]2) =0 <> 2=0

(€) (z+ylz) =(xl[2)+(ylz) (d) (x]sy) =s(z|y) und (sx|y) =5(x]y).
Losungshinweise hierzu: Seien z,y,z € C" und s € C beliebig. Dann gelten:

(@) (zly) =20 Ty =D o Tk = (y ).

(b) (w]a)=3Th Tewn = 2o |kl 2 0.
AuBerdem ist (0]0) =>"7_ 0> =0 und 0 = (z|z) = > ,_, |zx|* impliziert 2y =0
fir alle k£, also z = 0.

(©) (z+ylz) =2 0@ tue) 2o =2y @+ k)2 = 24y (Th 26 + T - 21) =
D1 T 2t 2 Tz = (@] 2) + (] 2).

(d) (2]sy) =2 51T~ syn = s34 To -y = s (w|y) und (sw]y) =D 5T -y =
52 1 T Yk =5 (z|y).

Aufgabe H 11. Lineare Unabhangigkeit und Basen
Gegeben seien fiir & € R die folgenden Vektoren in R5.

-2 —2 4 1 Q
—6 0 3 0 6
v=|-2|,v=|0|,v=10]|,u=1]11],v=1] 2
4 1 0 -2 —4
0 0 0 0 0

(a) Bestimmen Sie w € R so, dass vy, v2, v3, v4, w eine Basis von R ist.

Loésungshinweise hierzu: Da alle Vektoren vy, vy, v3 und v, als letzten Eintrag
eine 0 besitzen, wahlen wir z.B. w := (0,0,0,0,1) in R®> damit vy, vy, v3, vy, w ein
Erzeugendensystem von R® sein kann. Da R® die Dimension 5, reicht es zu zeigen, dass
U1, V2, U3, Uy, w linear unabhangig sind (Satz 2.7.16.) damit die Vektoren eine Basis
von R bilden.

Dazu priifen wir, ob es reelle Zahlen \q,..., A5 € R gibt, so dass A\jv; + \ovg + A3vs +
Avg + Asw = 0 und mindestens ein \; # 0 ist. Wir stellen also das folgende lineare
Gleichungssystem auf und |6sen es.

(=2)A1 + (=2)As + 4)3 + INd + 0x5 = 0 ()
(—6)\ + 0A2 + 33 + 0\ + 0Xs = 0 (I
(=2)\ + 0\ + 03 + A + 0x = 0 ()
4 + Dy + 0N + (=2)A + 0xs = 0 (IV)
0N + 0Ny + O0Xg + 0N + 1A = 0 (V)

Aus Gleichung (V) folgt A5 = 0.

Aus Gleichung (1) folgt Ay = 2);.

Einsetzen in Gleichung (IV) gibt 4\ + X2 —4X\; =0 Ay = 0.

Beides in (I) einsetzen ergibt —2\; —2-0+4X3+ 2\ =0 < A3 = 0.
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(b)

(c)

(d)

Einsetzen in (1) ergibt Ay = 0 und dann mit (Ill) auch A\, = 0.
Damit muss A\ = Ay = A3 = Ay = A5 = 0 gelten und vy, vy, v3, vy, w sind linear
unabhangig.

Bestimmen Sie zwei verschiedene Basen von L (vy + v3, vy + 20y).

Loésungshinweise hierzu: Wir definieren b; := vy+wvs, by := v1+2v,, da diese Vektoren

per Definition ein Erzeugendensystem von L (vy + v3, v1 + 2v4) sind. Weiter bilden diese

Vektoren eine Basis von L (v + v3,v1 + 2v4), da sie linear unabhingig sind:

Seien )\1,)\2 € R mit0= )\1()1 + )\ng = )\2’01 + )\1@2 + >\1U3 + 2)\2 belleb|g Dann

folgt Ay = Ay = 0, weil die Vektoren vy,...,vs nach dem ersten Aufgabenteil linear

unabhangig sind.

Eine andere Basis b/, b), fiir L (vy + v3,v1 + 2v4) = L (b1, by) erhdlt man beispielsweise

auf folgende Weise:

(i) Indem man mindestens einen der Basisvektoren um einen Skalarfaktor aus R~ {0}

andert, etwa b} := —by, b, := 3bs.

(ii) Indem man zu einem der Basisvektoren b; eine Linearkombination der anderen
Basisvektoren hinzuaddiert, etwa ) := by + 3by, b, := bs.

(iii) Indem wir die Menge L (ve + v3,v; + 2v4) genauer beschreiben, um neue Erzeu-
gendensysteme zu finden.

2 0 2\
3 —6 3\ — 6u
L(b,b) =S A0 +u]l 0 || NpeRp= 0 A\ ER
1 0 A
0 0 0

Eine weitere Basis ist also z.B. b} := (0,1,0,0,0), b, := (2,0,0,1,0), da diese Vektoren
linear unabhangig sind und nach obiger Umformung ein Erzeugendensystem bilden.

Bestimmen Sie alle a € R so, dass v3, vy, vs linear unabhangig sind.

Lésungshinweise hierzu: Wie in Teil (a) wahlen wir A\j, Ao, A3 € R mit Ajvs+ Aoy +
A3v5 = 0 und |6sen das dazugehorige lineare Gleichungssytem.

4)\1 + 1)\2 + O()\g =0 (|)
3\ + 0Ny + 6As = 0 (Il
0\ 4+ 1 + 2% = 0 ()
0\ 4+ (=2 + (=DX3 = 0 (IV)

Aus Gleichung (I1) folgt Ay = —2);.

Aus Gleichung (lll) (oder (1V)) folgt Ao = —2X3. Zusammen also A} = Ay = —2)3.
Einsetzen in (1) liefert (=104 a)A3 = 0.

Damit vz, vy, vs linear unabhangig sind, miissen wir aus dieser letzten Gleichung A3 = 0
folgern konnen, denn dies liefert dann auch A; = Ay = 0. Diese Folgerung ist moglich
genau dann, wenn —10 4+ a # 0 gilt.

Insgesamt sind damit also vz, vy, vs linear unabhangig fiir alle @ € R~ {10}.

Bestimmen Sie alle o € R so, dass vy, v9, v5 linear abhingig sind.
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Losungshinweise hierzu: Wie in Teil (a) und (c) wahlen wir A, A2, A3 € R mit
Av1 4+ Aovg + A3vs = 0 und l6sen das dazugehdrige lineare Gleichungssytem.

(—2)>\1 + (—2))\2 + a3 = 0 (|)
(—6))\1 + 00Xy + 6X3 = 0 (||)
(—2)A + O + 2\ = 0 ()

D+ e o+ (A = 0 (V)

Aus Gleichung (1) (oder (1)) folgt A\; = As.

Einsetzen in (1V) liefert Ay = 0.

Zusammen mit (1) erhalten wir (=2 4+ a)A3 = 0.

Damit vy, vy, vs linear abhangig sind, diirfen wir aus dieser letzten Gleichung nicht
A3 = 0 folgern konnen, denn sonst ware auch A; = 0. Es muss also o = 2 sein.
Insgesamt sind also vy, vo, v5 linear abhangig nur fir a = 2.

Aufgabe H12. Links- und Rechtsinverse
Sei f: A — B eine Abbildung. Eine Abbildung g: B — A heiBt Links- bzw. Rechtsinverse
von f, wenn go f =idy bzw. fo g =1idp gilt. Zeigen Sie:
(@) Wenn f eine Linksinverse besitzt, dann ist f injektiv,
(b) Wenn f eine Rechtsinverse besitzt, dann ist f surjektiv.
Untersuchen Sie, ob die folgenden Abbildungen eine Links- und/oder Rechtsinverse besitzen
() h: RY = R: 2+ 22 (d) £: R — [-1,1]: 2 — cos(z)
Losungshinweise hierzu:

(a) Sei g: B — A eine Linksinverse von f. Fiir alle x,y € A mit f(z) = f(y) gilt dann
die Gleichung

v =1d(z) = g(f(z)) = 9(f(y)) =id(y) = y.
Somit ist f injektiv.

(b) Sei g: B — A eine Rechtsinverse von f und sei y € B beliebig. Dann erfiillt x :=
g(y) € A die Gleichung

y=id(y) = f(9(y)) = f(2).
Da y € B beliebig war, ist f damit surjektiv.
(c) Die Abbildung h besitzt eine Linksinverse aber keine Rechtsinverse.

Eine Linksinverse von h ist etwa durch

Va  furx e R

g:R—-R": 2
17  sonst

gegeben, denn fiir alle z € R gilt

g(h(x)) = g(a®) = Va? = |a| =z = id(x).

Eine Rechtsinverse von h kann nach Teil (b) nicht existieren, da h nicht surjektiv ist.
In der Tat gilt fir z € RT stets h(z) = z? > 0, weswegen der Wert —1 € R von h
nicht angenommen wird.
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(d) Die Abbildung k besitzt eine Rechtsinverse aber keine Linksinverse.
Eine Rechtsinverse von k ist etwa durch g: [-1,1] — R: 2 +— arccosz gegeben. In
der Tat gilt fir z € [—1, 1] stets

k(g(x)) = k(arccos(x)) = cos(arccos(z)) =z = [_igl](x).

Wegen cos(0) = 1 = cos(2m) ist k nicht injektiv. Nach Teil (a) kann damit keine
Linksinverse von k existieren.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 13. Skalarprodukt und Vektorprodukt
Zeigen Sie die folgenden Aussagen iiber Vektoren des R?:
(a) Firalle z,y,2 e R? gilt (z xy) x 2= {(x|2)y— (y|2)x.

Lésungshinweise hierzu: Seien z,y, z € R? beliebig. Dann gilt

()2 )

Wir addieren in jeder Komponente 0
man dies auf die beiden Klammern,
der zweiten Klammer jeweils (y|z).

)

ToYs — T3Y2 21
= T3Y1 — T1Y3 X | %2
T1Y2 — T2l z3

(x3y1 - I1y3)23 - (x1y2 - x2y1)22
= ($1y2 - I2yl)2’1 - (xzy:a - 1’392)2’3
(902y3 - $3y2)22 - (37391 - $1?JS)Z1

(w220 4+ w323)y1 — (Y222 + Y323) 71
= (w121 + 2323) Y2 — (Y121 + Y323) T2

(121 + T222) Y3 — (Y121 + Y222)T3
in Form von z;z;y; — yizix;, 1 € {1,2,3}. Verteilt
so steht in der ersten Klammer jeweils (z|z), in
Aufspaltung liefert dann:

(xxy)xz=(z]z)y—(y|z) =
(b) Firalle z,y,2 e R® gilt (z xy|z) =(yx z|z)=(zxx|y) .

Lésungshinweise hierzu: Seien z,y, 2 € R? beliebig. Dann gilt

() -

T3Yyr — T1Y3 22

ToYs — T3Y2 21 >
T1Y2 — T2l Z3

= 21T2Y3 — 21T3Y2 + 22X3Y1 — 22T1Y3 + 23T1Y2 — 23T

= X1Y223 — T1Y322 + T2Y321 — ToY123 + T3Y122 — T3Y221

Y2Zz3 — Y322 T >

Y3z1 — Y123 T2
Y122 — Y221 T3
hn 21 T
Yo | X | 22 T2 >
Ys Z3 3

Ebenso ergibt sich (z x y|z) = (z x z|y).
(c) Firalle z,y,z e R? gilt (zxy)xz+ (yx2)xxz+ (2 xx)xy=0,

Lésungshinweise hierzu: Seien x,y, u € R? beliebig. Dann gilt

(@)

da das Skalarprodukt kommutativ ist.

(xxy)xz+(yxz)xe+(zxz) Xy

(z|2)y—(yl2)z+(ylz)z = (z|x)y + (z|y)z —(z|y) 2
((zly) —(yl2))z+ (x]2) = (z|2))y + (y|z) — (2 ]y))z

0,

(d) Fiir alle z,y,u,v € R? gilt (z x y|uxv) = (z|u) (y|v) —(z]v){y]|u).
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Lésungshinweise hierzu: Seien z,vy,u,v € R?® beliebig. Beachte nach 2.10.3 gilt
rXy=—yxx.Also ist

(b)
(@)

(y x (uxv)|z) = —(z|(uxv)xy)

—(z[{uly)v—(v]y)u) = —(uly) (z]v) +(v]y) (z]u)
= (zlu){ylv) = (z|v)(y|u) ,

(x X yluxwv)

da das Skalarprodukt kommutativ ist.

Aufgabe H 14. Ebene, Hessesche Normalform, Flichenberechnung

Gegeben seien A = (1,1,1)" € R*, B = (0,—1,1)" € R® und die Ebene E, die den
Ursprung, sowie A und B enthalt. Es sei g die Gerade durch den Ursprung, die senkrecht zur
Ebene E verlauft.

(a) Bestimmen Sie die Hesse-Normalform der Ebene E.

Loésungshinweise hierzu: In Parameterdarstellung erhalten wir

1 0
Ex1]+pl-1],Muer.
1 1

Der Normalenvektor ist senkrecht zu den beiden Stiitzvektoren:

1 0 2
1 x|-1]1=1|-1
1 1 -1

NG

2 0
Also n = [ —1|. Es ist <n 0 > = 0. Wir erhalten daher zwei mogliche
0

Hessesche Normalformen

E:ixl—ixg—ixgz()
NG V6 V6
und
Hi—il‘l—i—izz—FLI‘g:O.
V6 V6 V6

(b) Bestimmen Sie einen Punkt C' = (c1,¢o,¢3)" € R® mit ¢; > 0 auf der Geraden g so,
dass das Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C' den Flacheninhalt @/% hat.

Losungshinweise hierzu: Die Gerade ¢ durch den Ursprung und senkrecht zu FE

lautet:
1 0 2
g:A 1] x| -1 =A|l-1],2eR
1 1 -1

Der Flacheninhalt F' des Dreiecks ergibt sich als

1 1 —1 22 —1 1 2\ + 2
F=Zl(B=A)x(C=A)=3||=2] x[-A=1]I=5[=2-1]I.
0 “A—1 SA—1
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Dies liefert die Gleichung

63 1 1
7:5\/4)\2+8)\+4+>\2+2)\+1+25)\2—10>\+1:5\/30>\2+6

Quadrieren fiihrt auf 126 = 30\%2 + 6, also \ = £2.
Somit ergibt sich C' = (4, -2, -2)".

(c) Bestimmen Sie die Hesse-Normalform der Ebene H, die A, B und D = (4, -2, —2)"
enthalt.

Loésungshinweise hierzu: In Parameterdarstellung erhalten wir

1 . 3
g1 +x[=2|+u|-3] Nper.
1 0 -3

Der Normalenvektor ist senkrecht zu den beiden Stiitzvektoren:

-1 3 6
2| x-3]=1-3
0 -3 9

6 1

Also n = —— | =3 | . Es ist <n 1 > = 12 = 2/ Wir erhalten daher die
9 1

Hessesche Normalform

6 3 9 2v/14
+ =y = ——

V126 Y V126 2 /126 7

(d) Bestimmen Sie den Cosinus des Winkels zwischen E und H.

Losungshinweise hierzu: Als Winkel zwischen Ebenen ist der Winkel zwischen deren

6
Normalenvektoren definiert. Der Normalenvektor von H ist ng = \/1#% -3, der
9
2
Normalenvektor von F ist np = \/ié —1 . Es folgt daher cos(a) = % = %

Aufgabe H 15. Untere Dreiecksmatrizen

_____

=, =J=hl=t=

77777

matrix B = (bjs)1<j<n1<e<n, fiir welche A = B+ BT gilt.
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Lésungshinweise hierzu:
(@) o Sei (cjo)i<jcni<e<n = oA und seien j,¢ € {1,...,n} mit j < ¢ beliebig. Dann
gilt
cje = aajp = 0,
da A eine untere Dreiecksmatrix ist. Somit ist aA ebenfalls eine untere Dreiecks-
matrix.
o Sei (Cje)i<j<ni<e<n = A+ B und seien j,.£ € {1,...,n} mit j < ¢ beliebig.
Dann gilt
Cjp = Qjy + bjg =0,
da A und B untere Dreiecksmatrizen sind. Somit ist A + B ebenfalls eine untere
Dreiecksmatrix.
o Sei (cjo)i<j<ni<i<n = AB und seien j,¢ € {1,...,n} mit j < ¢ beliebig. Dann
gilt

Zi{lsbkl:o;

n J
Cjr = E @b = E aji bre +
=1 k=1 0 k=4l 5

da A und B untere Dreiecksmatrizen sind. Somit ist AB ebenfalls eine untere
Dreiecksmatrix.

(b) Nach Voraussetzung gilt
Qg = (AT)jg:agj fiur alle 5,0 € {1,,n}

Wir definieren nun die Matrix B = (b;s)1<j<n1<¢<n durch

0 falls j < ¢
bjg =4 Qe faIIsg > /{
L falls j =0

Dann ist B schon mal per Definition eine untere Dreiecksmatrix. Nun setzen wir (¢j¢)1<j<n1<e<n =
B+ B" und betrachten drei Fille.
Fall 1: 7 = ¢: In diesem Fall gilt

Cje = ¢jj = bjj +bj; = 7 = .
Fall 2: 7 < ¢: In diesem Fall gilt
Cje = bje + by = 0+ ag; = ag; = a;e.
Fall 3: 7 > ¢: In diesem Fall gilt
cje = bje +by; = ajr + 0 = ajg.

Zusammen liefert dies A = B+ B' und somit die Behauptung.

Aufgabe H 16. Unipotente untere Dreiecksmatrizen und lineare Gleichungssysteme
Sei UD" die Menge aller unterer Dreiecksmatrizen A = (a;¢)1<j<n1<i<n € K" mit aj; =1
fur alle j € {1,...,n}. Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion iiber n € N, dass

{:CGK” A:c:b}:{xeK”

fir alle A € UD" und b € K" gilt.
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Loésungshinweise hierzu:
Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Fiir n =1 ist UD" = {1} und daher

{reK'| Az =0b} ={z e K| z=0b} = {b}

fiir alle A € UD" und alle b € K*.
Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h. es gilt

{xGK” Ax:b}:{xeK"

fir alle A € UD" und b € K" gilt.

Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir n:

Seien A € UD™! und b € K™ beliebig. Wir haben die Losungsmenge des LGS Az = b
zu bestimmen. Da A eine Unipotente untere Dreiecksmatrix ist, lasst sich dieses LGS auch
darstellen als

k—1
21 = by und z = b — Zakja:j firalle2 <k < n}

j=1

() - () ) - (5

&= (any1)i<e<n € KX & = (20)1202n € K", b= (b) 120z € K"

mit

und

Damit I&sst sich die gesuchte Losungsmenge (etwas klobig) darstellen als

Ae =]
() =)

Wir kénnen nun beobachten, dass x,.1 = b, 1 — a® = by — Z;;l any1,;7; gilt und
Az = B}. Dies liefert dann die

gewiinschte Darstellung und da sowohl A € UD"" als auch b € K"*! beliebig waren, folgt
die Behauptung.

{l‘ c KnJrl

Tntr1 = bn+1 —aZz und 7 € {i‘ c K"

zusatzlich die Induktionshypothese anwenden auf {95 e K"
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 17. Lineares Gleichungssystem

T, + x9 — 203+ 4wy + 1l

—4x1 — Txe + 1923 — 2224 — 6215
—2x1 + 223 — 4x4 — 1025

To — 2x3 + 224 + 615

2x1 + 6x9 — 1923 + 1624 + 4625

Gegeben sei

= —304

5. Gruppeniibung zur Vorlesung
Hoéhere Mathematik 1

M. Stroppel

60

= 56

28
204

Erstellen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix und losen Sie das LGS mit Hilfe des GauB-
Algorithmus. Gibt es eine Losung des Gleichungssystems, in der alle Variablen den gleichen

Wert (d.h. 1 = 29 = 23 = 24 = x5) annehmen?

Losungshinweise hierzu: Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

1 1 =2 4
-4 =7 19 =22
-2 0 2 —4

0o 1 =2 2

2 6 —-19 16

Anwendung des GauB-Algorithmus liefert:

1 1 =2 4

Ty +4 7, 0 -3 11 -6
Z3+2212 0 2 —2 4
0 I =2 2

Zs—27Zy: | 0 4 -15 8
11 -2 4

Lo > Ly 0 1 —2 2
0 2 =2 4

Ty > 7y : 0 -3 11 -6
0 4 -15 8

11 -2 4

0 1 -2 2

Z3—2Z22 0 0 2 0
Z4—|—3222 0 0 5} 0
Zs—4Zy: | 0 0 =7 0
1 1 -2 4

0 1 =2 2

1Z:| 0 0 1 0

o 0 5 0

0 0 -7 0

—62
—10

11

6
46

|
—_ = =
S DN oo

)
=

|
—_ = —_
o N Oy

—_
[\
IS

—_
SO OO OO OO0

60
—304
—56
28
204

60
—64
64
28
84

60
28
64
—64
84

60 ]

28

20
—28

60
28

20
—28
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1 1 =2
0 1 -2
0 0 1
Z4 -5 Zg : 0 0 0
Zs+T2Zy: | 0 0 0
Zl + 2 Zg . [ 1 ]. O
ZQ -+ 2 Z3 : 0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
Zl —1 Zg . [ 1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
Eine spezielle Losung von S ist damit
32
36
4
0
0

S OO DN OO = OO O N
SO OODHMUt OO OO+ OO OO

Die Koeffizientenmatrix des homogenen Gleichungssystems ist

o O O o
o O O = O
O O = OO
OO O NN

OO O™
o O O OO

Eine Basis der Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems ist folglich nach Satz 3.7.6

-2
-2
B: 0 ,
1
0

)
—6
0
0
1

Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist also

32 —2
36 —2
4 1+ A 0 +p
0 1
0 0

)
—6
0
0
1

ApeR
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Gibt es a, A\, p € R mit

32 -2 -5 a
36 —2 —6 a
4 1+ A 0 +pu 0 =1 a ?
0 1 0 a
0 0 1 a
Ja, a=A=p=4.
15$1 = 60
—T6x1 = —-304
Alternativ: Fiir z; = 29 = 13 = x4 = x5 ergibt sich —14x1 = —56
71‘1 = 28
5l = 204

Dieses Gleichungssystem hat die Losung 1 =4 = 29 = 23 = 14 = 5.

Aufgabe H 18. Lineare Abbildung, beschreibende Matrix, Komposition

Gegeben seien die linearen Abbildungen a: R? — R®: (z y)T — (z+3y y —2:6)T,
idy: R? — R?: 2 — 2 und ids: R® — R3*: 2 — 2. Wir benutzen die Standardbasis E,
und eine weitere Basis B: b; := (2 1)T, by 1= (1 —2)T von R?, sowie die Standardbasis
Ej und eine weitere Basis C: ¢; := (1 1 O)T, = (0 -1 1)T, cs:=(0 0 2)T von

R3. Bestimmen Sie 2%, p,(d2) 5, 5 (ids) . (ids), und o,

Losungshinweise hierzu: Wir bilden die Basiselemente von E, unter o ab und stellen diese
als Linearkombination der Basiselemente von E5 dar:

1 1 1 0
61:(0) = oale) = 0 | =1-{0] —=2-10] =1-e14(-2)-e3
-2 0 1
0 3 1 0
62:(1) = oale)= (1] =3-{0]+1-|1]=3-e1+1-¢e5.
0 0 0
1 3
Die beschreibende Marix lautet daher | o, = (Eg(a(bl)) ' Eg(a(bg))) = 02 (1)

Wir bilden die Basiselemente von B unter id, ab und stellen diese als Linearkombination der
Basiselemente von E, dar:

blz(f) - a(bl):G):2-((1)>+1-([1)):2-el+1-62
b2=<_12) o oz(bg):(_12):1~<é>—2-<(1)>:1-61+(—2)~e2.

: : . . 2 1
Die beschreibende Marix lautet daher E2<1d2)B = <E2(b1) E2(b2)> = (1 _2).
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1 0 0 10 0

Ebenso erhalt man Eg(idg)c =11 -1 0] und C(idg)E3 =11 —-10
0 1 2 1 1 1

2 2 2

(fiir C(idg)E3 muss man sich liberlegen, wie man die Standardbasisvektoren als Linearkombi-
nationen von ¢y, ¢y, ¢z darstellen kann).

Um o%p 2ZU bestimmen, bilden wir die Basiselemente von B unter « ab und stellen diese als
Linearkombination der Basiselemente von C' dar:

9 ) 1 0 0
—4 0 1 2

:5'Cl+4'02+(—4)'03

) -5 1 0 0
by = (_2) = alb)=(-2]==5-1|-3-|-1|+35-[0
—2 0 1 2

=(=5)-c1+(-3)-ca+i-cs.

Die beschreibende Marix lautet daher

5 =95

cay = (cal) | calb) | o)) =4 -3

—4 1

Alternativ: o, = olidzoaroidy)
= Jlds)y - pag o g (i)

1 0 0 1 3 9 1 5 =5
= (1 —ro) (o ) (] ) = [4 -3
5oy iy

Aufgabe H 19. Lineare Abbildung, beschreibende Matrix, Bild, Kern
Wir betrachten den reellen Vektorraum V := {(“ Z) € R?x2 ‘ a+d= 0}. Die Basis B: By, By, Bs

von V' ist gegeben durch die Matrizen B := <1 é), By = (_01 é) und Bj := (é _01>.

Wir verwenden S := (33 f2> € V zur Definition der Abbildung ¢: V — V: A— SA—AS.

o

(a) Zeigen Sie, dass ¢ eine lineare Abbildung ist und bestimmen Sie die Matrix gyp.

L6ésungshinweise hierzu: Fir X,Y € V und X € R gilt

P(X+Y) = S(X+Y)—-(X+Y)S
= SX+S5Y -XS-YS=5X-XS5+S5Y-YS
= @(X) +¢(Y)

und
P(AX) = SAX) — (AX)S = A(SX) = A(XS) = AMSX — XS5) = p(X).

Also ist ¢ linear.
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Wir bilden die Basiselemente unter ¢ ab:

(o) = (526 o)-Go)5 2)=(4 )
Goo) = (G ) (o) (o) (5 5) -0 %)
05 = (G656 5 E ) 7)

Es gilt:
4 4
(_4 _4) = 0-Bi+4-By+4-Bs,
2 4
(4 _2) = 4-B;+0-By+2-Bg,
-2
(—06 O) = —4-B;+2-By+0-Bs.
Die beschreibende Marix lautet daher
0 4 —4
v = (lel0) ' st | le0)) = (40 2
4 2 0

(b) Bestimmen Sie eine Basis von Bild (¢) sowie eine Basis von Kern ().
Hinweis: Bild (p) = {A € V| ;A € Bild(a)}, Kern(p) = {A€ V| ;A€ Kern(a)} mit
a:R3—>R3:v>—>Bcp V.

B
0 4 —4
Losungshinweise hierzu: Es ist Bild (o) = L 41,10],1 2
4 2 0
Da einerseits
—4 1 0 4
2 |==14]|-10
o) 2\4) \2
0 4 0 4
und andererseits die Vektoren [ 4 | , | O | linear unabhangig sind,ist | 4], | 0| eine
4 2 4 2

Basis von Bild («).
Somit besteht eine mdgliche Basis von Bild () aus den Matrizen M := 4B, +4B;3 =

4 4 2 4 - 0 4
(_4 _4) und N :=4B,+2B3 = (4 _2>;esglltja M = (3) und N = (g)

Kern () ist der Losungsraum des homogenen LGS gyp -z = 0.
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Der GauB-Algorithmus liefert:

0 4 —41]0 — 4 2 0]o0 — 4 2 0
4.0 210 7y > Zs [0 4 —410 17 0 1 -1
42 010 Zy & 74 40 210 225 — 2y) 0 -1 1

WZ—2Z) [1 0 4|0

— 01 —10

Zy + Zs 00 0}0

Der Losungsraum ist also £ = {A(—2,1,1)T|A € R} und daher ist Kern(a) eindi-

29
mensional mit Basis (—3%,1,1)". Fiir Kern(p) ergibt sich daher die mégliche Basis

1 1
—3B1+ Bo+ By = <_§ _21) .
2

Alternativ:
Esist Kern(p) ={A eV :p(A) =0} und A = (CCL

Wir erhalten:

2 1 a b a b 2 1
pA) = SA-AS= (—3 —2) (c —a) B (c —a) (—3 —2)
_ c+3b  4b—2a
 \-6a—4c -3b—c/)
Also gilt

0 0 c+3b  4b—2a 0 0
A€ Kern () <= ¢(A) = (0 0) — (-6@—40 —3b—C> - (0 O) '

Dies liefert das homogene LGS:

0 3 1/0 . -2 4 o0]o 1y 1 =2
-2 4 0fo| 0, 03 10 2 0 3
=60 —4ffo| T =60 40 L, |0 —12
0 -3 —1/0 Lo 00 00 s 1o o0
71+ 27,
1 10 20
372 01 |0
Zs+4Z | o o ol
— 00 00

Der Losungsraum ist also £ = {A(—%,—3,1)" | A e R} = {\ (1,1, =3)T| A e R}. Je-

35 3 )9
de Basis von Kern () besteht also aus genau einem Vektor; und dieser muss ein nicht

. . 11 .
triviales Vielfaches von <_3 21) sein.
3 -

Da ¢ linear ist, ist Bild (¢) ein Untervektorraum von V. Nach der Dimensionsformel

ist dimBild (p) = dimV — dimKern(¢) = 3 —1 = 2. Da ¢(B;) = (_44 _44)
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und p(Bs) = 24 > linear unabhangig sind, bilden diese Matrizen eine Basis von

4 -2
Bild ().

Alternative 2:

Es ist Bild (¢) = {p(A)|A €V} und A = (‘i z

2 1 a b a b 2 1
oty = sa-as= (% L) (0 0= (0 5) (5 )
[ c+3b 4db—2a
~ \—6a—4c —-3b—-c

u

)EV<:>d:—a.

Suche eine Basis. Sei X = _Uu) € Bild ().

e Fall 1: w=10. Dannist ¢+ 3b =0, also ¢ = —3b.

| 0 4b — 2a
Wir erhalten X = (3(4() — 2a) 0 >

Subfall 1.1: 4b — 2a = 0, dann ist X = 0 (und taugt nicht als Basiselement).
Subfall 1.2: 4b — 2a # 0, dann ist X — (4b — 2a) (O 1) |

3 0
0 1)\ . : . .
) in Bild (¢), erzeugt aber nicht ganz Bild (),

Somit liegt die Matrix X; := <3 0

wie wir in Fall 2 sehen.
e Fall 2: w# 0. Dann ist ¢+ 3b =, also ¢ = u — 3b.

) U 4b — 2a 1 0 01
Wir erhalten X = <3(4b— %) —du  —u ) - (—4 —1)+(4b_2a)' (3 o)'
———

X1

Jede Matrix X € Bild (¢) lasst sich also als Linearkombination von

01 1 0
X, = (3 0) und Xy := (_4 _1) darstellen.

Da diese Matrizen linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis von Bild ().

Aufgabe H 20. GaubB -Algorithmus
Gegeben seien

11 -1 1 0 6 2
A=12 -8 3 7 und B := of,1-13],] 1
6 —4 -1 11 0 11 -8

Berechnen Sie alle Lésungen z € R* des reellen Gleichungssystems Az = b, fiir b € B, mit
Hilfe des GauB-Algorithmus.

Loésungshinweise hierzu: Der GauB-Algorithmus liefert:

11 -1 1f[o] — 11 —1 10 — 11 -1 10
2 -8 3 7|0| Z-22 |0 10 55(0| Lz |01 -1 —1]o
6 —4 —1 110 ] Z—-6Z [0 —10 5 5[0] Z—2 [00 0 00

Zv—Zy [1 0 —5 3 ow

s 01 -1 —Ilo

00 0 010
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Eine Basis der Lésungsmenge des homogenen Gleichungssystems ist also nach Satz 3.7.6

-3

O N ==
N O

Die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems Az = 0 ist also

1 -3
1 1
A 9 + 0 ANpeR
0 2
eFallb=(6 —13 11)".
Wir fiihren die selben Umformungen wie oben durch:
6 — 6 — 6
—13 | Zy—-27; —25 — 15 Zs 2
11 Z3 — 62, —25 L3 — U 0
Zy—2Zy [1
N :
0
Die spezielle Lésung des Gleichungssystems Az = (6 —13 11)T ist also (2 2 0 O)T.

Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist also
-3

+A +u ApeR

O Owjowi
O N ==
O =

eFallb=(2 1 —38)".
Wir erhalten:

1 1 -1 11}2 — 1 1 -1 1
2 -8 3 7|1 Ly — 273 0 -10 5 5| -1
6 —4 —1 118 Z3 — 62, 0 -10 5 5

Somit ist das Gleichungssystem nicht IGsbar.
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T. Holicki, N. KrauB, 6. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, A. Zvonareva Hohere Mathematik 1 M. Stroppel
Wintersemester 2020/21
Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 21. Regularitit von Bandmatrizen
Gegeben sei die folgende Matrix A, € R39*39:
2+ 4! + 72 2r —1 0 0
2° 2 + 5! + 2 —2r 1 '
0 26 246! +1r2 2r -1 : :
A= 0
240 2 440! + 12 2r -1
: . . 24 2+ 41! +r? —2r
0 0 212 2+ 42! + r?

Gibt es Werte r € R, fiir welche diese Matrix A, vollen Rang hat? Wenn ja, welche?

Hinweis: Zeigen Sie, falls nétig, zuerst [(A,x);| 2 |a; ;| — |D k=1a;,xx| fir geeignete
ki

1 = 7 £ 39. (Veranschaulichen Sie sich gegebenenfalls die Situation mit expliziten Werten fiir

x, beispielsweise fiir die Teilmatrix, welche aus den ersten 7 Zeilen und Spalten besteht.)
Sie diirfen auch vergangene Prasenz- und Hausaufgaben verwenden!

Lésungshinweise hierzu: Sei r € R beliebig. Angenommen, es existiert = € Kern (A,)
(also A,z = 0) mit = # 0. Dann existiert insbesondere j € {1,2,...,39} mit z; # 0 und
|z;| 2 |zx| fiir alle 1 <k < 39 . Wir nutzen den Hinweis:

n n

0= |aja;+ > ajae] 2 |ajza;] — | ajr
k=1 k=1
k#j k#j

Hieraus folgt wegen |z;| > 0:

n Q?k ‘ '
0> |a,| —Zmﬁ\% >4 (N +r2 -2 9| —1=
k=1 J

= >

. P3(a
= (Ir]-1)*+ (5 +3)1—277%) >()0 V/

Dies ist ein Widerspruch, das heiBt die Annahme muss falsch gewesen sein. Insbesondere hat

A, fiir alle » € R vollen Rang.

Hinweis: Dieses Prinzip der strikten (oder starken) Diagonaldominanz (|a; ;| > > k=1 |a; x| V7)
k#j

lasst sich, wie am Beweis unschwer zu erkennen, auf alle quadratischen Matrizen anwenden.
Fiir Bandmatrizen - also Matrizen, die nur auf der Haupt- und einigen wenigen Nebendiagona-
len Eintrdge ungleich O haben - ist es jedoch von besonderem Interesse, da es hier besonders
einfach und schnell iiberpriift werden kann.
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Aufgabe H 22. Regularitdt und Lésbarkeit linearer Gleichungssysteme
Gegeben seien

o 1 3 3 0 0
a 6 4 0 0 I6;
A=lo 7 0 8 0 . bs=|0| (a,per).
a 0 0 0 0 3
0 —28 0 —-32 a+2 0

(a) Bestimmen Sie det(A,). Fiir welche « ist A, regular?

(b) Wann ist das LGS A,z = bs losbar? Bestimmen Sie in diesen Fallen die (affine)
Dimension D, s des affinen Unterraums L, 5 = {x € R’ | A, x = bs}.

—~

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir entwickeln nach geeigneten Zeilen und Spalten:

1 3 3 0

det(4) () adet | 0 00 | =
~28 0 —32 a+2
&4 1 3 3
= —a-(—D"a+2)det [6 4 0] =—a(a+2)-(32—84—144) =
70 8
= 196 (a + 2)

Folglich ist A, fiir alle « € R~ {—2,0} regular.
(b) Sei z = (a4, ...,x5)T. Wir machen eine Fallunterscheidung:
e a=0,57#0: In diesem Falle existiert keine Losung! (Z4)

e o« =0, =0: Fir a =0 gilt Agjx = 0 genau dann wenn 7 := (zo,...,x5)

—_—

T

—

die Gleichung (A¢),,7 = 0 € R* fiir die (4,1)-Adjunkte (Ag),, I6st. Mit dem
Losungsweg in (a) sieht man, dass diese Determinante —2 - 196 hat und damit
reguldr ist. Da folglich nur x; frei wahlbar ist und alle anderen x; = 0 sein miissen,
gilt Loo =L ((1,0,0,0,0)") und somit Dy = 1.

e a = —2: Analog zum vorherigen Fall erhilt man, dass © = (z1,...,25)7 die
Gleichung A_,x = bz genau dann I6st, wenn & := (21, z2, z3,24) der Gleichung

0 13 3 1 0

- . |-2640 z2 | | B

Adeo®=1 o 70 8| |as| |0

-2 00 0 Ty Ié]

geniigt - unabhangig von x5 und ! (Man beachte hierbei, dass fir a = —2 die
letzte Zeile ein Vielfaches der 3. Zeile ist und jene Zeile daher keinen Einfluss auf
die Losbarkeit oder die Eindeutigkeit der Losung hat.)

Entwickelt man die Determinante von von (A_g)(5’5) zuerst nach der 4. Zeile, erhalt
man

(A—2>(5,5) = (=1 (=2) - det = —392,

~N o =
S b~ W
co O W
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folglich existiert genau ein solches . Hieraus ergibt sich mit Satz 3.5.4

——1

0

8
L= |Wea o] |+

8

_— o O O O

mithin also D_5 5 = 1.
o o ¢ {—2,0}: D,p=0. (Direkte Konsequenz aus (a).)
(b) Alternativer Weg mittels Rangbestimmung: Wir berechnen mittels GauB

0 1 3 3 01 0
o 6 4 0 0l 3
0 7 0 8 00
o} 0 0 0 0|8
0 —28 0 =32 a+2| 0
[ 0 1 3 3 0] 07
To— T 0 6 4 0 0l o0
L3 — 17 : 0 0 -21 -13 01 0
a 0 0 0 013
s+ 475 0 0 0 0 a+2]0
62, —Zy: [ 0 0 14 18 01 0
0 6 4 0 01 0
0 0 —21 —-13 01 0
o) 0 0 0 08
0 0 0 0 a+2|o0]
%Zl + Z3 . i 0 O O 14 0 O T
0 6 4 0 01 0
0 0 —-21 -13 00
o} 0 0 0 0| B
0 0 0 0 a+2/0
[ 0 0 0 14 010
0 6 4 0 010
1372, + 1475 - 0 0 =294 0 010
a 0 0 0 0l 3
0 0 0 0 a+2]0
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1—14Z1 e Z4 : « 0 0 0 0 5
(472427 | 0 1 0 0 00
iz | 00 1 0 o]0
Ziedzo | 0o 0 0 1 oo

0 0 0 0 a+2(0

Hier sehen wir:
e Fiir a # 0, —2 diirfen wir ferner die erste Zeile durch « und die letzte durch o+ 2
teilen und erhalten eine eindeutige Losung, also D, g =0
e Fiir « = —2 hat die Matrix Rang 4 und der Vektor auf der rechten Seite liegt im
Bild der Spalten, was uns auf die affine Dimension 1 fiihrt.

e Fiir « = = 0 miissen wir zusatzlich noch Zeilen und Spalten vertauschen, was
schlieBlich auf

1 0 0 0 0[O0
0 1 0 0 0fO0
0 0 1 000
0 0 0 1 00
0 0 0 0 0[O0

fiihrt. Auch diese Matrix hat Rang 4, womit der der Lésungsraum, der hier dem
Kern entspricht, Dimension 1 hat.

e Fiir « =0 # 3 erhalten wir

1 0 0 00]0
0 1 0 0o0fo0
0 0 1 00]0],
0 0 0 1o0fo0
0 0 0 008

was nicht l6sbar ist.

Aufgabe H 23. Lineare Abbildungen und Bijektivitat

Gegeben sei der Raum Pol3 R mit der (Monom-)Basis M : 1, X, X2 X3. Abhingigvon a € R
betrachten wir die Abbildung

1
Fe: POlgR—>Polg]R:p|—>p—ozp'—aX2-p”+6(1+a)X3.p///'

(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix , (F'%), .

(b) Bestimmen Sie det , (F**), und geben Sie an, fiir welche « die Abbildung F'“ bijektiv
ist.

(c) Fiir welche a € [—2,2] hat die Differentialgleichung
Fp)=—-X?*—-2X +2

eine polynomiale Losung (also eine Lésung in PolyR) ?
Fiir welche « ist diese eindeutig?
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Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Bilder der Monombasis sind gegeben durch 1, X — «a, X% — 2aX — 2aX? und
X3 —3aX? —6aX?+ (1+ «a)X?, folglich ergibt sich die Darstellungsmatrix

1 —« 0 0
o |0 1 -2« 0
M(F)M_ 0 0 1—-2a0 -3«
0 O 0 2 — b

(b) Da ,, (F*),, (obere) Dreiecksgestalt hat, kdnnen wir die Determinante direkt ablesen:
det , (F'?),, = (1 —2a)(2 - 5a).
Folglich ist F fiir alle v € R~ {2, 3} bijektiv.

(c) Ist V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B und 5 : V — V eine lineare
Abbildung, so existiert fiir b € V' genau dann eine eindeutige Losung z € V mit
B(z) = b, wenn das LGS 3,y = ,b eine eindeutige Losung y € K" hat. In diesem
Falle gilt > =y. In unserem Falle gilt b= (0,2, -2, —1)", somit erhalten wir:

e Fir o € [-2,2] \ {2, 5} hat die Differentialgleichung eine eindeutige L6sung in

Pol3R. (Folgerung aus (b))
e Aus den letzten beiden Zeilen lasst sich folgern, dass fir a = % keine Losung

existiert. (—2x4 = 0 A —2x, = —1 ist unl6sbar.)

e Fir a= % hingegen gilt:

1 -2 0 0
0 1 -4 90

2/5 _
M(F/)M_ 0 0 %5 _g
0O 0 0 0

Diese Matrix hat Zeilen- und damit auch Spaltenrang 3.

Da ferner Bild (,, (F?/%),,) S {(z1,22,25,0)" € R*} gilt, sind infolge ihrer Di-
mensionen beide Riume identisch, insbesondere ist —X? — 2X + 2 im Bild von
F?/5 Aufgrund der fehlenden Injektivitit existieren somit unendlich viele Lsungen.

Aufgabe H 24. Orthonormalbasen & Basiswechsel

2 0 1 -1

- . 1 1 -1 2 4

Gegeben sei die Basis B : b; = 9 yby = 0 ,by = 1 yby = 0 des R*.
0 0 -1 -1

(a) Bestimmen Sie eine ONB F': fi, fo, f3, f1 des R*, sodass L (b;) = L (f1), L (b1, b)) =
L(f1, f2), L(b1, b2, bs) = L (f1, f2, f3) und L (b1, b2, b3, ba) = L (f1, f2, f3, f1) gelten.
(b) Sei E wie gehabt die Standardbasis. Bestimmen Sie die Basiswechselmatrizen _ id

E B’
BldE, FldE und berechnen Sie FldB.

(c) Geben Sie ferner die Cofaktor-Matrizen von _id,_ und ,id, an.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir beginnen mit der Normierung von by :

2
1 1 111
firim Db = e =
|b1] Vi+r1+4 3|2
0

Wir verfahren weiter wie in 4.5.10 beschrieben:

0 0 2 2
. |1 1 1l]1]1 1
0 0 0 0
0 2 -2
) o rfryp_1]8
ol 912] 9f-2
0 0 0
-2 -1
£y = 1 - 9 I T | 4
B Vitoed+4 9|2 3v2 | -1
0 0
fs =0bs—(bs| fr) fr = (bs| f2) f2 =
1 1 2 2 1 -1 -1
Y -1 1 1 -1 4 4 1
1 9 1 2 2 18 1 -1 -1
-1 —1 0 0 —1 0 0
1 2 —1 0
-1 1)t _'_1 41 10 _
! 32 -1 o] ™"
—1 0 0 -1
fi=ba—(ba| f1) fr = (bal| fo) fo = (ba| f3) fs = ... =
-1 2 -1 0 -1
2] o1 14 (O _1p10
10 9(2] 21|-1 0] 2|1
—1 0 0 —1 0
—1
1 1 0
fi=—xfi=—F4
TR I
0
(b) Die erste Basiswechselmatrix lesen wir direkt ab:
20 1 -1
. 11 -1 2
P= 120 1 o
0 0 —1 —1
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1000
Fiir die zweite liefert GauBelimination fiir [ id H pid, ] (Lid, = By = (§ é g §> ):
[ 2 0 1 -1 1 000
2-Zy— 77 0 2 -3 5|-1 200
LA 0 0 0 1{/-1 0 1 O
0 0 -1 -1 0 0 01
i+ 75 [ 2 0 1 0 0 0 10
Jy— 5+ Uz 0 2 -3 0 4 2 =5 0
0 0 0 1]-10 10
Zy+ 23 | 0 0 -1 0} -1 0 11
Zi+ 7y | 2 0 0O 0| -1 0 2 1
oy — 37y 0 2 0 O 7 2 -8 —
A=A 0 0 -1 0} -1 0 1 1
Zy &= 7y | 0 0 0 1(]-1 0 1
%-Zl [ 1 0 0 0 —é 0 1 é
(=1)-Z3 0 0 1 0 10 -1 —-11|"°
i 0 0 0 1| -1 0 1 0
was uns auf
-1 0 2 1
- 1 7T 2 -8 -3
BE 9212 0 -2 =2
-2 0 2 0
fiuhrt. Fir FidE nutzen wir, dass die Spalten nach Konstruktion eine ONB bilden und
schreiben den Bruch —— als Vorfaktor, das heiBt
3v2
f 2V2 V2 2v/2 0
. -1 T fs 1 -1 4 -1 0
pidp = (E ldF) - (E ldF) - T - 32| 0 0 0 =32
f1 -3 0 3 0
Mithin ergibt sich
FldB = FidEEidB =
2v2 V2 2v2 0 20 1 -1
1 -1 4 -1 0 11 -1 2|
322 0 0o o =3v2|l20 1 of"
-3 0 3 0 0 0 -1 -1
97Vv2 V2 3V2 0
1 0 4 -6 9
T 3v2| 0 0 3v2 3V2
0 0 0 3

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 34



6. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Dass das Ergebnis obere Dreiecksgestalt hat, ist hier kein Zufall, sondern eine Folge der
Konstruktion der Basis F': Es gilt b; € L (by,...,b;) = L(f1,.... f;) fir 1 = j < 4.

(c) Die Cofaktor-Matrizen lassen sich mit Satz 3.13.4 und (b) sehr einfach bestimmen.
GemaB 3.13.14 gilt namlich fiir die Cofaktor-Matrix A einer invertierbaren Matrix A:
AAT = det(A)E, = A= (det(A)A™) .
Da die Spalten von P idE eine ONB bilden, miissen wir nur noch das Vorzeichen bestim-

men: Es gelten det (,,id,) = +1 und (,, idE)_1 = (» idE)T. Fiir det (,,id,)) erhalten
wir durch Entwicklung nach der letzten Spalte (man beachte die Linearitat von det
beziiglich jeder Spalte/Zeile!):

4 2v2 V2 2V2
det (,.id,) = (%) (—1)**. ( 3\/_> det :;’ é —31 =
= 1\/_<24\f+3\/_—( 2V2 - 3v2)) =

und folglich
2v2 V2 2v2 0

"1 - id - 1 -1 4 -1 0
P F T 35| 0 0 0 —3v2
-3 0 3 0

Analog ergibt sich durch Entwicklung nach der 2. Spalte fiir id

i . : T
pid, =det( id,) (4id,) =

10 2 1
2 1 -1
1 ] _
e (2 1 o0 )2 D 2T 3 2
oY 2 0 -2 -2
. 20 2 0
=2
1T 2 =2
o 2 0 0
2 -8 —2 2
1 =3 -2 0

Aufgabe H 25. Drehungen in R?
Fiir o € [0,27) sei A, = <C9SO‘ _Smo‘)
sina  cosa
(a) Zeigen Sie die Zusatzbemerkung in Satz 4.6.12 (1), in dem Sie fiir beliebiges v €
R?\ {0} den orientierten (das heiBt in mathematisch positiver Richtung gemessenen)
Winkel 8(v) € [0,27) zwischen v und A,v ausgehend von v bestimmen.
Hinweis: Fiir v # 0 ist die ONB B: ol | , ‘U‘Aﬂ—/g’l} ein Rechtssystem.

(b) Nutzen Sie fir w € C die kartesischen Koordinaten (Re(w),Im(w)), um fiir festes
z:=a+bi # 0 (mit a,b € R) die Abbildung f: C \ {0} — C ~ {0}: w — zw in
diesen kartesischen Koordinaten anzugeben. Kombinieren Sie diese Darstellung mit der
Polarkoordinatenform und deuten Sie das Ergebnis geometrisch.
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Lésungshinweise hierzu:

(a) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte |v| = 1. Wir bestimmen zuerst den von
Aqv und v = (z,y)T eingeschlossenen Winkel 3(v). Es gilt

(v] Av) = < <x) ' (COS(O‘)”“” - Sin(a)y» — cos(@)z? + cos(a)y? “ L= cos(a)

y sin(a)z + cos(a)y

sowie

|Av| = \/(cos(a):c — sin(a)y)? + (sin(a)z + cos(a)y)” =

Binomische Formel

= \/(0052(a) + sin?(a)) a2 + (cos?(a) + sin?(a))y? = |v|

Mithin gilt folglich fiir den von v und A,v eingeschlossenen Winkel B(v) € [0,7]
cos(f(v)) = cos(a) und somit

Bv) =a, a < Bv) =2r —a, a > . (*)

Nun nutzen wir, dass B : v, Ay ov (in dieser Reihenfolge!) ein Rechtssystem ist. Fiir eine
positive Orientierung ist es hinreichend und notwendig, dass A,v im zu B gehdrigen
Koordinatensystem ,,oberhalb® (beziehungsweise , nicht unterhalb™) der von v definier-
ten Achse liegt. Formal gesehen muss also - da B Rechtssystem ist - der von A, v
und A,v eingeschlossene Winkel ~v(v) im Intervall [O, g} liegen, mithin:

0 = cos (y(v))

wos () =((19) G)| (e i) () -

= —y (cos(a)x — sin(a)y) + z (sin(a)z + cos(a)y) =
= sin(a) (2° + y*)
T

«€[0,2m)

=

a7

Hier mit ergibt sich 3(v) = B(v) = « fiir a < 7. Fiir @ > 7 erhalten wir die Drehung

im positiven Sinne durch S(v) = —f(v) + 27 © . Der orientierte Winkel zwischen v

und A,v entspricht also stets «.
(b) Sei z = a+bi und w = x+yi. GemaB Konstruktion 1.7.1 gilt f(w)=(ax — by, ay+ bx)

beziehungsweise f(w)= (gg;ﬁg) € R?, folglich lasst sich f schreiben als

FiR2 SR (2,y) — (Z _ab> ("’y”)

Sei nun r = |z| und ¢ := arg z. Dann gilt mit a =rcosy und b=rsiny

_ [cosp —sinp)\ (x
foy)=r (singp COs ¢ ) (y>
Mit Aufgabe (a) beziehungsweise Satz 4.6.12 (oder den Rechenregeln fiir die Polarkoordi-
natendarstellung komplexer Zahlen) sieht man, dass die Multiplikation mit einer komple-
xen Zahl z # 0 einer Drehstreckung in der komplexen Zahlenebene mit Streckungsfaktor

|z| und Drehwinkel arg z entspricht.
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Aufgabe H 26. 3D-Modell

Sie finden das Modell unter:
https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material /3D /11 /Ebenen.shtml
Dargestellt sind die Ebenen

20+3y—62z = 7 rot r—y—2z = 0 gelb
20 — by —4z = 21 griin r—y+z = 0 blau
r—y—(8+3V6)z = 0 hellblau.

Ferner sei die lineare Abbildung o : R?® — R3 gegeben durch

1 1 0 2 0 -2
« 0 :% 2 |, « 1 :% 1] und 0 :% 2
0 -2 0 2 1 1

(a) Geben Sie die Matrixbeschreibung ., an.
(b) Zeigen Sie: Die Punkte P = (2 1 0)', Q= (=7 =7 —-7)', R=(2 -1 —1)'
liegen in der roten Ebene. Bestimmen Sie die Ebene, in der ihre Bilder unter « liegen.

(c) Berechnen Sie die Determinante von . Entscheiden Sie: Beschreibt .« , eine Dre-

hung oder eine Drehspiegelung? Berechnen Sie ferner die Fixpunktmenge von «.

Lésungshinweise hierzu:

1 2 =2
(a) Die Matrix o, hat die Bilder der Standardbasis als Spalten: ,a, =3 | 2 1 2
-2 2 1

(b) Da2-2+3-1=7,2-(=7)+3-(=7)—6-(—=7)=T7und 2-2+3-(—1)—6-(-1) =7

gilt, liegen die Punkte P,(Q), R in der roten Ebene. lhre Bilder sind gegeben durch

T T
a(P) = ja,-P =345 —T2) ,a(P) = La,-Q = (=T =35 —7) und
a(R)= ,a,- Q=3 (2 1 —7) und liegen in der griinen Ebene.

(c) Nach der Regel von Sarrus (3.11.5) ist det( o) = 5-:(1 -8 =8 —4 —4 —4) = —1.
Zusatzlich ist o orthogonal. Also beschreibt « , eine Drehspiegelung. Zur Bestim-
mung der Fixpunktmenge betrachten wir die Fixpunktgleichung Av = v. Dies fiihrt

_2

3 % _é 0
auf das homogene LGS (A — E3)v = 0. Wir erhalten 2 -2 210 ~
_2 2 _2 9
3 3 3
-3 7 1 -1 1] o0 1 —1
Zoy+ 2y : 0 0 Ol 0 |, womitderLésungsraum L 11,10 ist.
Zg —I— ZQ . O 0 0 0 0 1

Der Lésungsraum beschreibt eine Spiegelebene Ebene S, welche den Ursprung (0,0, 0)
enthdlt und die Richtungsvektoren (1 1 O)T und (=1 0 1)T hat. Wir berechnen den

Normalenvektor n mittels n = Hﬁ wobei
n
1 —1 1
n=11] x 0 =\|-1
0 1 1
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1
mit 7| = /3. Somit ist n = ﬁ< 1 -11 )T. Da (0,0,0) ein Punkt der Ebene ist, er-

halten wir nach Bemerkung 2.9.7.1 zwei mogliche Darstellung fiir die Hesse-Normalform:
S.: \/Lgxl—\/%xg—i?\/%xg =0 beziehungsm{eise | S.: —%xl_—i—\/%xz—.igxg.:o.
Dies ist gerade die blaue Ebene. Dass es sich hierbei tatsachlich um eine Spiegel-
ebene handelt, 1aBt sich wie folgt einsehen: Die aufspannenden Vektoren der Ebene
(und damit auch alle Vektoren in der Ebene) werden durch A nicht verandert (Fol-
gerung aus der Fixpunktgleichung). Der Normalenvektor der Ebene hingegen schon:

Eine kurze Rechnung zeigt An = —n, das heiBt 7 andert seine Orientierung (und
nur diese). Berechnet man nun zu einen beliebigem Vektor v die Darstellung BV =
B’U1 1 —1 1
U2 beziiglich der Basis B : by = | 1] ,by = 0 |,b3 =1|—1], so ergibt
BU3 0 1 1
BU1
sich B( . lejAbj) = 502 |, insbesondere hat « die Darstellung
10 0
s = [0 1 0 |.Dies ist eine Spiegelung beziiglich der b;-b,-Koordinatenebene
00 —1
des durch B gegebenen Koordinatensystems.

Aufgabe H 27. Skalarprodukte und Isometrien fiir Matrizenrdume

Seien m,n € N.
(a) Driicken Sie die Bildungsvorschrift der Abbildung
F:R™"™ x R™™ 5 R: (A, B) — F(A, B) := Sp(A"B)
mittels der Matrizeneintrage aus und folgern Sie, dass F' ein Skalarprodukt fiir Matrizen
definiert.
(b) Geben Sie einen isometrischen Isomorphismus «: R™*" — R™" an, das heiBt eine
Abbildung, die Folgendes erfiillt:
e Isomorphie: « ist linear und bijektiv
e Isometrie: Fiir alle A, B € R™*" gilt |A — B|| = |a(A) — a(B)]|, wobei |A|| :=
V F(A, A) die durch das Skalarprodukt aus (a) gegebene (Matrix-)Norm bezeich-

net.

1 0 11 3 0\ .
(0 (Do (3 o
Orthonormalbasis des Untervektorraumes S = {A € R?*?| AT = A}.

Losungshinweise hierzu:
(a) Sei A= (aj k>1<]<m 1<k<n, B = (b]k)1<]<m 1<k<n. Dann gilt:

=J=hl=h=0lcT " A" v/ l=J=lhl=h=

=S (ANL OB k) = Zal,jbl,k =

=1

(c) Gewinnen Sie aus der Basis C': ¢; :=

F(A,B) =Sp(A"B) = i(ATB)m« =

r=1

- Z Z Qy Tbl oo Z Z al,rbl,r
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Die Skalarprodukteigenschaften ergeben sich vollig analog zu denen des Standardskalar-
produkts im R":
e Symmetrie: Folgt unmittelbar durch Vertauschung der Rollen von A und B:
F(B,A) =325 20 buray
Positive Definitheit: (A, A) = >3, >" a4, 2 0, Gleichheit genau dann
wenn a;, =0 firalle 1 < j<m,1 <k < n.
e Additivitat:

m n

F(AaB—i_B):Z?;lZ: 1alr blr+blr Zzalrblr+zzalrblr
l 1 r=1 l 1 r=1
(XB) :F(:LB)

o Distributivitat:

sF(A,B)=sY 2 > aib, = ZZsalrbM ZZalrsblr

=1 r=1 llrl

—F(sA,B) _F(A,sB)

aix1 -0 Qin
(b) Wir schreiben fiir A = o die Spalten untereinander:

Am1 " Amn

ai,1
a2,1

a(A) = | an

ai,2

Dann gelten offensichtlich
e AcKem(a) © ajp,=0V1I=j=<m,1<Zk=n < A=0 (Injektivitidt) und
fiir jedes @ = (@1, ..., Amn)" € R™ existiert A = (a;1)1<j<mi<k<n € R™™ mit

ajk = Q(k—1).m+;, Welches a(A) = a erfiillt (Surjektivitat).
o fir \, u e R, A, B € R™"

Aa1,1+pb1 1
Aaz 1+pb2 1

A(A) + po(B) = : =a (A + uB)

Aa?’n,n‘.1“,1146'r71,,'r7,

(die geforderete Linearitat)
o fir A,B ¢ R™*"

a1,1—b11 2 n

a2 1—bo 1 m
a(A) —aB)P = [| ] =30 (a, — b =

=1 r=1

am,nfbm,n

@hA - B,A-B),

mithin (/- : Rf — Ry ist bijektiv) also die geforderte Langentreue. Eine andere
naheliegende Moglichkeit ware, zuerst nach Zeilen und dann nach Spalten zu sortie-
ren. Alternativ wire jede beliebige Koordinatenabbildung “koord : R™*" — R™?
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mit einer Orthonormalbasis C' von R™*™ denkbar. (Die ersten beiden Varianten
sind genaugenommen Spezialfille einer solchen.)

Nett zu wissen (a. k. a. ,Wozu brauch’ ich das?“): In der Praxis re-
prasentieren Matrizen haufig Bilder oder Signale, die von zwei Variablen (zum
Beispiel Zeit-Ort oder Ort-Ort) abhangen. Mithilfe derartiger Isomorphismen las-
sen sich lineare Operationen/Gleichungen fiir selbige, wie sie unter anderem bei
einer numerischen Simulation der Warmeleitungsgleichung (oder Vergleichbarer
Diffusionsprozesse) auftreten, ebenfalls als Matrix-Vektor-Produkte darstellen.
Dies ermoglicht sehr effiziente Implementierungen in einer entsprechend opti-
mierten Software/Sprache (MATLAB, Octave). Die vorgestellten Abbildungen
entsprechen beispielsweise den Befehlen reshape(A,[],1)(kurz A(:)) beziehungs-
weise reshape(A',[],1). (Invertiert wird mit reshape(__,size(A))beziehungsweise
reshape(__, size(A"))".) Die Langentreue l3sst sich dann so interpretieren, dass
Fehlerschranken /-abschatzungen nicht umgerechnet werden miissen.

0 —1

1 1
(c) Wir setzen f; == ——c = — (1 0) und schreiben (-|-),. fiir F(,-). Dann

1
lea V2

ergeben sich:

fo =

f3 = C3_<C3’

f§1262—<02|f1>Ff1:G D_%<G D'((l) —01>>F<(1) —01):

()6 )
()

_!
Hsz 2
e f

() >< 1>>< )

b o 11—
I = 2(—1 1)'

Aufgabe H 28. Koordinatentransformation

Gegeben seien

F:=

1—i 2 +i 1 iy 1 0 1
t+2i ] =y |, 2+i ], [-1-i] ] wndA=]|-1 0 1+i
2+ 2i — 1+ 2i —2i i 2—i 0

(a) Fiir welche v € C ist F ein affines Koordinatensystem?
(b) Sei E:= ((0,0,0)7;(1,0,0)7,(0,1,0)",(0,0,1)") das Standard-Koordinatensystem so-

wie v := 1+ 2i. Bestimmen Sie k., .k, sowie die Darstellungsmatrix A’ und die
Verschiebung t' fiir die Beschreibung der affinen Abbildung ¢: C3 — C3: v — Av
beziiglich .
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Lésungshinweise hierzu:

241 1 iy
(a) Hierzu miissen die Vektoren by = | —y |, bo = [ 241 | und b3 = | —1—1i
—1 1+ 21 —2i

linear unabhangig sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Determinante der durch
(b1, by, b3) gegebenen Matrix ungleich 0 ist.

2+i 1 iy
det | —y 2+i —1—i|l=0Q2+1)* 2+ (-1+i)+2—-i)y—(2+i)...
—i 1+2i  —2i

(142 (~1—1)(2 i)~ 2i-y =
o= (2 =192 = (24 3i)y + 2 = p(7).

Mit Hilfe der Mitternachtsformel erhalten wir formal(!) als Nullstellen fiir p

2+ 3i+ /=21 + 201,
2-(2—1) ’

Y12 =

Man beachte die Anfiihrungszeichen: Die Wurzel ist im komplexen nicht eindeutig und
auch + ergibt an dieser Stelle (noch) keinen Sinn! Dies ist uns an dieser Stelle aber
egal, da wir uns sowieso fiir alle a + bi interessieren, welche (a + bi)?> = —21 + 20i
erfiillen. (Beachten Sie hierbei die Erganzung am Ende der Musterldsung.)

Anstelle der Polarkoordinaten wiahlen wir den Ansatz ((a + bi)? = a* — b? + 2abi)

a’> — b = —21
2ab = 20

Da a offensichtlich nicht 0O ist, erhalten wir die Gleichung
a?— — =-21 & (a*)?+21a* - 100 = 0,

Dies fiihrt auf a®> = 4 und somit b*> = 25. (Auch hier erkennen wir wieder die Mehr-
deutigkeit der komplexen Wurzel: a + bi ist eindeutig bis auf das Vorzeichen, was wir
wiederum mit + von oben verrechnen kénnen.) Entsprechend ergeben sich:

24 3i— (2 + 5i) 12
1= : =.=-—Zi
2. (2-1) 5 5
2 14 (2 i
py = ZFHERES)
2-(2—1)

Folglich ist T fiir alle v € C {% — %i, 2i} ein affines Koordinatensystem.

2+1 1 —2+1
(b) Sei nun v =1+ 2i. Wirsetzen F':= | -1 —2i 241 —1—1i] und berechnen mit
—1 1+21 =21
GauB:
2+1 1 -241(|1 0 0
—1-2i 241 —-1—-1||0 1 0“
i 142 -2 |0 0 1|
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24i 1 —2+if 1 0 0
Zy—(241)-Zy: | —4—61 0 4—i || —2—1 1 0
Zy—(1420)-Z: | —6i 0 4+i ||-1-2 0 1

241 1 —2+i| 1 0 0

(A+i)-Zy—(4—i)-Zg: | =4—41 0 0 || —14+i 441 —4+i

(2+43i)-Z5—31-Zy: | 0 0 242i| 1—i -3 2+43i

v+ 75 [ 241 1 3ill2—1 —3i 2 4 3i

(1—i)-Zo: | =8 0 0| 20 5-3 —3+5i
(1-1)-Zs: | 0 0 4| —20 —3-3i 5+i
A7, —31-Zy: [8+4 4 0] 2—4 —9—-3i 11—3i
—8 0 0| 2 5-31 —3+5i
0 0 4| —2i —3-3i 5+i

2-Zi+(241)-Zo: [ 0 8 0][2—4i —5—7i 11+i
—8 0 0| 2 5-3i —3+5i
0 4| —2i —3-3i 5+i

Dementsprechend erhalten wir durch Vertauschung der ersten beiden Zeilen sowie an-
schlieBender Division durch die Diagonaleintrage

] —2i —5+3i 3-—5i
F—lzg 2—4i —5—Ti 11+4i
—4i —6-—61 10+ 2i

2+1 1 —241 1—1
EHF(U): —1-21 241 —-1—-ijlv+|1+2
—i 14+21 —-2i 2+ 2
und
1 -2 —-5+31 3-51 1 3 — 131
F/@'E(v):g 2—4 —-5—-T71 1141 )v— 3 27 +1
-4 —-6-61 10+ 21 18 + 2i

. . AT
F(1—1,1+ 2i,2+ 2i)
Mit Satz 4.7.12 gilt dann:
A'=F'AF =

1 0 1 2 +1 1 =241
=F 1= 0 1+i —1-21 241 —-1-i] =
i 2—-1 0 —i 1421 =2
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2 242 —2—i
=F'{2-3 —-1+2i 3 =
~5—i H+i —4-3i
L (214390 23391 —dd + 24i
=—|-81—-23 8 +9 —64—52i
—78 — 221 T4+4+6i —56— 48]

sowie (t =0)

1 0 1 1—1 1—1
t'=F! —i 0 1+4i 142 — (142 =

i 2—-i 0 24 2i 2+ 2i
341 1—i
=F'||[-1+31]-[1+20] ] =
5+ 4i 2+ 2i
L —2 5431 35 2+ 2i
=3 2—41 —5-Ti 11+i —2+i| =
—4i —6-61 10+2i) \3+2i
L (15— 12
= [30+150
26 + 12i

Ergdnzung: Mitternachtsformel im Komplexen:
Gegeben sei das Polynom p(X) = aX? +bX + ¢ mit a,b,c € C und a # 0. Sind alle
Koeffizienten reell und gilt b> — 4ac = 0, so sind die Nullstellen 712 bekanntlich durch die

Mitternachtsformel
—b+Vb? — 4dac
2a

T2 =

gegeben, denn:

—b+b? — 4dac 2 —b+\/b2—4ac
p(r1) =a o +0b +c=
B b? — 2b/b2 — dac + b? — 4ac —2b2 + 20/ 6% — 4ac dac
N 4a 4a T T
—b—Vb? — 4dac 2 —b—Vb? — 4dac
p(z2) =a +0b +c=
2a 2a
VP20V — dac+ b® — 4ac —2b% — 20/ b2 — 4ac dac
N 4a 4a 4a

Bereits hier konnen wir erkennen, dass die Wurzelausdriicke sich gegenseitig ausgleichen, es
kommt also vor allem auf deren Quadrat, b*> — 4ac, an. Sind also w;, w, die (nicht notwen-
digerweise verschiedenen) Ldsungen von b* — 4ac = w?, so lassen sich die Nullstellen auch

mittels
. —b + wq . —b + wo
T Ty 2T T,
beschreiben. Diese Gleichungen ergeben auch fiir b2 — 4ac < 0 oder sogar komplexe Koeffizi-
enten a, b, ¢ einen Sinn! Und in der Tat zeigt auch eine kurze Kontrollrechnung, dass auch in
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diesen Fillen fiir die Lésungen wy, wy(= —w;) von b? — 4ac

~bruw\ —b—wy
(T e ()

gilt, unabhingig vom Kérper oder dem Vorzeichen von b* — 4ac. Interessieren wir uns also
in diesem allgemeinen Falle fiir die Nullstellen von p(X), so rechtfertigt dies den formalen

Ansatz

—b + 0% — dac,,
2a '
Hierbei ist man frei, welche der beiden Lésungen man fiir den Ausdruck +/b? — 4ac wahlt:
Das Vorzeichen des Wurzelausdrucks verrechnet sich mit dem Vorzeichen der Ldsung von
b*> — 4ac = w? und eine Reihenfolge auf Basis einer Ordnungsrelation (Kapitel 5) l3sst sich in
C ohnehin nicht festlegen.

Ti2 =

Wir kénnen mit der Mitternachtsformel also auch komplexe Nullstellen bestimmen. Wichtig
ist in diesem Zusammenhang nur, deutlich zu machen, dass wir uns der Problematik des
Wurzelziehens in C bewusst sind und die Mitternachtsformel lediglich formal zur Erleichterung
der Rechnung verwenden. (Hier beispielsweise geschehen durch die Betonung von , formal”
sowie die Anfiihrungszeichen.)
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T. Holicki, N. KrauB, 7. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, A. Zvonareva Hohere Mathematik 1
Wintersemester 2020/21

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 29. Eigenwerte und Eigenvektoren

Gegeben seien die Basis B : b, = (l,O,O,O)T, by = (—1,1,0,0)T, by = (1,—2,1,0)T,
by = (—1,3,-3, 1)T sowie eine lineare Abbildung D: R* — R*,

-1 -1 2 0

. : . : . 0 -1 2 0
die beschrieben wird durch die Darstellungsmatrix sDp = 0 0 1 -3
0o 0 0 -1

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von D ..

(b) Finden Sie eine Basis C': ¢y, ¢y, c3, ¢4 von R*, die moglichst viele dieser Eigenvektoren
enthalt, und bestimmen Sie die Darstellungsmatrix CDC.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Da BDB obere Dreiecksgestalt hat, konnen wir die Eigenwerte direkt ablesen A\ = —1,
Ao = 1. Wir berechnen den zu \; gehorigen Eigenvektor durch Lésen von DBD—A1E4 =
0:

[ 0 -1 2 007
0 0 2 010
0 0 2 =310
0 0 0 0]0
Zv—Zy: [ 0 —1 0 0107
0 0 2 010
Z3 - ZQ . 0 0 0 -3 0
0 0 0 0]0
Hieraus konnen wir erkennen, dass b; = e; den Eigenraum V' (\;) aufspannt, also

V(A) =L <(1, 0,0, O)T> . e ist offensichtlich ein Eigenvektor, der Rest der Behauptung

folgt aus Dimensionsgriinden. (Die Matrix hat Rang 3 und somit nur einen nicht-trivialen
Kernvektor. (Ausgenommen dessen Vielfachen.)) Die Eigenvektoren sind alle Vektoren
aus dem Eigenraum auBer dem Nullvektor.

Analog erhalten wir:

[ —2 -1 2 0|0

0 -2 2 00

0 0 0 =3}0

0 0 0 =20

Zl - ZQ : I —2 1 0 00

0 =2 2 0]0

0 0 0 3(0

37, — 274 : 0 0 0 0/0

Hier ist der Eigenvektor (—1,2, 2, O)T - in der Darstellung beziiglich der Basis B! In der
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Standardbasis lautet der Vektor

1 -1 1 1
0 1 —2 —2
(b1+252+253)= 0 +2 0 +2 L= s
0 0 0 0

Somit ist der zugehorige Eigenraum durch V(A\y) = L ((1, —2,2,O)T> gegeben. Auch
hier sind die Eigenvektoren alle Vektoren aus dem Eigenraum auBer dem Nullvektor.
(b) Wir setzen ¢; := (1,0,0,0)", ¢3 := (1,-2,2,0)" und ferner c3 := ey und ¢4 1= ey.

Dann ist
11 -1 1
g4 |02 13
B % T o 2 0 3
00 0 1
Daher ergibt GauBelimination:
T 1 1 —1 1]l1 00 0
0 2 1 30100
0 2 0 310010
| 0 0 0 1(0001
Zi+Z, [ 1 3 0 4f1 1 00
Ty — s : 0O 0 1 001 =10
0 2 0 300 10
0 0 0 1[00 1
Zy=3Zs+3Z,0 [ 1 0 0 Of1 1 =3 3
0O 0 1 001 =1 0
s — 37, : 0O 2 0 000 1 —=3]°
0 0 o0 100 0 1

womit wir durch Zeilentausch und Division der (danach) 2. Zeile durch 2

2 2 =3 1
i _1 00 1 -3
cB 9210 2 -2 0
00 0 2
erhalten. Somit erhalten wir
Do = cldgpDypid, =
2 2 =3 1 -1 -1 2 0 1 1 -1 1
_1foo 1 =3 0 -1 2 0 02 1 3|
210 2 =2 0 0 0 1 =3]]02 0 3|
00 0 2 0O 0 0 -1 00 0 1
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2 2 -3 1 11 0 2 2.0 -2 9
~1fo o0 1 -3 0 2 -1 3] 1|0 2 0 3
“9210 2 =2 0 0 2 0 0] 210 0 -2 6

00 0 2 0 0 0 -1 0 0 0 -2

Aufgabe H 30. Begleitmatrizen
Bestimmen Sie die charakteristischen Polynome sowie die Eigenwerte von

00 00O
00 -1 1 0001
A=11 0 -3 und B:=|0 1 0 0 O
01 -3 00100
00010
Losungshinweise hierzu: Fiir A rechnen wir
-2 0 -1

Xa(A)=det A—AEg=det| 1 —-X =3 =
0 1 —=A-=3

=X (=A=3)—1-3A=— (M43 432+ 1) =—- (A +1)°.

Somit ist A = —1 der einzige Eigenwert.
Fiir B nutzen wir Laplace-Entwicklung:

-2 0 0 0 0
1 =Ax 0 0 1
xg(A\) =det(B—AE5)=det| 0 1 —-X 0 0 |=
0 0 1 =X 0
0 0 0 1 =\
-2 0 0 1
Z1 1 =X 0 o0
= —\det 0 1 —x o |~
0 0 1 =
1 -2 0 0 1 -\ 0
=-A|l-Adet[ 1 =X 0 |+(=D*'det|0 1 —X||=
0 1 - 0 0 1

= A2 (AP A= A 1) = AN - DA+ 1)

Aus der letzten Darstellung konnen wir nun die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
und damit die Eigenwerte direkt ablesen:

)\120, )\2:1, )\3:—1, )\421, )\5:—1

Aufgabe H 31. Rekursive Folgen

Wir definieren die Zahlenfolge (a,), durch die Startwerte ap := 1, a; := 1 und dann rekursiv
durch a, = 2a,_1 — 2a,,_5 fir n = 2.
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(a) Begriinden Sie fiir n € N die Gleichung (QZLLH) = A" (Zl) mit A = (? _02)
n 0
Hinweis: Fiir quadratische n x n-Matrizen setzt man A° = E,,.
(b) Finden Sie eine Basis fi, f» von C? aus Eigenvektoren von A.

(c) Bilden Sie die Matrix F' mit Spalten f; und f5, und berechnen Sie F~'AF'.

Zusatz: Koénnen Sie mit (a) und (b) eine explizite Darstellung fiir a,, herleiten, welche ohne
Riickgriff auf die vorherigen Folgenglieder auskommt?

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Wir nutzen vollstindige Induktion.

Es gilt wegen A° = E,:
ap\ 1 0 ar\ _ 4o0fM
(o) =0 D) ()= ()
@ Fiir beliebiges n € N, gelte (a"“) = A" (al) .
Ap (o5
@ n—n-+1
Uny2\ (2 Quy1—2-an\ (2 =2\ [any1)
any1)  \l-apy1+0-a,) \1 O an )
@A LA™ ay — An-i—l a
Qo Qg

(b) Wir berechnen die Eigenwerte von A:

0L det(A—AEy) —det (277 72)) =
1 =)
=M 2 4+2=A—-1"+1.

Hieraus folgt (A —1)> = —1, mithin A — 1 = +i beziehungsweise A = 1 4 i. Wir
berechnen einen zu \; = 1 + i gehdrigen Eigenvektor vy :

0

0

11 =2
1 —1-i

0

Setzen wir nun die zweite Komponente von vy gleich 1, erhalten wir somit aus der

ersten Zeile f; = <1 i— !

a+0)Zi: [1 —1-1i
(1—1)22—21 _0 0

) . Analog erhalten wir aus

1+1 =2
1 -1+

]
O_I
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|

den Eigenvektor f, = (11_1>. Diese sind linear unabhangig und bilden somit eine

T1-DZ: [ 1 =141
(1+i)ZQ—le 0 0

Basis.
c) Wir setzen F = T+i 11— und berechnen
1 1
[1+1 1—il1 0
1 1 01
Zi—(1—=1)Zy: 20 0| 1 —1+i
(1+1)Zy— 7y : 0 20| -1 1+i

Hieraus erhalten wir
F—lz_i. 1 —-1+41 :1 —1 1+1
2 -1 141 201 1-1
. Wir erhalten, wie wir es erwarten:
_ 1 /-1 1+i1i 2 =2 1+1 1—1
1 _ - —
FAF_2(i 1—1)(1 0)(1 1)
_1 —1 1+1 21 =21\ [(1+1 O
“o\i 1—-i)\14i 1-i) "\ 0 1-i

Zusatz: Sei D = (131 1 0_ i) . Dann gilt

A" = (FDF" = F'DF.-F'DF ... F"'\DF = FD"F",

n mal

Hieraus ergibt sich wegen D" = <(1 E D (1 E 1)") folglich die Darstellung

a, = (0 1) (agzl) = (0 1) (Z;) -
I GRS ETCREIOR

%(1 1) ((“61)” (191)"> G) =.. =
2

(1+i)”+%(1—i)”.

Auch wenn diese Bildungsvorschrift mit komplexen Zahlen vorerst seltsam anmutetet - immer-
hin ist die Folge reellwertig definiert - so zeigt eine kurze Kontrollrechnung mit der binomischen
Formel, dass sich die is aufgrund gegensatzlicher Vorzeichen aufheben.
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Aufgabe H 32. Eigenwerte einer tridiagonalen Toplitz-Matrix

21000 sin (7k /6)
12100 W sin (rk/3)
Seien T:= 10 1 2 1 0], Ag:=2+2cos (6 : k) , v = | sin(7k/2)
00121 sin (27k/3)
0001 2 sin (57k/6)

(a) Zeigen Sie fir 1 < k <5, dass vy, ein Eigenvektor von 7 zum Eigenwert A ist.
Hinweis: Es gilt sin (z + y) = sin (z) cos (y) + sin (y) cos (z).

(b) Sind diese Eigenvektoren paarweise orthogonal zueinander?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Fiir den j. Eintrag von vy, gilt offensichtlich vy ; = sin (M) Wegen sin (T20) =0 =

6 6
sin (%) geniigt es fiir den Nachweis von T v, = A\yv, die Gleichung

(22 () e (252) o () ()

fir 1 < 7 <5 zu verifizieren. Hierzu nutzen wir wiederholt den Hinweis und erhalten

:sm(” J _%) 4 25in (%) + sin (%y%) _

~+ sin @ CcoS W—k + sin W—k Ccos 7T—k‘7 =
6 6 6 6 )

(Hier nutzen wir Symmetrie: cos(—z) = cos(z), sin(—z) = —sin(x))

(e () ()

Hinweis: Dass diese Rechnung nicht nur fir 1 < k < 5 gilt, ist in diesem Fall kein
Anzeichen, dass wir etwas iibersehen haben, sondern der Periodiziat der trigonometri-
schen Funktionen geschuldet. Wir konnten auch 7 < k£ < 11 wahlen und wiirden die
selben Eigenwerte und -vektoren erhalten, nur in anderer Reihenfolge und mit anderer
Orientierung der Vektoren. Einzig die ganzzahligen Vielfachen von 6 sind nicht fiir %
zulassig.

(b) Ja, da die Matrix symmetrisch ist und die Eigenwerte paarweise verschieden sind.
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M. Stroppel

Wintersemester 2020/21

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 33.

4 2 =5 1 1 1
Seien B:= |6 4 —-9]|,C:=|1 1 —1] gegeben.
5 3 =7 1 -1 1

(a) Bestimmen Sie jeweils die Eigenwerte und Eigenrdume von B und C'.

(b) Welche dieser Matrizen sind diagonalisierbar? Welche sind orthogonal diagonalisierbar?

(c) Bestimmen Sie, wenn méglich, fir X € {B,C} jeweils eine regulare Matrix S und eine
Diagonalmatrix D so, dass S7!XS = D gilt. (Ist X orthogonal diagonalisierbar, soll

S eine orthogonale Matrix sein.)

Lésungshinweise hierzu:
(a) Das charakteristische Polynom von B lautet

4— A 2
5 3

)
-9
—7—=A

= XA =N (=A+1).

Damit sind A; = 0 und A\, = 1 die Eigenwerte von B. Bestimmen wir V' (0): x € V(0)

genau dann, wenn Bz = 0.

4 2 5] 0 Z:T 4 2 —5] 0
6 4 —9| 0|~ Z—-6/4-Z:| 0 1 =3/2( 0]~
5 3 7] 0 Zy—5/4-Z, | 0 1/2 =3/4] 0
Zl_Q'ZQ: 4 0 -2 0
Z:| 0 1 =3/2] 0
1
2
Also gilt V(0) = L 2
1
Bestimmen wir V(1): x € V(1) genau dann, wenn (B — E3)x = 0.
3 2 =50 Zy 3 2 =5 0
6 3 -9 0|~ Z-2-2:] 0 -1 1] 0]~
5 3 -8/ 0 Zy—5/3-Zy:| 0 —1/3 1/3] 0
Zl+2'Z22 3 O —3 O
Zy 0 —1 1 0
1
Also gilt V(1) =L 1
1

Die Matrix B ist nicht diagonalisierbar, da C? keine Basis von Eigenvektoren von B

besitzt.
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(b)

(c)

Die Matrix C' ist symmetrisch, also ist sie orthogonal diagonalisierbar. Das charakteri-
stische Polynom von C' lautet

Xc(A) =det(C — AE3) = | 1 =X 43\ —4
=—A+ DN - +4)=-A+1)(A—2)%

Die Nullstelle A = —1 kann geraten werden.

Damit sind Ay —1 und Ay = 2 die Eigenwerte von C'. Bestimmen wir V(—1):
x € V(—1) genau dann, wenn (C' + E3)z = 0.

2 1 0 (Z,—-2-2Z)/3:[ 0 -1 1| 0
1 2 =1 0|~ Zo:| 1 2 =1/ 0|~
1 -1 2|0 (Zs—2Z5)/3:| 0 -1 1] 0
Zli 0 -1 1 0
Zo+2-Zy: 1 0 1y 0
Zg—Zl' 0 0 0 0

Also gilt V(—1) =L 1

Bestimmen wir V(2): z € V(2) genau dann, wenn (C' — 2E5)x = 0.

1 1 1] o0 Z:T -1 1 1] 0
1 =1 =1/ 0|~ Z+2:| 0 0 o] o0
1 -1 -1/ 0 Zo+Zic| 0 0 0l 0
1 1
Also gilt V(2) = L 11,10
0 1

Wie bereits erwihnt, die Matrix B ist nicht diagonalisierbar, da C3 keine Basis von
Eigenvektoren von B besitzt. Die Matrix C ist symmetrisch, also ist sie orthogonal
diagonalisierbar.

Fir Matrix C bestimmen wir S und D. Dazu bestimmen wir eine Orthonormalbasis
von V(—1) und V/(2). Zuerst normieren wir (—1,1,1)":

VLD (-1, 1)7) = VIFT 1= V3. Und V(-1) =L

S-Sl

Berechnen wir mit Hilfe des Orthonormalisierungsverfahrens eine Orthonormalbasis von

V(2). Normieren wir (1,1,0)": \/<(1, LO) | (1,1,0)7) =v1+1=v2.

1

s

V2
0

Basisvektor: w} = (1,0,1)" — (w; | (1,0, 1)) wy und wy =

Der erste Basisvektor von V/(2) ist w; = L . Berechnen wir wq, den zweiten

|s
8.

N~
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1 1 1
; TR A& AN
2 V2 V2 V2 | V2 2
1 0 1 0 1 0 1
V3
2v/2
lwh| = \/1/4+1/4+ 1 =+/3/+/2. Damit w, = —%
V3
V2
Spalten von S sind die erst erhaltenen orthonormalen Eigenvektoren von C'. Also,
1 1 V3
-1 0 0 ~/ T\/}
._ o 1 1 3
D=0 2 0], 8:= 5 B o
0 0 2 1 V3
V3 V2

Aufgabe H 34.

Sei A eine reelle, symmetrische Matrix mit Eigenwerten 1 und —1 und Eigenrdumen

V(1) =L ((1,0,00)",(1,2,2.1)7) und V(=1) =L ((1,0,0,-1)",(2,1,-1,-2)").
(a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.
(b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix S und eine Diagonalmatrix D mit D = ST AS.
(c) Bestimmen Sie A und A3.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Bestimmen wir eine Orthonormalbasis {wy, w2} von V(1) mit Hilfe des Orthonormali-
sierungsverfahrens. Sei v; := (1,0, 0, l)T 09 = (1,2, 2, 1)T.

Dann |vi| = (1,0,0,1)" | =TI+ 1= 2.

1/v2
wi — U1 0
1 ’1)1| O Y
1/v2
!
Wa w27
|wy
1 1/v2 1 1/v2
) 2 0 2 0
wy = vg — (wq | vg) wy = 5| — 0 5 0
1 1/v2 1 1/v2
1 1/v/2 0
2 0 2
) —2/V2 0 )
1 1/v2 0

0

o _ 12

Also, |wh| = V4 + 4 =2v/2 und wy = 1/v/2
0

Bestimmen wir eine Orthonormalbasis {u,us} von V(—1). Sei f; := (1,0,0, —1)T fo =

(2,1, -1, —2)T. Dann: |(1,0,0, —1)T |=V1I+1=+2.
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1/v/2
U1 i - 0
1f1l o I
~1/V2
Uo = u_/27
|uf
92 1/\/5 2 1/\/§
uy = fo—(ur | fo) w = _11 - 8 —11 8
-2 -1/v2) [ \~2)" \~1/v2
2 1/v2 0
1 0 1
=1 _1 —4/\/§ 0 i
—2 —~1/V2 0
0
1/v2

Also, |uh| = /1+1=+/2 und uy = _1/v3
0

Da alle Eigenvektoren zum Eigenwert 1 auf den Eigenvektoren zum Eigenwert —1 senk-
recht stehen, bilden w;, ws, u; und us eine Orthonormalbasis von R* aus Eigenvektoren
von A.

(b) Wir bezeichnen die Standardbasis von R* mit E und die in (a) berechnete Orthonormal-
basis aus Eigenvektoren von A mit B. Sei auBerdem o : R* — R* die lineare Abbildung
x+— Az. Dannist A= _a_ und

ETE
10 0 0 1/vV2 0 0 1/v2
o1t o0 o o0 12 12 0
D= o, = 00 -1 0 S = idy = 0 1/VZ —1/v32 0
00 0 -1 1/v/2 0 0 -1/V2

Da B und E Orthonormalbasen sind, ist S eine orthogonale Matrix und S~! = ST . Da
die Diagonalmatrix ;. geschrieben werden kann als

D = a, = id; o a0 id — STAS,

B B E E E E B

erfiillt S die gewiinschte Eigenschaft.

1/v2 0 0 1/v/2
(c) D = STAS, also SDS" = A; A =5DS" = 8 %g _1{/\/35 8

1/v2 0 0 —1/V2

10 0 0 1/vV2 0 0 1/v/2 0001
01 0 0 0 1/vV/2 1/V2 0 0010
00 -1 0 0 1/V2 -1/v2 0 0100
00 0 -1 1/vV2 0 0 —1/v2 1000
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A3 = (SDS™)? = SDS"SDS'SDS" = SD3S™, da S'S = E,. Und A% = A, da
D?=D.

Aufgabe H 35.

: 1 1 -
(a) SelAz(1 1

Wihlen Sie dabei die Eigenwerte in absteigender Reihenfolge (also A\ = A 2 A3).

gegeben. Diagonalisieren Sie A" A orthogonal.

(b) Sei V : vy, vy, v5 die in (a) bestimmte ONB aus Eigenvektoren.
Wir definieren fiir j = 1,2 die Werte 0; = /A, und die Vektoren u; := %Avj. Weisen
Sie nach, dass U : uy,us eine ONB von R? ist.

(c) Jetzt definieren wir (spaltenweise) die Matrizen U := (uy, us2), V := (v1,v9,0v3), ¥ 1=

L 9 0\
(001 UO 8)' = ((8 1 O) und At = VXIUT.
) 1

02

Wir betrachten die (beziiglich Standardkoordinaten gegebenen) linearen Abbildungen
R3S R%: 2z — Az, :R2S Ry Aly.

Bestimmen Sie ULV sowie die Darstellungsmatrizen 50 und 05

Loésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt:

11 2 0
T 1 1 -1
AA=|[1 -1 =0 2 0
-1 -1 (1 -1 _1) 0 2
4
Xata(N) = (227 =42 - )) =
=M=+ 2-N)—-42-N)=xA—-4)(2-N).

Die Eigenwerte sind somit \; = 4, Ay = 2, A3 = 0. Wir berechnen zugehorige Eigen-
vektoren. Aus

2 0 -2
ATA—MNE;=10 -2 0

2 0 -2

0 0 —2
ATA—XME;=10 0 0

2.0 0

2 0 -2
ATA—NE;s=10 2 0

2.0 2

lassen sich die Eigenvektoren o, = (1,0,—1)", @, = (0,1,0)" und @5 = (1,0,1)"
ablesen. Da die Eigenwerte paarweise verschieden sind und die Matrix symmetrisch ist,
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sind diese Vektoren bereits paarweise orthogonal zueinander (Lemma 5.4.5) und wir
mussen nur noch normieren:

1 0 1
- 1 0 1 1 0
V1 = =701 = —= y U2 = y U= —=
|U1| \/§ 1 0 \/§ 1
(Entsprechend lasst sich AT A mittels
1 1 0 -1 1 1 0 1 4 00
— (o v2 o] |AaAl—=0 v2o0|]=(020
V2 1 0 1 V2 -1 0 1 0 00
auf Diagonalgestalt bringen.)
(b) Wie gefordert setzen wir o1 := /A; =2, 0y := v/ X3 = V/2 sowie
i ey (L)) o
=5\ -1 -1 5 -
—1
2z 2) -7 ()
22v2\2) 2 \U
. 1 (1 1 —1> (1) 1 (1>
2 = —= = 7=
2 \1 1 1 0 2 1
Dann gelten:
1 /1 1 /1
o= (75 (1) |7 (1)) =
1 /1 1 1
i = (75 (1) [ () =
1 1 1 1
= (75 () 75 (1)) -+
Also ist U : uy,us eine ONB von R2.
(c) Seien
1 0 1
1 1
U——G _11) Vi=— [0 V2 0
2 2\-1 0 1
1
= 0
2 0 0 2
) :( ) »f 0 =
2 V2
0 V2 0 0 Y
Es gilt:
1 0 -1
r1 /1 1\/2 0 0\ 1
w6 (e
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Ferner gelten infolge der Orthogonalitdt von U,V :

. . T
E%df/:V V?dE:VT.

Hieraus ergeben sich:

(a,b). ¢ T 2 0 0
50y = iy pidy = UTUSVIV =S = (0 5
0

_ . il iy — st — 1
By =oid, B, id, = VI(VEUU =% 8 &

Aufgabe H 36. Quadrik

Gegeben seien p; = (1,—1)", po = (1,0)7, ps = (1,1)7, ps = (0,1)" sowie a = ( — )T.
Bestimmen Sie eine symmetrische Matrix A und einen Skalar ¢ so, dass die Abbildung ¢: R* —
R: z + 2" Az+2a" 2+c die Bedingungen ¢(p1) = 3, q(p2) = —1, q(p3) = —2 und q(ps) = 1
erfiillt. Sind A und ¢ dadurch eindeutig festgelegt?

NN [

1
29
q:

.. . . . . : . a;; @
Losungshinweise hierzu: Da A symmetrisch sein muss, setzen wir A = < 1 12) . Dann
iz  Ga22

gilt:
q(:r;l, xg) = anx% + 2&125151562 + CLQQZ’% +x1 — 29 + C.

Die Bedingungen an die Punkte pq, ..., p4 fiihren auf das LGS

a;p + (—2)0,12 + asy + 1 — (—1) + ¢ = 3

ap;p + 0 + 0 + 1 — 0 + ¢ = -1

an + 2012 + ax + 1 — 1 + ¢ = =2
0 + 0 + ap + 0 — 1 + ¢ = 1

oder dquivalent (nach Subtraktion der konstanten Terme auf der linken Seite der Gleichungen)

1 -2 1 1 aiq 1
1 0 0 1 192 . —2
1 2 11 9292 o —2
0O 0 11 c 2
Wir berechnen:
[ 1 =2 1 1 17
1 0 0 11| -2
1 2 1 1] -2
i 0 0 1 1 2 |
Zl+Z3—2Z4Z 2 0 0 0 —5-
1 0 0 11| -2
Ly — Ly 1 2 0 0] —4
0 0 1 1 2 |
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2 0 0 0] -5
27y — 74 0 0 0 2 1
2Z3 — Zl . 0 4 O O —3
0 0 1 1 2
(1/2)-zy: [ 1 0 0 0| —5/2
(1/2) - Zy : 0 0 0 1 1/2
(1/4) - Zs - 0 1 0 0} —3/4
was nach Zeilenvertauschungen auf
1 0 0 0} —5/2
0 1 0 0| —3/4
0 0 1 0 3/2
0 0 0 1 1/2
—10
T 11 -3 . : :
und somit die Losung il 6 fiihrt. Somit erhalten wir
2

1 /-10 -3 1
A—z<_3 6)’ ‘=3

Da die Lésung des LGS eindeutig ist, ist ¢ (und damit die Quadrik Q = {z € R?|q(z) = 0})

in diesem Falle durch die gegebenen Punkte eindeutig bestimmt.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 37. Grobeinteilung von Quadriken
Fiir welche ¢ € R ist die Quadrik

Q= {r € R*| 2% + ca3 + 23 + 4cwows + 2¢(c — 1)y + c(c — 1) = 0}

eine kegelige Quadrik, eine Mittelpunktsquadrik oder eine parabolische Quadrik?

Losungshinweise hierzu: Um den Typ von () zu bestimmen, bestimmen wir zuerst die
Matrixbeschreibung von Q:

Q={recR®| 2" Az + 2alx + d. = 0} mit

1 0 0 0
A.=10 ¢ 2c|; ac=|cle=1)|; d.=c(c—1) und
0 2¢ 1 0
cle=1) 0 ¢(c—1) 0
0 1 0 0
Acerw = cle=1) 0 c 2¢

0 0 2c 1

Wir berechnen det(A,) mit Hilfe der Entwicklung nach der ersten Zeile: det(A.) = c—4c* =
c(1 —4c). Also, Rg A, =3 fiir ¢ ¢ {0,1/4} und

1 00 1 0 0
RgAo=Rg |0 0 0| =2, RgAyu=Rg|0 1/4 1/2| =2.
0 0 1 0 1/2 1
Wir berechnen det A, ., mit Hilfe der Entwicklung nach der zweiten Zeile:

cle—=1) ¢le—=1) 0
det A ey = det [ c(c —1) c 2¢ | =1(*(c—1) — (c — 1)) — 2¢(2c¢*(c — 1))
0 2c 1
=c*(c—1)(2 — 5¢).
Also, Rg A ey = 4 fiir ¢ ¢ {0,1,2/5} und

0000 0000

0100 0100

RgAO,erw:Rg 000 0 :27 RgAl,erw:Rg 00 1 2 =3

0001 00 21
—6/25 0 —6/25 O —6/25 0 —6/25 0
B 0 1 0 0| 2z=x 0 1 0 0
Redojserw =Re | o5 0 95 45| — B8 0 0 16/25 4/
0 0 4/5 1 0 0 4/5 1

—6/25 0 —6/25 O
Z4-5/473 Re 0 1 0 0 _3

0 0 16/25 4/5

0 0 0 0
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Daher gilt
3 fiirc¢ {0,1/4,1,2/5} 4 fircé {0,1/4,1,2/5}
) 3 fiirce{1,2/5) ) 3 fiirce {1,2/5)
Rede =14 » fiir c = 1/4 Reg Aeerw =9 4 fiir c =1/4
2 firc=20 2 firc=0

und @ ist eine kegelige Quadrik, falls ¢ € {0,1,2/5}; @ ist eine Mittelpunktsquadrik, falls
c¢{0,1/4,1,2/5}; und @ ist eine parabolische Quadrik, falls ¢ = 1/4.

Aufgabe H 38. Ebene Schnitte einer Quadrik im Raum
Die Quadrik @) sei gegeben durch

Q={reR®| 27 —2x) — 4wy + 225 — 23 +4 =0}.
(a) Welche Schnittlinien entstehen als Schnitt von () mit der Ebene z3 = d in Abhangigkeit

von d7?

(b) Zeichnen Sie fiir d = {0, 1,2} diese Schnittlinien jeweils in ein Koordinatensystem auf
die Ebene z3 = d.

(c) Welche Gestalt hat die Quadrik Q7

Losungshinweise hierzu:

(@) Um die Schnittlinien von @) mit der Ebene x3 = d zu beschreiben, setzen wir 3 = d
in die Gleichung von der Quadrik ) ein. Die Koordinaten x1, zo bilden ein Kartesisches
Koordinatensystem auf der Ebene E; = {x € R3| z3 = d}. Bezeichnen wir mit Q, die
Gleichung von der erhaltenen Quadrik auf der Ebene z3 = d.

Qa={z1,70 € By| 27 — 211 — dag + 225 —d* +4 =0} .
Verschieben wir (); gegen lineare Terme:
13— 20 —dwy + 215 —d*+ 4= (1, - 1)+ 2y - 1) -3 —-d* +4

=(x1— 1)+ 2 — 1) —d*+1=0.
Falls d> =1, d.h. d = +1, ist die Quadrik Q, ein Punkt z; = 1,25 = 1.

Falls >—1 < 0,d.h. d € (—1,1), hat Q4 keine Punkte, da die Summe von Quadraten
nicht negativ sein kann.

Falls > —1 >0, d.h. d € (—o0, —1) U (1, 00), bekommen wir

Qa = {z1, 29 € By (1 —1)* + (za —1)*+1=0}.

1
1—d? 1—d?

Das ist eine Ellipse.
(b) Falls d =0, hat Qg keine Punkte.
Falls d =1, ist die Quadrik @1 ein Punkt 1 = 1,25 = 1.

Falls d = 2, bekommen wir Qo = {21,122 € Eq| —3(21 — 1) — 2(z2 — 1)* + 1 = 0}.

Im Koordinatensystem {G) : (é) , <(1)>} auf der Ebene 23 = 2 bekommen wir eine

Ellipse —1y? — 292 +1 = 0 mit Halbachsenlinge v/3 und \/g
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(c) @ ist ein zweischaliges Hyperboloid.

Aufgabe H 39. euklidische Normalform
Die Quadrik @) sei gegeben durch
Q= {z eR®| 3% — 22 4 322 — 20125+ 2V221 + 2V225+1 =0} .

(a) Geben Sie die Matrixbeschreibung dieser Quadrikgleichung an.
(b) Bestimmen Sie eine euklidische Normalform und die Gestalt von Q.
Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Matrixbeschreibung von @ ist:

Q={zeR® 2 Az +2d'z+c =0} mit

3 0 -1 V2
A= 0 =1 0 1]; a=|0]; =1
-1 0 3 V2

(b) Zuerst diagonalisieren wir A gegen gemischte Terme. Finden wir Eigenwerte und Ei-
genrdume von A.

xa=det(A—AE3) = (=1 =X (3—=XN?—1)= (A +1)(\> —6A+38)

=—A+1)A=2)(A—14).
Die Eigenwerte sind —1,2,4. Berechnen wir die Eigenrdume (sie sind alle eindimensio-
nal):
4 0 -1 0
(A+ E3)x =0 ergibt: 0 0 Of 0].AlsogiltV(-1)=L
-1 0 4 0

O = O

1 0 =11 0 1
(A —2E3)x =0 ergibt: 0 -3 0| 0. Alsogilt V(2) =L 0 .
—1 0 1 0 | 1
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-1 0 -1 0 1
(A—4E3)x =0 ergibt: 0 =5 0] 0].AlsogiltV(4)=L 0
—1 0 -1 0 -1
Normieren wir die erhaltenen Eigenvektoren, um die folgende orthonormale Basis zu
0 1 1
bekommen: f1:= | 1|, fo:= \/Li 0],f3:= \/Li 0 | . Daher
0 1 —
1 1
0 VRG] . . -1 0 0
F=11 0 0 i A=F AF=10 2 0];
1 1
0 % 7 0 0 4
0 1 O 0
- T 1 1
a=F a= ? 0 7 21; c=1
% 0 —7 0

In dem Koordinatensystem (0; f1, f2, f3) hat die Quadrik @) die Gleichung
Q={yeR® y Ay+2a'y+c=0={y e R®| —y2 + 22 + 42 + 4y + 1 = 0}.
Verschieben wir gegen die linearen Terme:

—y? 4 2ys + Ayl FAys + 1=~ + 2y + 12+ 4yl — 1 =0.

0
Der neue Ursprung P hat also die F-Koordinaten P = [ —1 |, seine Standardkoor-
0
-1
. . o 1
dinaten erhélt man als . P = F P = % O
In dem Koordinatensystem % ( ) 12 ) hat die Quadrik
1
Q die Gleichung —27 + 223 + 422 — 1 = O oder 27 — 2z2 — 422 +1 = 0. Das ist ein

einschaliges Hyperboloid.

Aufgabe H 40.
Die Quadrik @) sei gegeben durch

Q={rcR®| 22 — 23— 4x; + 229 + 223 +3 =0} .

(a) Geben Sie die Matrixbeschreibung an.
(b) Bestimmen Sie eine euklidische Normalform und die Gestalt von Q.

(c) Welche der folgenden Konfigurationen kdnnen als Schnitt von () mit einer Ebene ent-
stehen? (Geben Sie jeweils ein Beispiel fiir eine solche Ebene.)

e cine Ellipse e cine Hyperbel e cine Parabel
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Matrixbeschreibung von @ ist:

Q={reR®| z"Az 4 2a"z + ¢ = 0} mit

1 0 0 —2
A=|10 -1 0|; a=1|11]; c=3.
0 0 0 1

(b) Um eine euklidische Normalform zu bestimmen, verschieben wir gegen die linearen Ter-
me:

T =15 — 431 +279+203+3 = (11—2)°—4— (13— 1)*+14+223+3 = (21,—2)*—(2—1)*+273

In dem Koordinatensystem mit dem neuen Ursprung P = (2,1, 0)T hat () die Gleichung
y? — y32 + 2y3 = 0. Das ist ein hyperbolisches Paraboloid.

(c) Die Ebene y, = 0 oder x5 = 1 hat eine Parabel y? + 2y3 = 0 als Schnitt mit @ (hier
setzen wir y, = 0 in die Gleichung von @ ein, um y? + 2y3 = 0 zu bekommen).
Die Ebene y3 = 1 oder x3 = 1 hat eine Hyperbel 42 — y3 + 2 = 0 als Schnitt mit Q
(hier setzen wir y3 = 1 in die Gleichung von Q ein, um y? —y3+2 = 0 zu bekommen).
Beweisen wir, dass keine Ellipse kann als Schnitt von einer Ebene mit () entstehen. Eine
beliebige Ebene hat die Gleichung ay; +by,+dys = f. Man erhilt eine Gleichung fiir den
Schnitt der Ebene ay; +bys+dys = f mit der Quadrik, in dem man die Ebenengleichung
nach 1,y oder ys auflost und dann in der Quadrikgleichung substituiert. Betrachten
wir die folgenden Fille:
Nehmen wir an, dass d # 0, und Iésen nach y3 auf: y3 = —1/d(ay; + bys — f). Nach
der Substitution bekommen wir y2 — y5 — 2(1/d(ay; + by — f)) = 0. Das kann keine
Ellipse sein, weil die Koeffizienten vor 3? und 75 unterschiedliche Vorzeichen haben,
und das bleibt auch so nach der Verschiebung gegen lineare Terme.
Wenn d = 0,a # 0, l6sen wir nach y; auf: y; = —1/a(by, — f). Nach der Substitution
bekommen wir (—1/a(bys — f))? — y3 + 2y3 = 0. Das kann keine Ellipse sein, weil in
dieser Gleichung nur y, Grad 2 hat.
Wenn d = 0,a = 0, l6sen wir nach y, auf: yo = f/b. Nach der Substitution bekommen
wir y? — (f/b)* + 2ys = 0. Das kann keine Ellipse sein, weil in dieser Gleichung nur 3,
Grad 2 hat.

In allen Fallen bekommen wir keine Ellipse als Schnitt von der Ebene mit Q.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 41. Monotonie und Beschranktheit

Untersuchen Sie die Folgen auf Monotonie und Beschranktheit.

Geben Sie im Falle der Beschranktheit konkrete obere und untere Schranken an.
(@) (an)nen mit a, = %;
(b) (bn)nz2 mit b, = %
(c) (cn)nen mit ¢, = /N2 +4n—5—n.

Lésungshinweise hierzu:

(@) Dan? >0 firalle n € Nund n? +n—1>0 firalle n € N (n?+n > 1), gilt es
a, > 0 fiir alle n € N, womit O eine untere Schranke der Folge ist. Berechnen wir die
erste Folgenglieder: a; = 1,as = 5/4,a3 = 11/9. Also a; < ay > a3 und die Folge
ist nicht monoton. Untersuchen wir die Folge weiter, indem wir die Differenz a,, — a,,11
betrachten. Zuerst formen wir a,, um:

n>+n-—1 n—1

= =1t
n—1 n n—Dn+1)2%2-n* n>-n-1
n = py1 =1+ —5— —1— 2:( Z( )2 — 2 2"
n (n+1) n?(n+1) n?(n+1)

Wir haben: n*(n + 1)*> > 0 fiir alle n € N. Die Nullstellen von n* — n — 1 sind
(14++/5)/2. Fiir n > (1++/5)/2 gilt n> —=n—1 > 0 und a, — a,.1 > 0. Die Teilfolge
(@y)n>2 ist streng monoton fallend.

Also ist ay = 5/4 eine obere Schranke fiir die Folge. (Man konnte auch direkt zeigen,
dass die Folge mit z.B. 2 nach oben beschrénkt ist.)

(b) Es gilt b, > 0 fiir alle n = 2, womit 0 eine untere Schranke der Folge ist. Wir zeigen,
dass die Folge streng monoton fallend ist, indem wir den Quotienten b,,/b,, .1 betrachten:
by 2"(n+1)! n+1

= U >
b o 5 > 1 fiirn = 2.

D.h. b, > b1 fiir alle n = 2. Eine obere Schranke fiir die Folge ist by = 4/2 = 2.
Alternativ: Man konnte auch die Differenz b, — b, 1 betrachten:
2" on+l B 2" n-—1
nl (m+1)! nl n+l

> 0 firn = 2.

(c) Zuerst bemerken wir, dass n? +4n —5 = (n+5)(n—1) gleich 0 fir n =1 und groBer
als 0 fiir n > 1 ist. Beweisen wir, dass ¢, streng monoton steigend ist:

Vin+1)2+4n+1)—-5-n—-1>vVn2+4n—-5-n&

Vin+1)2+4n+1)-5>Vn2+4n—-5+1&
n+1)?+4n+1)=5>n"+4n—5+1+2Vn2+4n -5 &
n+4>2vVn?+4dn—-5n+2>VnP+in—-5 &

n*+4n+4>n>+4n—5& 4 > 5.
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Durchaus haben wir die Monotonie vom Quadrieren der positiven Zahlen benutzt. (n +
2 > v/n?+4n —5 gilt fir n = 1 auch, weil 3 > 0.) Also ¢,41 > ¢, fir alle n € N

und die Folge ist streng monoton steigend. ¢; = —1 ist eine untere Schranke. Beweisen
wir, dass 2 eine obere Schranke ist:

Vn2 +4n —5-n < 2 & n*+4n—5 < (24n)® & n’*+4n—5 < 4+4dn+n’ & -5 < 4.

Aufgabe H 42. Rekursive Folgen

Beweisen Sie mit Hilfe vollstandiger Induktion, dass die folgenden Folgen beschrankt und
monoton fallend sind.
(a) (an)neN mit a; =1, a1 = 3_1%: n21;
(b) (bn)nerw mit by > 1 beliebig, b1 = 5(by +3~), n = 1.
Hinweis: Beweisen Sie zuerst, dass b,, > 1 fiir alle n.
Zusatz: Was passiert bei 0 < by <17

Lésungshinweise hierzu:
(a) Zuerst beweisen wir, dass 0 < a,, < 1:

Wir zeigen die Aussage firn=1: 0 <a; =1 < 1.
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., 0 < a, < 1.

Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n:0<a, <1, also 323—a, 22, folglich § < a,.1 = 371% <1
Also ist die Folge mit 0 nach unten und mit 1 nach oben beschrankt.

Jetzt miissen wir zeigen, dass

3 <a, e 1<3a,—ad <a—3a,+1<0.

Die Nullstellen von a? — 3a, + 1 sind (3 4 v/5)/2. Wir wissen schon, dass a, < 1 <
(3 ++/5)/2 gilt. Beweisen wir, dass a,, > (3 — v/5)/2:

Wir zeigen die Aussage firn=1:a,=1> (3 — \/5)/2 da —1 > —+/5.
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., a, > (3 — V/5)/2.

@Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n:

L 1 2 3—45
3—an " 3-(3-V5)/2 3+V5 2

: . - 2 2 _ 4 _
Die letzte Gleichung gilt, da VRIS T 05 = 1.

(b) Zuerst zeigen wir, dass b, > 1 fiir alle n:
Die Aussage fiir n =1: b, > 1 gilt nach der Annahme.

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., b, > 1. Also b, > 0.
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@Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n:

1 1. 18 +1
byt = —(by + —) = —-2
1 2( +bn) 2 b,

Die letzte Ungleichung gilt, da b,, > 1.

>1eb2+1>2b,< (b, —1)?2>0.

Vergleichen wir b, und b, :

1 T Sl

1
a bn T ) bn —
5(bnt ) %, %,

< 0.

bpi1 — b, < 0, also ist die Folge monoton fallend. Folglich ist die Folge nach oben mit
b, beschrankt. Eine untere Schranke ist 1.

Zusatz: Fir by = 1 haben wir: b, = 1 fiir alle n € N. Fiir 0 < b; < 1 haben wir:
by = (b + %) > 1, da (b — 1) > 0. D.h. die Folge verhilt sich fiir n = 2 genauso
wie im betrachteten Fall mit b; > 1.

Aufgabe H 43. Konvergenz

Beweisen Sie, dass die Folge (a,)nen gegen 0 konvergiert. Geben Sie dazu jeweils fiir jedes

e > 0 eine Zahl N(e) so an, dass |a,| < e fir n > N(e).

(a) a, = %;

(b) an = ()"
Geben Sie N(0,1) und N(0,01) explizit an.
Loésungshinweise hierzu:

(a) Nach dem Archimedischen Prinzip gibt es zum jeden £ > 0 eine natiirliche Zahl N (¢)
mit N(e) > 1/¢, also gilt fiir alle n > N(e) die Ungleichung 1/n < ¢.

Also fiir alle n > N(e) gilt

Fir e =0,1 gilt 11 > 1/0,1 = 10. Wir kdnnen N(0,1) = 11 nehmen. Fiir ¢ = 0,01
gilt 101 > 1/0,01 = 100. Wir kénnen N(0,01) = 101 nehmen.

(b) Bezeichnen wir 2% mit a. Nach Bernoullischer Ungleichung (1.5.10) haben wir:

(l)n >14nt -1 >al 1),

a a a
da 1/a —1 > —1 ist. Multiplizieren wir mit ™ und teilen durch n(1/a —1):

L
n(:—1)

Fiir alle ¢ > 0 gibt es
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Daraus folgt

Folglich, fir n > N(e):
—999\"
‘O a ( 1000 )

Fir ¢ = 0,1 kdnnen wir N(0,1) = [é} + 1 = 9991 nehmen. Fir ¢ = 0,01

0’1( 1909090 _ 1)

“\1000) ~ " T ad 1) S NEE-T)

< E.

konnen wir N(0,01) = [é} + 1 = 99901 nehmen. Hier bezeichnet [z]| die

0,01(4929—1)
groBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.

Alternativ: Fir alle € > 0
(99N L (20 < In(e)
~ \ 1000 c 1000 c

—999\"
‘O a ( 1000 )

nach Monotonie von Logarithmus.

n ((%)n) =nln (%) <ln(e) & n > %

1000

Da In (%) < 0. Fiir alle € > 0 es gibt N(e) > 1 1<“§§g 7 Daraus folgt, dass fiir alle
1 1000

e >0 es gibt N(¢) so, dass fiir alle n > N(¢) gilt
In(e) —999\"
. (m) <

n > —-—=— also
Fir ¢ = 0,1 kénnen wir N(g) = { In0.1) } + 1 nehmen. Fiir ¢ = 0,01 kdnnen wir

1000

In (29.)
n( 1555

N(e) = [1?(((1)9(’]%1)))] + 1 nehmen.

Aufgabe H 44. Verallgemeinerte Fibonacci-Folge
Geben Sie eine geschlossene Formel fiir die folgenden Folgen an.
(a) |
(fn)neN mit fl ::17 f2 ::17 fn+1 = fn+2fn71 fir HEQ .
(b)
1

firm=>1.
12, irn =2

(gn>n€N mit g :=1, gni1:=
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Bestimmen wir eine Matrixbeschreibung von der Folge f,, indem wir die Gleichung

(f;zl) = (;Zﬁ) |[6sen. Nehmen wir an, dass A = (CCL Z) )
A (fn+1> _ (CL b) (fn+1) _ (fn+2> _ (fn+1 +2fn)
fn c d fn fn+1 fn+1 .

Heraus gilt: a =1,b=2,c=1 und d =0, und:
_ L 2 1 2 fn+1 o fn+1+2fn o fn+2
A= (1 0) und (1 0> ( fn ) - ( fuer ) - <fn+1)'
1 2\" 1\ (1 2\ (f2\ ([ foro
1o) \1)7\1 o) \n)~ )

Bestimmen wir eine Diagonalmatrix D und eine regulire Matrix T' so, dass T AT =
D . Zuerst bestimmen wir die Eigenwerte von A:

Also,

det(A—AEy) = (1 =M (=A)—2=X - A—-2=(A—=2)(A+1).

Also die Eigenwerte sind 2 und —1.
Berechnen wir die Eigenrdume (sie sind alle eindimensional):

_1 p » 8} . Folglich: V(2) = L (G))
(A+ Bz =0 ergibt:[ ! H } . Folglich: V(~1) = L. ((_11)) ,
o3 %) (; )ri( 7).
A=TDT" und A" = TD"T.

A ) I e | ) [ ey
A SEC D T

1 _2n+1+( )n+1 _2n+1+2(_1)n 1
Also _g( —on 4 ( n _2n_|_2(_1)n+1 1

__1 2n+1+( 1)n+1_2n+1+2(_1)n
B A ) U, (e TR

(A—2E))x =0 ergibt:[

Und fogr = —3(=2"+ (<1)7 = 20+ 2(=1)") = —3(=2"1 4 (—1)+) = (2 —
(—=1)"Y). Also, f, = %(2" —(=1)").

(b) Nachdem wir einige erste Folgenglieder (g1 = 1,92 = %,gg = 2,94 = ) bestimmt
haben, vermuten wir, dass ¢, = ff—il mit f, aus (a). Beweisen wir das mit Hilfe
vollstandiger Induktion.
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Wir zeigen die Aussage fir n=1: g1 = 1/1 = fi/fs.
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., g, = f:_ZI

@Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir

1 fot1  _ fnia

o fn+1+2fn - fn+2.

) 1
T 9ntl = T, = 152

f£i1
Daraus gilt:
Gn = ont1 _ (_1)n+1'
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 45. Grenzwerte
Berechnen Sie jeweils, wenn moglich, den Grenzwert der nachstehenden Folgen:
3 .
(@) (an)nen mit a, = %
(b) (bn)nen mit b, = (éﬁ%
(€) (Cn)nen Mit ¢p = o5 + 5 + ...+ 25t
(d) (dn)nen mit dn:\/_-\/_-...- V2.
Lésungshinweise hierzu:
(@) Da —1 < sin(n!) < 1 fir alle natiirlichen n gilt, haben wir:

1 _—\3/n2<—\3/n2<\3/nzsin(n!)< V/n? <\3/n2_ 1
Yn n T+l T n+l Ta+lT 0 Yn

Wir beweisen nun, dass lim —= = 0 gilt. Sei dazu € > 0 beliebig. Dann gilt

n—00 \/_

1 1

= <

Jn| ¥n o °

firalle n> N mit N =[%]+1,da1/e* <N <nund 1/(n'/?) <e.
1

-

Damit folgt auch lim ———= = 0 und somit erhalten wir mit dem Sandwichsatz

n—o00 \3/5
lim a, = 0.
n—oo

(b) Formen wir b, um:

(—2)" + 3" 3 (-H)"+1 1
(_2)n+1 +3n+1 = 3n+1 ) (_g)n—i-l = g ’ (_

b, =

Da |—2| < 1, wissen wir, dass lim (—2)" =0 und lim (—%)nJrl = 0 [Beispiel 1.5.8].

n—o0 3 n—o0

9 n 2 n+1
lim (——> +1=1 und lim <——) +1=1.

1
Somit erhalten wir [1.5.3] lim b, = =
n—00 3

Daraus folgen

Alternativ konnte man b,, auch als eine Summe von zwei Folgen darstellen
Grenzwert auf diese Weise berechnen.

(c) Mit Hilfe von [Beispiel 1.2.2] formen wir ¢,, um:

1 2 n—l n—l n—l 1 1
cn:——l———|—... = Z]—

n? 2n 2 2

Da lim 1/n =0, bekommen wir, dass lim ¢, =1/2—-0=1/2.

und den
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(d) Mit der geometrischen Summenformel erhalten wir:

1 1 “ 1—2%
Jt = +Z —5,

le

-
2

und damit

dn: 2‘42'...‘2 _2+++n_21:2-n—:2.2\/j
V33 B3 ghtiets . 2

Die Folge (d,,)nen ist somit eine Teilfolge der nach [Beispiel 1.5.7] konvergenten Folge

(Tg)ken Mit x), = 2% Insbesondere gilt dann

1
lim d,, _hmz\f_zhm ’\“/j:2-1=2.
n—o0 k—o0 2

Alternativ kann man auch nochmal beweisen, dass lim - = 1 gilt:
n—o0 f
22%—1‘: 27 —l<ee2m <ltee

1 1
log,(227) < logy(l +¢) < on < log,(1+¢) &
1 1
log, (1 +¢) log, (1 +¢)
Hier haben wir die Monotonie vom Logarithmus benutzt. Daraus folgt, dass fiir n > N
mit N = [logz(m)} +1 gilt

< 2" & logy( ) <log,(2") = n.

22%—1‘<€.

Also lim 237 = 1 und daher lim d,, = 2.
n—00 n—00

Aufgabe H 46. rekursiv definierte Folgen und Bolzano-Weierstral3

Zeigen Sie mit dem Satz von Bolzano-WeierstraB, dass die folgenden (rekursiv definierten)
Folgen konvergieren.

(@) a1 =v2, apn1 =2 Fa, firn €N

—also ay = 2+ \/2+\/2+

n Wurzeln

—aIsobn:(1—%)(1—%)-...-(1—2%).

(b) blzé, an:bn( 2n+1) firne N
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Bemerken wir, dass a,, > 0 ist. Beweisen wir mit Hilfe der Induktion, dass a, < 2 ist.

Die Aussage fiir n = 1: a; = V2 < 2.
@Wir nehmen an, dass a, < 2.

@Wir zeigen die Aussage fiir n +1: a, < 2, also 2+ a, < 4 und

ni1 =V2+a, <2.

Zeigen wir nun, dass a,, streng monoton steigend ist:
Apt1 > Gn S V24 a, > a, & 2+ a, >ai@ai—an—2<0.

Die Nullstellen von a2 —a,, —2 sind —1 und 2. Da 0 < a,, < 2 ist, gilt die Ungleichung
a’? — a, —2 < 0 fiir alle n, und a, ist deswegen streng monoton steigend. Nach dem
Satz von Bolzano-WeierstraB konvergiert die Folge (a,)nen-

(b) Da fiir alle n € N und alle k¥ = 1,...,n gilt (1 —1/2%) > 0, gilt auch b, =
(1 — —) (1 — —) (1 — —) > (0. Und b,, ist mit 0 nach unten beschrankt.

27L
Bewiesen wir, dass bn streng monoton fallend ist, indem wir die Quotient betrachten:

b1 1

T

<1,

also b, 11 < b,. Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB konvergiert die Folge (b,,)nen-

Aufgabe H 47. Grenzwerte mit Parameter

Fiir welche s € R divergieren die folgenden Folgen bestimmt gegen +o00?
Fiir welche s € R konvergieren die folgenden Folgen?

Bestimmen Sie im Fall von Konvergenz auch den Grenzwert.

(@) (an)nen mit a, = Z;*J_r; _ 5%?

(b) (bn)neny mit b, = vVn?+n*—n.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Durchaus werden wir die Grenzwertsatze benutzen. Formen wir a,, um:

nt+1 sn? (n4+1)(5n+2)—3n (n® —2)
a/TL: —_ =
nd—2 5n+2 (n3 —2)(5n + 2)
_5n5+5n+2n4+2—sn5—|—23n2_n4((5—s)n+2+%+%+n%)
B 5nt + 2n3 — 10n — 4 B n4(5+%—%—%)
(5—s)n+2+ +5+ %
5+2—1—2—%

Da0< -5 <4 <5 <1und lim 1/n=0 bekommen wir nach dem Sandwichsatz,

n—oo

1 1 1
lim —4 lim i 'hm 5
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Falls s =5 . 5
MRt ) =2 und
10 4
i (547 =5 T ) =0
also,
. 2
lim a, = —.
n—00 5

Nehmen wir an, dass s < 5 und betrachten wir das Endstiick (a,),>2, sodass der
Nenner (n® — 2)(5n + 2)/n* > 0 fir n = 2. Betrachten wir k£ € R, & > 1: Da
lim (5+ 2 — 4 — &) =5, gibt es nach [1.5.2] ¢ so, dass

N—00 n n®
2 10 4
0<dH+—-————-—<c
n n® nt
Da lim (25 + 35 + %) = 0, gibt es N; so, dass fiir alle n > N,
n—oo
2s 5 2 < 1
n? n3 nt k
Es gibt auch s so, dass fiir alle n > Ny
(5 —s)n > ck.

Betrachten wir N3 = max{/N;y, No}. Fiir alle n > N3 haben wir:

BG-sin+2+2+5+2 ck+2—;
>

S >k

Also divergiert die Folge bestimmt gegen +o00.

Genauso beweisen wir, dass die Folge fiir s > 5 bestimmt gegen —oc divergiert. Nun
gibt es Nj so, dass fiir alle n > IV,

(b —s)n < —ck — 3.
Betrachten wir N3 = max{/Ny, Nj} mit N; wie friher. Fiir alle n > N3 haben wir:

G-sn+2+HB+5+2% —ck—3+2+47
2 _10 _ 4 < <=
5+ 4 c

Also divergiert die Folgen bestimmt gegen —oco. Endlich bekommen wir: fiir s = 5
konvergiert a, gegen 2/5, fiir s <5 divergiert die Folge bestimmt gegen +oo.

(b) Versuchen wir herauszufinden, wann die Folge nach oben beschrankt ist mit ¢ € R,
c>0.

by=Vn2+ns—n<cen’+n <(ct+n)?en® <2n+

ZB. fir c=1/2 gilt n®* <n+1/4 fiiralle s < 1.
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Untersuchen wir die Folge fiir s = 1:

2 2
— 1
\/ng—i-n—n:n;—n - n = )
VRSTER =N (1 + L 41) 1+1+1

1
lim 4/1+ — =1, nach Sandwichsatz, da
n—o00 n

1

1

A
A

1+ 1+

1

n n’

1

lim vn24+n—n= 3
n—0o0

Beweisen wir, dass lim vn2 +n?2 —n =0 fir s < 1.

n—oo

Vn2i4ns—nl<ee Vn24+ns—n<eon® <2ne+ el

Die letzte Ungleichung gilt fiir n > N mit N = [(i)%} + 1.

2¢e

Beweisen wir, dass (v/n? + n® — n),ey bestimmt gegen +oo fiir s < 1 divergiert. Fiir
EeR, k>1

Vn2+ns—nl>kasvVn2+ns—n>ken® > 2nk+ k2

Die letzte Ungleichung gilt fir n > N mit N = [(2]{5 + kQ)S%I} +1.

Endlich bekommen wir: (b,),en konvergiert gegen 1/2 fiir s =1, (b,)nen konvergiert
gegen 0 fir s <1, (b,)nen divergiert bestimmt gegen +oo fiir s > 1.

Aufgabe H 48. Konvergenz von Reihen

Entscheiden Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren. Berechnen Sie im Fall von Konvergenz
den Wert der Reihe.

@ >5(-5) (© i S

=, 2 3+ 2™
®) > @ >
k=4 m=1

Loésungshinweise hierzu:

(a) Hier geht es um eine geometrische Reihe. ‘—%‘ < 1, also kénnen wir die Formel benut-
zen:

N 1 =/ 3\" 1 4 = 3\" 20
;q —1_qund ;(_ZJ —1+%—?,und 25(_Z> ==

n=0

t (o.]
Hier haben wir das folgende benutzt: fiir £ € R und S; = > ¢™ haben wir Z kq" =
n=0 n=0

lim kS, = k lim Sy, wenn (S;)ien konvergiert.
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(e

= 1
(b) Nach [1.8.3] Zﬁ =5 also
k=1

(c)

| 3| > 1, also nach [1.9.2] ist (_g)jgo keine Nullfolge, folglich ist <27.3jv>j>0 auch

(—2)¥
3j+3

keine Nullfolge. Und Z divergiert nach [1.9.1].
=0

(d) Da |§| <1 und |2| <1, haben wir

342" o 3 2m (1 2m N I A
;W:;(zpmﬁymﬂ):;(g—m+m):;9—m+;m-

Hier haben wir [1.5.3] und den Fakt benutzt, dass beide Folgen von Partielsummen
konvergieren.

Z3+2m 1+ 2 37
Fm+l 8 21 168’
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