S. Fischer, T. Holicki, 1. Gruppeniibung zur Vorlesung

. .. . . M. Stroppel
R. Schmahl, J. Kollner Hohere Mathemat|k 1
Wintersemester 2021 /22
Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H1. \Vereinfachen
Seien a,b € R und n € N. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke.
(o) i
1%_3t;2
(b) a(a(a(a + 4b) + 6b?) 4 4b%) + b*
2()2(a2 + 2ab) + (a? 4 2ab)? + b*
n+3
(C)Z\/ DB +1)+1=) n(j—3)
J=4
Losungshinweise hierzu:
(a) Esgilt
144 , 5
St _ 3+t 2 _F 15
14 3412 g+2 W 19 38
(b) Es gilt
a(a(a+4b) +60*) +4b°) +0*  a(a(a® + 4ab + 60%) + 4b°) + b*

a

(

202(a2 + 2ab) + (a? + 2ab)2 +b*  2b%a2 + 4ab3 + a* + 4a2b? + 4a3b + b
a(a® + 4a*b + 6b%a + 4b°) + b*

a* + 4a3b + 6a2b? + 4ab?® + b*

a' + 4a®b + 6b%a* + 4b%a + b

DL
_(a+d)t
(a+0b)* '
(c) Es gilt
SV GRS CEES T e Zm_n Z]

:Zk3—n-2j.
k=1 j=1

Mit Aufgabe P3 (b) und Beispiel 1.2.2. erhalten wir weiter

& & n?(n + 1) n(n+1)

k3 —n. = .7
Z " Zj 4 " D)
k=1 7=1
L, 1,

3_ 9,2\ _ o4 1
(n +2n2+n?—2n 2n) 4n 4n.

)AIH

Aufgabe H 2. Teleskopsummen
(a) Sei a; € R fiir k € N. Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € N gilt:

Z (ak+1 - ak) = Ap4+1 — Q1.

k=1
(b) Berechnen Sie Z ‘k2+2(kﬁ;r1 und Z 16 - 17 mit Hilfe von (a).
k=1
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir fiihren einen Induktionsbeweis durch:

1
Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Es gilt > (ax11 — ax) = a141 — ay.
k=1

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es ist

n

Z(akJrl - Clk) = Apt1 — a1.

k=1

Wir zeigen die Aussage fiir n 4+ 1 unter der Annahme der Induktionshypothese

fiir n: Es gilt
n+1 n
> (arsr — ar) =Y (arp1 — ax) + (@nsz — ng)
k=1 k=1

= Qpt1 — O1 + Apg2 — Qi1 = Qpyo — A3

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
(b) Mit Hilfe des ersten Aufgabenteils folgen

VE2 + 2k —(k+1) V2 + 2k k+1
; VE(k+1) Z\/kk+1) VEk(k+1)
VE+2 VE+1 Vn+2
ka—l— Vk _\/n~|—1 V2

und
zn:16-17k=zn:(17—1 170 = 217 17% — 217’”1 =17 17
k=1 k=1

Aufgabe H 3. \olistindige Induktion mit Produkt

Analog zur Summenschreibweise, fiihren wir das Produktsymbol ein: [] A; bedeutet, dass
j=1

man den Term A; fiir alle j von 1 bis m auswertet und die entstandenen Zahlen zusam-

menmultipliziert. Zeigen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstandiger Induktion:

(a) f[ (1+44) = Z+ D) +2)(n+3)(n +4) fiir alle n € N.

(b) TI (k—?;?)él = 5(n+1)*(n+2)* fiiralle n € N.
k=1
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1. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 1

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Es ist
1

E(H%):1+%:5:%=i(1+1)(1+2)(1+3)(1+4),

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es ist

n

H(Hf) S0+ )0+ 20+ 3)(n +4).

@Wir zeigen die Aussage fiir n 4+ 1 unter der Annahme der Induktionshypothese

fir n: )
n+ n
4 4 4
1+ - 1 || 1+ -

J=1 J

(n+1) st D +2)n+3)n+4)

|
)
_|_
2

n+3)(n+4)(n+5).
Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.

(b) Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Es ist

1

H(%):(H?)“—%

1
= (14+2)= —(1+1D*1+2)*
1+ = Z0+ D) (1+2)

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es ist

n

11 (k—fY 116 (n+1)"(n+2)%.

k=1

@Wir zeigen die Aussage fiir n 4+ 1 unter der Annahme der Induktionshypothese

fir n:

’ﬁ EF+2\"  [n+1+2 4ﬁ k4 2\*
k N n+1 k

k=1 k=1

2 (Zi?) 1_16(n+ D*n+2)* = %("+2)4(n+3)4-

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.

Aufgabe H 4. \Volistindige Induktion mit Rekursion und Teilbarkeit

Zeigen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstandiger Induktion.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(a) Seien a, b, ug, uy,us, ... € R und z, = ax, 1 + bu,_, fiir alle n € N. Dann gilt
n—1
T, = a"xy+ Za”_]_lbuj fur alle n € N.
=0

(b) Fiir alle n € N ist die Zahl x,, := 3"*) — 2n2 — 4n — 3 ohne Rest durch 8 teilbar;
das heiBt, es gibt ein k, € Ny so, dass 3"t — 2p? —4n — 3 = 8k, .
Hinweis: Fiir alle n € N ist die Zahl u,, := n? + n ohne Rest durch 2 teilbar.

Lésungshinweise hierzu:

-1
(a) Wir zeigen die Aussage fir n = 1: Esist z1 = axg+bug = a'zo+ > a' 77 bu;.

§=0
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es ist
n—1

Ty, = a"ry + E a”’J’lbuj.
Jj=0

@Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese
fir n:

n—1
Tpy1 = ATy + bun @ a (anxo + Z an_j_lij) + bUR

=0
n—1
= a" My, + Z a™ V=" + bu,
=0
(n+1)—1
— "l + Z QD=1
=0

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
(b) Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Es ist
30F) 2,12 - 4.1-3=9-2-4-3=0=8-k

fir £ =0.
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es gibt ein £ € Ny mit

3t _on? _4p — 3 = 2k,

@Wir zeigen die Aussage fiir n 4+ 1 unter der Annahme der Induktionshypothese
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

fur n:
3D o +1)? —4(n+1) -3

=302 _9on? _4n -2 —4n—4-3
=302 _9on? _8n —9

=302 _9n? _8n —944-[n?®+n)

= [30"2 —6n% —12n — 9] + 4 - [n® + 1]
=3 [30) —2n? —4n — 3]+ 4 [+ n]

®

= 3.8k +4-[n*+n)
Hinwels 3 8k + 4 - 2k
= 8k

fir k =3k + k € Ny. Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.

- Frischhaltebox

Aufgabe Hb5. Skizzen von Funktionsgraphen
Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen.

@ fFRoRiz— (z—1)2-1. (b) g: R = R: x> cos(x) + sin(5)

Hinweis: Eine solche Skizze beinhaltet immer eine Achsenbeschriftung mit Pfeilen und eine
sinnvolle Achsenskalierung. Wir erwarten von Hand gefertigte Skizzen.

.

Lésungshinweise hierzu:
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S. Fischer, T. Holicki, 2. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, J. Kéllner Hﬁhere Mathematik 1
Wintersemester 2021 /22

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H6. Gruselige Summen
Die GréBen a,, und b,,, seien fir n € {0,1,2,3,4,5} und m € {1,2} gegeben durch:

i | 0 1 2 3 4 5
a; 32 -1 1 1 5
by | -2 4 0 1 3 =3
baj 1 7 -4 0 3 1

Berechnen Sie

(a) Zaj+sin(j7r/2) (b) Zj2b2j (C) Z (Z bljbk5> (d) Z <a2j+1 ijk>

§=0 \k=1

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt
4
Z @jtsin(jr/2) = Q0+0 T Q141 + G240 + A34(—1) + Q440
j=0
=ap+tast+ay+a+as=3+3-(-1)+1=1

(b) Es gilt
5
D Py =17 T427 (—4)+3-0+4%-3+5%-1
j=1
—7—16+48 + 25 = 64.
(c) Es gilt
5 2 5 2
> (Z bljb%) = by (Z b%)
j=0 \k=1 j=0 k=1
5 2
j=0 k=1
=(-2+44+0+1+3+(=3)) - (=3+1)
—3.(—2) = —6.
(d) Es gilt

Aufgabe H7. Ungleichungen
22+ 2x — 12
22+ 8x + 15 ~
T+ 2
224+ 8x—9

(a) Fiir welche x € R gilt 17

(b) Fiir welche z € R gilt

[IA

L
8
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Lésungshinweise hierzu:
(a) Mit der Mitternachtsformel finden wir die Nullstellen von x? + 8x + 15:

 8+V&—-4-1-15  —8+64—60 —8+2
- 2.1 N 2 2

Fiir diese beiden Punkte ist die linke Seite nicht erklart und wir betrachten die iibrigen
reellen Zahlen.

| Fall: z > —3: In diesem Fall gilt z*> + 8z + 15 = (z + 3) (r + 5) > 0 und damit

T1,2 = 1 = —9, Ty = —3.

——— ——
>0 >0
2422 —12
TR 251 = 2?+20-12> a2 +80+15
224+ 8z + 15
— 27> 6z
<~ < 0
r< —=.
2
Il Fall: =5 < 2 < —3: In diesem Fall gilt 22 +8x+15 = (z + 3) (z + 5) < 0 und damit
N N —
<0 >0
242012 9
TATZ 2 o) > 2?42 12<a?+80+15 > o> 2.
2?2 + 8z + 15 2
Il Fall: @ < —5: In diesem Fall gilt 2% + 8z + 15 = (2 + 3) (z + 5) > 0 und damit
N — N —
<0 <0
r? + 2z — 12

9
T sl = 2242 12> 4814+ 15 = z<—=.
22+ 8x + 15 2

Der erste Fall kann nicht auftreten und wir erhalten insgesamt, dass die Ungleichung
erfullt ist fur alle x € R, die x < —5 oder —g < x < —3 erfiillen.

(b) Mit der Mitternachtsformel finden wir die Nullstellen von 2% + 8z — 9:
—8+ /8 —4-1-(-9) —-8+64+36 —8+10
2-1 N 2 2

Fiir diese beiden Punkte ist die linke Seite nicht erklart und wir betrachten die iibrigen
reellen Zahlen.

| Fall: > 1: In diesem Fall gilt 2> + 8z — 9= (x +9) (z — 1) > 0 und damit

T12 = — I = —9, To = 1.

S——
>0 >0
T+ 2 1
—— < - — 8 16 <2 4+8x—9
2 +8r—9= 8 b s
<~ 0<2*°—25=(x—5)(x+5)
2 0<z-5
<~ 5= 1.
Il Fall: =9 <z < 1: In diesem Fall gilt 22 + 82 —9 = (z +9) (zx — 1) < 0 und damit
>0 <0
T+ 2 1
—— < - — 8 16 > 2> +8x—9
24+ 8r—9= 8 rribsrae
= 0222 —-25=(x—5)(z+5)
= 0<e+5
<— —-5Zu.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Il Fall: = < —9: In diesem Fall gilt 22 +8z — 9= (z+9) (x — 1) > 0 und damit

S——
<0 <0
T+ 2 1
—— < = 16 < 22 —
PR <— 8r+16Zx"+8x—9
— 0Z2°-25=(z—5)(z+5)
25 022 +5
~— -—5=>ux.

Wir erhalten insgesamt, dass die Ungleichung erfiillt ist fiir alle z € R, die = 5 oder
—5 <2 <1 oder z < —9 erfiillen.

Aufgabe H8. Ungleichungen und vollstandige Induktion mit Ungleichungen
(a) Zeigen Sie, dass 2n* = n* + 1613 = n* + 4n3 +n3 fiir alle n = 16 gilt.
(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass 2n* = (n + 1)* fiir alle n = 16 gilt.
(c) Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass 2" = n* fiir alle n € N mit n = 16 gilt.

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt
2n' — (n* +16n°) = n* — 16n° = n*(n — 16) 2 0,
da n = 16 ist und somit insbesondere n = 0 gilt. Dies liefert die erste Ungleichung.
Wegen n = 0 gilt natiirlich auch

n* +16n° — (n* +4n® +n*) =11n*> 2 0

und damit die zweite Ungleichung.

(b) Ahnlich wie in (a) erhalten wir sukzessive

ont > nt +5n3 =nt +4nd + 03

n' +4n® + 7n® = n* + 4n® + 6n° + n?

n* +4n® + 60 +5n=n*+4n* + 6n® +4n +n
nt +4nd +6n* +4n+1=(n+1)*

v 1V v

wegen n = 16.

(c) Wir zeigen die Aussage fiir n = 16: Es ist

216 — 2(4~4) — (24)4 — 164 z 164

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N mit n = 16 gilt, d.h., es ist

on >t

Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese

fir n:
@ ®
2l =2.2" > 2p* > (n+ 1)~
Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 9




2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H9. Quadratringe
Fir n,k € Ny mit n > k betrachten wir die Gleichung

n\ (n+1\ [ n+2) n n+1\/n+2
EJ\k+2)\k+1) \k+1 k k+2)
(a) Markieren Sie die Faktoren fiir n = 3, k = 0 und fir n = 6, k = 3 im Pascalschen
Dreieck.

(b) Zeigen Sie, dasss die obige Formel allgemein giiltig ist.

L6ésungshinweise hierzu:

(a)
n=20 (8)
n=1 (o) ()
n=09 o G 6 6 G @ @ )

Griin markiert sind jeweils die Faktoren auf der linken Seite und blau markiert sind
jeweils die Faktoren auf der rechten Seite.

(b) Es gilt
MGG

B n! (n+1)! (n+2)!
Hin—k) (k+2((n+1)—(k+2) (k+D((n+2)— (k+1))
B n! (n+1)! (n+2)!
Tk =k k+2)n— (k+ 1) (k+ DN (n+1)— k)
n! (n+1)! (n+2)!

T+ — (k1) R (n+1) k) k+2)((n+2) — (k+2))!

(1))
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

p Frischhaltebox N\

Aufgabe H10. Dreisatz

15 Kugeln mit jeweils einem Umfang von 70 cm wiegen zusammen 6,5 kg.

(a) Bestimmen Sie die Dichte einer solchen Kugel.

(b) Wieviel wiegen 25 Kugeln aus dem selben Material aber mit einem Umfang von 60 cm?

Hinwesis: Sie kdnnen eine Formelsammlung |hres Vertrauens benutzen (geben Sie an, welche)
und lhre Ergebnisse angemessen runden. Der Umfang einer Kugel ist der Umfang des Kreises,
der sich als Schnitt mit einer Ebene durch den Mittelpunkt ergibt.

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Beispielsweise auf Wikipedia finden sich die folgenden Formeln:
4

V= gm“?’, U=2rr, m=pV,

wobei V' das Volumen, r der Radius, U = 70 cm der Umfang, m = % - 6,5 kg die
Masse und p die Dichte von einer der gegebenen Kugeln ist.

Damit ergibt sich

m _ £-65kg  L.65kg  L.6500g 26500 g
Pmv = i3 An(Z)» A HT0Pem® 707 cmd
260072 g
= £ ~0,0148 2.
703 cm? cm?

(b) Sie nun V' das Volumen einer der neuen 25 Kugeln. Dann wiegen diese zusammen

. 4 1 L . 6500
2%V -p=2- [ =603 em® ) - | Bp o
3-8m 38 L1703 cm3

25608 563
.6500g =
. ~ 15708 8=3m

-6500 g =~ 6,822kg.
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S. Fischer, T. Holicki, 3. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, J. Kéllner Hﬁhere Mathematik 1
Wintersemester 2021 /22

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 11. Ungleichungen
Sei an, > 0 fiir alle m € N und sei A, := @+ fiir alle m € N.
(a) Zeigen Sie, dass a,,11(Ay)™ < (Ay,)™! fiir alle m € N gilt.
Hinweis: Benutzen Sie die Bernoulli-Ungleichung mit n =m + 1 und x = % —1.

m

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass fiir alle m € N gilt [/~ a; < (#tan)™,

m

Lésungshinweise hierzu:

(a) Sei m € N beliebig. Wir betrachten zuerst die Bernoullische Ungleichung mit der in
dem Hinweis angegebenen Wahl fiir z und n. Es gilt dann also

Am—i—l Am+1 m
1 1 -1 (1 -1 .
+(m+1) ( A ) < ( + A )

Die rechte Seite vereinfacht sich direkt zu

(1 + At — 1) " _ (Aerl)m—H

Am (Am)erl '
Wegen
A Y B e nl S R [ ap+ -+ Gpmyp
T m+1 Com+1 m
m

m 1
<Am + - +1> = (mAm + am+1)

:m—l—l m m—+1

|3sst sich die linke Seite schreiben als

1+(m—|—1)( A“ —1) :1+(m—|—1)%
_1+mAm+am+1_(m+1>Am _ Qme
B A A,

Insgesamt folgt daher aus der Bernoullischen Ungleichung

Am41 < (Am+1)m+1

Wegen (A,,)™" > 0 erhalten wir daraus sofort a,,;1(Am)™ < (Apmy1)™ ! und somit
die Behauptung da m € N beliebig war.

(b) Wir zeigen die Aussage fiir m = 1: Es ist

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein m € N gilt, d.h., es ist

m a/ P am m
o < (L) .
Jj=1 m
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Wir zeigen die Aussage fiir m + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese

fir m:
m+1 mn @ (@) a "
. 1 + e + Am+1
H aj; = am+1Haj S i1 A S (Ap)™ = < m+1 : > '
j=1 i=t

Damit ist die Behauptung fiir alle m € N bewiesen.

Aufgabe H 12. Komplexe Zahlenebene
Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene.
(@ A:={z€C|Imz+12-i) =21}

(b) B::{ZGC‘ ﬁER}

(c) OZ:{ZGC‘ Im(z) #0 A 1<Im(z) §2}
(d) D:={zeC]| |[Re(z)| — |Im(2)|| <1}

Losungshinweise hierzu:
(a) Fir z=a+1b gilt

Im(z+12—i) = Im(a + bi+12—1) = Im(a—bi+12—i) = Im(a+124+(—1-b)i) = —1-b
Daher folgt
A={a+bieC|-1-b21}={a+biecC|b< -2},

Die Menge ergibt sich als die Flache unterhalb einer Geraden, wobei die Gerade selbst
zu A gehort.

iR

»l—‘ K- .\ 1 I

v
LA

(b) Fiir z =a +1b ist

z z(141) 1 L1 : N1 :
— = — 1 = — 1 = — — .
=i =00+ 22( +1) 2(a+b1)( +1i) 2(a b+ (b+ a)i)
Es gilt also
% € R genau dann, wenn b+ a = 0.
—1
Damit folgt

B={a+bieC|a=-b}.
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L1 AN
BEREN4EN

i
AR

bt
P 1
= REEA

(c) Wir kénnen die Menge C' darstellen als C' = {a+bieC| b#£0 A 1<§ <2},
Wegen ¢ > 1 > 0 fiir a + 01 € C sind entweder a und b beide positiv, oder beide
negativ. Es gibt also zwei Fille:

1. Fall: @ >0 und b > 0: Dann gilt b < a < 2b.
2. Fall: a <0 und b<0: Dann gilt 2b < a < b.
Damit konnen wir C' darstellen als

C={a+bieC|a>0,b>0undb<a=<2b}U
{a+bi€C| a <0, b<0und2b§a<b}.

Dies ergibt die folgende Flache, wobei die gestrichelte Gerade und der Punkt O nicht
zu C' gehoren.

(d) Fiir z =a +1b ist

12 ||Re(2)| - | Im(2)]| = [la| — o] & lal — |6} <1 und [o] — |a] < 1
& Ja|—1Z 0] <] +1.

Indem man die Falle b = 0 und b < 0 getrennt betrachtet, kann man D darstellen als

D={a+ibeC|b=0unda] —1<b=<|a|+1}U
{a+ibeC|b<Ound —|a| —1=<b=<1—al}.

Dies ergibt die folgende Menge, wobei der Rand zur Menge gehort.
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Aufgabe H13. Abbildungen
Seien a,b,c,d € R mit ad — bc # 0 und ¢ # 0.
(a) Zeigen Sie, dass f: R~ {-49} = R: 2+ ‘c‘gjrrg injektiv ist.
(b) Zeigen Sie, dass f aus (@) nicht surjektiv ist.
Hinweis: Kann man ein z € R\ {—2} mit f(z) = ¢ finden?

(c) Finden Sie eine Menge M so, dass g: R~ {—4} — M: 2 % bijektiv ist.

eigen Sie, dass die Umkehrabbildung ¢7" : M — R~ {—%} von ¢ aus (c) gegeben
d) Zei Sie, dass die Umkehrabbild "M =R Ccl b

ist durch g~ ': o — 4220

—cz+a’
Losungshinweise hierzu:
(a) Seien z,y € R~ {—2} mit f(z) = f(y) beliebig. Dann gilt also

ar+b ay+b
ct+d cy+d

und somit  (az + b)(cy + d) = (ay + b)(cx + d).

Dies lasst sicher vereinfachen zu
aczy + bey + dax + bd = acyx + ayd + bex 4 bd, also (ad — be)(x —y) = 0.
Wegen ad — bc # 0 folgt daraus nun x = y und damit die Injektivitat von f.
(b) Angenommen, es gibt ein z € R\ {—%} mit f(z) = 2. Dann gilt also
a ar +b

o= ) =

und damit acx + ad = axc + cb.
c cx+d

Dies liefert nun aber ad — ¢b = 0, was ein Widerspruch ist. Damit kann so ein = €
R~ {—%} nicht existieren und die Abbildung f ist nicht surjektiv.

(c) Wir behaupten, dass die Abbildung g bijektiv ist fiir M := R~ {2}. Wegen dem
ersten Aufgabenteil wissen wir bereits, dass ¢ injektiv ist und es bleibt die Surjektivitat
zu zeigen.

Sei also y € M beliebig. Dazu suchen wir ein 2 € R\ {—4} mit g(z) =y, also mit

b
y:ax+ — cay+tdy=ar+b < z(cy—a)=0>b—dy.
cr+d
Wegen y € M ist nun cy — a # 0 und wir erhalten
b—dy d
xr = ——
cy —a c
Wire z = —%, so erhielten wir wieder einen Widerspruch zu ad — be # 0. Damit

erfiillt diese Zahl x also g(z) = y. Da y € M beliebig war, ist ¢ also surjektiv.
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d) Die Abbildung ¢! erfiillt
(d) g9

i g(x)) = g <ax+b> B Aot — b _dax + db — bex — bd

cr +d cifiS%—a ~ —cax — cb+ acx + ad
_ (da — bc)x _
ad — cb

fiir alle z € R\ {—%}. Genauso erhalten wir

97 W) =y

fiir alle y € M. Damit ist g~! tatsichlich die Umkehrabbildung von g¢.

Aufgabe H 14. Mengen

Gegeben seien die Mengen

und

M= {(e.y) €| ol + Iy €3}, Moo= {(x.y) € B*| foy| 2 1}

Mz = {(z,y) € R*| y > |sin(Zz)|}.

Skizzieren Sie Mengen M, My, M; N M, und (R? ~ M3) N M.

Lésungshinweise hierzu:

e Zu Mi: Man beobachtet zuerst, dass

Z|+lyl=3 <= |yl=3—-|z] <= y=3—|z[und —y=3—|a|
Damit I3sst sich M, darstellen als

My = {(z,y) eR?*| y < f(2)} N {(z,9) €R?| y = g()}

mit Funktionen f: R — R: 2z +— 3 — |z| und g: R — R: x — |z| — 3. Hierbei ist
{(z,y) € R*| y < f(x)} die Menge aller (z,y) unter (und auf) dem Graphen der
Funktion f und {(z,y) € R?| y = g(x)} ist die Menge aller (z,y) iber (und auf)
dem Graphen der Funktion g.

Zu M, : Man beobachtet zuerst, dass

1

1
7yl 21 = \ylzm = y=- undyzm-

1
||
Damit I3sst sich M5 ausdriicken als

My = {0} U ({(z,y) € R*| y < f(2)} N {(z,9) € R?| y 2 g(x)})

mit f: R~ {0} — R, x»—>—|i und ¢ : R~ {0} — R, xl—>ﬁ Hierbei ist
{(z,y) e R*| y < f(x)} die Menge aIIer (x,y) unter (und auf) dem Graphen der
Funktion f und {(z,y) € R2’ y = g(z)} ist die Menge aller (z,y) iiber (und auf)

dem Graphen der Funktion g.

e Zu Ms: Dies ist gerade die Menge aller (z,y) € R? iiber dem Graphen der Funktion

h:R =R, z+ |sin(32)].

Damit ergeben sich die folgenden Skizzen, wobei der Rand jeweis dazugehdrt:
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e e

(RN4) 1 al

Hinweise zum Skizzieren von Mengen:

o |hre Skizze sollte immer beschriftete Achsen und eine nachvollziehbare Achsenskalie-
rung besitzen.

e Sie sollten immer klarstellen, ob der Rand zu der skizzierten Menge dazugehort oder
nicht. Falls der Rand nicht vollstandig zur Menge gehort, empfiehlt es sich, die dazu-
gehorigen Teile mit durchgezogenen Linien zu zeichnen und die nicht dazugehorigen
Teile mit gestrichelten Linien zu zeichnen.
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p Frischhaltebox

Aufgabe H 15. \Volistindige Induktion mit rekursiver Folge

Seien f1, fo, f3,... die Folgenglieder der Fibonacci-Folge. Diese erfiillen f; = fo = 1 und
fn = fuo1 + fao fir alle n = 3. Zeigen Sie mit Hilfe von vollstindiger Induktion, dass
P2+ fafars — f200 = (=)™ fiir alle n € N gilt.

L6ésungshinweise hierzu: Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Es ist
f+hfin—fla="+1-1-1"=1=(-1)""
@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es ist
2 faforr — frg = ()"

Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir n:
Es gilt
fiﬂ + fn+1f(n+1)+1 — f(2n+1)+1 = 5+1 + fn+1fn+2 - f3+2-

Da nun n + 2 = 3 ist fiir n € N, diirfen wir die rekursive Definition der Fibonacci-Folge
benutzen und erhalten damit

f'r?—&-l + fn+1fn+2 - fr%—&-Q = fr?—&-l + fn+1(fn+1 + fn) - (fn-i—l + fn)2
= f13+1 + f72L+1 + fn+1fn — f72z+1 - 2fn+1fn - fr%
- 3+1 - fn+1fn - fg

= —(f2+ fasrfn — f3+1)
@ _(_1)n+1 _ (_1)(n+1)+1.

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H16. Komplexe Lésungen von Gleichungen
Geben Sie jeweils alle Lésungen z € C der folgenden Gleichungen an.
(@) *=6 (b) 21 —2=0

(€) 922 —182i4+7=0 (d) 2> —6iz— T —iL =0
Lésungshinweise hierzu:

(a) GemiaB 1.8.4 lauten die Losungen dieser Gleichung
2 =V6- (cos(%E) +isin(%r)) fir €€ {0,1,2}.

(b) Diese Gleichung lisst sich schreiben als z(z? — 1) = 0. Eine Lésung der Gleichung
ist folglich z = 0 und fiir alle anderen Lésungen gilt z° = 1. Also sind die weiteren
Losungen gegeben durch

2 = cos(ZE) +isin(2E) fir (€{0,1,2,...,8}.

(c) Mittels quadratischer Erganzung lasst sich die Gleichung schreiben als
0=92"—18zi+ 7 = (32 — 3i)* + 16.
D.h. ihre Losungen erfiillen 3z —3i = +iv/16 = +£i4, und somit sind sie gegeben durch

1:|:4 i
z= - )L
3

(d) Wieder mit quadratischer Ergénzung erhalten wir

17 3 1
0:z2—6iz—7—i§:(2—3i)2+(——i—) & w2:—§—|—i—::x.

2

Nun gilt |z| =1 und 2z = cos(5

w sind also
2w 27l o 2 27l T oy
Wy = COS + —— ] +1sin + — :COS<—+7T€>—|—ISIH<§—|—7T€)

) +isin(3F). Die Lésungen der obigen Gleichung in

3.2 2 3.2 2 3
fur ¢ € {0,1}, bzw.

1 4 4 1
Wp = COS <g>+isin (E> = ——|—iig und w; = cos (%) +1isin (—W) = ———ié.

3 2 2 3 2 2
Die Losungen der originalen Gleichung sind damit gegeben durch
1 .6 3 1 6—-+V3
20:w0+31:§+1 +2\/_ und 21:w1+31:—§+1 2\/_

Aufgabe H 17. Untervektorraume

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Beweisen Sie ihre Antwort.
(a) Fir alle u,v € R3 ist V; := {au +bv| a,b € R} ein R-Untervektorraum von R3.
(b) V4 :={z € C| Im(z) = Re(z)} ist ein R-Untervektorraum von C.
(c) V4 ist ein C-Untervektorraum von C.

(d) V5:={aX?+bX +¢| a,b,c € R: 3a+ 5b — ¢ = 0} ist ein Untervektorraum des R-
Vektorraums Pol R aller Polynome mit reellen Koeffizienten.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Seien u,v € R? beliebig.
o Fiir x,y € V; gibt es a,, b,,a,,b, € R mit v = a,u + bv und y = a,u + byv.
Dann gilt
r+y=(a, +ay)u+ (b, +b,)v eV,
da a; +a, € R und b, +0, € R.
e Fir x € V] und s € R gibt es a,,b, € R mit x = a,u + b,v. Dann gilt

st = (saz)u+ (sby)v € Vi,

da sa, € R und sb, € R.
e Esgilt 0=au+bveV fira=0=0.
Damit ist V; ein R-Untervektorraum fiir u,v € R?. Da u,v € R? beliebig waren gilt
dies fiir alle.

(b) e Firz=z+iy,w =u+iw € V, gilt x = Re(z) = Im(z) = y bzw. u =
Re(w) = Im(w) = v. Da z4+w = (x + u) + i(y + v) ist, gilt Re(z + w) =
r+u=y+v=Im(z+w) und folglich z +w € V5.

o Fir z=x+iy € V5 und s € R gilt sz = (sz) +i(sy) und damit Re(sz) =
st = sy = Im(sz) bzw. sz € V5.
e Es gilt Re(0) = 0 =1Im(0) und folglich 0 € V5.
Dies beweist, dass 1, ein R-Vektorraum ist.
(c) Da z :=1+i € Vy und i € C gilt, aber iz = —1 4+ i ¢ V; ist, kann V5, kein
C-Vektorraum sein.
(d) o Fir p1<X) = a1X2 —+ le —+ Cl,pQ(X) = CL2X2 -+ bQX +co € VEJ, gl't
(1 +p2)(X) = (a1 + a2) X* + (b1 + by) X + (c1 + ) -
R R R
S €

Ferner gilt
3(@14‘0/2)4‘5(()1"—62)—(01+02) = (3a1+5b1—C1)+(3a2+5b2—62) =04+0=0

und damit p; + ps € V3.
o Fir p1(X) = a1 X? + 01X + c1,p2(X) € V3 und s € R gilt (sp1)(X) =
(sa1)X? + (sby1) X + (sc1). Desweiteren folgt aus
3(say) + 5(sby) — (sc1) = s(3a; +5by —¢1) =s-0=0,

dass sp; € V; gilt.
e Esgilt 3a+5b—c =0 fiira=b=c=0 und damitist 0 = 0X?2+0X +0 € V5.
Dies beweist, dass V3 ein R-Vektorraum ist.

Aufgabe H18. Skalarprodukt im Polynomraum

Sei V := PolyR € C°([0,1]) der Vektorraum alle Polynome auf dem Intervall [0,1] mit
Grad maximal 2 versehen mit dem Skalarprodukt

(plq) = / p(a)q(z) dz

aus Beispiel 2.5.3 und zugehoriger Norm ||p|| = \/(p|p). Bestimmen Sie ein Orthonormal-
system B: by, by, b3 von V', d.h. (b; |by) =1 falls j =k und (b, | by) = O sonst. Gehen Sie
dazu wie folgt vor:
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(a) Wahlen Sie b, als ein normiertes konstantes Polynom, d.h. ||b;]| = 1.
(b) Wahlen Sie by(X) = a1 X +ap € V so dass (ba|b1) =0 und ||b2]] =1 gilt.

(c) Wahlen Sie b3(X) = asX? + a1 X +ag € V so dass (bs|b1) = (bs|bs) = 0 und
[[bs]] = 1 gilt.

(d) Bildet B auch eine Basis?

Losungshinweise hierzu:
(a) Das Polynom by(X) := 1 erfiillt ||b,]| = fol ldz =1.

(b) Es gilt
1
O:<b2’b1>:/ a1x+a0dx:a1/2+ao.
0

Daraus folgt ag = —ay/2 und damit by(X) = a;1(X — 1/2). Ferner gilt

1
1 =|bef = a?/ (x —1/2)*dx = a}/12
0

und damit a; = V12 = 2v/3 (a1 = —+/12 wére auch moglich). Insgesamt erhalten
wir by(X) = 2v/3(X —1/2).
(c) Es gilt

(b3 |by) = /01(a2x2 + a1z 4 ag)(2z — 1)V3dx

1
- \/ﬁ/ 2a97° + (2a1 — ag)z® + (2a9 — a1)x — cdx
0

= \/§(@2/2 + (2a1 — a2)/3 + (2a0 — a1)/2 — ay)
= V3(az/6 4 a,/6) .

Daraus folgt a; = —as. Ferner

1
(b3 | by) :/ asx?® — apr +agdx
0

:a2/3—a2/2—|—a0
:ao—a2/6

liefert ap = as/6 und damit b3(X) = as(X?— X +1/6). AbschlieBend betrachten wir

1
(bs | bs) = ag/ (2> — 2 +1/6)2dx
0

1
a§/ t 2% 4+ 1/36 — 223 + 22/3 — x/3dx
0

=a3(1/5+1/3+1/36—1/2+1/9—1/6)

=a3/180 .
Daraus folgt a; = /180 = 6v/5 (a; = —+/180 wire auch moglich). Insgesamt

erhalten wir bs(X) = 6v/5(X? — X +1/6).
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(d) Sei a1b; + asbs + azbs = 0 eine Darstellung der Null mit aq, as, a3 € R. Dann gilt
0 = <bj | 0> = <bj | CL1b1 —+ a2b2 + a3b3> = a1 <bj ‘ b1> —+ a9 <b] ’ b2> -+ as <b] | bg) = CLj

fir j = 1,2,3 und damit ist B linear unabhangig. Damit ist B als Menge von 3 linear
unabhangigen Vektoren in einem 3-dimensionalen Raum eine Basis.

Aufgabe H19. Abstand zwischen windschiefen Geraden

Zeigen Sie, dass die beiden Parameterdarstellungen g1 = p; + Rv; und ¢go = Rouy mit
p = (6,5,2), v; = (1,1,0) und vy = (1,0,1) windschiefe Geraden beschreiben (d.h.
g1 und g2 sind nicht parallel und schneiden sich nicht), berechnen Sie deren Abstand und
bestimmen Sie die Punkte )1 € g1 und ()2 € g» mit dem kiirzesten Abstand.

Hinweis: Es darf verwendet werden, dass die Verbindungsstrecke von ()1 nach ()5 senkrecht

auf g; und gy steht, d.h. <Q@ vl> = <Q@ v2> =0.

Losungshinweise hierzu: Da v; und vy linear unabhangig sind, sind ¢g; und go nicht
parallel. Spater sehen wir, dass )1 und Q2 einen positiven Abstand haben und damit ¢,
und go windschief sind. Seien z1, 29 € R mit Q1 = p; + z1v1 und Qo = 22v9. Dann gilt

(p1 + 2101 — o9 | V1) =

<p1 + X1V] — LUy | U2> =0.

Da <p1 |’U1> = 1]., <p1 ’U2> = 8, <U1|U2> =1 und <’U1 |U1> = <’U2‘U2> =2 g”t, ist dies
aquivalent zu

2[E1 — 9 = —11
r1 — 2%2 = —8.
Dieses LGS besietzt die eindeutige Losung =7 = —14/3 und 25 = 5/3. Damit gilt @ =

1/3-(4,1,6) und Q2 =5/3-(1,0,1). Da @ # Q- ist, haben die Geraden einen positiven
Abstand und sind damit windschief. Genauer betrigt der Abstand /3/3.
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Bestimmen Sie die Menge aller reellen Zahlen, die die folgende Ungleichung erfiillen

Aufgabe H 20. Ungleichungen

|z® — 3z| < 2.

Hinweis: Eine Skizze kann hilfreich sein.

Losungshinweise hierzu: Da der Betrag stets groBer gleich Null ist und die rechte Seite fiir
x = 0 kleiner gleich Null ist, kdnnen wir uns auf = > 0 beschranken. Das Polynom innerhalb
des Betrags zerfallt (unter Verwendung der 3. binomischen Formel) in die Linearfaktoren

p(x) == 2® — 3z = z(2? — 3) = 2(z — V3)(z + V3).

Da fiir z > 0 die Linearfaktoren z und x + /3 stets positiv sind, entscheidet allein z — V3
iiber das Vorzeichen von p. Damit ist p(x) < 0 fiir 0 < 2 < /3 und p(z) > 0 fiir z > /3.
Betrachten wir zunichst 0 < 2 < /3. In diesem Fall ist die gegebene Ungleichung dquivalent
zu

—*+3z <22 <= 0<2®—z=zx(z—1)(z+1). (1)

Hier wurde erneut die binomische Formel verwendet. Da = > 0 gilt, ist dies genau dann
erfillt, wenn z > 1.
Nun betrachten wir den Fall z > /3. In diesem Fall ist die gegebene Ungleichung dquivalent
zu

1 — 3z < 2z < 0> 2% — 5z =z(zx — v5)(z+VE). (2)

Da z > 0 gilt, ist dies genau dann erfiillt, wenn z < /5.

Insgesamnt erhalten wir die Losungsmenge {z € R| 1 < 2 < v/5}.

Zusatz: Falls man oben nicht erkennt, dass es geniigt den Fall « > 0 zu betrachten, so erhalt
man noch folgende weitere Fille.

Fir —v3 < 2 <0 ist p(x) = 0. Damit ist die gegebene Ungleichung dquivalent zu ().
Jedoch ist z(x — v/5)(z + /5) = 0 fiir alle —/3 < 2 < 0 und damit gibt es keine Lésung
mit —v3 <z <0.

Fiir 2 < —/3 ist p(x) < 0. Damit ist die gegebene Ungleichung dquivalent zu (). Jedoch
ist 7(z — 1)(z + 1) < 0 fiir alle 2 < —+/3 und damit gibt es keine Losung mit z < —/3.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 23




S. Fischer, T. Holicki, 5. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, J. Kéllner Hﬁhere Mathematik 1
Wintersemester 2021 /22

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 21. Lineare Hiille
(a) Sei w; = (1,2,1) € R3 und wy = (12,4,8) € R3. Zeigen Sie, dass u = (5,5,4) €
L (wy,ws) gilt, aber v = (5,4,4) € L (wy,ws) nicht gilt.
(b) In der Kassenschlange bei einem Metzger soll ein Kunde fiir 1 Knackwurst und 12
Scheiben Aufschnitt 2.50 Euro, ein zweiter Kunde fiir 2 Knackwiirste und 4 Schei-

ben Aufschnitt 2.00 Euro und ein dritter Kunde fiir 1 Knackwurst und 8 Scheiben
Aufschnitt ebenfalls 2.00 Euro bezahlen. Warum kann das nicht sein?

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt
2.1+1/4-12 5
2-wy+1/4-we=|2-2+1/4-4 | =|5] =u
2.1+1/4-8 4
Damit ist u € L (wq, wo).
Angenommen v € L (wy,wy) dann gibt es A, Ay € R mit v = A\jw; + Aws, d.h.

A1+ 12 )
2M+4 | =14
A1+ 8y 4

Losen wir die erste Gleichung nach Ay auf und setzten dies in die zweite ein, so folgt
Ao = 3/10. Setzen wir dies wiederum in die erste Gleichung ein so folgt \; = 7/5.
Jedoch ist dann A\; + 8\ = 19/5 # 4 und damit die dritte Gleichung nicht erfiillt.
Damit ist gezeigt, dass unsere Annahme v € L (wy, ws) nicht gilt.

(b) Sei p; € R und py € R die Preise fiir eine Knackwurst bzw. eine Scheibe Aufschnitt
(in Euro). Dann ergeben sich die Werte fiir die Einkaufe der drei Kunden durch
1-py+12-py = 2.5 (Euro)
2-p;+4-py =2 (Euro)
1-p+ 8- p2 =2 (Euro).
Mit andern Worten py-wy +py-we = 1/2-v € L (wy,wy). Daraus folgt v € L (wy, wy)

was im Widerspruch zur ersten Teilaufgabe steht. Damit muss sich der Metzger beim
Kassieren verrechnet haben.

Aufgabe H 22. Basis
Gegeben ist der Vektorraum R3. Die Basis B: by, by, b3 besteht aus den folgenden Vektoren:

1 —2 2
bp=1| 0 by = 1 bs = 5
2 1 -1

Sei weiter v = (1, —1,0) gegeben.
(a) Zeigen Sie, dass (b1 |ba) = (b1 |bs) = (ba|b3) = 0.
(b) Berechnen Sie |b;|, |b2| und |bs].

_ (b (v]b2) (v]bs)
(c) Zeigen Sie: v = F5o55b1 + 7pon2sbe + 75 bs .

(d) Geben Sie das Koordinatentupel v beziiglich B an.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) <b1|b2>:—2—|—2:0, <b1|b3>:2—220 und <b2|bg>:—4+5—1:0

(b) |bi| =vVI+4=15, |byl =vVE+T1+1=+6und |bs] =4+ 25+ 1 =1/30.
(c) Da (v|b1) =1, (v|by) = =3 und (v|bs) = —3 gilt

{v]by) (v]b2) {v]bs) 3

| =

3
by + by + by = —by — =by — —b
(by[by) " " (by|ba) ° " (bslbs) > 5 6° 30°
146 _ 6
o8
-t

(d) Aus der Lésung von [(c)| folgt v = (1/5,-1/2,-1/10).

Aufgabe H 23. Hessesche Normalform und Untervektorrdume
Seid=0,neRmit|n|=1und E={z €R3| (n|z)=d} eine Ebene (in Hessescher
Normalform). Unter welcher Voraussetzung an d ist E ein Untervektorraum?

Geben Sie in diesem Fall fiir n = (4/5,0,3/5) eine Basis von E an.

Losungshinweise hierzu: £ ist genau dann ein Untervektorraum, wenn d = 0 ist. Um dies
zu beweisen sei zunachst d = 0.
o Ist u,v € F,danngilt (n|u+v) = (n|u)+(n|v) =0+0 =0 und damit u+v € E.
e Istuec Eund s € R, danngilt (n|s-u) =s(n|u)=s-0=0 und damit s-u € E.
e Da (n|0) =0 ist, gilt 0 € E.
Fiir die Umkehrung sei d # 0. Da (n|0) =0 # d ist, gilt 0 ¢ E und damit kann in diesem
Fall £ kein Untervektorraum sein.
Fiir den Normalenvektor n = (4/5,0,3/5) ist B: wy,ws mit w; = (0,1,0) und wy =
(—3,0,4) eine Basis von FE.
Offensichtlich ist (n|w;) = (n|ws) = 0 und damit wy,ws € E.
Zunachst zur linearen Unabhangigkeit. Sei

—3A2
0= )\1w1 + /\Q’wg = )\1
4\

mit A\, Ao € R eine Darstellung der Null. Aus der ersten Kompontente folgt Ay = 0 und
aus der zweiten A\; = 0. Damit sind w; und wy linear unabhangig.
Um zu sehen, dass w; und wy ein Erzeugendensystem von E ist, sei © = (21, x9,23) € E
beliebig. Es gilt 0 = (n|x) =4/5-x1 + 3/5x3 und damit xy = —3/4 - x3. Daraus folgt die
Darstellung

T =9 wy+ x3/4 - wo

und folglich L (wy,ws) = E.

Aufgabe H 24. Hessesche Normalform und Gerade
Im R3 sei F die Ebene durch die Punkte P, = (0,0,3), P, = (0,3,0), P3 = (1,1,0).
(a) Berechnen Sie die Hessesche Normalform von E.

(b) Bestimmen Sie das Spiegelbild der Geraden ¢ = P + Rv an E, wobei P = (1,2,3)
und v = (3,2,1).
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Ebene kann beschrieben werden als

x1 T 0 1 0
E = zo | € R3 To | =10+t 1 | +s| 3 ]|,t,seR
T3 I3 3 -3 -3

Der Vektor ¢ = (6, 3,3) steht orthogonal auf E (er ist das Vektorprodukt der Rich-
tungsvektoren; ein orthogonaler Vektor kann aber auch durch das Ldsen eines LGS
bestimmt werden). Die Hessesche Normalform von E lautet also

Z1 I 2

1 6

E={(z]|cr? < o | == [1 >=§
T3 T3 \/6 1

(b) Einsetzen der Geradengleichung liefert )y :== P —4/9 -v = 1/9-(—3,10,23) als
Schnittpunkt von ¢ und E. Das Spiegelbild des Punktes P = (1,2,3) € g kann wie
folgt berechnet werden: Die Gerade h orthogonal zu F durch P ist h = P+R(2,1,1),

I T 1 2
h = o | €R? ol =12 +7r|1]|,reR
T3 x3 3 1

Einsetzen in die Ebenengleichung ergibt, dass der Schnittpunkt mit der Ebene bei
r = —2/3 liegt. Der Spiegelpunkt @y liegt also bei » = —4/3 und ist der Punkt
Q2 :=P—4/3-(2,1,1) =1/3-(-5,2,5). Das Spiegelbild der Geraden ist nun die
Verbindung von ()7 und @3, also die Gerade Q1 + R(Q; — Q)2) bzw.

T I -3 3
T | ERY| 2| =1/9- [ 10 | +7-4/9-[1],7€R
€3 T3 23 2
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Aufgabe H 25. Ungleichungen

Bestimmen Sie die Menge aller reellen Zahlen |z| < 1, die die folgende Ungleichung erfiillen

V1— a2 > 2%

Losungshinweise hierzu: Da beide Seiten nicht-negativ sind bleibt die Ungleichung durch
quadrieren erhalten. Damit ist die Ungleichung dquivalent zu

1-2222 = 022 +22—-1 .
Das letztere Polynom konnen wir mit Hilfe einer Substitution y = z? und der Mitternachts-

formel schreiben als
5+1 5—1
S ets <x2+f2+ ) (xQ_ fz )

Da der erste Faktor immer positiv ist, gilt 0 = 2* + 22 — 1 genau dann, wenn

V5 —1
5 P = —VeszZ o .

Damit ist die Losungsmenge {z € R| — /p =z = ,/¢}.

z? <

&
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 26. Flacheninhalt
Durch die Punkte
(@) P =(1,0,1), P,=(1,-2,2), Py = (-3,5,1) im R3
(b) P =(1,1), P,=(2,2), P3=(0,3) im R?
werden zwei Dreiecke im R? bzw. R? aufgespannt. Berechnen Sie deren Flicheninhalt jeweils
mit Hilfe des Vektorprodukts.
Losungshinweise hierzu:

(c) Der Flacheninhalt ist gegeben durch
0 —4 )
1 1 105
|(P2—P1)X(P3—P1>|:§ —2 | x 5) :§ —4 :T
1 0 -8

N | =

(d) Um das Vektorprodukt anzuwenden betten wir die Punkte in den R? ein P, = (1,1,0),
P, =(2,2,0), Py =(0,3,0). Dann berechnen wir analog

1 —1 0
1 1 1 3
—"(PQ—Pl)X(Pg—Pl)‘:— 1 X 2 = = 0 = —.
2 2 0 0 2 3 2

Aufgabe H 27. Matrixpotenzen

o : 2 0 -2 0
Gegeben seien die Matrizen A := 3 1 und B := _i ERE
3

: : 2n 0
(a) Zeigen Sie: A" = (3 (2 1) 1) fir alle n = 1.

(b) Bestimmen Sie BY.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Induktion iiber n € N:

n = 1: Es gilt:
Lo (2 0\ _[2 0) 21 0
A_A_(B 1>—(3-1 1) \3-(2'-1) 1

2" 0 I
n _ e >
@ Es gelte A" = (3 (2 1) 1) fir beliebiges n = 1.

@ n—n-+1:
e (29 (20
O

B 2. 9n 0\ gt 0
“\3-2n+3.(2—1) 1) " \3- (2 1) 1

wegen 3-2"+3-(2"—1)=2-3-2" — 3.
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2n
3.(2" — 1)

(b) Esgilt B=—3A und somit B? = (%A)g = —35A%. Mit [(a)] folgt also

L 29 0 1 (512 0
To39\3-(2°=1) 1) 39\1533 1/)°

Mit vollstandiger Induktion folgt A" = ( ?) fir alle n = 1.

Aufgabe H 28.

(a) Zeigen Sie: Es existiert genau dann eine Matrix C' € R**? \ {0} mit AC' = 0, wenn
ein Vektor v € R? \ {0} mit Av = 0 existiert.

1 «

(b) Gegeben sei die Matrix A, := )

a € R, fiir die eine Matrix C € R?*? < {0} mit A,C = 0 existiert.

€ R?*2. Bestimmen Sie die Menge aller

Lésungshinweise hierzu:

(a) Angenommen es gibt eine Matrix C' € R?**?\{0} mit AC = 0. Da C = (vy,vy)
mit Vektoren vy,v, € R? ist und C' # 0 muss ein Vektor ungleich 0 sein, ohne
Einschrankung kénnen wir hierbei v; # 0 annehmen. Da 0 = AC = (Avy, Avy) ist,
folgt Av; =0.

Umgekehrt sei v € R?\{0} mit Av = 0. Dann besitzt die Matrix C' = (v,v) € R?*?
die geforderten Eigenschaften.

(b) Nach der ersten Teilaufgabe geniigt es zu untersuchen, fiir welche a@ € R es ein
v € R*\{0} gibt mit A,v =0.

e Angenommen es gibt ein solches v = (vy,15)" € R?\{0} dann gilt

l-vy+a-v9=0

a-vi+1-v9=0.

Ist v1 =0, so folgt vy = 0 im Widerspruch zu v # 0. Damit ist v; # 0. Losen
wir die zweite Gleichung nach v, auf und setzten dies in die erste Gleichung ein,
so erhalten wir vy - (1 — a?) = 0. Da v; # 0 ist, folgt 1 — a? = 0 und damit
a e {£1}.
o Umgekehrt sei o € {#1}. Dann ist v = (1, —a)" € R\{0} mit A,v =0.
Insgesamt ist {£1} die gesuchte Menge. Freuen Sie sich auf die kommende Theorie,
denn mit dieser kdnnen Sie diese Aufgabe in einer Zeile I6sen.

Aufgabe H 29.

3 -3 -1 4 -1 0 -2 1
Gegeben seien die Matrizen L:= |1 0 0 1]JundR:=[2 3 1 1
3 -3 0 3 1 -1 2 -1

(a) Bestimmen Sie die Matrixprodukte LR und RL.

(b) Mit w:= (2 -2 3)T und v := (1 3 0 l)T erhalten wir die Gleichungssysteme
A: Rx =v und B: Ly = u. Bestimmen Sie die Lésungsmengen £ (A) und L (B).
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Lésungshinweise hierzu:

(a)
3 -3 -1 4 _013)_11 300
LR={|1 0 0 1 91 9 |7 030
3 -3 0 3 1 1 -1 0 0 3
-1 2 1 20 1 1
3 -3 —1 4
RI — 0 3 -1 L o0 o 1)= 03 0 O
-2 1 2 3 _3 0 3 10 2 -1
1 1 -1 1 0 -1 2
(b) Wir verwenden den GauB-Algorithmus.
L(A) :
[ —1 2 1| 1
0 3 =14 3
-2 1 21 0
1 1 -1 1
(-1)-Z: [ 1 =2 —1|-1]
0 3 -1 3
23—2211 0 -3 01 —2
Z4+Z11 | 0 3 0 2_
[ 1 -2 -1 -1
0 3 -1 3
—Zg—ZQZ 0 0 1 —1
Z4—Z2Z | 0 0 1 —1_
Z1+Zgi [ 1 -2 0 —2-
Z2+Z31 0 3 0 2
0 0 1| -1
Zy—Zz: |0 0 0 0 ]
Zi+2/3-Zy: [ 1 0 0 —%‘
1/3-Zy: 0 1 0 3
0 0 1| —1
0 0 0 0 ]
_2
3
Eine Spezielle Losung ist somit © = % = —%u. Diese ist auch eindeutig, da
-1

gemaB 3.7.6 der Losungsraum des homogenen Systems die Dimension 3 —3 =0
hat, also 0 € R? also die einzige Lésung des homogenen Systems Rx = 0 ist,
es gilt:
-2
L(A) = 2
-3
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L (B) : Wir wenden erneut GauB an:

[u—
(e
(@)
—_
|
[\

3Z2—Z1 . 0 3 1 -1 —8
Zg — Z1 . | 0 0 1 -1 1 ]
Zl + Z3 . [ 3 —3 O 3 3 ]

%ZQ — %Zg : 0 1 0 0l =3

%Zl + ZQ . 1 O 0 1 -2

Eine Spezielle Losung ist somit:

-2

-3

Ysp = 1

0
-1
Einen (von vielen méglichen) Kernbasisvektor kdnnen wir nun als yx = (1)
1

bestimmen. Da der Losungsraum des homogenen Systems aber die Dimension
1 =4 — 3 haben muss, spannt yk diesen bereits vollstandig auf. Es folgt:

([—2 -1

L (B) =< _13 +A ? AeK
0 1
-2 ~1
SREE
0 1

Bemerkung: Dass —v = ys, —yk in L (B) enthalten ist — insbesondere also als
spezielle Losung verwendet werden kann — hatten wir anhand von £ (A) schon
von Anfang an sehen kdnnen: GemaB @ ist LR = 3FE3, insbesondere also

oot (n( ) 1

Doch aufgepasst: Diese herangehensweise lasst sich in dieser kurzen Form nur
bei £ (B) verwenden! Bei £ (A) ist Vorsicht geboten. Aufgrund von LR = 3FE;
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konnte man versucht sein, analog

Rx =w
= LRx = Lv
= 3 =1Lv
3 -3 -1 4 zl))
= :%Lv:% 1 0 0 1 0
3 =3 0 3
1
-2
:% 2 :—%u
-3

zu rechnen. Eine kurze Rechnung zeigt in der Tat —%R = u, aber diese Probe ist
hier unerlasslich: Dass man das richtige Ergebniss erhalt, liegt u. a. daran, dass
v im Bild der Abbildung ¢ : R® — R* : z + Rx enthalten ist — was nicht von
vornherein klar ist.

Um dies einzusehen betrachte man einen beliebigen Vektor b € R* \ Bild (y).
(Dass ein solcher existiert, also Bild (¢) & R* gilt, folgt unmittelbar aus den
Dimensionen der Rdume.) Sei nun 7 := %Lb. Dann gilt natiirlich auch wieder

LRi =37 =3 (%Lb) = Lb,

jedoch gilt
RI+#b

wegen b¢ Bild (¢)! Die Losungsmenge des LGS Rx = b ist leer. Als konkre-

tes Beispiel kann man hier b = (0,3,1,0)T betrachten: Bereits der erste GauB-
“12 1 0

Eliminationsschritt fiir das LGS (_02 3 _21> (a:z) = (?) fihrt auf das System

0

1 1-1

1 -2 -1 0
0 3 -1 3
0 -3 0 11
0 3 0 0

welches offensichtlich unlosbar ist. Fiir

1 1 3 -3 -1 4 g
3 =3 0 3 9
0
gilt wie zu erwarten:
1 _01 :3 —11 —10 1 i% g
Rr=351 91 o 8 =3 | 7|10
1 1 -1 —-19 0
1 (300 —10 —10
LR:%:g 0 30 0 = 0
00 3 9 9
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3 -3 -1 4 g
=1 0 0 1 1 = Lb.
3 -3 0 3 0

- Frischhaltebox N

Aufgabe H 30. Volistindige Induktion mit Binomialkoetfizienten
Beweisen Sie die folgende Aussage durch vollstandige Induktion iiber m:

. k 1
FUrn,meNogiltZ(nZ ):(n—i_Tf )
n

k=0

Losungshinweise hierzu: Sei n € Ny beliebig. Wir machen eine Induktion iiber m € Nj:
m=0:Esgit 20, (1) = (3) = 1= (07) =1

@ Gelte die Aussage fiir ein m € Ng.

n+1

:c+m+w+§.

@ k 1

Mit vollstandiger Induktion folgt Z (n + ) = (n e ) fir alle m € Ny und
— k n+1

beliebiges n € Ny, also alle n,m € Nj.
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:
Hinweis: Kern und Bild einer Matrix M € K™ sind definiert als Kern (M) := Kern (p)
bzw. Bild (M) := Bild (¢) mit ¢: K" - K™: 2 — Mz.
Aufgabe H 31. Lineare Abbildungen
Fir K-Vektorraume V und W sei f: V — W eine lineare Abbildung. Zeigen Sie:
(a) Die Mengen Kern (f) € V und Bild (f) & W sind Untervektorraume.
(b) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn Kern (f) = {0} gilt.
(c) Ist f bijektiv, dann ist die Umkehrabbildung f~': W — V von f ebenfalls linear.

(d) Ist g: V — W eine weitere lineare Abbildung und «, 8 € K, dann ist die Abbildung
af +pg: V= W:v— af(v)+ Bg(v) ebenfalls linear.

Losungshinweise hierzu:
(a) Zunachst zum Kern.
o Fir z,y € Kern(f) gilt f(xr +y) = f(z) + f(y) = 04+ 0 = 0 und damit
r+y € Kern (f).
o Fir x € Kern(f) und a € K gilt f(ax) = af(z) = a0 = 0 und damit
axr € Kern (f).
e Offenbar gilt wegen
linear
0 0) =0 f0)=0
eK €V
stets 0 € Kern (f).
Nun zum Bild.
e Fir z,y € Bild(f) gibt es 2/,¢/ € V mit f(2’) =z und f(y') = y. Dann gilt
fl@+4)=f(@")+ f(¥) =+ y und damit =z + y € Bild (f).
e Sei z € Bild(f) gibt es 2/ € V mit f(2') = z. Fiir beliebiges a € K gilt
flax’) = af(2') = ax und damit ax € Bild (f).
e Wie oben gesehen gilt f(0) = 0 und damit 0 € Bild (f).

(b) “=" Sei f injektiv. In der vorherigen Teilaufgabe haben wir bereits {0} & Kern (f)
gezeigt. Sei nun z € Kern (f) beliebig, also z ist ein Element von V' und erfiillt
f(z) = 0. Dann gilt nach obiger Rechnung auch f(z) = 0 = f(0) und da f nach
Voraussetzung injektiv ist, folgt hieraus © = 0. Also gilt auch Kern (f) € {0} und
damit sind beide Mengen gleich.

‘<" Sei Kern(f) = {0} und z,y € V beliebig mit f(z) = f(y). Wegen der
Linearitat von f folgt hieraus

fle—y) = fle+(=1y) = flz) + (=1)f(y) = f(x) - f(y) = 0.
Nach Voraussetzung folgt © —y = 0 bzw. = = y und somit ist f injektiv.
(c) Seien z,y € V und a,b € K beliebig. Dann folgt

F(F N ax +by)) = az+by = af (f7(@)) +bf (F7' )
PR (af @)+ 077 W)

Da f insbesondere injektiv ist, folgt daraus f~!(ax + by) = af~(x) + bf~'(y). Da
x,y € V und a,b € K beliebig waren, folgt die Behauptung.
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(d) Seien z,y € V und a,b € K beliebig. Da f und g linear sind, folgt dann

(af + Bg)(ax +by) = af(ax + by) + Bg(ax + by)
= afaf(z) +bf(y)) + Blag(z) + bg(y))
= a(af + Bg)(x) + blaf + Bg)(y).

Da x,y € V und a,b € K beliebig waren, folgt die Behauptung.

Aufgabe H 32.

(a) Seien U,V € R™*" sowie u,v € R™. Zeigen Sie, dass z = y+iz € C" mit y,z € R
genau dann eine Losung des Systems Ax = b mit A =U +iV und b = u + iv ist,

T

Lineare Gleichungssysteme

0 1 1 -1 1 =1\ /wn 8
1 0 0 -1 -2 1 |[w] |-3
R I T R T s g | 7 I . . S
(b) Sei S 1T 1 1 0o 1 1 R PNE Bestimmen Sie £(S5) € R°.
1 2 -1 1 0 0 29 3
11 2 2 0 1)\ 2

Losungshinweise hierzu:
(a) Sei x =y + iz € C™ beliebig. Unter Verwendung der Matrixrechenregeln erhalten wir

Ar = (U +iV)(y+i2) = Uy + iUz +iVy —Vz = (Uy — V2) +i(Uz + V),

wobei Uu — Vv € R™ und Uv + Vu € R™ gelten. Durch einen komponentenweisen
Vergleich des Real- und Imaginaranteils folgt, dass * = y + iz € C" mit y,z € R"
genau dann eine Lésung des LGS Ax = b ist, wenn Uy —Vz=wuwund Uz+Vy =0
gilt. Letztere beide Gleichungssysteme kénnen wir kompakt in der angegebenen Block-
Matrixform schreiben.

(b) Nach der ersten Teilaufgabe ist es dquivalent, das komplexe Gleichungssystem

i 1—1 141 8+ 2i

14+1 21 —1 r=|-3+3

2—1i i 1+21 -6+ 21

zu losen. Dazu verwenden wir den GauB-Algorithmus
[ i 1—i L+i 8 + 2i
1+1 2i —i -3+ 31
|2 i 1+ 2i —6+2i
Zy- (=) [ 1 —1—i 1—i 2 — 8
1+1 2i —i -3+ 3
| 2 i 1+2i —6 + 2i
[ 1 —1—-i 1—1 2 —8i
Zy— (1+1)- 23 0 4i —2—1i —13 +9i
Zy—(2—i)-Zy: | 0 342 5i —2 4 20i
[ 1 —1—-i 1—1 2—8i
Zy - (—i/4) : 0 1 —1/4+2/4-1] 9/4+13/4-1
0 342 5i —2+ 201 |
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1 —1—-i 1—1 2—38i
0 1 —1/4+2/4-1 9/4+13/4-i
Zys—(3+2)-Z: | 0 0 T/A+4i || —9/4+23/4-i
[ 1 —-1—-i 1—1 2—8i
0 1 —1/4+2/4-i| 9/4+13/4-i
Zy- (T/A+4)7: |0 0 1 14i
Zi—(1—1)Z: [ 1 —1-i 0 8
Zy — (—1/4 +2/4i) - Zs - 0 1 0 3 4 3i
i 0 0 1 141
Zy—(—1—i)-Zy: [ 1 0 0 —2i
0 1 0 3431
0 0 1 1+i
—2i 0 -2
In obiger Notation ist nun [3+4+3i] = (3] +i- | 3 |. Damit ist £L(S) =
1+1 1 1
—— ———
—y v
{(0,3,1,-2,3,1)"} die gesuchte Lésungsmenge.
Aufgabe H 33. 4 0 8 -8 8 39 3
. |3 1 2 3 5 8 e = A
Gegeben seien A = 1 0 -1 4 -3 ¢ e R und b= 5| € R*.
-2 0 1 -6 4 -—12 8

(a) Geben Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix [A||b] an.
(b) Bestimmen Sie » = Rg(A) sowie Kern (A) (in der Form L (vy, ..., v6—,)).
(c) Bestimmen Sie £ (S) S RS fiir das LGS S: Av = b.

Lésungshinweise hierzu:

(a)
40 8 -8 8 32| 8
31 2 3 5 8|-9
AI=1 10 -1 4 3 6|5
20 1 —6 4 —12| 8

(b)+(c) Wir I6sen (b) und (c) zur selben Zeit, indem wir den GauB-Algorithmus anwenden:

4 0 8 -8 8 32| 8

3.1 2 3 5 8| -9

1 0 -1 4 -3 6| -5

2 0 1 -6 4 —12| 8

1/4- 7y : 1 0 2 -2 2 8| 27

Ty —3)4- 7y : 0 1 -4 9 —1 —16]—15
Zs—1/4- 7y : 0 0 -3 6 —5 —2| -7
Zy+1)2- 7y : 0 0 5 —10 8 4| 12
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371+ 275 : 3 0 0 6 —4 20| -8
32y — 45 : 0 3 0 3 17 —40 | —17

—Zs: 0 0 3 —6 3 2 7
324+ 5275 : 0 0 0 0 -1 2 1

Im néchsten Schritt vertauschen wir die 4. und 5. Spalte

30 0 —4 6 20| —8]

0 3 0 17 3 —40| —17

0 0 3 5 —6 2| 7
— 7y 0o 0 0 1 0 -2 -1

1/3 - (Z1 +47Zy) - 1 0 0 0 2 4 —4]7
1/3-(Zy — 172y) - 0o 1 0 0 1 =2|| 0
1/3- (23— 524) - 0 0 1 0 -2 4| 4
0o 0 0 1 0 -2/ -1

In dieser Darstellung werden folgende Dinge ersichtlich:
(i) Esgilt r=4.
(ii) Unter Beriicksichtigung der Spaltenvertauschungen ist

-2 —4
—1 2
2 —4
Kern (A) = L Lo
0 2
0 1
—2 —4 )
—1 2
2 —4
= )\1 1 + )\2 O )\1, )\2 < K
0 2
\ O 1 Vs

(iii) Eine spezielle Lésung v, von S ist (erneut unter Beriicksichtigung der Spalten-

vertauschungen) gegeben durch vy, = (—4 040 —1 O)T. Somit lautet die
Losungsmenge des linearen Gleichungssystems:

—4 —2 —4
0 -1 2
4 2 —4
L(S) = o | T L Lo
-1 0 2
0 0 1
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(4 —2 —4 )
0 —1 2
4 2 —4

= 0 +A 1 + 0 ApeR
-1 0 2

L\ 0 0 1 )

Bemerkung: In der zweiten Darstellungsform mit Parametern ist hier Vorsicht geboten: Da
die Losungsmenge hier ein Unterraum des R® sein soll, muss der Kérper R sein, C und K
sind hier falsch.

Aufgabe H 34. Bild, Kern & Orthogonalitit
Fiir einen Untervektorraum U € R™ definieren wir U+ := {x e R"| Vu € U: (u|z) = 0}.
(@) Sei A € R™" eine Matrix. Zeigen Sie: Kern (A") = (Bild (A)*.
-1 2 -1 -1 -1
-1 0 1 -1 -3
(b) Seinun A=10 1 -3 —2 —1| und d:= dim(Bild(A)). Bestimmen Sie
1 2 =2 2 6
0 -2 3 1 -1
mit [(a)| eine Basis by, by, bs, ba, bs von R® mit L (by, bo, ..., bg) = Bild (A).

Losungshinweise hierzu:

aij
. . . . . . . a2,j
(a) Wir beginnen, in dem wir den j. Spaltenvektor mit a; bezeichnen, also a; =

CLmJ‘
fir j € {1,2,...,n}. In dieser Notation gelten:

Az(al as ... an) und AT =

,C" :Sei v € Kern (A"). Fiir einen beliebigen Vektor b € Bild (A) existieren Skalare
Aj € K fiir j € {1,2,..,n}, sodass b = > 7, \ja; gilt: Das Bild ist der von
den Spalten aufgespannte Vektorraum. Es gilt

ajv
T ayv
0=Av=| 7 |, (3)

;
a,v

also (v|a;) =0 fir 1 = j < n. Hieraus folgt

(v|b)y = <v Z)\jaj> :Z/\j(v|aj> = 0.

Da b € Bild (A) beliebig war, folgt v € (Bild (4))".
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,2" : Sei v € (Bild (4))". Dann gilt insbesondere (v|a;) =0 fir 1 < j < n. Aus
(B) folgt sofort v € Kern (A").

(b) Wir machen zuerst folgende Beobachtungen:
e Linear unabhangige Spalten von A entsprechend linear unabhangigen Zeilen von
AT
e Sind x # 0 und y # 0 zueinander senkrechte Vektoren, sind sie linear unabhangig.
In Anbetracht dessen miissen wir im Wesentlichen (!) nur die erweiterte Koeffizienten-
matrix von [A'||0] zu bestimmen: Aus dieser kénnen wir sowohl Kernvektoren ablesen,
als auch die Information, welche Zeilen von A" eine Basis des von den Zeilen von A’

aufgespannten Raumes bilden und somit einer Basis von Bild (A) entsprechen. (Wobei
wir gegebenenfalls Zeilenvertauschungen beriicksichtigen miissen.) Wir wenden daher

GauB an:
[ -1 -1 0 1 0 0]
2 0 1 2 =2 0
—1 1 -3 -2 3 0
-1 -1 =2 2 1 0
-1 -3 -1 6 —1 0
—Zy: [ 1 1 0 -1 0 0]
Lo+ 277 : 0 -2 1 4 =2 0
Zy— 1y - 0 2 -3 -3 3 0
Z4—Z1 : 0 0 -2 1 1 0
Zs—2Zy: | 0 =2 -1 5 —1 0
[ 1 1 0 —1 0 0]
—Zy 0 2 -1 —4 2 0
Js+ Ly 0 0 -2 1 1 0
0 0 -2 1 1 0
Zs — Ly - 0 0 -2 1 1 0
[ 1 1 0 -1 0 0]
0 2 -1 —4 2 0
~1/2-Zy: 0o 0 1 —-i =1 o0
Ly — 3 0 0 0 0 0 0
Z5—Z3 . 0 O O 0 O 0
[ 1 1 0 —1 0 0
Zy+ Zs 0 2 0 —9/2 3/2 0
0 0 1 —-1/2 —1/2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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Zy—1/2-Zy: 1 0 0 5/4 —3/4 0
1/2- 7y : 0 1 0 —9/4 3/4 0
0 0 1 —-1/2 —1/2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
-5 3
9 -3
Hieraus kénnen wir die linear unabhangigen Kernvektoren | 2 | und | 2 | ablesen.
4 0
0 4

Da auBerdem die den ersten drei Spalten der Matrix A entsprechenden Zeilen von
AT linear unabhingig sind, ist eine mdgliche Basis der gewiinschten Form durch die

Vektoren
-1 2 -1 -5 3
-1 0 1 9 -3
bip=1 0 |, b= 11, bg=|-3]|, bu=| 2 |, bs=1] 2
1 2 —2 4 0
0 -2 3 0 4
gegeben.

p Frischhaltebox

Aufgabe H 35. Komplexe Zahlen
Seien z =1+1, y=3—2i und z € C mit |z| =2v2 und argz = 3r.
Geben Sie die folgenden vier komplexen Zahlen in der Form a + bi mit a,b € R an:

Y Tz 2 y®
& Y 5—1i
L6sungshinweise hierzu: Da argz = %W ist, ist z von der Form z = —a + ai mit a = 0,
folglich gilt wegen |z| = v/2a2 = 2v/2 also z = —2 + 21 = 2i - .
Ty Y 3.
Esgilt === =-1—-i.
o Esgilt —=_. >
o Esgilt x4+ 2z _ 1+2% _ (T 4+1)(1+2i)(3+ 2i) _ (I+1)(—1+8i) _ 9 li.
Y 3—21 32+ 22 32+ 22 13 13
o Wegen argz = 37 gilt arg z* = . Zusammen mit |z|* = 64 folgt z* = —64. Damit
gilt
o 64(5+1) 160 32
=— =—— — —i
5—1 52 4+ 12 13 13

o Esgilt 1 = (3 —2i)3 = 3% +3-32(—2i) + 3- 3(—2i)% + (—2i)3 = —9 — 46i.
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M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 36. Koordinatendarstellungen
Fiir den R-Vektorraum

V={f:]0,27] = R: x+— f(z)]| A, A2, A3 € R: f(z) = A\ + Ay cos(x) + A3 cos(22)}
seien zwei Basen B, (' gegeben durch:
B: bi:xw 1, by: x> cos(x), by: x +— cos(2x)
C: ¢ x> 2co8(x) + cos(2x), co: x> 2, c3: x> 2+ cos(x)
(a) Bestimmen Sie ¢ und ¢ fiir p: [0,27] = R: 2 — —2cos(2z) — cos(z).
(b) Bestimmen Sie ,id, und ,id.

Lésungshinweise hierzu:
(@) GemiB der Definition von ¢ und B gilt

0
gp=1-1
—2
Wir suchen nun Skalara Aj, Ao, A3 mit Ajc; + Aaco + Azes = . Durch Koeffizienten-
A1
vergleich sehen wir, dass der Koordinatenvektor ¢ := [ A2 | das LGS
A3
2/\2 -+ 2)\3 - O
2M1+ X3 = —1
)\1 - —2
|ost. Aus Z3 lesen wir A\ = —2 ab. Aus Z, folgt \3 = —1 — 2)\; = 3 und aus 7,
wiederum Ay = —A3 = —3. Wir erhalten:
-2
=13
3

(b) Es gilt: ¢; = 2by + b3, co = 2by, ¢35 = 2by + by, folglich ist

0 2

BidC: 2
1

2
01
0 0
Wir berechnen CidB mittels GauB und beginnen mit einem , zyklischen® Zeilentausch
(Z3 wird zu Zy, Zy zu Zy, und Zy zu Z3, wobei wir den ersten Eintrag gleich elimi-
nieren):
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Zs: [ 1 0 o0 o0 o0 1
1/2- 7y : o 1 1 : 0 0
Zy—2Z5: | 0 0 1|0 1 —2|
[ 1 0 0 0 0 1 7
0 0 10 1 -2
0 0 1
Entsprechend gilt ,id, = 3 -1 2
0 1 =2
Aufgabe H 37. Matrizen mit Parameter
1t 0 1 -1
Gegeben seien A; := (é 0 b ) € R* mit Parameter t € R und b := (_24) :
00 2t —2 _8
(a) Geben Sie det A; an. (b) Bestimmen Sie 7" := {t € R| A, ist singular}.
(c) Bestimmen Sie (A,)~" fiir t ¢ T. (d) Lésen Sie A;x =0 fiir t = —2.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir nutzen, dass A; eine obere Blockdreiecksmatrix ist:

B 1t -2 0 _ 5
detAt—det(t 1)-det(2t _2)—(1—t)-4

=4 — 4%,
Alternativer Losungsweg: Wir entwickeln det A; nach der dritten Zeile und erhalten:

1t 1
det Ay = (—1)*T . (=2)-det [t 1 t | =
00 —2

=(=2)- (=2+2t%) =4 — 4,
(b) Eine Matrix ist genau dann singulér, wenn Ihre Determinante 0 wird. Mit [(a)] erhalten
wir somit T'= {—1,1}.
(c) Sei t ¢ T'. Wir berechnen mittels GauB:

[ 1t 0 1 1 0 0 0

t 1 1—t t O 1 0 0

o 0 -2 00 0 1 0

0 0 2t =20 0 0 1

[ 1 t 0 1 1 0 0 0

Zy — 171 : 0 1—-t* 1—-t 0 |-t 1 0 0
~1/2-Z3y: | O 0 1 00 0 —3 0
—1/2-Z4—t/2-Z3: 0 0 0 1o o - -1
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Zy—Zy: [ 1 t o o1 o ¢t 1
Zy—(1—1t)Z3 : 0 1—-¢ 0 0 |-t 1 L 0
0 0 1 00 0 -1 0
0 0 o 10 o - -1
Q-2 —tZy: 1= 0 0 0| 1 —¢ 200 L2
0o 1-¢ 0 0 |-t 1 = 0
0 0 1 o0 o0 -3 0
|0 o o 10 o -—-f -1

Da wir t = £1 ausgeschlossen haben, kénnen wir die ersten beiden Zeilen durch 1 —¢?
teilen und erhalten:

1 ot t2 1
= -2 242 2
(At)il = 12 142 242 0
0 0 —% 0
o0 b
Wir machen sicherheitshalber eine Probe:
1 2 1
Lt 0 1 1—tt? _11—tt2 2%% 2
t 11—t 1t T2 12 2+2t 0
00 -2 0 0 0 -5 0
00 2t =2 0 0 - -3
1—t2  —t4t t24t—t(1+t) 11
12 _42
lt—tt —1t2j-1 t3+1—(1—t§aﬁt)—t2(1+t) i_i
= | 1—¢2 1—12 242t 2 2
0 0 1 0
0 0 —t+t 1
1000
(0100
0010
0001
(d) Nach|(c) gilt:
1 _ (=2 (=2)? 1
17((:22))2 17172)2 2+2-1(72) 2
(A= | Tr2? T2 mecy
0 0 —% 0
(=2) 1
0 0 T2 T2
1 2 1
3T
_ |5 -5 —3 0
0 0 —5 0
o o0 1 -1
Die eindeute Losung & von Ax = b lautet somit
1 2 1
I A W A T
i |3 T3 3 0 2 _ ]2 ’
0O 0 —5 0 —4 2
0o 0 1 —% -8 0
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es gilt E(S):{(?) 3 2 o)T}.

Aufgabe H 38. Links- und Rechtsinverse

1

-11 -10 2 -1
. . . 2
Betrachten Sie die Matrizen A := <1 2) und B := < P20 1Y )
01

2 -11 2 1 0

(a) Bestimmen Sie Rg A und Rg B. Hat A bzw. B Links- oder Rechtsinverse?

(b)

Bestimmen Sie fiir A und B jeweils wenigstens eine Links- bzw. eine Rechtsinverse,
sofern solche existieren.

Hinweis: Es kann helfen, zur Transponierten A" iiberzugehen.

Zusatz: Konnen Sie (wenigstens fiir A) alle Rechts- bzw. Linksinversen dieser beiden
Matrizen bestimmen?

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Da es keine quadratischen Matrizen sind, haben A und B jeweils entweder eine Links-
inverse oder eine Rechtsinverse oder keines von beiden, aber nicht beides. Wir nutzen
Lemma 3.10.6: Anhand der letzen Zeile von A konnen wir Rg A = 2 ablesen. A hat
somit vollen Spaltenrang — das heiBt die Anzahl der Spalten stimmt mit der Dimension
des von ihnen aufgespannten Teilraums iliberein — und damit eine Linksinverse.

Fiir B machen wir den Ansatz 0" = \; 21 + X\o2s + A\323 + A\yz4, wobei 21, 29, 23, 24 die
Zeilen von B sind. Anhand der 6. Spalte von B erhalten wir — wegen by = byg = 0
und bjg = —1 = —bgg — die Bedingung A\; = 1 = A3, womit anhand der ersten Spalte
Ay = 0 folgt. Aus der vierten Spalte lesen wir Ay = —2A3 und aus der 5. Ay = )\
ab. Somit gilt \; = Ay = —2X3 = —2); und somit A\; = 0 = A3 = Xy. Alle vier
Zeilen sind also linear unabhangig. Da B somit vollen Zeilenrang hat, hat B eine
Rechtsinverse.

A : Sei L eine Linksinverse zu A, dann gilt LA = E, = E, = (LA)T = A'LT,
d. h. wir suchen L € R?*3 sodass L := L' eine Rechtsinverse zu A" ist. Eine
solche konnen wir mittels GauB-Algorithmus bestimmen.

{ 2 1 0 »

1 0
1 2 1 0 1 }
Wir tauschen Z1 und Z2 und
eliminieren gleich den ersten
eintrag der neuen Z2
Zy: | 1 2 1 0 1
QZQ — Zl . 0 3 2 -1 2

3Z1—2'Zgi [ 3 0 -1 2 —1

Hieraus konnen wir L = % -1 2 ablesen, was uns auf die Linksinverse

1/2 —10
L—g(_1 2 0)

fihrt.
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B : Wir gehen analog wie oben vor:

Z3+Z2:
Z4—2Z21

621+ 224 :
62y + 22,4 :
623 + 724

Z1—|—ZQ—Z;3I

—_

1
0
0

0

-1
1

V\-/ir tauschen 72, 73, 74 im

nachsten Eliminationsschritt

zyklisch
[ 1

0
0
0

-1

o o O

0

Wir vertauschen 4. und 5. Spalte

-1 0 2 -1
0 -2 -2 0
1 -1 0 1
1 2 1 0
1 0 -2 1
0 2 2 0
0 -1 2 0
-1 2 5 =2
1 0 -2 1
0 1 -2 0
1 -2 -5 2
0 2 2 0
1 0 -2 1
0 1 -2 0
1 -1 -7 2
0 0 6 0
1 -2 0 1
0 -2 1 0
1 -7 -1 2
0 6 0 0
6 0 0 6
0 0 6 0
6 0 —6 12
0 6 0 0
0 0 12 -6
0 0 6 0
6 0 —6 12
0 6 0 0

o O O

N = O

2

S O = O

-7
—1

O = OO

O = OO

8
2

_ o O O

— o O O

—6
0

Hieraus erhalten wir — unter Beriicksichtigung des Spaltentausches — als eine
Rechtsinverse (von vielen méglichen) von B:

-2

3
-2
—7

0
-1

0

—6
—2

S NN O 0o

6
0
—6

o O O
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Zusatz: Wir wollen nun alle Links- bzw. Rechtsinversen bestimmen.

A: Sei A G R**® die Menge der Linksinversen von A und H, := {L e R?*3| LA = 0}.
Analog zu 3.5.4 konnen wir M}, = Lg, + H 4 schreiben, wobei L, eine beliebige,
2 -1 0

1 _

aber fixierte Linksinverse von A — zum Beispiel Lg, := 3 1 92 0

Da Matrizenrdaume selbst Vektorraumstruktur haben, ergibt sich dies analog zum
Beweis von Satz 3.5.4.

Nun wollen wir H 4 bestimmen. Hierbei ist H4 der Kern der linearen Abbildung
e T RP3 5 R2*2: X s XA. Am letzten Schritt des GauB-Algorithmus,

3 0 -1 2 -1
0 3 2 -1 2 ’
1
sehen wir, dass v = [ —2 | der Gleichung A"v = 0 geniigt. Insbesondere gilt

3
fiir die linear unabhangigen Matrizen

@ (1 =23 “ (0 0 0
K=o 0 o) K= (] 0

KYA=KMA= (0 0 0) :

ist:

die Gleichung

000

esist L (KfA), KéA)) C H,. Fiir die Gleichheit nutzen wir die Dimensionsformel

aus 3.8.17:
dim R*® = dim Kern () + dim Bild (¢*).

Hierbei gelten dim R>*® = 6 und dim Bild (¢)) = 4: Eine Basis von R?*3 ist

z. B. durch die Matrizen
0 (0 1
0 3 €3 1= 0 0 ;

(100 (0
“=100 0/ 2= \o
(000 (000 (000
“ =110 0)" =101 0)" %=10 0 1

gegeben, eine Basis von Bild (¢) = R?*? durch die Matrizen
(10 (01
=10 0)" =10 0)
- (00 - {00
% =\1 0)" 4= \o 1)

(Entsprechende Urbilder waren €;L, fiir j = 1,...,4.) Da der Kern von ¢
also Dimension 2 hat, folgt L (KfA), KéA)> = H,4 und somit

_ o O
oo O O

(4)

A= Lo+ L (KM, k()

502 )l )0 S E)
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B: Vollkommen analog zu obigem folgern wir, dass wir die Menge P der Rechts-
in\N/ersen von B gls Summe R, + Hp schreiben konnen, wobei die Menge Hp :=
{R € R®**| BR = 0} der Kern der linearen Abbildung

PP R —» R X — BX

ist. Wegen dimR®** = 24 und dimBild (p/®)) = dimR*** = 16 ist Hp ein
Unterraum von R%** mit dim Hp = 8. Eine Basis kdnnen wir erneut mit Hilfe
linear unabhingiger Lésungen des homogenen Systems Bv = 0 € R* bestimmen.
Wiirden wir den GauB-Algorithmus auf dieses Anwenden, erhalten wir mit den
selben Schritten wie oben

6 0 0 0 12 —-61 0
0 6 0 0 6 0 0
0 0 6 0 -6 12 0 ’
0 0 0 6 0 0 0
-2 1
-1 0
e 1 —2 )
woraus wir die Losungen vy = 1 und vy, = 0 erhalten. Wir erhalten
0 0
0 1
als Basis von Hp:
-2 0 00 0 -2 0 O
-1 0 00 0 -1 0 O
. |1 000 @w |0 1 00
By = 1 00 0]}~ Ky = 0O 1 0 0]’
0 0 0O 0 0 00
0 0 0O 0 0 00
00 -2 0 00 0 =2
00 —1 0 00 0 —1
(B) 00 1 0 (B) 000 1
Ry = 00 1 0} Ky = 000 1]’
00 0 O 000 O
0 0 0 O 000 O
1 0 0 0 0O 1 00
0 0 0O 0 0 00
(B) -2 0 00 ® |0 =200
Ks = 0 0 0 0] Ke™ = 0O 0 0 0}’
0O 0 00 0 0 00
1 0 0 0 0O 1 00
00 1 O 000 1
00 0 O 000 O
(B) 00 -2 0 @ . |10 00 =2
K= 00 0 0]’ K™= 000 01’
0 0 0 O 000 O
00 1 O 00 0 1
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die Menge aller Rechtsinversen von B ist folglich:

P = RSP + L <K§B)7 KéB)v KZ'EB)7 KAEB)u KEEB)7 KE(SB) KéB) KEEB)>

) Y

0 3 —6 6
2 2 2 0

=slo o o o FL (K KPR R K K, K K.
2 1 2 0
0 0 0 0

Aufgabe H 39. Darstellungsmatrizen

—2 2 1 1
Gegeben sei die Basis B : by := (_f) by = (%) by = ((1]) by = (21> von R%.
0 1 1 -1

Die lineare Abbildung ¢ : R* — R* sei gegeben durch die Bilder der Standardbasis E: e;, e, €3, e4:
p(e1) =2y —eg—2ey , o plea) = —361 — 3ez + %63 + 364
p(es) =3e; +2ey+e3+ey , p(eq) = —bey —4dey — 2e3 — ey

(a) Bestimmen Sie ¢, und _id,. (b) Bestimmen Sie ,id, und ¢ . Ist ¢ injektiv?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir kénnen diese Matrizen direkt aus der Aufgabenstellung ablesen:

-2 2 1 1
. -2 2 0 2
pde =1 9 1
0 1 1 —1
0 —% 3 =5
12 -3 2 -4
B~ -1 L 1 =2
-2 2 1 -1
(b) Wir invertieren _id ;:
-2 2 1 1 1 0 0 0
-2 2 0 2 0 1 0 0
-1 2 1 =11 0 0 1 0
0 1 1 —14 0 0 0 1
Wir tauschen Z1 und Z3 und
eliminieren den ersten Eintrag
der neuen Z3 gleich mit
—Zs3 1 -2 -1 1 0 0 -1 0
—Zy+ 275 0 2 2 -4 0 -1 2 0
273 — 7y : 0 2 1 -3 -1 0 2 0
0 1 1 =14 0 0 0 1
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Zv+Zy: [ 10 0 =2]-1 0 1 0
0 2 2 —4)0 -1 2 0
~Zy+Zy: | 0 0 1 -1 1 -1 0 0
2Zy—~Z,: | 0 0 0 2] 0 1 -2 2
27, +2Z,: [ 2 0 0 0 ||-2 2 -2 4 ]
Zy—2Z3+Zy: | 0 2 0 0|-2 2 0 2
25+ Zy: | 0 0 2 02 -1 -2 2
0 0 0 20 1 -2 2 |
-2 2 -2 4
Es gilt ,id, = _22 _21 _02 ; und somit
0 1 -2 2
595 = pldg p¥p pidg
-2 2 =24\ /0 -3 3 =5\ /221 1
o lf—2 2 0 2|2 32 —4|[-220 2
212 -1 =2 2) (-1 3 1 =2|[|-121 -1
0 1 —22/\-2 5 1 -1 0 11 -1
-2 2 =24\ [0 -2 -2 -1
_1f-2 2 0 2|f0o =2 0 -2
202 -1 -2 2[|0 -1 =2 1
0 1 -22/\0 0 -2 1
01 0 0
(o0 0 o
oo -2 o0
00 0 -1

Wir sehen, dass nicht-triviale Kernvektoren — also v € R* \ {0} mit p(v) = 0 -
existieren, entsprechend kann ¢ nicht injektiv sein.

p Frischhaltebox

Aufgabe H 40. Abbildungen

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen jeweils auf Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitat
und K-Linearitat fir K =R und fir K=C.

@ firR>Rr:z—a2?+1
(b) o C—oC:z—2+2Z

(c) f3:C~\ {1} = C: z— =

2z—2

Hinweis: Eine Abbildung f: V' — W zwischen K-Vektorraumen V' und W heiBt K-linear,
falls f(u+v) = f(u)+ f(v) und f(kv) = kf(v) fir alle u,v € V und alle k € K gelten.

\

Losungshinweise hierzu:
(@) e Injektivitat:
Es gilt: fi(—2) = f1(2) =5, also ist f; nicht injektiv.

e Surjektivitat:
Wegen fi(x) = 1Vz ist fi nicht surjektiv, zum Beispiel ist 3 € RT \ f1(R).
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e Bijektivitat:
f1 ist nicht bijektiv, da f; nicht injektiv ist.

e Linearitat:
Angenommen, f; ist linear. Dann muss fiir einen beliebiges v € R gelten: f;(0) =
fi(0-v) = 0- f(v) = 0, aber f1(0) = 1 # 0. fy ist folglich nicht linear,
unabhangig davon, ob man C oder R als Grundkorper betrachtet.

(b)

Injektivitat:
Es gilt fo(z) = 2Rez, insbesondere gilt also fo(1) = fo(1 +1), fo ist nicht
injektiv.
e Surjektivitat:
Es gilt f2(2) = 2Rez € R, somit haben alle z € C~\ R — wie zum Beispiel z =i
— kein Urbild, fy ist nicht surjektiv.
e Bijektivitat:
fa ist nicht bijektiv, da fy nicht injektiv ist.
e Linearitat:
Seien 21,20 € C und a € K :=R. Dann gelten

folzit+2z)=2n1+2n+za+nn=2an+n+2+2%
= (21 +21) + (22 + 22) = fo(21) + fa(22)
folaz)) =a -z +a- 21
= o+ 71) = afe(z)
Sei nun K= C. Fir a := z :=1 gilt:

folaz) = fo(—1) = =2#0=1-0= afs(z).
f2 ist also R-, aber nicht C-linear.

(c)

Injektivitat:

Seien z1,29 € C~ {1} mit f3(21) = f3(22). Ist eine der beiden Zahlen gleich
0, folgt dies unmittelbar auch fiir die andere, insbesondere also z; = z. Seien
21,29 # 0. Dann folgt aus f3(z1) = f3(z2) auch:

221—2 _ 229—2
Ly, ) 2 |, 2
& 2-2 = 2-= | 2+ 2+ =2
5 2 5 22 o P2 21
RN £ = 2 | 2z
22 21 2
=4 21 == Z9

Somit impliziert f3(z1) = f3(22) stets z; = 25, die Abbildung ist injektiv.
e Surjektivitat:
Sei v € f3(C), dann existiert z € C~\ {1} mit f3(z) = v, beziehungsweise:

v = 3% | (22 —2)
& 20(z—=1) = =z | +2v—2z
& 2v—-1)z = 2v | 3
1 —
& (v—=3)z = v

Fiir v = 3 ist diese Gleichung offensichtlich nicht I6sbar, also ist 3 € C f3(C),

die Abbildung ist nicht surjektiv.
e Bijektivitat:
f3 ist nicht bijektiv, da f3 nicht surjektiv ist.
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e Linearitat:
Ahnlich wie bei (a) ist auch in diesem Falle der Grundkorper egal, f3 ist weder
R- noch C-linear: Es gilt:

f3(_2):_4_32:%7&%:2'%1:21”3(—1)

Bemerkung: An diesem Beispiel sieht man, wieso wir lineare Abbildungen (nur) auf
Vektorraumen betrachtet: Wie soll man fiir f : V' — V die Bedingung f(u 4+ v) =
f(u)+ f(v) im Fallevon u+v ¢ V' — hier z. B. w =3, v = —2 — interpretieren/iiber-
priifen?
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R. Schmahl, J. Kollner Hohere Mathemat|k 1
Wintersemester 2021 /22
L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H41. Orthonormierung 4
Wir betrachten den Untervektorraum V := {v = (25) e R* Z'Uj = O} ; R*, welcher
V4 e

1 1 2
von den Vektoren b; := (_11), by = (‘22) und b3 := (‘f) aufgespannt wird.
-1 1 -1

(a) Finden Sie eine ONB fi, fa, f3 von V mit L (f1) = L (b1) und L (f1, fa) = L (b1, b2).
(b) Finden Sie A € R'* so, dass V' der Kern der Abbildung ¢: R* — R: z +— Az ist.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir wenden Gram-Schmidt an:

1 1
by 1 -1 Lf-1
== ~ 9
b V112412 | ] 2| 1
1 1
1 1 1 1
. -2 1 -2 —1 -1
f3=ba—= (bl f)fri=], —1< 9 1 > 1
-1 -1 —1 -1
1 1 —1
B R R Y
| 2 2| 1 1
-1 -1 1
-1
I 11 -1
h=ga=rh=3
sl 20
1
fs =bs — (bs| f1) fr — (b3 | fo) fo =
9 9 1 1 2 ~1 ~1
2 /2] [ 1| 1/ -2 ~1
11 4 1 1 1 4 1 1 1
-1 -1 -1 -1 —1 1 1
2 1 -1 1
I el N et IO B B
|1 2| 1 -2 2|1
1 —1 1 1
1
I3 11 -1
=g =k=3
TR
1

(b) Fiir diese Teilaufgabe gibt es mehrere Losungswege:
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e Der Systematische von beiden besteht darin, dass man erkennt, dass ein solches A

als Zeilenvektor a aufgefasst werden kann, welches wiederum als transponierter
Spaltenvektor o' mit @ € R* aufgefasst werden kann. Wir suchen also nach
a € R* mit (a|f;) =0 fir j =1,2,3 und a # 0. Letzeres folgt daraus, dass
fiir a =0 V ein echter Unterraum des Kerns wire, also V' G Kern (¢) gelten
wiirde.
Um ein solches a zu bestimmen fiihren wir unser Orthonormierungsverfahren fort
—zumindest um einen , halben" Schritt: Wir begniigen uns mit einem orthogonalen
Vektor, der nicht normiert sein muss. Um einen solchen zu bestimmen, erganzen
wir die Basis B : by, by, b3 zu einer Basis von R*, in dem wir einen Vektor wihlen,
der nicht in V' ist, zum Beispiel e;, und berechnen

a=e —(el| fi) fL — <€1|f2 Ja— el‘f3>

1 1
o 0
_010
0 0

1 1 1 1
_1/fo 1 1/ (o] ]| 1 —1
4\ (0 4\ 10 -1 -1
0 0 1 1
1 -1 1 1
o o) (D) o) e
1o 411 411 41 -1 4f1]"
0 -1 1 1 1
o y 1 1 1 1
Somit ist ein A der gewiinschten Form durch A = 111 Zl) gegeben:
Nach Konstruktion gilt V' € Kern (¢), Gleichheit folgt aus Dimensionsgriinden

(RgA=1).
e Der schnellere, mehr auf mathematischer Intuition beruhende besteht darin, dass
wir A direkt aus der Definition von V' ablesen: Es ist

( (v
! 4
_ U2 4 o
V=al,|€R > w=0
j=1
L \V4
p
(o U1
v v
= 2ler (1 11 1) =0
U3 U3
L \V4 V4

Somit ist V definiert als der Kern der linearen Abbildung ¢ : R* — R* : 2
(1 1 1 1) x, ein A der gewiinschten Form ist trivialerweise A = (1 11 1) )

Aufgabe H 42. 3D-Modell: Spiegelungen
In dem Modell aus P32 ist ferner eine rote Ebene dargestellt. Betrachten Sie die Abbildung

T 1 2 2a Ty
gpa:RgéRg: To »—>§ 2 1 —2a o | , a€R.
T3 -2 2 —a T3
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(a) Bestimmen Sie s € R so, dass @, eine Drehspiegelung beschreibt.

(b) Bestimmen Sie die Fixpunktmenge F' von ¢, fiir das in (a) gefundene s.
Diese Fixpunktmenge ist eine der farbigen Ebenen: welche?

(c) Berechnen Sie ¢, (Egiin) und s (Egem).

Lésungshinweise hierzu:

(a) Damit ¢, eine Drehspiegelung ist, muss

1 2 2s
—l=det| =2 1 —2s =—(—5+85+8s+4s+4s+4s)=s
—2 2 s 27

gelten. Dies ist jedoch nur eine notwendige Bedingung, wie anhand von Beispiel
4.6.10.4 erkenntlich, gibt es auch Matrizen M mit det M = 41, welche nicht ortho-
gonal sind. Wir haben mit s = —1 den einzigen Kandidaten fiir eine Drehspiegelung
gefunden. Um zu sehen, dass es sich tatachlich um eine Drehspiegelung handelt, muss
die Matrix orthogonal sein, was wir noch liberpriifen miissen:

1 2 =2 1 1 2 =2 1 9 0 0
-2 1 2 -2 1 2 ]|]==-{09 0] =Es.
-2 2 1 -2 2 1 009

Die Matrix ist also orthogonal und hat Determinante —1, folglich beschreibt ¢, fiir
s = —1 eine Drehspiegelung,

(b)

Die Fixpunktmenge besteht aus allen Punkten z € R?® mit ¢ (z) = z. Um diese
Punkte zu bestimmen, |6sen wir mittels GauB das homogene LGS

e ((A17) - (D) (2) = ()
-22 1 001 z3 0
-2 2 2 .

3 3 3

2 2 2

3 3 3

2 2 2

L3 3 3

(—=3/2) - Z, - 1 -1 1

ZQ+Z1: 0 0 0

Zg—Zli 0 0 0

Die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems H — und damit die Fixpunkt-

menge [’ — ist folglich gegeben durch

F=L

1
0

Setzen wir diese Vektoren in die Ebenengleichungen aus P32(a) ein, sehen wir: Die
Fixpunktmenge ist die blaue Ebene.
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(c) Aus 4.5.7 und 4.6.4 |asst sich folgern, dass eine beliebige Isometrie 1: R* — R": v —
Av +t ebenfalls Abstande und und Winkel erhalt:
Abstand : Folgt direkt aus der Definition.

Winkel : Seien p,q,r die Ortsvektoren dreier Punkte P,(Q, R in R™. Dann gilt infolge
der Orthogonalitat von A:

(g—plr—p) _(Alg—p)|A(r—p)))
lg —pl|r —pl lg —pl|r —pl
(Ag+t—Ap—t|Ar+t— Ap—1t)))
[(q) — )| |o(r) — ()]
(V(g) —¥(r) [¥(q) —(r))
(

~ Tola) — 9O 1e0r) — ()]

Also ist der Winkel zwischen Pa und P?E der selbe wie der Winkel zwischen
@/)(P)T/)(Qa und O(P)i(R) .

Insbesondere kénnen wir die Bilder einer beliebigen Ebenen E unter einer Isometrie
aus der Hesse-Normalform E = {z € R®| (7i|z) = d} bestimmen: Sei P = dri und
@ = (d + 1)7i. Dann bleibt fiir einen Punkt X mit Ortsvektor x der Ebene E der

Winkel zwischen P—Xz und P@ erhalten, es gilt:

0= (z —dii|n) = ((x) — P(dn) [((d + 1)) — ¢(diT))
= (U(x) — (dii) | A7) .
Wegen der Beliebigkeit von z gilt fiir alle y € ¥(E) also (y —¢(dii)| Ai) = 0.

Wihlen wir umgekehrt ein beliebiges y € R?* mit (y — ¢(dni) | Afi) = 0 und setzen
=AYy —1), so gilt:

—Y
— v

(z — dit | /) = (Az — dAR) | Aii) = (y — t — dAfi | Afi)
= (y — ¥(dn) | Ari) = 0,

folglich gilt * € FE und somit y € ¢(FE). Dies heiBt, dass ein Normalenvektor der
Bildebene durch A7 gegeben ist. Den orientierten Abstand zum Ursprung erhalt man
aus (Y(dn) | An) = d + (t| An).

Im Falle von 4 ist jedoch ¢ = 0. Somit bleibt Abstand zum Ursprung erhalten, der
zur Hessenormalform gehdrende Normalenvektor von ¢ (E) ist ¢(7).

Egin: Der Vektor v = (20, —5, —4)" steht senkrecht auf der Ebene, der Normalen-

20 20 20
. = v 1 _ 1 _ 1 .
vektor ist also 7 = m = m —Z = i —Z = 91 —Z ) die

Hessenormalform gegeben durch

20 5) 4
Egr[jn = {($1,I2,$3)T S ]RS ﬁxl — ﬁxz — ﬁxg = 1} .

Es gilt
1 2 -2 20 18 2
1 1 1 1
-2 2 1 —4 ' —H4 —6

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 55



9. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

und somit

2 3 6
Ps (Egru'n) = {($1,$2,$3)T eR? —T1+ ST — £x3 = 1}

7 7 7
- Erot'
1
FEgeip: Der Normalenvektor ist 77 = \/Lé —1 ], der Abstand zum Koordinatenursprung
-2
0. Es gilt
1 2 =2 1 3 1
1 1 1 1
ps(M)==12 1 2 — | -1 =— | 3] =—|-1
3\ e 2 1) W6\ 3V \_g) V6o
und somit
1 1 2
s (Egelb) = {($1,932>$3)T eR? %951 — %552 - %i% = 0}

= Ligelb-

Bemerkung: Das Eg., durch die Spiegelung in sich selbst iiberfiihrt wird, war anhand des
Modells zu erwarten, immerhin steht E.j;, senkrecht auf der Spiegelebene.

Aufgabe H 43. Drehungen in der komplexen Zahlenebene

(a) Wir betrachten die komplexen Zahlen a := r +is,b = u + iv, © = y + iz mit
7,8, y,z,u,v € R, |a] = 1 und b = ax. Erkldren Sie mit Hilfe von H32(a) und
Satz 4.6.12, wieso b aus x durch eine Drehung der komplexen Zahlebene hervorgeht.

(b) Bestimmen Sie die Flache des Parallelogramms P mit den Ecken 0, z; = —4 +1,
Zo =3+ 2i und z; + 29 in der komplexen Zahlenebene.

(c) Gegeben sei die Abbildung ¢: C — C: z — (4+1i)-z. Wir fassen C als R-Vektorraum
mit Basis B: b; := 1,by := 1 auf. Geben Sie die Matrix Py an.
(d) Bestimmen Sie die Flache von ¢(P).

Lésungshinweise hierzu: Wir definieren zuerst B wie in Teilaufgabe (c), d. h. B ist die
Basis des R-Vektorraumes C, welche aus den Vektoren b; := 1, b, := i besteht.

(a) GeméaB H32(a) gilt ax = b genau dann, wenn

£ )0-0)

gilt. Fassen wir C als R-Vektorraum und die Multiplikation mit a als lineare Abbildung
a:C — C: 2z az auf, so ist (@l die Darstellung von « bzgl. der Basis B. Die

reelle 2 x 2-Matrix D = (: _7“$> beschreibt eine Drehung im R? genau dann,

wenn det D = 1 gilt. Wegen det D = 72 + s> = |a]> = 1 ist dies erfiillt. Der
Koordinatenvektor b = _a(r) geht also aus einer Drehung des Koordinatenvektors

5% hervor. Da die komplexe Zahlenebene nichts anderes eine Visualisierung ebendieser
Koordinatendarstellung ist, korrespondieren folglich Drehungen im R? mit Drehungen
in der komplexen Zahlenebene.
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(b) Die Eckpunkte haben die Koordinatendarstellungen

o) e ()
L = (g) N (‘31).

Infolge des in (a) beobachteten Zusammenhangs zwischen komplexer Zahlenebene und
R? kénnen wir nun die Fliche nun mittels 3.11.3 bestimmen: Die Determinante

-4 3
det(1 2)——8—3——11

ist die orientierte Flache des Parallelogramms, die Flache von P ist entsprechend 11.

(c) Wegen (1) =4+1i, p(i) = —1+4i gilt

(4 -1
B’ = \1 4 /-

(d) Auch hier nutzen wir die Korrespondenz der komplexen Zahlenebene und R?*: Wird P

von den Vektoren zy, zo (bzw. <_14> (g) in R?) aufgespannt, so wird ¢(P) dies

von den Vektoren ¢(21), ¢(z2) bzw. ¢, (_14> und Lo, (g) Insbesondere gilt
fiir die orientierte Flache von ¢(P)

()0 ) el V) ()
=17 (—11) = —187,

die Flache von ¢(P) ist also 187.

Aufgabe H 44. . a5 4 0
Gegeben sei die Matrix A = —— ( Vs =2 0 ) .

0 0 3V5
3\/3 —2v/5 =5 0

(a) Bestimmen Sie det (AA") und det (A" A).

(b) Sei ¢: R?* = R*: 2 — Az und ¢: R* — R?: z + A'x. Entscheiden Sie fiir jede der
Abbildungen « := p o1 und [ :=1 o, ob sie injektiv oder surjektiv ist.

(c) Ist eine der beiden Abbildungen «, ( eine Isometrie? Wenn ja, welche?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gelten

—2v5 4 0 9 VB 0 2B

aaT =L Voo =20 4 -2 0 -5
45 0 0 3v5 0 0 35 0
—2v/5 =5 0
4 =2 0 0
1[-2 1 00
510 0 50
0 0 05
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| (V50 2s _\2/\5/5—428

ATA= — 4 -2 0 -5
45 0 35 0 0 3v5

0 0 —2v5 =5 0

1 00
=10 1 0
0 0 1
und somit
T 2 -2 10
det AA :det(52 15)-det( >:
—5 5 01
det ATA =1.

(b) Die Darstellungsmatrix von a bzgl. der Standardbasis ist AA". Diese quadratische
Matrix hat Determinante 0, sie ist nicht invertierbar und hat somit weder vollen Zeilen-
noch vollen Spaltenrang. Also ist « weder injektiv noch surjektiv.

Die Darstellungsmatrix von 3 bzgl. der Standardbasis ist A" A = F5. Somit ist o die
identische Abbildung id : R® — R?® : 2 — z, welche offensichtlich bijektiv — also
sowohl injektiv als auch surjektiv — ist.

(c) Wie bereits festgestellt, ist 3 gleich der identischen Abbildung, £ ist also trivialerweise
eine Isometrie.
« ist keine Isometrie: Der lineare Anteil einer Isometrie ist eine orthogonale Matrix und
somit invertierbar. Da ferner Verschiebungen um einen konstanten Vektor ebenfalls
bijektive Abbildungen sind, lasst sich folgern, dass jede Isometrie bijektiv ist. Dies
trifft auf a nicht zu, da wir in (a) festgestellt haben, dass die Determinante der
Darstellungsmatrix 0 wird.

p Frischhaltebox

Aufgabe H 45.
(a) Sei ¢(X):= X*+ X —1€PolyR und x; = 2(j — 1) fiir j € Ny. Stellen Sie ¢ dar
2

X — 2.
als Linearkombination der Vektoren L;(X) := H Y mit ke {0,1,2}.
T T — ZEj
=0

oAk
(b) Sei V der von den Funktionen b;: R — R: z — e, by: R — R: 2 +— ze™* und

by: R = R: 2 — 226 aufgespannte Funktionenraum.
Schreiben Sie f: R — R: x + ¢***—(z+1)e™* als Linearkombination von by, by, bs.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Hier handelt sich um die Lagrangepolynome zu den Knoten xy = —2, 21 = 0,25 = 2,
wie in den Vortragsiibungen behandelt, siehe
https:/ /info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /#vortragsuebungen .
Fir 0 = k = 2 gilt also Ly(z;) = 0k, wie in den Vortragsiibungen kdnnen wir
entsprechend aus den Bedingungen q(z;) = Si_o MeLi(z;) = A; fiir j = 0,1,2 mit
Ao, A1, Ag € R die Lésung

q(X) = q(z0) Lo(X) + q(x1) L1 (X) + q(22) L2(X)
= Lo(X) — L1(X) + 5L2(X)
ablesen.
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(b) Esist * — (z+1)e™ =¢e™ —ze™ —e @ = (e*—1) e — ze™®", mithin
gllt f = (84 — ].) b1 — bg.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 46. Darstellungsmatrizen
X1 2 -11 1 . .
Gegeben sei die Abbildung ¢: R®* — R*: (gg) — (—%2 i i) <§§> sowie die Vektoren

1 -1 V2
f1 :%(—f),fé:%(i) und f3:%<\6§>
0

(a) Weisen Sie nach, dass F': fi, fo, f3 eine ONB von Bild () ist.

b) Sei i die Abbildung p: R? — Bild (¢) : 2 — ¢(x). Geben Sie _u
F
Standardbasis von R3 bezeichne.

2 an, wobei F die

(c) Begriinden Sie, warum die Umkehrabbildung p~!: Bild (¢) — R? existiert, und be-

stimmen Sie _u™" .

Losungshinweise hierzu:

(a) Wir unterteilen den Nachweis in zwei Teilschritte:

(i) F ist ein Orthonormalsystem: Es gelten

1 -1
1| - 1
<f1\f2>:<§ 11 5 1 >:0
1 1
1 V2
11-1 V2
<f1|f3>:<§ 1 5| o >:0
1 0
-1 \/Q
111 1[+v2
1 0
also die notwendige Orthogonaliat, sowie
1 1
1-1](1f-1 4
<f1\f1>:<§ 1131 >:1:1
1 1
-1 -1
1 1
<f2|f2>:<§ 1 B } >:1
1 1
V2 V2
v ve ]
<f3‘f3>—<§ ollzal o >—1,
0 0

d. h. alle drei Vektoren sind normiert.
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(ii) F' ist eine Basis von Bild (¢): Es gilt dimBild (¢) < 3 = dimL (f1, fa, f3).
Wir missen also nur L (f1, f2, f3) € Bild (¢) nachweisen. Hierzu zeigen wir,

2 —1
. L —2 1
dass f1, f2, f3 als Linearkombination der Spalten a; := 9 |+ a2:= )
2 1
1
und ag := 1 der Darstellungsmatrix A := ¢ darstellbar sind. Da dies fir
1

fi= %al und fo = %ag offensichtlich ist, miissen wir hierzu nur das das LGS
Az = f3 lésen. Wir ersparen uns jedoch (vorerst) die Wurzelausdriicke und l6sen
A% = \/2f5, die Lésung von Az = f; ist dann = = —=7:

V2
2 -1 1 1]
-2 1 1 1
2 1 1 0
|2 1 1 0 ]
[ 2 -1 1 1]
Zl + ZQ : 0 0 2 2
ZQ - Z1 : 0 2 0 —1
Z4 - Z3 : | 0 0 0 0 ]
1/2-2)—1/4-Zy+1/4-Z3: [ 1 0 0 —%l_
1/2- 7y : 0 1 0} —3
1/2-Zy: 0 0 1 1
0 0 0 0
Folglich ist f3 ebenfallsin Bild (¢), die Koordinatendarstellung bzgl. B: ay, as, a3
T
ist gegeben durch f5 = (—‘/?5, —‘/Ti, ‘/7§> . (Dass B eine Basis ist, folgt wegen

Bild (¢) = L (a4, as, as) aus Dimensionsgriinden.)
(b) Sei B wie in (a). Dann gilt:

phy = pidgpliy.
Lo f
Wir berechnen FidB als Inverse der Matrix BidF =10 % —*/Ti , welche wir in
00 2
(a) schon (indirekt) mitberechnet haben:
oo -2 1 0o o
V2
0 i -2 0 1
0o 0 2| 0o o 1
471+ Zs . 1 0 0 4 0 1
V2275 0 0 1| 0 0 V2
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Die Matrix u,, hat eine besonders einfache Gestalt: Es gilt u(e;) = a; fir 1 = j = 3,
mithin u, = E3. Somit gilt

1
1
V2

Vorsicht: Die Gleichheit p = . id, gilt nur fiir die Matrizen, die Abbildung p selbst
ist nicht die Identitat.

|
a
Il
o oW
oo

(c) Die Abbildung 1 ist offensichtlich injektiv (4, hat vollen Rang) und — gem3B Defi-
nition — surjektiv. Entsprechend existiert die Umkehrabbildung ;=! und es gilt

E/le - (F'“E)_1 =

O O k=
|
“efeety

O v O

Aufgabe H 47. (Bestimmung der Spiegelebene)™

Sei S die Ebene, welche die Punkte P = (3,-5,8)", Q = (6,-3,2)", R = (4,-9,-1)"
enthilt. Sie sollen nun eine Spiegelung v: R® — R3 so bestimmen, dass S die Spiegelebene
ist. Gehen Sie hierbei wie folgt vor:

(a) Geben Sie ein kartesisches Koordinatensystem F an, in dem S die y;-y>-Ebene ist.
(b) Finden Sie A € R**® so, dass ¢ die Darstellung ¢ : R® = R*: v+ A v hat.
(c) Geben Sie ¢ beziiglich Standardkoordinaten an.

(d) Sei v := <%). Berechnen Sie zur Kontrolle u := ¢ (v), ¢ (u) und ¢ (5(u+v)).
Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir bestimmen zuerst ein Orthonormalsystem fi, fo, f3 mit L (f1) = F@ und L (f1, fo) =

(0. 7).
a 3

2
S
NCE T
fi = PL - P@‘P >P*
1 3 3 1 3
Y VR R 2 4 2 I I I
9 9 6 9 6
9
S
3
9
L
Pt
FE A
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Den dritten Vektor bestimmen wir mit 2.9.3 (5,7):

fsi=fAxfo= %( X
1
7

—42

— | 21 | =
T 49

—6
3

—14 -2

Ein Koordinatensystem der gewiinschten Form ist nun durch

F=(Pifihf) = ()3 (2).5(5%).4(%))

gegeben: Kartesisch ist es in Folge der Orthogonalitdt/Normierung der Basisvektoren,
ferner gilt nach Konstruktion

P+L(fi,f2)=P+L (P@,P?%) -
(b) Im Koordinatensystem F ist ¢ die Spiegelung an der y;-y2-Ebene, folglich ist
0
0
-1

A=

S O =
O = O

(c) Wir verwendend Satz 4.7.12 in ,,umgekehrter Richtung". (Man beachte die vertausch-
ten Rollen von A und A’ sowie ¢ =0 und t'.)
Wir haben ¢: R* — R*: v+ A'v 4t gegeben in Koordinaten F mit ¢ : R® —
R*: v A v +0.Sei F:=(fi,fa,fs), dann folgt aus

A=F'AF
O0=t=F'(AP—-P+t)

wegen F~1 = FT;

L [3 —2 =6\ /10 0O 3 2 —6
A/:;FAE”::Z§ 2 —6 3 01 0 -2 —6 -3
6 -3 -2/ \o o -1/ \-6 3 -2
L (3 2 6 3 2 — | (23 36 —24
=1 2 —6 3 -2 -6 — =1 36 31 12
6 —3 -2 6 -3 2 —924 12 41
3 | (23 36 —24 3
=P AP= _5'_E 36 31 12 -5
8 24 12 41 8
3 | (69— 180 — 192 3 | [
= | -5 -5 108—155+96 | = | — -5 49
8 —72 — 60 + 328 8 196
3 -9 12
=[-5]-(1]|=]|-6
8 4 4
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Also ist ¢ beziiglich Standardkoordinaten gegeben durch

U1 1 —23 36 —24 Uy 12
aPp B = RY: (o] o 5| 36 31 12 ) | oy | + | =6
U3 —24 12 41 V3 4
(d) Es gelten
1 —23 36 —24 8 12
u:go(v):E 36 31 12 414+ |6
—-24 12 41 19 4
1 —184 — 144 — 456 12 1 —784 12
=19 288 — 124 +228 | + | —6 =19 392 |+ | -6 =
—192 — 48 + 779 4 539 4
—4
+ — | 2
15
1 —23 36 —24 —4 12
o(u) = 5 36 31 12 2 | +1-6
—-24 12 41 15 4
1 92 + 72 — 360 12
=19 —144 462+ 180 ) + | —6
96 + 24 + 615 4
1 —196 12 — 12 3
=19 W |+|-6|=|2|+]|-6]=]|-4
735 4 15 4 19
1 —23 36 —24 2 12
¢ (3(u+v)) = 0| 36 31 12 —1]+ |6
—24 12 41 17 4
1 —46 — 36 — 408 12 1 —490 12
= 72—-314+204 | + | -6 - 245 | + | -6
—48 — 12 4697 4 637 4
—10 12 2
1
=| 5 |+-6]=|-1]= §(u + )
13 4 17

Offenbar haben wir richtig gerechnet: Das Spiegelbild des Spiegelbilds von v, ¢(p(v)) =
o(u) ist wieder u selbst. Ferner ist das der Mittelpunkts von u und v sein eigenes
Spiegelbild, was ebenfalls zu erwarten ist: Die Verbindungsgerade von u und v steht
senkrecht auf der Spiegelebene, der Abstand beider Punkte zur Ebene ist gleich, folglich
muss der Mittelpunkt in der Spiegelebene selbst liegen.

Aufgabe H 48. Koordinatentransformationen im Komplexen
Mit F=((1);(Z1),(3%3)) und G=((*;");(125), (1)) sind zwei Koordinatensysteme
in C? gegeben. Ferner sei E das Standardkoordinatensystem und X, Y seien die Punkte mit

g X = (%) und Y= (1121211). Bestimmen Sie:
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(@) grp und K (b) orp (€) o (d) X und Y

Losungshinweise hierzu: Wir definieren F' := <_1 _2+21), G o= (1;9)31 i)

-1 —-3+4i
P = (}) und Q := (10_1).

(a) Esgelten r.(v) = Fo+ P und k. (v) = Gv + Q, mithin
T 1 —2+2 1
EKF.(C —>C.v»—>(_1 34 v+ )
T 3 i 1—i
wfg: C —>(C.vn—><1_Si 1)Ut .

(b) Wir berechnen G~1:

3 1 1 0
_1—31 1 0 1

3 i 1 0

32y — (1 —=3i)Zy : I 0 —i|—1+3i 3
i Zy: | 0 1] -3-i 3i

Entsprechend ist ki (v) = G~ (v — Q) = (—SI—i ;1) (v — (1 0_ 1)) , mithin

o e i1 —1—i
GFL]E.C —)C.UH(_g_i 3i)v+<4—2i>'

(c) Nach 478 ist k. (v) =G 'F(v—,Q) =G "'"Fo—-G'F.Q.
Mit (—2 4 2i)(-3 — 1) = 8 — 4i gilt:

s [ 1 1\ (-1 —2+2
¢ F_<—3—i 31) (—1 —3+i

(—1—-i —5—i
“\3-2 5-13i

G'F Q= G—@FKE (@) :.G‘IF(F‘I('Q — P))
- (—31—1 :;1) (:) - (217r ?:1) !

folglich ist . gegeben durch

e 9. —1—-1 —=5—1 —1+1i
GI{]F.(C —>C.v»—>(3_2i 5_ 13 v+ o _3i)"
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(d) Wir setzen ein:

i 1 1 —1—1
X = g (eX) = (—3—1 31) (—21) + (4— 21)
—i\ (=i (12
3—1 4-2)  \7-31)"
—1—i —=5—i\/-1-2 —1+i
G’““F(IFY)_(3—21 5—131)(—2+i)+(—2—3i>
(L4813 (T
S\ -7 —4i+ 3+ 31 -2 —3i
(10 N (L) (9
— =44 27 —2-3i)  \—6+24i) "
Aufgabe H 49. Parameterabhingige Fixpunktmengen

. 3 3 1 3 2v2 —2V2 x1 0 .
Sei o, R >R’ x— - 2v2 +» -1 <r2>+(4—52> mit r,s € R.
22 -1~ s 3s?
(a) Bestimmen Sie die Menge I := {a € R| ¢, ist eine Isometrie}.

Y =

(b) Sei F, :={z €R*| p,(x) =} die Fixpunktmenge von ¢, ;.
Bestimmen Sie fiir alle o € I die Menge A, :={f € R| F, 3 =0}.

(c) Bestimmen Sie fiir alle o € I die Fixpunktmengen F, ; fiir alle s € R\ A,.
Benutzen Sie Koordinaten bzgl. F = (P; (é) , (g) , (%)) mit einem Fixpunkt P,
um zu zeigen, dass ¢, s jeweils eine Drehung ist.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Nach 4.6.4 ist p, s genau dann eine Isometrie, wenn der lineare Anteil orthogonal ist.

3 2v2 —2v2

In diesem Falle gilt fiir den linearen Anteil A, := % 22 Qo -1

—2V2 -1  a

1 3 2V2 =22 3 2V2 —2V2
AlAg=A A== 2v2 o -1 |- 2v2 a -1
—2v2 -1 a —2v2 -1 a
| 25 (2a +8)V2 —(2a + 8)v2
=55 (2a + 8)V/2 9+ a? —2a — 8
—(2a+8)vV2 —2a-38 9+ a?

Folglich ist A, genau dann orthogonal, wenn o = —4 gilt, wir erhalten I = {—4}.

(b) Die Fixpunktmenge F 45 von ¢ 45 ist genau dann leer, wenn kein z € R? mit
w_4p(x) = x existiert. Dies ist aufgrund der Definition der Abbildung dquivalent
dazu, dass es kein z € R? mit

1 00 ] 3 2vV2 —2v2 T 0
2

01 0]—=|2V2 -4 -1 | =4-p
5 2

00 1 —2V2 -1 -4 T3 353
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gibt. Wir nutzen GauB:

VO Y 0
[ V2 5 5 367
5/2-Zy: [ 1 =2 V2 0]

Zy 4+ 22, : 0 1 1 4 — 32
3 — \/§ZI L 0 1 1 3ﬁ2 i
Zo+V275: | 1 0 2v2| 4v2—-v28% ]

1 1 4— 2
Zys—Zy: | 0 0 0 462 — 4 |

_ 2
Das LGS ([1) (1) 2\1@) v = (4\/?1_%/255 ) ist immer — sprich fiir alle 5 € R —

|6sbar, da die Matrix vollen Rang hat. Daher ist obiges LGS bzw. die Fixpunktgleichung
genau dann unldsbar, wenn 432 — 4 # 0. Folglich gilt A_, = {8 € R| |B| # 1}.

(c) Da s nur quadratisch vorkommt, gilt ¢_4 1 = ¢_41, es handelt sich um die selbe
Abbildung. Aus der Fixpunktgleichung erhalten wir:

1 0 2v/2 3v2

0 1 1 3
0 0 0 0
Es gilt entsprechend
3v2 —2v/2
Fou 1 =Fy4 = 3 | +L —1
0 1
3v2 —2v/2
= 3 |+ -1 AeR
0 1

Sei nun P € F_, _; beliebig, aber fest. Wir definieren F entsprechend der Aufgaben-
stellung, A := A_, als den linearen Anteil und ¢ := (0,3,3)" als den Translations-
anteil von ¢_4 1. Dann ist ¢_4 1, bzgl. F gegeben durch die Abbildungsvorschrift

g0 = Ao+t mit
A =E;'AE; = A
t'=E;'(AP—-P+t)= AP+t —P =0,
——

=p—4,+1(P)
also:
) 3 22 —2V/2
. (¢—47i1>15‘: R? — R3: gV R 202  —4 —1 7V
22 -1 -4
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Wegen der Orthogonalitdt der Matrix und

3 22 —2/2
1 48 +84+8+32—3+ 32
det | = | 22 -4 -1 _doFed ;;5 + =1
—2v/2 -1  —4

handelt es sich folglich um eine Drehung.

- Frischhaltebox

Aufgabe H 50. Nullstellen von Polynomfunktionen
Bestimmen Sie alle Nullstellen folgender Polynomfunktionen p: C — C: z + p(2).

(@) pi(z) =2 -1 (b) pa(2) :=2° —42+5
(c) p3(2) =2 —42+ 22— 4 (d) pa(z) =22+ (1—-2i)z—1—1

Hinweis: Zur Berechnung komplexer Nullstellen diirfen Sie unser Zusatzmaterial verwenden.

L6sungshinweise hierzu:
(a) Die Nullstellen sind z; =1, 2o = —1, z3 =1 und z4 = —i.

(b) Wir wenden die Mitternachtsformel, die wir — wie im Zusatzmaterial beschrieben —
auch in C verwenden diirfen:

212 =

4+/16—4-5 4++/—4
2 - 2

Wir setzen v/t = \/|t|-i fiir t € R, t < 0 und erhalten die Nullstellen z; = 2+1i und
9 = 2 —1.

(c) Da alle Koeffizienten ganzzahlig sind, wenden wir 1.8.10 an, und probieren simtliche
Teiler von —4 aus. Hierdurch erhalten wir die Nullstellen z; = 2, 2o = —1 und
z3 = —2. Da der Grad des Polynoms 3 ist, sind dies auch alle.

(d) Wir wenden erneut die Mitternachtsformel an:

—1+42i+/(1—2i)2—4(-1-1i)
2
—14+2+V-3—-4i+4+4 -1+2i+1

2 N 2 ’

21/2 =

was die Nullstellen z; =1 und 2z, = —1 + 1 liefert.
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Wintersemester 2021 /22

M. Stroppel

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H51. Diagonalisierung und Potenzen
Betrachten Sie die Matrix A = (39) aus H27.
(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehdrigen Eigenrdume von A.

(b) Finden Sie eine Diagonalmatrix D und eine regulire Matrix 7' in R**? mit T'AT = D.

(c) Leiten Sie die in H27 gegebene Darstellung A™ = (33 1)) mit Hilfe der Teilauf-
gaben (a) und (b) her.
Hinweis: Sie diirfen P 41 (b) ohne (erneuten) Beweis verwenden.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Ubertragen wir mit Lemma 3.12.4 Beispiel 5.1.10 auf untere Dreiecksmatrizen, sehen

wir: Auch bei solchen konnen wir die Eigenwerte direkt ablesen, in diesem Falle A\ =
0

2 und Ay = 1. Einen Eigenvektor zu Ay = 1 konnen wir direkt als vy = 1

identifizieren. Um einen Eigenvektor zu \; = 2 berechnen, miissen wir das System
0 0
0=(A—-2E)v= (3 _1>v

|6sen, woraus wir beispielsweise v; = <3> erhalten. Entsprechend sind die Eigenraume

v-1(()
-+(()

(b) Wir nutzen Satz 5.3.1: Die Matrizen T := (vy,v9) = <1 O) und D := (2 O)

gegeben durch

31 01
haben die gewiinschten Eigenschaften.

(c) Gemass P41(b) sind A} = 2™ und A} = 1" = 1 Eigenwerte von A", zugehdrige
Eigenvektoren sind v; und vy. Wahlen wir also 7" wie in Teilaufgabe (b) und setzen
D, = (20 (1)> , so gilt T7YA"T = D,, = D". Wir berechnen T!:

1010]

Ly — 325 : 0O 11]-3 1

also ist 77! = (_13 ?) . Somit gilt:

wemrr - (0 (5 ) (4 )
()G )Gy h)
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Aufgabe H 52. Ejgenwerte und Eigenvektoren berechnen
Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der drei Matrizen

3 -2 -1 0 0
- 3 -2 -1 2 3 -1 0 0
A:(_2 _4>, B=|-2 3 1|, c=|-1 -1 2 0 o0
1 -1 2 O 0 0 1 2

o 0 0 -2 -4

Losungshinweise hierzu:
e Wir berechnen das charakteristische Polynom der Matrix A und erhalten

xa(A\) =det (A—AEy) = (1= A)(—4 =N +4=2+3\—4+4=AA\+3).

Losen der Gleichung xa(A) = 0 liefert also die beiden Eigenwerte A\; = —3 und
A2 = 0. Fiir einen zugehorigen Eigenvektor zu A; suchen wir ein nicht-triviales Element

aus dem Kern der Matrix
4 2

Ein solches Element kénnen wir als v; = (1, —2)7 ablesen, die Proble liefert

(G2 2) () = (@) =+ (5)

Fir den zugehdrigen Eigenvektor zu Ay suchen wir ein Element aus dem Kern der

Matrix
1 2
A (_2 _4).

Ein solches Element ist gegeben durch v; = (—2,1)7, die Proble liefert

(2 2) ()= 6) o (7)

e Wir berechnen das charakteristische Polynom der Matrix B und erhalten

xs(A) =det (B—AE3) = (3—-XA)?2-XN)—2-2—-(3—=X)—(3—X\) —4(2— 1))
=(B=A?2-XN)-2B-X\)—4(1+2-))
= BB —=A)(2-2X) -06)
= (3= A)(6—5X+ )\ —6)
= B=XAA-5)

Losen der Gleichung x(\) = 0 liefert also die drei Eigenwerte A\; = 0, A2 = 3 und
A3 = 5. Fiir den zugehorigen Eigenvektor zu A; suchen wir ein Element aus dem Kern
der Matrix
3 -2 -1
B=-2 3 -1
-1 -1 2
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Da alle Zeilensummen (Summe iiber die Eintrage einer Zeile) 0 sind, ist ein solches
Element v; = (1,1,1)T, die Proble liefert

3 -2 -1 1 0 1
-2 3 —1|-(1]=({0]=0-(1
-1 -1 2 1 0 1
Fiir den zugehodrigen Eigenvektor zu Ay suchen wir ein Element aus dem Kern der
Matrix
0 -2 -1
B—-3E;=1-2 0 -1
-1 -1 -1
GauB liefert

0 -2 -1 0
-2 0 -1 0
-1 -1 -1 0

—1/2-Z,: [ 1 0 172 07
~1/2- 7, : 0 1 1/2| 0
—223+Zl+222 L 0 0 0 0

Folglich ist ein solches Element gegeben durch vy = (1,1, —2)7, die Proble liefert

3 -2 -1 1 3 1
-2 3 —-1]l-{1]=13]=3-11
-1 -1 2 -2 —6 -2
Fir den zugehorigen Eigenvektor zu A3 suchen wir ein Element aus dem Kern der
Matrix
-2 =2 -1
B—-5FE;=|-2 -2 -1
-1 -1 -3

Ein solches Element ist gegeben durch vz = (1,—1,0)7, die Proble liefert

3 -2 -1 1 ) 1
-2 3 —-1|-|-1]=|->5]=5-1-1
-1 -1 2 0 0 0

e Die Matrix C' hat Blockdiagonalgestalt wobei die Blocke auf der Diagonalen gerade
die beiden Matrizen B und A sind. Fiir das charakteristische Polynom gilt daher

xc(\) = det (C' — \E5) = det <B ~ ABs 0 )

0 A— \E,
= det (B — AE3) - det (A — AEy) = xB(A\) - xa()).

Die Nullstellen von y () sind also die Eigenwerte der Matrizen A und B, aufsteigend
sortiert haben wir \; = —3, Ay = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 2), A3 = 3 und
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Ay = 5. Die zugehorigen Eigenvektoren erhalten wir aus den Eigenvektoren von A und
B indem wir vorne, bzw. hinten mit der entsprechenden Anzahl Nullen erganzen:

0 0
0 0
vu=1, 0 |, vél) =101,
1 —2
—2 1
1 1 1
1 1 -1
v§2) =111, vg=| —2|, vg=1| 0
0 0 0
0 0 0

Aufgabe H 53. Parameterabhingige Matrix
Bestimmen Sie fiir alle ¢ € R die Eigenwerte der Matrix

1 —t 0 1
-1 t t 0
At_OOlt
0 0 0 1

sowie deren algebraische und geometrische Vielfachheiten.

Losungshinweise hierzu: Wir berechnen das charakteristische Polynom durch Entwicklung
nach der untersten Zeile und erhalten

1-X =t 0 1
-1 t—=A 13 0
0 0 1-X t
0 0 0 1—A

x4, (A) = det (A, — AEy) = det

=(1—=X)-det| -1 t—X ¢t

Nochmal entwickeln nach der untersten Zeile liefert

= a=apae (P20 T =0 nHa - e -
= (1 =X\ = (1+1)).

Es sind also drei interessante Falle zu unterscheiden:
e Sei t = 0, so gibt es die beiden Eigenwerte A\; = 0 und \s = 1 mit algebraischen
Vielfachheiten e, =1 und e,, = 3. Wegen 1 = d,, < e), = 1 (sieche Lemma 5.3.4
im Skript) folgt dy, = 1. Fiir d,, berechnen wir den Rang der Matrix Rg (Ay — Es).

Es ist
0 0 01
-1 -1 0 0
0 0O 00

und daher d), =4 -2 =2.
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 72




11. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

e Sei t = —1, so gibt es die beiden Eigenwerte A\; = 0 und Ay = 1 mit algebraischen

Vielfachheiten ey, = 2 und e), = 2. Fiir d,, berechnen wir den Rang der Matrix
Rg(A_y). Esist

1 1 0 1 1 1 0 0
~1 -1 -1 0 ~1 -1 -1 0
Re(A)=Re| o o 1 |=Rel o o 1 o
0 0 0 1 0 0 0 1
1100
0000
=Relg g1 073
0001
und daher d,, = 4—3 = 1. Fiir d), berechnen wir den Rang der Matrix Rg (A_; — E3).
Es ist
0o 1 0 1 0 1 0 0
1 -2 -1 0 ~1 -2 -1 0
Re(Ma—FE)=Re| o o o _1|=Re| g ¢ o 1|3
0 0 0 0 0 0 0 0

und daher d), =4 -3 =1.

e Sei t € R\ {0,1} so gibt es die drei Eigenwerte \y =0, Ao =1 und A3 = 1+¢ mit
algebraischen Vielfachheiten ey, =1, ey, = 2 und ey, = 1. Wie im ersten Fall folgen
dy, =1 und d,, = 1. Fiir d,, berechnen wir den Rang der Matrix Rg (A; — E3). Es

Ist

0 —t 0 1 0O t 00
1 ¢t—-11¢t 0 11—t t 0
Re(Ai—Es)=Re| o o o ;[=8B| o o 01
0 0 00 0 0 00

0 100

10t 0

=Rel o g9 1]~3
0 00 0

und daher dy, =4 -3 =1.

Aufgabe H 54. Ejgenvektoren linearer Abbildungen

Sei V' ein K-Vektorraum und g : V' — V linear. Analog zu Matrizen heift v € V' ~ {0}
Eigenvektor von 1, wenn ein Eigenwert A € K mit pu(v) = Av existiert. Wir betrachten nun

1
fiir n € N und V = R"*" die Abbildung S, : R"" — R™" : A s = (A + AT) .
(a) S, hat genau zwei Eigenwerte: A; = 0 und Ay = 1. Rechnen Sie nach, dass sich die

Eigenraume als V(0) = {A € R™"*| A= —-A"} und V(1) = {AcR™"| A= A"}
ergeben.

(b) Bestimmen Sie ,(Sz), fiir die Basis B : b
by ;= (11). Welchen der obigen EW kénnen Sie an

(c) Ist ,(S2), diagonalisierbar?

(60), ba =
Ss)

(89). bs = (56).

ablesen und warum?

B( B
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Losungshinweise hierzu: Um uns spater die Arbeit zu erleichtern und (b) vollstindig
begriinden zu konnen, halten wir zuerst fest, dass die Eigenwerte einer beliebigen linearen
Abbildung i : V' — V' mit denen ihrer Darstellungsmatrix korrespondieren: Sei B : by, ..., by
mit d := dim V' eine beliebige Basis eines K-Vektorraumes V.

e Ist v ein Eigenwert von p zum Eigenwert A, so gilt u(v) = Av, insbesondere also

s(1(v)) = ;(Av) = A ju, somit ist v ein Eigenvektor von i, zum Eigenwert \.

e Ist umgekehrt x := (&1,...,&;)" € K? ein Eigenvektor von zum Eigenwert )\, so

folgt fiir den Vektor v := ijl §ib; eV

BMB

(V) = gy v = pry T = Az,

also f1(v) = 30 (AG)b; = AX 0, §b; = .
e Esgilt ;o =0 genau dann, wenn v = 0.
A € K ist also genau dann Eigenwert der Abbildung 1 : V' — V und v ein zugehoriger
Eigenvektor, wenn der Koordinatenvektor v bzgl. einer beliebigen Basis B von V' ein

Eigenvektor von i, ist. (Dies vertragt sich mit Satz 5.4.2: Die Darstellungsmatrizen bzg|.
verschiedener Basen sind konjugiert zueinander.)
(a) Sei A € R™™. Wir definieren die Mengen Mpicr := {M € R™"| M = —M"} und
Mgym = {M e R""| M = M} (Menies ist die die Menge der schiefsymmetri-
schen, My, die der symmetrischen Matrizen). Dann gelten:

AcV(0) e Si(A) =0 A <A+AT>:O<:> A+A = 0 A=-A",

1
2
AcV() e SA) =1 A %(A+AT):A<:> A+ AT =245 A= A,

insbesondere also

A€ V(O) & Ae Mschief )
AeV(D) & AeMyn

was zu zeigen war.
(b) Aus Symmetriegriinden gilt Sy(by) = by, Sa(by) = by sowie Sy(by) = by. Fiir by gilt:

111 1 0\\ (1 3
s =3 ((6.0) (1 0)) = (1 )
1 1 1
—ébl—§b2+§b4,
folglich ist
1o 3 0
01 -0
— 2

5= 100 0o o

00 1 1

An dieser Matrix konnen mithilfe der anfangs gemachten Feststellung tatsachlich alle
angegeben EW ablesen: Offensichtlich ist Ay = 1 ein Eigenwert, zugehérige Eigenvek-
toren der Matrix(!) sind ey, es, e4, welche den Eigenvektoren by, bs, by von p entspre-
chen, siehe Vorbemerkung. Da die Matrix eine Nullzeile enthalt, ist ihre Determinante
— und somit ein Eigenwert — gleich 0, womit wir auch A; = 0 ablesen kdnnen.
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(c) Ja, ;(S2), ist diagonalisierbar. Wie in (b) festgestellt, sind e;, ey, e, Eigenvektoren
zum Eigenwert 1. Insbesondere ist dimV; = 3. Aber 0 ist ebenfalls Eigenwert, es
existiert also ein z € R* \ {0} mit 5 (S2) ;= 0. Da Eigenrdume immer mindestens
Dimension 1 haben, folgt aus Dimensionsgriinden und Lemma 5.3.2, dass e, ey, €4,
eine Basis von R* bestehend aus Eigenvektoren ist.

Bemerkung:

e Mit (b) und (c) konnen wir dank unserer Vorbemerkung auch die Angabe in (a),
namentlich dass S,, genau zwei Eigenwerte hat, zumindest fiir n = 2 verifizieren — dies
war aber nicht verlangt.

e Ebensowenig ist es hier notwendig, einen vierten Eigenraumbasisvektor explizit zu be-
stimmen. Falls man dies doch tun moéchte, kann man ihn in diesem Falle an der Matrix
ablesen: Fir z = (1,—-1,-2, 1)T gilt 5 (S2)zx = 0, der hierzu korrespondierende

Eigenvektor von p ist die Matrix b := by — by — 2b3 + by = <0 —1) .

1 0
- Frischhaltebox

Aufgabe H55. Mengen zeichnen im R?

Skizzieren Sie die folgenden Mengen:

(@) {() eR| (@ +17=(-1?},

(b) {(;) GRZ‘ (x—2)2+y2—2y:3}.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist
e+1)=@-1" & Jet+ll=ly—1

d.h. wir unterscheiden 4 Fille:

e Sei x = —1 und y = 1, dann ist

lz+1] =y — 1| & r+1l=y—1 & y=x+2

e Sei z < —1 und y < 1, dann ist

x4+ 1] = |y — 1] o —rx—1=—-y+1 &= y=x+2

e Sei x 2 —1 und y < 1, dann ist

|z + 1| = |y — 1] & r+1l=—-y+1 & y=—x

e Sei x < —1 und y = 1, dann ist

e+ 1| = |y — 1] & —r—1=y—1 & y=—x

Zusammengefasst erhalten wir folgende Skizze:
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(b) Quadratisches Erganzen liefert

(=27 +y" -2y =3
& (-2 +y-2y+1-1=3
&  (z-27+@y-1)?*=4

Alle Punkte der Menge liegen also auf einem Kreis mit Mittelpunkt (2,1)
und Radius 2:

(x-0) #(>-)t 2 y

{

) L P 5
A
2443

L 2-13

(Wichtig: Der Kreis beriihrt die y-Achse im Punkt (0,1)!)
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 56. Diagonalisierung
Gegeben sind die Matrizen

1
6 3
a=(5 %) m=(o

Warum sind A und B diagonalisierbar? Berechnen Sie die Eigenwerte von A und B und
finden Sie invertierbare Matrizen T und S so, dass T-'AT und S~'BS Diagonalgestalt
haben.

1
0
1

o O O

Lésungshinweise hierzu:

e A und B sind nach Satz 5.4.2 aus dem Vorlesungsskript diagonalisierbar da sie
symmetrisch mit reellen Eintragen sind.

e Eigenwerte von A:
Das charakteristische Polynom ist gegeben durch
Xa(A) = —=(6—=N)(6+X) —9=X—36-9=\—45
und besitzt die Nullstellen A; = 3v/5 und A\, = —3+/5. Diese sind die Eigenwerte von
A.
e Matrix T':
Eine mogliche Matrix ist 7" = (v,w) deren Spaltenvektoren v und w gerade die
Eigenvektoren zum Eigenwert A; und Ay sind. Die Bedingung (A — A\ E2)v = 0 fiihrt
dabei auf das LGS
(2—\/3)1)1—’—1}2 :O
U1—(2+\/5)U2:0
und wir lesen ab, dass v = (—1,2 — \/E)T eine mogliche Lésung ist.
Die Bedingung (A — A\yE2)w = 0 fiihrt auf das LGS
(24 V5w, +wy, =0
wy — (2= V5w, =0

und wir lesen ab, dass w = (—1,2 ++/5)" eine mogliche Lésung ist.
Die gesuchte Matrix 7' ist also

T:(z—_lﬁ 2:/5)

e Eigenwerte von B:
Das charakteristische Polynom ist gegeben durch

xB(A) = =M1 =22+ A=)\ -2)

und besitzt die Nullstellen A\; = 0 (doppelte NST!) und Ay = 2. Diese sind die
Eigenwerte von B.
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e Matrix S
Eine mogliche Matrix ist S = (u, v, w) deren Spaltenvektoren u, v und w gerade die
Eigenvektoren zum Eigenwert \; und )\, sind. Die Bedingung (A — A\ E3)v = 0 fiihrt
dabei auf das LGS

U1+U3:0
0=0
Ul+03:0

und wir lesen ab, dass « = (1,0,1)" und v = (0,1,0)" mégliche Lésungen sind.
Die Bedingung (A — A\yFE2)w = 0 fiihrt auf das LGS
—wy + W3 = 0
0=0

wl—w3:0

und wir lesen ab, dass w = (1,0,1)" eine mogliche Lésung ist.
Die gesuchte Matrix S ist also

1
S=10
-1

o = O
=N

Aufgabe H 57. Definitheit quadratischer Formen

Wir betrachten die durch q4(z) = 2' Ax gegebene quadratische Form auf R? fiir A €
{B,C} mit den parameterabhingigen Matrizen B = (1}) und C' = (' %).

(a) Fir welche d € R ist gp positiv definit, negativ definit bzw. indefinit?

(b) Fiir welche d € R ist g¢ positiv definit, negativ definit bzw. indefinit?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Fiir z = (z1,25)" ist
qp(z) = 27 + 23129 + da3.

e Sei d > 1, dann ist
qp(r) = 27 + 2wy w9 + 25 + (d — )25 = (21 + 22)* + (d — 1)z3 > 0

fir alle x #£ 0 und qg ist positiv definit.
e Sei d =1, dann ist

qB(x) = ZE% + 21‘11‘2 + l‘g = (1'1 + JZ2)2 z 0

aber gp(1,—1) =1—2+1 =0 und gp ist weder positiv definit, noch negativ
definit, noch indefinit.
e Sei d <1, dannist gg(1,0) =1 >0 und

g(l,—1)=1-2+d=d—1<0

und ¢g ist indefinit.
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(b) Fiir 2 = (x1,25)" ist
qo(x) = —2% — 223 + 2dx,75.

e Sei |d| < v/2, dann ist
go(z) < =22 =202 42V 22119 = — (22 —2V2m 20+ 222) = — (21 —V225)2 £ 0

und g¢ ist negativ definit.
e Sei d > +/2, dannist q¢(1,0) = —1 < 0 und

go(d,1) = —d®> =24+ 2d> =d*> — 2> 0.

D.h. g¢ ist indefinit.
e Es bleiben die Fille d = ++/2 zu untersuchen, dabei ist

aber go(v/2,+1) = 0. D.h. ¢ ist weder positiv definit, noch negativ definit,
noch indefinit.

Aufgabe H 58. Grobeinteilung von Quadriken

Geben Sie zu den folgenden Quadriken jeweils die erweiterte Matrix an und bestimmen Sie
ihren Typ (kegelige Quadrik, Mittelpunktsquadrik oder parabolische Quadrik):

(@) Qo= {z € R*| 2 + 22,2, + 227 + 1 =0},

(b) Qp:={z € R*| 4a + 4,2, + 23 + 23, + 2 =0},

(c) Q,:={z € R®| af + 6z 2y + 923 + 22, + 62, + 1 =0},

(d) Qs :={z cR®| 4af + 12z 25 + 23 + 22,25 + 43, + 65+ 1 = 0}.

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Quadrik l3sst sich in der Form x' Az + 2a"z + ¢ = 0 mit

()

mit Rg A = 2 schreiben. Fiir den Rang der erweiterten Matrix

111 0
Aerw = 112 1
0(1 0
haben wir
111 0 110 0 110 0
Rgl 112 1 ] =Rg| 1/0 1 |=Rg| 0|0 1 | =3
01 0 0(1 O 0({1 O

Damit ist die gegebene Quadrik eine Mittelpunktsquadrik.
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(b) Die Quadrik lasst sich in der Form z" Az 4+ 2a'x + ¢ = 0 mit

(1)

mit Rg A = 1 schreiben. Fiir den Rang der erweiterten Matrix

haben wir
210 1 210 1

Rg| 0({4 2 | =Rg| 0|4 2 | =
112 1 110 0

Damit ist die gegebene Quadrik eine parabolische Quadrik.
(c) Die Quadrik lasst sich in der Form " Az + 2a'z + ¢ = 0 mit

1 30
A=13 9 0
000

mit Rg A = 1 schreiben. Fiir den Rang der erweiterten Matrix

Aerw ==

haben wir

Damit ist die gegebene Quadrik eine kegelige Quadrik.
(d) Die Quadrik lasst sich in der Form z" Az 4+ 2a"x + ¢ = 0 mit

4 0 6
A=10 1 1
6 1 0

mit Rg A = 3 (wegen det A = —40) schreiben. Fiir den Rang der erweiterten Matrix

Aerw =

haben wir

Rg

Damit ist die gegebene Quadrik eine kegelige Quadrik.
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Aufgabe H59. Quadrik als Fixpunktmenge
Sei P := G) Betrachten Sie die folgende Abbildung:

- P
0: R* {P} — R*< {P}: xr—>x—2+P
|z = P|
(a) Skizzieren Sie die Fixpunktmenge F := {z € R* \ {P}| p(z) =z} von ¢.
(b) Bei F handelt es sich um eine Quadrik der Form {z € R?| 2" Az 4+ 24"z + ¢ = 0}.
Bestimmen Sie die erweiterte Matrix A, und den Typ der Quadrik nach 6.2.6.

Losungshinweise hierzu:
(a) Sei z € F. Dann gilt:

T :|£§f+P |- P
x—P = |xx:§|2 |'|33_P|2
lx—Pf’(x—P) = z—P | — |z — P> (x — P)

0 = (L—|z—PP)(z—P)

Da alle obigen Umformungen Aquivalenzumformungen waren, gilt also z € F genau
dann, wenn |z — P|2 =1 gilt, F' ist ein Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt P:

=1 J

(b) Sei z = (%), dannist 1= (%) — (})|° 4quivalent zu
-1

z 1
T 1
0= (21 —1)°+ (23— 1)* —1=2a] + a5 — 22, — 279 + 1

bzw.

0= (21 ) (é ?) (i;) +2(-1 —1) (i;) +1

=z Az +2d'z +¢
mit A = E5, a = —P, ¢ =1. Die erweiterte Matrix ist also
1 -1 -1
Aww=1-1 1 0
-1 0 1
Wegen det Aew = —1 hat det A., Rang 3. Da ferner offensichtlich Rg A = 2 ist,

handelt es sich nach 6.2.6 um eine Mittelpunktsquadrik, wie wir es bei einem Kreis
erwarten.
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p Frischhaltebox

Aufgabe H 60. Ungleichungen I
Skizzieren Sie die Menge aller v € C mit

(a) Rev 2 \/73]74 (b) —21 <vv— (3 —4i)v — (3+4i)v = —16.

Losungshinweise hierzu: Wir schreiben in beiden Teilaufgaben v = = + iy mit z,y € R.
(a) Mit obiger Notation lautet die Bedingung_‘/Tg\/x2 + 42 < x. Da |v| 2 0 und somit

x 2 0 gilt, kénnen wir Quadrieren als eine Aquivalenzumformung betrachten. Entspre-
chend ist obige Ungleichung dquivalent zu 3 (22 + y*) < 2% bzw.

2

Y’ S cw

1

1
3
< 3L, €s ergibt sich folgendes Bild:

Hieraus erhalten wir schlieBlich —\/igx <y

e

5

e

__5'_1[
(b) Wir berechnen mit Hilfe quadratischer Ergénzung:

00— (3 —4i)o — B3+ 4di)v =2° +y* — (3 —4i)(v —iy) — (3 +4i)(z + iy)
= 2% + y? — 3z + diz + 3iy + 4y — 3z — dix — 3iy + 4y
=22 —624+9—-9+y*+8y+16—16
= (z—3)*+ (y +4)* — 25.
Addieren wir auf allen ,,Seiten der Ungleichung also 25, fiihrt dies auf
4<(x—3)>%+(y+4)? 0.
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Die Gleichung beschreibt also alle Punkte innerhalb der abgeschlossenen Kreisscheibe
mit Mittelpunkt 3—4i und Radius 3, welche nicht Teil der abgeschlossenen Kreisscheibe
mit Radius 2 um den selben Mittelpunkt sind:

fon A
™ 9

-
-

Py
=3
o

Alternativer Losungsweg:
Wir schreiben m: = 3 —4i und addieren auf alle Seiten 25 = |m/|* = mm, womit wir
die dquivalente Darstellung

4<vo—mv—mv+mm=<9

erhalten. Hierbei gilt:

V0 —mv —mu+mm=(v—m)v— (v—m)m=(v—m)(v—m)

:(v—m)(v—m):|v—m\2. (5)

Auch hier konnen wir sofort erkennen, dass die Rander der durch die Ungleichung
gegebenen Punktmenge Kreise um den Mittelpunkt m mit den Radien r; = 2 und
ro = 3 sind.

Bemerkung: Wegen ([f]) nennt

vo—mv—mv+y=0, velC

mit beliebigen, aber festen m € C,~ € R,y < mm die betragsfreie Form der Kreisgleichung.
Der Mittelpunkt des entsprechenden Kreises ist m, der Radius r ergibt sich mittels v =

mm —r? als r = /mm — 7.
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 61. Hauptachsentransformation

Bestimmen Sie fiir die Quadrik Q = {z € R®| 22% + 323 + 6z, — 1225 + 1 = 0} die Ma-
trixbeschreibung und den Typ. Bestimmen Sie auBerdem eine euklidische Normalform und
die Gestalt von Q und geben Sie ein kartesisches Koordinatensystem an, in dem die Quadrik
diese euklidische Normalform annimt.

Losungshinweise hierzu: Schreibt man die Quadrik in Matrixgestalt 2" Az +2a' 2+ ¢ =0
mit

2 0 0 0
A=103 0], a=| 3|, c=1,
000 —6

so hat die Matrix A bereits Diagonalgestalt. Der Schritt A zu diagonalisieren entfallt hier
also und man fahrt mit quadratischem Ergédnzen fort. Es ist

202 + 33 + 65 — 1273 + 1 =227 + 3(29 + 1)? — 1223 — 2

1
:21‘% + 3(I2 + 1)2 —12 (ZL‘g + 6)

Durch die Verschiebung y =z — P mit

0
IEP = -1
-1/6
erhalten wir
202 + 3y2 — 12y3 = 0
und nach Division durch —6 auf beiden Seiten die euklidische Normalform
1 1
—gyf - 593 +2y3 =0

bzgl. des Koordinatensystems (P;eq, ez, e3). Bei der Quadrik handelt es sich also um ein
elliptisches Paraboloid bzw. um eine parabolische Quadrik. Letzteres sieht man auch anhand

der erweiterten Matrix
T
cla
Aerw - ( ) —
al|l A

mit Rg Aewv —RgA=4—-2=2.
Aufgabe H 62. Hauptachsentransformation

—6

w O =
S O NO
S W oW
o O O

Bestimmen Sie fiir die Quadrik
Q= {z e R®| o} + 2 + 23 + 20,2y + 22,24 + 27,75 + 625 = 0}

die Matrixbeschreibung und den Typ. Bestimmen Sie auBerdem eine euklidische Normalform
und die Gestalt von Q und geben Sie ein kartesisches Koordinatensystem an, in dem die
Quadrik diese euklidische Normalform annimt.
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Losungshinweise hierzu: Wir schreiben die Quadrik in Matrixgestalt
T T
x Ar+2a x+c=0
mit

111
A=111 1], a = und c=0.
111

w o O

Fiir den Typ betrachten wir die erweiterte Matrix

wobei RgA =1 und Rg Aeew = 3 = Rg A + 2. Wir haben also eine parabolische Quadrik.
Aus der Bedingung det (A — A - E5) = 0 erhalten wir mit

det (A—A-F3)=(1-A)?+2-3(1—-X)=-X(\—-3)

die Eigenwerte A\; = 3 und Ay = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 2). Man beachte, dass
wir dabei den Eigenwert Null “nach hinten” sortiert haben. Zum Eigenwert \; = 3 ist

T
fi=(d5 50 d5) wegen
1 11 3
11 1]-11])=13
1 11 1 3

ein zugehoriger Eigenvektor, diesen haben wir gleich normiert. Entsprechend sind wegen

111 1 0

1 11 1 1=10

1 11 -2 0
und

1 11 1 0

1 11 -1]1=10

1 11 0 0

die beiden Vektoren v, = (1,—1,0)" und w5 = (1,0, —1)" Eigenvektoren zu \y = 0. Wir
suchen nun zwei orthonormale Eigenvektoren f, und f; sodass zusatzlich a' f3 = 0 gilt. Um
die letzte Bedingung zu erfiillen 16sen wir das Gleichungssystem

1 1

<t2 -1 +t3 0 CL> =0.
0 -1
1 1

<t2 -1 +t3 0 a> :3t3
0 -1
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folgt t3 = 0 und nach Normierung f3 = \%(1, —1,0)". Nach Gram-Schmidt erhalten wir f;
nach Normierung von

) 1y /1 1/2
fa={ 0 ) =5 |-1]=12].
-1 0 -1

dh fo= (1,1, —2)". Also diagonalisiert die Matrix

1/vV3 1/V/6  1/V2
F=11/V/3 1/v/6 —1/v2
1/vV/3 —=2/v6 0

die Koeffizientenmatrix A und die Quadrik hat nach Transformation in das Koordinaten-
system F = (0; f1, f2, f3) mit y = F'z die Gestalt

3y + 2v/3y, — 2V/6ys = 0

Quadratisches Erganzen liefert

2 1
3y2 + 23y, — 2V/6y, =3 (y% + Nk + g) —1—2v6ys

w

Mit z:y—FP,

transformieren wir in das Koordinatensystem G = (P; fi, fo, f3) in dem die Quadrik die
Gestalt
322 -1 -2V62 =0

hat. Offenbar ist die Quadrik parabolisch (sieche auch oben), die verbleibende Konstante
konnen wir mit einer weiteren Verschiebung elliminieren. Dazu bemerken wir, dass

1
322 —1-2V6 :32—2\/6( +—>,

d.h. wir transformieren w =z — @ mit

0
Q= |-1/(2-V6)
0

und erhalten bzgl. H = (Q; fi1, f2, f3) die Darstellung
Bwf — 2\/611)2 =0

und nach Division durch —v/6 auf beiden Seiten die euklidische Normalform

V3 o

——=wj + 2wy = 0.
V2 T
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Zusammenfassung: Die gegebene Quadrik Q hat bzgl. des Koordinatensystems (Q; f1, f2, f3)

t
" 1/v3 1/v6 1/v2
fi=11/v3], fa=1 1/v6 |, fs=1-1/v2
1/vV3 —2//6 0
und
—5/12
2@ = F(GQ + ]FP) = | -5/12
—1/6
die euklidische Normalform
—%w% + 2wy = 0.

Der Typ von Q ist eine parabolische Quadrik, genauer ein parabolischer Zylinder.

Aufgabe H 63. Paralleles Ebenenpaar
Gegeben ist die Quadrik

Q:{x€R3

1 1
—§xf — §x§+x1m3 — 4z, + 4w -1 :O}.

Die Gestalt von Q ist ein paralleles Ebenenpaar. Bestimmen Sie Ebenen E; # E5, die in Q
liegen. Bestimmen Sie den Abstand zwischen E; und Ej.

Losungshinweise hierzu: Wir schreiben die Quadrik in Matrixgestalt

2 Ar+ 2z +c=0

mit
-1/2 0 1/2 —2
A= 0O 0 0 , a=1 0 und c=—1.
1/2 0 —1/2 2

Aus der Bedingung det (A — A - E3) = 0 erhalten wir mit
det (A —X-E3) = —A(=1/2 = N2+ \/4 = = N}(A+ 1)

die Eigenwerte A\; = —1 und Ay = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 2). Man beachte, dass

wir dabei den Eigenwert Null “nach hinten” sortiert haben. Zum Eigenwert \; = —1 ist
T
fl - (%707 _\/Li> wegen
-1/2 0 1/2 1 -1
0O 0 O 1 o]l=10
1/2 0 —1/2 -1 1

ein zugehoriger Eigenvektor, diesen haben wir gleich normiert. Entsprechend sind wegen

~1/2 0 1/2
0 0 0
1/2 0 —1/2

=N
I
o O O

—1/2 0 1/2
0 0 0
1/2 0 —1/2
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.
die beiden Vektoren f, = <\/L§, 0, %) und f3 = (0,1,0)" Eigenvektoren zu Ay = 0. Man

beachte, dass diese bereits orthonormiert gewihlt sind und a' f, = a' f3 = 0 gilt. D.h. die

Matrix
1/vV2 1/vV/2 0
0 0 1

—1/v2 1/v2 0

diagonalisiert A und die Quadrik hat nach Transformation in das Koordinatensystem F =
(0; f1, fa, f3) mit y = F'z die Gestalt

F =

—y? — 42y, +1 =0,
Quadratisches Erganzen liefert

—yi —AV2y — 1=~ (¥ +4V2y +8) +8— 1
:—(y1+2\/§)2+7.

Aus der Darstellung —(y; +2v/2)? + 7 = 0 erhalten wir also die beiden Ebenengleichungen
Y1 = ﬁ — 2\/5, bZW. Yy = —ﬁ — 2\/5

Mit x = F'y lassen sich diese auch bzgl. der Standardkoordinaten darstellen, dabei erhalten
wir

1 1
Elz{ﬂfeRS‘ E$1_Ex3:ﬁ_2\/§}’

1 1
1y — —=x3 = —VT—2V2}.
V2l R }

Den Ebenendarstellungen im Koordinatensystem F entnehmen wir, dass E£; und FE5 den
Abstand 21/7 haben. Dieser indert sich nicht unter der Koordinatentransformation durch
F.

Eg—{xGR?’

Alternative L6ésung: Den Typ der Quadrik kann man auch anhand der erweiterten Matrix

-1/ -2 0 2

4 - cla™\ | —2[-1/2 0 1/2
™ \a o] 0o 0o o0

2 1 1/2 0 —1/2

mit Rg A =1 undRg Aew = 2 = Rg A+ 1 bestimmen: Q ist damit eine Mittelpunktsqua-
drik. Man sieht sehr schnell, dass A den Eigenwert A = 0 mit algebraischer Vielfachheit 2
hat, die zugehdrigen Eigenvektoren sind (1,0,1)" und (0,1,0)". Damit ist Q entweder die
leere Menge (kein Punkt), ein paralleles Ebenenpaar oder eine Doppelebene.

Wir bestimmen die Schnittpunkte mit den Achsen in dem wir 3 = 0 bzw. x; = 0 einsetzen
und erhalten die Bedingungen

1 1
—§x%—4$1—120 bzw. —§x§+4x3—1:0

mit den Losungen (—4 %+ v/14,25,0)" bzw. (0,z,,4 + +/14). Insbesondere hingt die Glei-
chung, welche O beschreibt nicht von x5 ab, die Ebenen verlaufen also parallel zur x5-Achse.
Die leere Menge als Typ von Q konnen wir durch diese Losungen ebenfalls ausschlieBen.
Zeichnen wir diese Punkte in der x;-xz3-Ebene so erhalten wir folgendes Bild:
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e
Y, T

Insbesondere kann Q auch keine Doppelebene sein. Den Abstand beider Ebenen kann man
mit elementarer Geometrie bestimmen. Es ist

und damit ¢ = 7/4, bzw.

d:2\/ﬂsing0:2\/ﬁ-\/7§:2\/7.

Aufgabe H 64. Spannende Geraden
Fiir jedes ¢ € [0, 27| betrachten wir die Gerade

z1 V2cos p —v/2sin
gsD: {(gg) :t (\/ﬁ_slln@) +(1—t) ( \/5(1059;0) ‘ tER}

(a) Jede der Geraden verbindet Punkte zweier Kreislinien miteinander, namlich

\/Qcos f\/isin
K,l = {<\/§sinz> ‘ p e [0,271'[} ) und Kl = {( \/ﬁcos;p) ‘ S [07277[} :

1

Skizzieren Sie die Geraden fiir ¢ € {0,7/2,7,37/2}.
(b) Setzen Sie die Punkte (71,79, 73)" der Geraden g, in die Gleichung
i+ — a5 =1

ein. Was fallt auf? Welche Quadrik beschreibt die Gleichung? E""'ia- 5%

Schauen Sie sich dazu auch folgendes Video an:
https://info.mathematik.uni—stuttgart.de/HM—Stroppel—MateriaI/Videos—LA/hyperboIoid—schnurmodell mp4

Lésungshinweise hierzu:

(a) Als Hilfe kann man sich die beiden Kreise K_; und K; sowie deren einbeschriebene
Einheitsquadrate zeichnen und erhalt dann:
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N

N
¢ \
" 90
(b) Ist eine der Geraden g, gegeben, so erfiillen deren Punkte die Gleichung
T \/§cos %) —\/§sin<p
Ty | =t- | V2sing | +(1—1t)- | vV2cosg
T3 —1 1

Setzen wir diese in die Gleichung z? + 23 — 23 = 1, so erhalten wir

2 2 2
T+ x5 — x5

= (V2tcos p — V2(1 — t) sin)? + (V2tsin o + V2(1 — t) cos p)? — (—t +1 —t)?
= 2t% cos® p — 4t(1 — t)sin pcos ¢ + 2(1 — t)*sin? ¢

+ 2% sin® o + 4¢(1 — t) sin pcos  + 2(1 — t)? cos® ¢ — (1 — 2t)?
=262 +2(1 —t)? — (1 — 2t)?
=27 +2 — 4t + 27 — 1 + 4t — 4¢°
=1.
Damit erfiillen alle Punkte von g, fiir beliebiges ¢ € [0, 27| die Gleichung, die Geraden
verlaufen damit auf dem einschaligen Hyperboloid welches durch 2% +x3—22 = 1 bzgl.
der Standardkoordinaten beschrieben wird. Das spiegelt auch den im Video verschan-
schaulichten Sachverhalt auf: Das einschalige Hyperboloid entsteht im Schnurmodell,
wenn wenn eine Kreisscheibe gegeniiber der anderen “verdreht” wird. Man beachte,

dass hinsichtlich ihrer Parametrisierungen K_; und K; genauso um den Winkel /4
zueinander verdreht sind.

Frischhaltebox N

7

Aufgabe H 65.
(a) Zeigen Sie

> -
=0

qn+1 -1

mittels vollstandiger Induktion fiir alle n € N und ¢ € C \ {1}, dass

g—1 =

(b) Zeigen Sie fiir alle n € N, dass Z (—1)

J=0

") -o.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Beweis durch vollstandige Induktion: Es sei A(n) die Aussage

n ) n+l 1
A(n) : Fiir alle ¢ € C \ {1} gilt Zqﬂ =

=0
Die Aussage A(1) ist wahr. In der Tat ist

n .
>«
j=0

n=1

und
anrl -1

qg—1

n=1

fir alle ¢ € C~ {1}.

Wir nehmen an, die Aussage A(n) gelte fiir ein gewisses n € N.

Wir zeigen: Wenn A(n) wahr ist, so ist auch A(n + 1) wahr. Hierfiir:

@@

n+1 n n
Zq_zq +qn+1@q+1 n+1:q+1_1+q+1(q_1)

q—1 q—1
_ qn+2_1
— 1

Damit ist A(n) fir alle n € N bewiesen.

(b) Die Aussage folgt aus dem Binomischen Lehrsatz
(a+0)" = z": (n> a" Iy
— \J
]_
mit a =1 und b = —1, d.h. es ist
n n . . n n .
o=-1 =3 (Mo =3 (1)
=0 \J =0 \J

Alternativ kann man die Gleichung auch direkt mit der Rechenregel

DRISING
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fir n,j = 1 nachrechnen. Es ist
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Wintersemester 2021 /22

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 66. Haufungspunkte
Bestimmen Sie alle Haufungspunkte der nachstehenden Folgen (a,,),en, wobei
\/g 1 n n2 1
(a) an:Re<<7+§1 (b) a, = Z o
k=n-+1
Losungshinweise hierzu:

(a) Da hier eine komplexe Zahl potenziert wird, lohnt es sich, in Polarkoordinatendarstel-
lung zu wechseln. Es ist

‘\/51 3

. 1 V3 o1, s A
7—1—51 Z—l und daher 7+§1—cos(g>+1sm(g>.

Einige Potenzen dieser Zahl sind in der folgenden Skizze abgebildet:

I A
3
. AZ
24 .
¥ X
T 37 2.
£ A
£ | 3%:\/ 13"
‘.% [ “2
A
| 7
* xfz"“'
g / '
X/’
zfx « | 727
- féj

Insbesondere erhalten wir

Re ((“; s ;) ) = e ((cos (Z) 15 (2))") = Re (cos (%) + s (1

~

1 falls n = 12k, k € N
B fallsn=12k+1,keN
3 falls n =12k +2,k € N
0 falls n =12k + 3,k € N
—% fallsn =12k + 4,k € N
< ) —‘/73 fallsn =12k + 5,k € N
=cos(n=) =
6 -1 falls n =12k + 6,k € N
3 fallsn=12k+7,kEN
—% fallsn =12k + 8,k € N
0 fallsn =12k + 9,k € N
% falls n =12k 4+ 10,k € N
(¥ fallsn=12k+ 11,k €N
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Da jeder der Werte 0,17—1,%,—%,‘/75,—‘/75 unendlich oft angenommen wird, sind
das Haufungspunkte der Folge. Da wir (a,),en oben vollstandig in Teilfolgen zerlegt

haben, gibt es auch keine weiteren Haufungspunkte.
(b) Es gilt

1 1 1
t= Y H:;H_k 77 = 5wz = S,

wobei S, = > 7, % genau die Folgenglieder der Folge der Partialsummen der Expo-
nentialreihe bilden. Wir wissen bereits dass (S, ).en gegen e konvergiert. Die Folge
(Sp2)nen bildet eine Teilfolge dieser konvergenten Folge und muss daher gegen den
selben Grenzwert konvergieren. Insbesondere konvergiert (a,,),en gegen e—e = 0 und
0 ist dann auch der einzige Haufungspunkt.

Alternativ kann man beispielsweise auch sehen, dass fiir n = 3 gilt:

n? n?

1 1 2 1)+1 -1 1
\an—o\zz <Z _n?=(n+1)+ _ n(n —1) _ 0

k= n! n! n—2n—1n  (n—2)!

k=n+1 k=n+1
fir n — 0o. Damit konvergiert (a,)nen gegen O.

1

7 ist die Summation leer, und

Bemerkung: Fiir das Folgenglied a; = 211::1“ =3
bekommt deswegen den Wert a; = 0 zugewiesen.

Streng formal lasst sich die Summenschreibweise durch eine Vorschrift der folgenden Art
definieren: Fiir Zzza ), bildet man zuerst die Menge B := {k € Z| a<k<b} aller
ganzen Zahlen, die mindestens so groB wie a und héchstens so groB wie b sind. Dann
addiert man alle x;, mit k € B.

Wenn a > b ist, wird die Menge B leer, und es gibt nichts zu summieren: Solchen Summen
gibt man sinnvollerweise den Wert 0; nach dem Prinzip “nichts addieren sollte nichts dndern,
und 0 dazu addieren dndert auch nichts”.

Analog setzt man das Produkt sza xy, gleich 1, wenn es nichts zu multiplizieren gibt (wenn
also die Menge B := {k S Z’ a< k< b} leer ist) nach dem Prinzip “nichts multiplizieren
sollte nichts dndern, und 1 dazu multiplizieren dndert auch nichts”.

Aufgabe H 67. Sandwichsatz
(a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Sandwichsatzes die Grenzwerte der folgenden Folgen:

() (n\’ 2n+5n)neN (i) <n+n!i2”—l) (i) (ZHQ:-k)

k=1
(b) Sei (a,)nen eine beschriankte Folge und (b,).en eine gegen 0 konvergente Folge.
Zeigen Sie, dass dann (a, - b, )nen €ebenfalls gegen 0 konvergiert.

Lésungshinweise hierzu:
(@) (i) Wegen der Monotonie der Wurzelfunktion gilt

5= 5" < /2n+ 57 < /250 = /25 = /2.5 firalle neN.

Wegen lim,_,.c /2 = 1 folgt mit dem Sandwichsatz aus obiger Ungleichung

lim,, o /27 + 57 = 5.
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(i) Nach Aufgabe P 7 gilt
n! > 2" firalle n=>4

womit sich die folgende Abschatzung ergibt:

1 1
n+n!—2”—§>n—§>0 fur alle n = 4.

Insbesondere folgt daraus m > 0, und wir erhalten insgesamt
: 2

1 1
< - firalle n=4.

| _on_ 1 _
n+nl—27 5 n—s;

0<

L = 0 folgt mit dem Sandwichsatz aus obiger Ungleichung

_1
2

Wegen lim,, . -

(i) Es gilt
"1 "1 1
0= 5 ké —2:%:—ﬁjralle n € N.
P n“ 4+ Pt n n n

Mit dem Sandwichsatz folgt daher lim, o0 > _; n++k =0.
(b) Da (an)nen beschrankt ist, gibt es Konstanten S,s € R mit s < a,, < S fir alle
n € N. Dann folgt auch
slbn| < anlby| < S|b,| fir alle n € N.

Da (by)nen eine Nullfolge ist, ist natiirlich auch (]b,|)nen eine Nullfolge. Wir kdnnen
deswegen den Sandwichsatz benutzen und folgern lim,, . a, - |b,| = 0. Wegen

|ay, - by, — 0| = |ay| - |bn] = |an - [by] — 0] fiir alle n € N
liefert dies auch lim,,_, a, - b, = 0.

Aufgabe H 68. c-Kriterium
Berechnen Sie jeweils den Grenzwert a der nachstehenden Folgen (a,),en und geben Sie

jeweils speziell fir e = 107'% ein n. € N an mit |a, — a| < € fir n > n..

n?—5 0 an:§4<%>k

() an = 4n?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esist
n®—>5 1 5
Up = —— = — — —.
4n? 4  4n?

=

Damit ist lim,,_,oc a, = 7. Es ist
! 5 ) V5
10710 — <10 < \/= 1010 = Z= . 10°,
<~ 12 < n > 1 5

Da V5 < V16 = 4, ist zum Beispiel n, = 2-10° eine geeignete Wahl.

1

an—Z
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(b) Es ist nach der geometrischen Summenformel

Y A e O R O 1"
an_4kzzo(g) — 4. =7 —4. , —5—(g>'

5

Damit ist lim,,_,oc @, = 5 und wir erhalten

an =5/ <1070 o 57<100= & 10°<5 < 10In(10) < nln(5)
In(1 In(2) +1 In(2
a(10) @)+ G) )Y

In(5) In(5) In(5)

Aus 2 = v/4 < /5 ergibt sich In(2) < £1n(5) und wir erhalten }E% +1 < 3. Damit
kdnnen wir zum Beispiel n. = 15 wahlen.

< n>10

Aufgabe H 69. Grenzwerte fiir Folgen von Matrizen
Analog zum Betrag fiir reelle Zahlen kann man durch [|A|| := ", > | |ake| eine Norm
fir Matrizen A = (ag,) € R™*™ definieren. Eine Folge von Matrizen (A, ),en heiBt dann
konvergent gegen den Grenzwert A € R"™*"™ | falls es zu jedem ¢ > 0 ein n. € N gibt mit
|A, — A| < e fiir alle n > n..

11 V5

(a) Bestimmen Sie den Grenzwert A der Folge (A,,)p.y mit A, = [0 1 -1
EETIE T
n+l  n?

(b) Seien A und (A,)nen wie in (). Bestimmen Sie Sp(A), det(A), Rg(A), sowie die
Grenzwerte der Folgen

(Sp(An)), e (det(An)), v (Re(An)),

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die einzelnen Eintrage von A, sind unabhangig von n oder bilden leichte Modifika-
tionen von bekannten Folgen mit den nachstehenden Grenzwerten:

1 M+ 1 1
lim U5=1, lim——=0 lim ——"~ =2 lim — + 5=1.

n—o0 n—oco N n—oo N + 1 n—o00 7’L2

Wir vermuten daher, dass
1 11
A=10 10
1 21
der Grenzwert der Folge (A, )nen ist. Um dies zu beweisen berechnen wir die Norm

0 0 V5 —1

HAn - AH = 0 0 _%
0 ZH—2 L4+ {51
n 1 2n + 1 1 n
=|V5—1]+|— =] +]| —2|+|= + V51|
n n+1 n
und beobachten, dass jeder Summand in dem letzten Ausdruck gegen O konvergiert
fiir n — 00. Insbesondere finden wir also zu jedem ¢ > 0 Zahlen n.y,...,n.y € N
mit
1
\{75—1]<§ fir alle n > n., ‘——|<E fir alle n > neo,
4 n 4
2 1 1
| :—tl —-2| < Z fiir alle n > n., |ﬁ+ V5 — 1] < Z fiir alle n > ngy.
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Damit erhalten wir

2n+1

|A, — Al = |¢5—1\+|——\+\ —2|+} +V5-1|<e

fir alle n > max{n.1,n.o, N3, Ney }.

(b) Es gelten

1
Sp(A) = 3 und Sp(An):2+ﬁ+{L/g—>2+0—l—1:3ﬁjrn—>oo.

Mit Hilfe von wenigen Schritten aus dem GauBalgorithmus erhalten wir weiter

111 1 11 11 1
Re(A)=Rg [ [0 1 0] ] =Re[ [0 1 0]]=Re([010]]=2
1 21 010 00 0
und wegen 7 — 7 - (= 1) = s # 0

L1 W5 11 5
13 n n 1
1 2n—:_11 71_12_‘_\/5 0 i Py

11 5

= Rg 01 _% =3 = 3 firn — oo.
0 0 nitntl
n2(n+1)

Insbesondere ist also Rg(A) = Rg(lim,, o A4,) # lim,, .o Rg(A4,) !

SchlieBlich folgt aus Rg(A) = 2 # 3, dass det(A) = 0 gelten muss. Weiter bekommen
wir mit der Regel von Sarrus

on+1 1 1 1 2+41
nt —0 1—>0furn—>oo

det(A,) = —+ \/_——+0 V5+

1n n2 n on+

In diesem Fall gilt also wieder det(lim,,_, A,) = det(A) = lim,,_,, det(A,,).

p Frischhaltebox N\

Aufgabe H70. Alles auf einmal?!

Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems

ex(4)  e(Ad)  —Rg(A) 6] 112 2
xa(l) —Sp(A) Rg(—A) |z=| 8 fir A=10 1 2| und b= |2
—dy(A) —2d;(A) 2det(A) —|b| 00 2 1

Hier bezeichnet ¢e)(A) die algebraische und d)(A) die geometrische Vielfachheit des Eigen-
wertes A von A.

\. J
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Losungshinweise hierzu: Zuerst beobachten wir folgendes:

e Da A eine dreieckige Matrix ist, konnen wir die algebraischen Vielfachheiten einfach
ablesen: ex(A) =1, e;(A) = 2.

e Da A eine dreieckige 3x3 Matrix ist und kein Diagonaleintrag Null ist, gilt Rg(A) = 3.
AuBerdem gilt immer Rg(—A) = Rg(A).

e Die Spur von A ist die Summe der Diagonaleintrige, also Sp(A) = 4.

e Da A eine dreieckige Matrix ist, ist ihre Determinante das Produkt der Diagonalein-
trage, also det(A) = 2.

e Da 1= dy(A) < ey(A) =1 ist, muss do(A) = 1 sein. Weiter sieht man schnell, dass
Rg(A —1-E3) = 2 ist, woraus d;(A) =1 folgt.

e Da 1 ein Eigenwert von A ist, muss charakteristische Polynom x4 an dieser Stelle
verschwinden, also x4(1) = 0.

o SchlieBlich gilt |b| = 22+ 22 + 12 = 3.

Damit erhalten wir also das LGS

1 2 =3 3
0 -4 3 |xz=1] 8
-1 -2 3 -3

Wir bilden dann die erweiterte Koeffizientenmatrix und fiihren den GauBalgorithmus durch:

1 2 =3 3
0 —4 3 8
-1 -2 3| -3
1 2 =3[3]
0 —4 3|8
Zg + Zl : L 0 0 010 ]
Zl + %ZQ . [ 1 0 —% 7 i
0 —4 3|8
|0 0 00
10 =2| 7]
Zy- (—1) 01 —2| -2
|00 0 0 |
Daraus bekommen wir die Lésungsmenge mit 3.7.6:
7 )
2| +X|3] |AeR
0 1

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 98



