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1. Gruppeniibung zur Vorlesung M. St |
. Stroppe

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 1. Vereinfachen
Seien n € N, n =22 und z,y € R, x # 0, y # x. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke.

S (M) = @)+ (")
a) —— b 1 2 n—1 _ 9 ol 4+ 16y 1
( ) 87L2 + % ( ) \/(n _ 1)2 _ nsin(2n7r) + m COS( <3)7T )

2zy%(x — y)* + (2 — y)2dy — (22 + Dy* + 2y?(6y — 62 + dzy) — 23y? — y!
r(z(2? — 2y + y?) — y* — wy(zr — 2y)) '

()

Lésungshinweise hierzu:

(a) 2435 _ 1 17 3 14 4
7 413 7 7 21 -
(b) s=t% ots o5 203
\/(n_l)Z_n81n(2nw)+2n 3
n! n! n!
_ Tn—1)! — 3(n-2)! + oo 9 c0s <1 N 16! - 1)
V2 —2n+1—n0+2n 3113!
n— Ml g (16-15-14)
= —2cos | ——
vnZ+1-—1 1-2-3
2n — in(n —1
= 2" )—2005(8~5-147r)
n
1
:2—5(71—1)—2(308(56071')
—1
S P
_l—n
==
(c)

20y (2 — y)* + (2 — y)a’y — 22 + Dy* + 2y®(6y — 62 + day) — 2%y* — ¢
w(x(2® — 2zy + y?) — y* — wy(z — 2y))
_ 2xyP(a? = 2zy +y?) + 22°%y — 2%y — 2xyt — yt + 6ay® — 62Py? + daty? — 2ty — ot
B w(23 = 222y + wy? — y* — 22y + 21y?)
223y? — 4a%y® + 2xyt + 223y — 223y? — 2yt — 2yt + 62y — 6222 + 4a%y?
x(z3 — 3x?y + 3zy? — y3)
228y — 2" + 6ay® — 62%y°
o x(ad — 322y + 322 — 93)

_ 2y(a® — ¢’ + 3zy® — 3a%y) _ 2y(x —y)
(23 — 322y + 31y — ) - a(r—y)3
2y
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 2. \Volistandige Induktion mit Teilbarkeit
Zeigen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstandiger Induktion.
(a) Fiir jede Zahl n € N ist die Zahl z,, := 3" — 1 ohne Rest durch 2 teilbar; das heiBt,
es gibt ein k, € Ny so, dass 3*" — 1 = 2k, .
(b) (i) Firalle n € N und a € N mit a = 2 ist die Zahl a™ — 1 ohne Rest durch a — 1
teilbar; das heiBt, es gibt ein k, € Ny so, dass a” — 1 = (a — 1)k,.

(i) Verwenden Sie Teil [(i)] um zu zeigen, dass fiir jede Zahl n € N die Zahl
Yy 1= 23" 4+ 22" — 2" — 1 ohne Rest durch 3 teilbar ist.

Hinweis: Faktorisieren Sie das Polynom X3 4+ X2 — X — 1.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir zeigen die Aussage fir n =1: Esist 32 =1 =9 — 1 =8 = 2k fiir ky = 4.

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es gibt ein k, € Ny mit

32— 1 =2k,.

@Wir zeigen die Aussage fiir n 4+ 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n:

32(n+1) 1= 3277, . 32 -1

@(an+1)~9—1

=18k, +9—-1
= 2(9%, +4)
= 2kn11
fir k,1 =9k, +4, k, € Ng. Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.

(b) (i) Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Esist a! =1 =a—1 = (a — 1)k, fiir
ki =1.

Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt, d.h., es gibt ein k,, € Ny
mit

a"—1=(a—1)k,.

@Wir zeigen die Aussage fiir n+1 unter der Annahme der Induktionshypothese
fir n:

® ((a=1ky,+1)-a—1
=ala— 1)k, +a—1
= (a—1)(ak, +1)
= (a— Dknp
fir k,.1 = ak, + 1, k, € Nyg. Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
(ii) Zuerst faktorisieren wir das Polynom aus dem Hinweis:

XX X-1=X-DX+DX+1D =(X*-D(X+1).
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Die Zahl g, ist das Polynom X3 + X? — X — 1 mit X = 2", also
Yo = ((2)2 = 1)(2" +1) = (4" — 1)(2" + 1). Aus Teil [(i)] wissen wir, dass 4" — 1
ohne Rest durch 3 teilbar ist. Daher ist y,, = (4" — 1)(2" + 1) durch 3 teilbar.

Aufgabe H 3. Teleskopsummen

Berechnen Sie " 5k o 1
@ X500 ®) Y (f SN 1>
= k=4

Loésungshinweise hierzu:
5k+1 Sk

(a) Wir multiplizieren die Klammern aus: —(5 — k) = 25 =R

Sei ay, : . Dann ist

(kl

Z 2, (5—k) =Y (are1 —ay)

k=1 k=1

und mit Hilfe der Aufgabe P3 folgt

5" 55 5"
Zk,(5—/€)=an+1—a1: ol —&25(5—1).

k=1

(b) Wir multiplizieren die Klammern aus:

(f——W) f_ﬁ__ﬁ_(_ﬂ)
ok+2 .

ok+2 ok+3 Ok+1+2 ok+2
Sei aj, := 2\,52. Dann ist

B 1 15

> gt (VB 3VI1) = e -

k=4 k=4

und mit Hilfe der Aufgabe P3 (mit n = 15 und s = 4) folgt

> s (VA ST m g = -0 <_“_Z>

918
k=4
4 1

Ton T3
11 11
T 25 216 T 32 216

T 216
Aufgabe H 4. \V\olistindige Induktion mit Produkt

m
Analog zur Summenschreibweise fiihren wir das Produktsymbol ein: [] A; bedeutet, dass man
j=1
den Term A; fiir alle j von 1 bis m auswertet und die entstandenen Zahlen zusammenmul-
tipliziert. Zeigen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstandiger Induktion:
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1. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 1
n 2
(a) H <—Jl) = 4" 1p? firalle n € N mit n = 2.

(b) H( m) =

= +1 fur alle n € Ny.
Losungshinweise hierzu:
(a) Wir zeigen die Aussage fiir n = 2: Es ist

2

25 \?2 2.2\
H(_-7> :<_) —42=16=4-4 =4%71.92,
-1 21

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N mit n = 2 gilt, d.h., es ist
n 24 2
H ( . J ) —yn—1p2

@Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n:

n+1

H( 2j )2 2(n—|—1)>2ﬁ( 2j )2
e j—1 n+1-—1 i j—1
C) 4(n + 1)241171 2
= =
=4"(n + 1)
Damit ist die Behauptung fiir alle n € N mit n = 2 bewiesen

(b) Wir zeigen die Aussage fiir n = 0: Es ist

0

H(l—%):“% 1= o
o + +

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € Ny gilt, d.h., es ist

11(1_E§T>:(ninr

@Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n:

H0-) - () () ©

Wmn+2—n—1 1
kE+1

1
n+2  (m+1)l (n+2)

Damit ist die Behauptung fiir alle n € Ny bewiesen
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Frischhaltebox N

Aufgabe Hb5. Skizzen von Funktionsgraphen
Sei a = 3. Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen.
(a) f:R—=R: 2 cos(x+ F)sin(—x)
(b) g: R = R: x> cos(x + §) + asin(—x)
Nun sei a = —1. Beschreiben Sie den Graph der Funktion ¢ in diesem Fall.

Hinweis: Eine solche Skizze beinhaltet immer eine Achsenbeschriftung mit Pfeilen und eine
sinnvolle Achsenskalierung. Wir erwarten von Hand gefertigte Skizzen.

Losungshinweise hierzu:
Wir bemerken, dass cos(x 4 7) = sin(—x). Daher sind

cos(x + g) sin(—x) = (sin(—z))? = (sin(z))?

und
cos(z + g) +asin(—z) = (a + 1) sin(—z) = —(a + 1) sin(z).

Im Fall a =3 ist g: R — R: z — —4sin(x).

= =0 % T
4 = =53=
/
Wi
A &
,'/ I‘\Il'l,
Jl,l' i

Im Fall @ = —1 ist cos(z+75) +asin(—x) =0, also g: R — R: 2+ 0. Damit ist der Graph
von ¢ die waagerechte Gerade y = 0.

J/
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H6. Binomischer Lehrsatz

(a) Berechnen Sie alle reellen Lésungen der folgenden Gleichungen.
(i) (23 —182% + 108z — 216)(2® + 62> + 122+ 8) =0
(i) 223 — 242? + 962 — 128 = 16
(iii) z* — 2023 + 7522 = 5002 — 75z* — 609.
(b) Zeigen Sie, dass 32'%° + 5250 + 72? — 28x + 33 keine reellen Nullstellen besitzt.

Loésungshinweise hierzu:
(@) (i) Der erste Faktor ldsst sich mit dem Binomischen Lehrsatz schreiben als

r3 — 1822 + 108z — 216 = (z — 6)® und der zweite Faktor ist 2 + 622 + 122+ 8 =
(x + 2)%. Wir erhalten also x = 6 und x = —2 als die einzige Lésungen von
(x —6)3(z+2)2=0.

(ii) Die Gleichung 2x® — 24z% + 962 — 128 = 16 ist dquivalent zu der Gleichung
23 —122% 4482 —64 = 8. Diese Gleichung lisst sich mit dem Binomischen Lehrsatz
schreiben als (z — 4)% = 8 = 23, somit ist die einzige Lésung © = 2 + 4 = 6.

(iii) Die Gleichung x* — 20z® + 752% = 500z — 75x% — 609 ist dquivalent zu der
Gleichung z* — 2023 + 1502* — 500z + 625 = 16. Diese Gleichung lasst sich mit
dem Binomischen Lehrsatz schreiben als (z — 5)* = 2* oder (z — 5)* = (—2)4,
somit sind die einzigen Losungen © =2+4+5=7 und x = -2+ 5 = 3.

(b) Fir z € R liefert quadratisches Erganzen die Ungleichung

321 4+ 52°0 4 72 — 282 + 33 = 3210 4+ 52 + 7(z —2)* + 525> 0.
N——

20 20

v

0

Somit besitzt 32190 + 52°0 + 722 — 282 + 33 keine reellen Nullstellen.

Aufgabe H7. Ungleichungen

(a) Bestimmen Sie jeweils die Menge der = € R, die die Ungleichung erfiillen.
22+ 3z —4
. N 2, .. 1
(i) (x +2)|z — 5| < 2*(x —5) (i) —w2+5x—14<
(b) Sei ¢ € R mit ¢ > 1. Bestimmen Sie die Menge der = € R, die die Ungleichung
x|z + 3| > c|z? — 9] erfiillen.

o 0 e .
Hinweis: Es gilt 5 <1 < 5 fir ¢> 1.

Lésungshinweise hierzu:

(@) (i) Fur x = 5 ist die Ungleichung nicht erfiillt. Es bleiben noch die folgenden zwei
Falle zu betrachten:
1. Fall: = > 5: In diesem Fall ist |z — 5| = (x — 5) > 0 und daher

(z+2)r—5=(x+2)(z—5) <a?(xr—5) <= x+2<2?
=P —r—-2>0
— (r—2)(z+1)>0.
>0 >0
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 6




2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(ii)

Fiir z > 5 ist die Ungleichung 2% — 2 — 2 > 0 immer erfiillt.
2. Fall: x < 5: In diesem Fall ist |z — 5| = (5 —x) > 0 und daher

(z+2)r—-5=@+2)b—12)< —2*(5—-2) <= 2+2< —2°
—= 2’ +2r+2<0.

Mittels quadratischer Ergénzung erhalten wir 22 + 242 = (z+3)*+ 12 1 > 0.
Daher gibt es in diesem Fall keine Losung.
Insgesamt ist die Ungleichung also erfiillt fiir alle z € (5, 0).
Die Nullstellen von 2% + 5z — 14 sind 1 =2 und 2y = —7, da 22+ 5x — 14 =
(x—2)(x+7) ist. Firr diese beiden Punkte ist die linke Seite der Ungleichung nicht
definiert und wir betrachten die iibrigen reellen Zahlen.
1. Fall: x < —7: In diesem Fall gilt (x —2) (z +7) > 0 und damit

—— ——

<0 <0
243r—4
ij—a:<1<:>x2+3x—4<352+5ac—14
2+ 5 — 14
— 10 < 22
< x > 5.

Deshalb gibt es in diesem Fall keine Losung.
2. Fall: =7 < 2z < 2: In diesem Fall gilt (x —2) (x 4+ 7) < 0 und damit
~——

~——
<0 >0
2
_4
il S U TP R S M
2 +5x —14
<— 10 > 2z
<~ 1 < b.

Als Losung erhalten wir deshalb —7 < x < 2.
3. Fall: > 2: In diesem Fall gilt (z —2) (x +7) > 0 und damit
——

>0 >0
2
3z —4
H—x<1<:>x2+3w—4<x2+5x—14
2+ 5r — 14
+— 10 < 2z
< 1 > b.

In diesem Fall erhalten wir z > 5.
Wir erhalten insgesamt, dass die Ungleichung erfiillt ist fiir alle x € R, die x > 5
oder —7 < x < 2 erfiillen.

(b) Esist |z* — 9] = |z — 3||x + 3|. Die Ungleichung ist fiir z = —3 nicht erfiillt. Fiir

¢ #

—3 ist die Ungleichung dquivalent zu = > c|z — 3.

Wir betrachten nun zwei Falle:
1. Fall: z = 3: In diesem Fall ist |z — 3| = (z — 3) und daher

r>cle —3| <= x> clx—3)
<= 3c>(c— 1z
3c

— < .
c—1
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Daher ist die Ungleichung fiir 3 < = < Cl erfillt.
2. Fall: < 3: In diesem Fall ist |x - 3| (3 —z) und daher

x>cle —3| <= x>c(3—1)
<~ (1+c)xz>3c
3c

=z > )
c+1

Daher ist die Ungleichung fiir i—cl < x < 3 erfiillt.
Wir erhalten insgesamt, dass die Ungleichung erfiillt ist fiir alle z € R, die ci—cl <z <
3c

=< erfillen.
c—1

Aufgabe H8. \olistindige Induktion mit Ungleichungen

Zeigen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstandiger Induktion:
1 1
(a) (n+ ) (n—i— )ﬁjrallenGNmitnzél.
n

(b) 62/{:3 > n(2n* + 3n + 1) fiir alle n € N.
k=1

Losungshinweise hierzu:

(a) Wir zeigen die Aussage fiir n = 4: Es ist

5!_120_15>5_ 5
24 16 2 - \4)

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N mit n = 4 gilt, d.h., es ist

(n;l)!>(nl—1)

@Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir

(n+2)!  (n+1)!(n+2)

gntl 2n . 2
©) n+2<n+1>
>
2 n
2
= (n—2|— )(n+1) (da ) :'(T‘q—lu)! =n+1 ist)
Zn+2 (da 2121glltfurn>1)

B n+2
S \n+1)°

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N mit n = 4 bewiesen.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b) Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Es ist

6-1°=6>6=1(2-1+3-1+1).

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N mit n = 1 gilt, d.h., es ist

6> Kk =n(2n”+3n+1).
k=1

@Wir zeigen die Aussage fiir n 4+ 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n:

n+1 n @
6 K=6> K +6n+1)° = n@2n’+3n+1)+6(n+1)°
k=1 k=1

n(n+1)(2n 4+ 1) +6(n + 1)(n* + 2n + 1)
= (n+1)(2n* + n + 6n* + 12n + 6)

— 2
= (n+1)(8n°,+ 13n +6)

> (n 4+ 1)(2n* + Tn + 6)
=(n+1)2n+1)*+3n+1)+1).

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.

Aufgabe H9. Abbildungen
Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitat, Surjektivitdt und Bijektivitat.

(@ [fRoR:zw— 3z —1)>» (c) h:R\{O}—>(O,1]:xv—>min<x2,ﬁ>
(b) g:Z—Q:ar2"+27 (d) ¢: (=%,5) = R: 2 — tan(z).

Hinweis: Fiir a,b € R gilt sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Abbildung f ist injektiv, denn fiir a,b € R mit f(a) = f(b) folgt (3a — 1)% =
Bb—1P=3a-1=3b—1=a=0.
Die Abbildung f ist surjektiv, denn fiir y € R ist x = %(1 + ¢/y) € R und

)= (3 (304 v9) —1)3= (45— 1=,

Die Abbildung f ist bijektiv, da sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.
(b) Die Abbildung g ist nicht injektiv, denn es gilt g(—1) = 271 +2! = 2 = 214271 = ¢(1).
Die Abbildung g ist nicht surjektiv. Es gilt ¥V a € Z : g(a) = 2° 4+ 27* = 2 und somit,

z.B, die Werte 0 oder 1 € QQ nicht von g angenommen werden.
Die Abbildung g ist nicht bijektiv, da sie weder injektiv noch surjektiv ist.
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(c) Die Abbildung A ist nicht injektiv, denn es gilt

(2 =min (12) = i (10.2) =

Die Abbildung A ist surjektiv, denn fiir y € (0, 1] ist z = i € R~ {0} und

. 1 . .
h(m)—mm(;,hﬂ)—y. (FirO<y<1lgilto<y<1=Z )

Y

Die Abbildung A ist nicht bijektiv, da sie nicht injektiv ist.
(d) Die Abbildung ¢ ist injektiv, denn fiir a,b € (=7, %) mit g(a) = q(b) folgt

= sin(a —b) =0
= a—b=kn firk e Z

Da a,b € (—%, %) sind, muss k& = 0 und somit a = b sein.

Die Abbildung ¢ ist nicht surjektiv. Es gilt

Ve (_27 g) : Q(x) = tan(a;) é tan(—%) = -1
und somit die Werte y € R mit y < —1 nicht von ¢ angenommen werden.

Die Abbildung ¢ ist nicht bijektiv, da sie nicht surjektiv ist.
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p Frischhaltebox

Aufgabe H 10. Vereinfachen mit Summen

Sei n = 2. Vereinfachen Sie die Summe

S (25 +1)(2j — 1) ()
D=0+ 3 (it W)
k=3 =D +1) =7~ (n — )(n—l)
Losungshinweise hierzu: Es gilt
n+2 n
Snk-2=nY;
k=3 Jj=1
und
n . n!
2j+DEi-1y (G 4P-1  ameay
G-DU+D-72-1 (-1(") FA-1-7-1 (-1)z%m
4j2 1 n(n2—1)
- - (n—1)n
1 1
=922 4 - — =
AR
= 952
Daher ist
N (_@i+DEi-1) (")
n(k —2)+ - : . =ny j—2 J-.
; (k=2 ; G-DU+D)-72-1 (n-1)(, Z Z

Mit Hilfe der Beispiele 1.2.2 und 1.2.4 aus dem Skript erhalten wir weiter

“ ~ 2 n(n+1) 1
an—2Zj —n——2-6n(n—|—1)(2n—|—1)

, , 2
J=1 J=1
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 11. Polarkoordinaten

Es sei die komplexe Zahl z := ‘f gegeben. Es sei n € N eine natiirliche Zahl.

(a) Berechnen Sie |z| und arg(z).

(b) Zeigen Sie: Ist n durch 6 teilbar, so gilt z* € R (d.h. der Imaginarteil von 2" ver-
schwindet).

(c) Zeigen Sie: Ist n durch 12 teilbar, so gilt 2" € R und 2" > 0.
(d) Berechnen Sie 2%. Stellen Sie das Ergebnis sowohl in der Form a + bi mit a,b € R als
auch in Polarkoordinaten dar.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

- |_ -3 ’_ ’ _ 3+ 2 _
R | % w
und /3
z 1—+v3 1 1
ERE A
Da Re(z) < 0 ist, kdnnen wir arg(z) wie folgt berechnen:
arg(z) = a arcsin ! ™_om
r = ar =m—arcsin| = | =71 — = = —
\#) = a8 | | 2 6 6

(b) Wie eben berechnet kénnen wir z wie folgt in Polarkoordinaten schreiben:

z = \7§<cos (%) + isin (%T)) :

Sei nun n € N durch 6 teilbar, d.h. es gibt ein k € N, so dass n = 6k gilt. Damit
erhalten wir (vgl. 1.8.2 im Skript)

2" = 2% = \4/§6k (co (%r Gk) +isin (%T : 6k:)> = \7§6k (cos (bkm) + isin (5km))

2™ € R folgt nun daraus, dass sin(5km) = 0 fiir alle k € N gilt.
(c) Sei nun n durch 12 teilbar, d.h. es gibt k € N, so dass n = 12k gilt. Wir schreiben

on o 12k _ 26k _ (261@)2.

Wir haben aber oben gesehen, dass 2% € R und 2 #£ 0. Daraus folgt direkt die
Behauptung.

(d) Offensichtlich ist 36 durch 12 teilbar, also gilt 2% € R mit 23¢ > 0. Daraus folgt:

26— |89] = |2 = /2" = 29 = 512.
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Also erhalten wir
36 512 512v/8  512(i+V3) V8
o 20 _ B2 51VB_ SR2(+VIVE_ocum hgs;
z z i—3 —4
und in Polarkoordinaten

= = vy =00 (o= () v ()

— 256v/8 (cos (%) +isin <%T)> .

Aufgabe H 12. Polynomfunktionen in C

Gegeben seien die Polynomfunktionen 0:C—=C:z— 22+ (1+1)z+ i,
p:C—C:z— 2t +522+4 und gs: C— C: 2z 22+ 2icos(0) -z — 1,
wobei € R ein Parameter sei. Bestimmen Sie:

(@) No:={z€CJ o(z) =0} (b) N, :={z€CJ p(z) =0}
(c) Ny :={z€C| g5(z) = 0}. Fiir welche § € R gilt N? C R?

Hinweis: Zur Berechnung komplexer Nullstellen diirfen Sie unser Zusatzmaterial verwenden.

Losungshinweise hierzu: Wir nutzen jeweils die Mitternachtsformel, die wir — wie im Zu-
satzmaterial beschrieben — auch in C verwenden diirfen.
(a) Seien z; und 2, die Lésungen von 22 + (1 +1)z + 1 =0:

—(1+i)j:\/(1+1)2—4-}L

212 = 5
—l—idk2i—i
N 2
e s SVl
N 2

Zur Berechnung einer Lésung w; von w? =i nutzen wir 1.8.4:

Es ist 1 = cos (%) +isin (%) und somit kdnnen wir

\fi:wlzcos <%> +isin<z> :Q—i—ﬁi,

4 2 2
womit wir

—1—itw —1—itw 11, V2 V2,
1= = =—c—sit+—+—F1i
2 2 2 2 4 4

1 2 1 2

(b vRY (oL V2,

2 4 2 4
_—1—1—w1_—1—1—w1_ 1 1. \/§ \/5
2= 2 - 2 I T S Y
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erhalten. (Die Verwendung der zweiten Losung ws = cos (gw) +isin (%77) von w? =i

wiirde nur die Reihenfolge von z; und 25 vertauschen, s. Zusatzmaterial.) Wir erhalten:

1 V2 1 V2), 1 V2 1 V2.
{10 (1) (09) ()

(b) Wir substituieren zundchst u = 2. Als Losungen w5 von u? 4+ 5u + 4 = 0 erhalten

WIT:
y —54++25—4-4  —5++9 .
1: = = —
2 2
—5—/25—4-4 A
u2: = —
2

Durch Riicksubstitution erhalten wir aus (21/2)2 = —1 und (23/4)2 = —4:
71 =1, 29=—1, 23=21, z4=—-2i
und somit
N, ={i, —i, 2i, —2i}

(c) Seien z;/, die Lésungen von z* + 2icos(d) - z — 1 = 0:

—2icos(d) + \/(—21 cos(6))> —4- (1)

21 = 2
o cos(9) + \/4 — 4 (cos(0))”
N 2
=4/1 — (cos(8))* —icos(d)
= |sin (0)| — icos(d)
L —2icos(d) — \/(—21(303(5))2 —4-(-1)

2

= —y/1 — (cos(8))* —icos(d)

= — [sin (8)| — i cos()

(Da 1 — (cos(8))” eine nicht-negative reelle Zahl ist, ist die Wurzel hieraus die nicht-
negative Losung.) Entsprechend gilt:

/\/:;S = {[sin(d)| — cos(d)i, — [sin(d)| — cos(d)i}
Es gilt genau dann N7 C R, wenn
0 = Im (|sin(d)| — cos(d)i) = — cos(d) = Im (— [sin(d)| — cos(d)i)

gilt. Folglich ist /\/'q‘; genau dann eine Teilmenge von R, wenn
1
)€ {QOER' Y= (k+§)7rfﬂreink€Z}

gilt.
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Aufgabe H 13. Faktorisierung reeller Polynome, Polynomdivision

(a)
(b)

Gegeben sei das Polynom p(X) = X® —2X* — 21X3 + 67X? — 24X — 45.
Schreiben Sie p als Produkt von Linearfaktoren.

Zu reellen Zahlen a,b,c € R definieren wir die Polynomfunktion ¢g,;.: C — C durch
Gape(r) = —=32" + ax® + ba® + cx — 144,

und ihre Nullstellenmenge N, ;. :={x € C | qup.(x) = 0}.
Entscheiden Sie, ob a, b und ¢ so gewahlt werden kdnnen, dass
(i) Nape=11,2,3,4} (i) Nape={2,3,4}
gilt, und geben Sie a, b, ¢ ggf. explizit an.
Hinweis: Nehmen Sie an, dass eine solche Wahl von a, b und ¢ méglich ist. Verwenden

Sie dann Eigenschaft 1.8.7 aus der Vorlesung (Faktorisierung von Polynomen) fiir jede
der Nullstellen.

Loésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Wir wissen, dass jede ganzzahlige Nullstelle von p(X') ein Teiler von 45 sein muss (vgl.
1.8.10 im Skript). Durch Ausprobieren finden wir eine Nullstelle bei X = 3. Wir fiihren
Polynomdivision durch und erhalten:

p(X) = (X —3)(X* + X? — 18X? + 13X + 15).

Fiir X% + X3 — 18X? + 13X + 15 finden wir erneut durch Ausprobieren die Nullstelle
X = 3 und Polynomdivision liefert:

p(X) = (X —3)*(X?+4X? - 6X —5).

Nach einer weiteren Polynomdivision durch (X + 5) bleibt nur noch ein quadratisches
Polynom tibrig:
p(X) = (X =3 (X +5)(X*—X —1)

1+v5
2

Davon ermitteln wir die Nullstellen mittels der p-q-Formel. Wir erhalten also

p(X) = (X = 3)(X +5) (X_1+\/§> (X—l_ﬁ)

2 2

Wir nehmen zunachst an, dass a,b,c € R so gewahlt werden konnen, dass 2, 3 und 4
Nullstellen von g, ;. sind. Dann gibt es Zahlen d, e, f,g,h € C, so dass

Qape(r) =d(x—2)(x—3)(z—4)(x—e) = dz*+ fa* +gr® +hao+d-(—2)-(—3)-(—4)-(—e)

gilt. Also muss d = —3 und —3 - (=2) - (=3) - (—4) - (—e) = —144 gelten. Durch

Umstellen nach e erhalten wir e = 21— = 2. Das bedeutet fiir g,

Qape(r) = =3(x — 2)*(x — 3)(z — 4).

Es muss also N, = {2,3,4} gelten! SchlieBlich kénnen wir ausmultiplizieren und
erhalten
Gape(T) = —32* + 332 — 13222 + 2287 — 144.

Somit muss a = 33, b = —132 und ¢ = 228 gewahlt werden.
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Aufgabe H 14. Ungleichungen fiir Polarkoordinaten

Gegeben sei dieMengen K :={z€C| |z <2} und M:={zeC| 0=arg(z") <n}.
(a) Skizzieren Sie Menge K .
(b) Bestimmen Sie A := {a € [0,27) | Es gibt ein z € M mit arg(z) = a}
(c) Skizzieren Sie den Schnitt K N M der Mengen K und M.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Es handelt sich hierbei um eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt zy = 0 und Radius 2,
wobei der Rand — also die Menge {z € C| |z| =2} — nicht dazugehort:

—

SR
NS

f
\

Hinweis: Es muss immer ersichtlich sein , ob der Rand zu der skizzierten Menge da-
zugehort oder nicht. Falls der Rand nicht (vollstéandig) zur Menge gehort, empfiehlt
es sich, die dazugehorigen Teile mit durchgezogenen Linien zu zeichnen und die nicht
dazugehorigen Teile mit gestrichelten Linien zu zeichnen.

(b) Offensichtlich gilt 0 € M und wir kénnen Elemente aus M wahlen. Sei nun z € M und
o := arg(z) sowie & := arg(z®). Dann unterscheiden sich aufgrund der Rechenregeln
fiir Polarkoordinaten (vgl. 1.8.2, 1.8.4) & und 3« nur um ein ganzzahliges Vielfaches
von 2w, d. h. es gilt

0 < 3a=a+ 2nl

mit [ € Ny. (I < 0 scheidet wegen & < 27 aus). Schreiben wir nun [ = 3k + ¢ mit
q € {0,1,2} und k € Ny, so erhalten nach Division durch 3 die Gleichung

a 27
= —+ — 2k
o 3+3q—|—7r

und wir kénnen (wegen a < 21) k = 0 setzen. Mit 0 < & < 7 erhalten wir hieraus die
Ungleichung
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fiir ein ¢ € {0, 1,2}. Folglich gilt eine(!) der folgenden Ungleichungen:

T
0 a< —
_a_37
2—7T§og§7r,
3 ==
47 5%
<<
3:&: 37

Hieraus folgt

2m dm Sm
AC [0 Z] Uo7 U |5 >
= ) 3 3 77T 3 ) 3
Sei nun umgekehrt « € [0, 2] U [3, 7] U [4, 3] . Setzen wir z := cos (a) + i sin(a),
so erhalten wir

2% = cos (3a) +1 sin(3a)

mit 3a € [0, 7] U [2m, 37| U [4m, 57]. Fiir das Argument & von 2° gilt entsprechend fiir

Somit erhalten wir A 2 [0, 5] U [3, 7] U [, 5], es folgt:

(c) Firr z € KN M gilt gemiB (a),(b) |2| <2 und arg(z) € [0, 5] U[3, 7] U [, 5], es
ergibt sich folgendes Bild:
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Frischhaltebox

Aufgabe H 15. Volistindige Induktion und Teilbarkeit

Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion:
Fiir alle n € N ist 52" — 2" durch 23 teilbar, d. h. es gibt ein k, € Z mit 520 — 9" = 23k, .

Lésungshinweise hierzu:

n=1: Fir n =1 gilt:

521 — 2l =95 - 2=23=1.23,

also ist die Aussage wahr fir n =1 (k; =1).

@ Fiir ein n € N existiere ein k, € Z mit 5" — 2" = k,,.

@ n —n+ 1: Es gilt:

52t o+l —95. 52 _9.9m — (23 42) .52 —2.2"
=23-5"+2- (5" —2") :: 23-5"" +2-k, 23
= (5" + 2k,) - 23

d. h. 520+ — 2(n+1) st durch 23 teilbar (k1 = 52" + 2k, k,, € 7).
Durch vollstindige Induktion folgt, dass 52" — 2" fiir alle n € N durch 23 teilbar ist.
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Wintersemester 2022/23

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 16.
In C3 seien die folgenden Vektoren gegeben:

1—2i 4 —241 i

v = 3i s Vg = 0 s V3 = -3 s Vg = i
—1+i —i -1 i
(a) Sind vy, ve,v3 linear unabhangig? (b) Sind vy, vy, vy linear unabhangig?

Begriinden Sie lhre Antwort.
L6ésungshinweise hierzu:
(a) wv1,v2,v3 sind linear abhangig, denn es gilt —iv; 4+ vy + v3 = 0.

(b) v1,v2,v4 sind linear unabhangig: Seien 2, 29,24 € C, so dass zjv; + 2909 + 2404 = 0
gilt. Aus der zweiten Zeile erhalten wir dann

3121 + iZ4 = 0.
Also muss z4 = —32; gelten. Wir setzen das in die dritte Zeile ein:
0= —21 + iZl - iZQ - 312’1 = —21 — 2121 — iZQ

und es folgt 2z = (—2 +1i)z;. Einsetzen in die erste Zeile liefert nun
0= 1 — 2121 - 821 + 4121 - 3121 = 21(—7 - 1)

und damit z; = 0. Damit gilt auch 2z, = 2z, = 0. Es gibt also nur die triviale Darstellung
der Null.

Aufgabe H 17. Komplexer Vektorraum, Basen

Im C-Vektorraum C? seien folgende Basen gegeben:

s=((7)G) e (()-6))

Die Vektoren v, w € C? seien gegeben durch

() ()

(a) Berechnen Sie v und ,w.

(b) Berechnen Sie v — w in der Standardbasis.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Wir rechnen zunichst v und w in die Standardbasis um:

(1)) ()
o0 (F)-2(0)- ()

Nun seien z1, 2z, € C die Koordinaten von v bzgl. C. Dann gilt:

()= () =)

Man sieht sofort, dass z; = —1 +1 ist und damit z5 = 1 + 4i. Also erhalten wir

C(—1+i
T \144 )

Seien nun z3, 24 € C die Koordinaten von w bzgl. B. Dann gilt:

()7 ()

Es folgt (z.B. durch Addition beider Zeilen) z3 = 0 und z, = 1 + i und damit

w_o
BY  \1+1i)°

(b) Mit (a) kénnen wir v — w in der Standardbasis berechnen:
A e AN B A
R 1—i )~ \~1+4i)"

Aufgabe H 18. Lineare Abhangigkeit
Sei n € N. Gegeben sind drei paarweise verschiedene Vektoren vy, vo,v3 € R™.

(a) Zeigen Sie: Sind vy, v9, v3 linear abhangig, so gilt mindestens eine der folgenden Aussa-
gen:
v1 € L(vg,v3) oder wy € L(vy,v3) oder w3 € L(vy,vs).

(b) Wann gilt genau eine der Aussagen in (a)?
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Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Sind vy, v9, v3 linear abhangig, so gibt es aq, as, a3 € R, so dass
a1V1 + AV + azvy = 0

gilt, und nicht alle a; null sind. O.B.d.A. nehmen wir an, dass a; # 0 gilt. Durch
Umstellen der Gleichung bekommen wir dann:

as as

V1 — ——Vy — —Vs.

aq aq

Also folgt vy € L(vq,v3).

Wir nehmen an, dass nur eine der Aussagen erfiillt ist; 0.B.d.A. sei das die Aussage
v1 € L (vg,v3). Dann gibt es a,b € R, so dass

v1 = avy + bus

gilt. Wenn a # 0 ist, kdnnen wir diese Gleichung nach v, umstellen, wenn b # 0
ist, konnen wir die Gleichung nach wv3 umstellen. Beides kann nicht sein, also folgt
a = b =0 und insbesondere v; = 0. In der Tat gilt stets 0 € L(vy, v3). Zusatzlich muss
noch gelten, dass

V2 ¢ L(O, 1)3) = L(Ug) und (%} ¢ L(O, U2> = L(’UQ). (1)

Dies bedeutet gerade, dass v,, v3 linear unabhangig sind. Es ist also genau eine der drei
Aussagen aus (a) erfiillt genau dann, wenn einer der Vektoren vy, vy, v3 der Nullvektor
ist und die beiden anderen Vektoren linear unabhangig sind.

Aufgabe H19. Geraden und Ebenen
Sei v € R ein reeller Parameter und

(a)
(b)
(c)

1 -1 8
a:x=\12|+A1 0 | +up|—-4 A €R,
-1 2 —2
3 9y 2
b:x=|-1]4+A|-9|+p|3 A€ R.
-2 2 ¥

Ist a eine Ebene?
Fiir welche v ist b eine Gerade?

Gibt es ein v, so dass a parallel zu b ist? Geben Sie v ggf. explizit an.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

Wir priifen, ob die beiden Richtungsvektoren (hinter A und p) linear unabhangig sind.
Seien dazu (,n € R, so dass

-1 8
¢l Ol +n|—-4]=0
2 —2

gilt. Aus der zweiten Zeile folgt dann sofort n = 0. Die erste Zeile impliziert danach
¢ = 0. Es folgt, dass die Vektoren linear unabhangig sind und a somit eine Ebene ist.
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(b) b ist eine Gerade genau dann, wenn die Richtungsvektoren linear abhangig sind, d.h. es
existiert ein ( € R, welches

9y 2

-9 =¢|3

2 gl
erfiillt. Aus der zweiten Zeile folgt ( = —3. Einsetzen in die erste und dritte Zeile liefert
9y = —6 bzw. 2 = —3~. b ist also eine Gerade genau dann, wenn v = —% ist.

(c) @ und b sind parallel, wenn der Aufspann der Richtungsvektoren von a gleich dem
Aufspann der Richtungsvektoren von b ist. Es gibt dann also (, 7,9, x € R, so dass

—1 8 9y

Cl O+l —4)=1-9

2 —2 2

und

—1 8 2

d{ 0 | +r|—4]=|3

2 —2 ¥
gilt. Die zweiten Zeilen liefern n = % bzw. kK = —%. Aus der dritten bzw. ersten
Zeile bekommen wir dann ( = % und ¥ = —8. Daraus erhalten wir nun aber zwei
verschiedene Werte fiir v, ndmlich v = 33 und v = —%. Das ist ein Widerspruch. Also

sind @ und b niemals parallel, egal wie W|r ~ wahlen.

Frischhaltebox
Aufgabe H 20. Polarkoordinaten

Berechnen Sie (1+1i)*(—1+1)'® und stellen Sie das Ergebnis in der Form a +bi mit a,b € R
dar.

Loésungshinweise hierzu:

1+ =1+ =1 +1)(=1+D)2[-(1+i)(1 —1i)] = =8(1 +i)(—1+1)"

-804+ V2 (cos (5 ) +isin <Zﬂ)>}

= —512(1 +1) (cos (97) +isin (97)) = —512(1 +1) - (—1) = 512 + 512i
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 21. Hesse-Normalform, Abstand
Gegeben seien ein Punkt P = (—-2,1,1),

-7 2 0
eine Ebene E' : 0 +R|l 2 | +R| -1 sowie
—14 -3 3
0 4
eine Gerade g : | —21 | +R | 7
-7 —15

(a) Berechnen Sie die Hesse-Normalform von E.
(b) Zeigen Sie: ¢||E.
(c) Berechnen Sie den Abstand von g zu E.

(d) Die Ebene FE teilt den R?® in zwei Bereiche. Liegen P und g auf derselben Seite?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

2 0 3
2 x|—-1]1=1]-6
-3 3 —2
und normieren diesen Vektor zu
1 3
-2

Das Skalarprodukt mit dem Stiitzvektor ergibt

1 3 -7
—2 —14

also ist £ in Hessescher Normalform gegeben durch

3
E={zeR? <% —6 x>—1
-9

(b) Wir zeigen, dass der Richtungsvektor von g orthogonal zu n ist:

3 4
<; AR >0
-2 —15

(c) Es geniigt, den Abstand eines Punktes in g zu E zu berechnen. Wir nehmen z.B.

0

v= | —21] € g. Essei nun vy € E der Ortsvektor zu dem Punkt, welcher unter allen

—7
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Punkten in £ den kleinsten Abstand zu v hat. Insbesondere ist dann v — vy = An fir
ein A € R. Der gesuchte Abstand ist nun

v —wo| = [An| = [A] - |n| = |Al,
andererseits gilt
A = Xnln) = (An|n) = (v —vg|n) = (vin) — (vg|n) =20 —d =20 -1 =19,

da vy € E ist. Der Abstand von g zu E' ist also 19.

(d) Wir priifen, ob v € g (wie in (c)) und P auf derselben Seite von E liegen. In (c) haben
wir gesehen, dass (v —vg|n) = 19 > 0 gilt. Das bedeutet, dass der Vektor von vy zu v
in dieselbe Richtung wie der Normalenvektor n zeigt (und nicht in die entgegengesetzte
Richtung). Anschaulich gesprochen liegt v also auf der Seite der Ebene, in die der
Normalenvektor “hineinragt”.

Fiir P gehen wie genauso vor: Es sei w = (—2,1,1)" der Ortsvektor zu P und w, € R?
der Ortsvektor zu dem Punkt in E/, welcher minimalen Abstand zu w hat. Wir berechnen

(w —wgln) = (wn) — (wg|n) = -2 —-d=-2—-1=-3<0.

Der Vektor von wy zu w zeigt also in die entgegengesetzte Richtung des Normalen-
vektors und damit liegt P auf der Seite der Ebene, in die der Normalenvektor nicht
“hineinragt”. P und ¢ liegen also auf verschiedenen Seiten.

Aufgabe H 22. Skalarprodukt und Winkel

Wir betrachten zu Vektoren a,b € R", n € N das Dreieck, bei dem die Ortsvektoren zu den
Eckpunkten genau die Vektoren 0, a und b sind.

(a) Formulieren und beweisen Sie den Satz des Pythagoras.

(b) Zeigen Sie: In einem gleichseitigen Dreieck hat jeder Innenwinkel die GroBe % = 60°.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Satz des Pythagoras:
Sei (a|b) = 0. Dann gilt |a — b|? = |a|® + |b]%.
Beweis: Wir berechnen

la — b|* = (a — bla — b) = {a]a — b) — (bla — b)

= (ala) — (a[b) — (bla) + (b]b) = {ala) + (blb)
= |al® + [bl".

(b) Ist das Dreieck gleichseitig, so gilt
jaf* = 1B* = |a — b|*.
Wir definieren d := |a — b|. Wie in der Rechnung in (a) erhalten wir:

= la — b = |af? + |b]? — 2(a|b) = 2d% — 2(a|D).
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Durch Umstellen der Gleichung ergibt sich

(alb) _ {alb) 1
b) = - - -
cos <((a, b) all) iz 5’
(bla—b)  (blay (blb) 1 1
—b,a —b) = =— =——+1==
cos ((—b,a — b) Dl =B 2 T 5T 5
(b—al—a)  (bla)  (ala) 1 1
b—a,—a)= =— =——+1==
cos<(b—a,—a) P = T 5 T 5
und somit <(a,b) = <(~b,a —b) = <(b—a,—a) = %.
Aufgabe H 23. Orthonormalsysteme, Vektorprodukt
Gegeben seien die Vektoren
Ve[ Vi (!
T U e Nl
—2 —1

(a) Zeigen Sie: u,v ist ein Orthonormalsystem.
(b) Konstruieren Sie einen Vektor w € R3, so dass u,w, —v ein Rechtssystem ist.
(c) Schreiben Sie L(w,v) als Hesse-Normalform.

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

(ulu) = 1124 =
(v|v>:g-3:1
<u|v>:g(2—4+2):0.

(b) Wir berechnen

AuBerdem ist offenbar |u x v| = 1, also ist u,u X v,—v eine Orthonormalbasis von
R3. Wir wissen jedoch zunichst nicht, ob es sich auch um ein Rechtssystem handelt.
Aus der Vorlesung (Eigenschaft 2.9.3(5)) wissen wir aber, dass u,u X v,u X (u X v) ein
Rechtssystem ist. Wir berechnen also

Jiz {2 —1_\/3—44_\&—1

7l B e B i0)
9 1 4 1

ux (uxwv)=

Es ist also u,u x v, —v tatsachlich ein Rechtssystem und

ist der gewiinschte Vektor.
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(c) Da 0 € L(w,v), ist offenbar d = 0. Ein Normalenvektor zu L(w, v) kennen wir ebenfalls
bereits: n = u. Eine Hessesche Normalform (in diesem Fall ist sie nur bis auf den Faktor
—1 eindeutig), ist also gegeben durch

2
L(w,v) = { v € R <\/6 4 :1:>:O
—2

12

Aufgabe H 24. Matrizen
Zu «, B € R seien die Matrizen A,, B € R**? gegeben durch

a 0 -1 2 1 2
A,=11 4 « und Bg=| 0 4 -1
2 -1 2 -1 g 2

(a) Fiir welche o € R ist A,A! diagonal (d.h. nur auf der Hauptdiagonalen stehen Eintrige,
die ungleich Null sind)?

(b) Fiir welche «, 8 € R ist BgA, symmetrisch (d.h. (BﬁAa)T = BA,)?

Losungshinweise hierzu:

(a)
o®+1 0 200 — 2
AJAl = 0 17+a®> —2+42a
20 —2 =2+ 2« 9
ist diagonal genau dann, wenn 2a — 2 =0 bzw. a =1 gilt.
(b)
200 4+ 5 2 2+«
BgA, = 2 17 4da—2

—a+pf+4 46—-2 5+ af

ist symmetrisch genau dann, wenn 4o —2 =45 —2 und 24+ a = —a+ 8+ 4 gilt. Die
erste Gleichung impliziert sofort a = 3. Einsetzen in die zweite Gleichung liefert dann
2+ a=4. Also muss o = § = 2 gelten.

Frischhaltebox

Aufgabe H 25. Ungleichungen
Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Ungleichung (5 — |z — 1) (Jz — 2| — 3) > 0.

Lésungshinweise hierzu: Ist das Produkt von zwei (reellen) Zahlen positiv, so sind entweder
beide Faktoren positiv oder beide Faktoren negativ. Wir betrachten diese Falle getrennt:

Fall 1: | — 1| <5 und |z —2| >3

Dieser Fall tritt genau fiir alle x in folgender Menge ein:

{reR| -4d<z<6}n{reR| z<—1oderx>5}
={reR| -4<xz<—1oder5<x<6}.
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Fall 2: |z — 1| >5und |z —2| <3
Dieser Fall tritt genau fiir alle x in folgender Menge ein:

{reR|x<—4oderz>6}N{zreR| -1 <z<5}=0.
Fall 2 tritt also niemals ein und die Losungsmenge ist gegeben durch

{reR| -4<z<—loderb<az<6}.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 26. GauB-Algorithmus
Zu o € R seien

3 -1 -2 -2 2 8
-1 1 0 2 2 45 o 10 4
A, = 9 _9 9 0 -9 e R, b= 14 € R*.
0O 2 0 0 « 32

Wir betrachten das LGS A,z =b mit x € R®. Essei £, := {z € R%| A,z = b} der (affine)
Losungsraum. Verwenden Sie den GauB-Algorithmus, um L, zu bestimmen.

Losungshinweise hierzu: Wir stellen die erweiterte Koeffizientenmatrix auf:

3 -1 -2 =2 2 8 ]

-1 1 0 2 2| 10

2 =2 -2 0 -2 -14

0 2 0 0 af 32]

Zy: [ -1 1 0 2 2| 10]
Zy: 0 2 0 0 af 32

2 =2 =2 0 -2 -14

Zy: | 3 -1 =2 =2 2 8 |
~Zy: [1 =1 0 =2 =2 —10 ]
57, |0 1 0 0 g 16
Zy+3Z: [0 2 =2 4 8| 38]
Zv+Zy: [1 0 0 =2 $—2| 6]
01 0 0 a1l 16

—3Z5: [0 0 1 -2 —1|-3
Zy—2Zy: [0 0 =2 4 8—a 6 |
100 —2 -2 6]

010 0 21 16

001 -2 —1{-3

2Z5+Zy: [0 00 0 6—af O]

An dieser Stelle miissen wir zwei Falle unterscheiden, je nachdem, ob a = 6 ist oder nicht.
Ist @« = 6, so haben wir die gewiinschte Form erreicht. Die erweiterte Koeffizientenmatrix
sieht dann wie folgt aus:

0 -2 1 6

0 0 3| 16

1 -2 -1 -3

00 0 O 0

Fiir eine spezielle Lésung z, € R® des inhomogenen Systems wahlen wir (z;), = (z4); = 0
und erhalten sofort

oS O O
o = O

6

16
rs=|-3

0

0
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Der Losungsraum des korrespondierenden homogenen Systems wird aufgespannt von den Vek-
toren

2 -1

0 -3

21, 1

1 0

0 1

Also gilt:
6 2 -1
16 0 -3
Le=|-3|+L 21,1 1

0 1 0
0 0 1

Ist andererseits o # 6, so haben wir die Form aus Satz 3.7.2 noch nicht erreicht. Wir vertau-
schen zunachst die vierte und fiinfte Spalte und erhalten:

1002-2 2] 6
010 @ 0| 16

001 -1 —2{-3

000 6-—a 0| 0]
(100 -2 =2 6]

010 2 0} 16

001 -1 —2|-3

“=Zi: [0 00 1 0| 0]
Zy—(2-2)Z: [1 00 0 =2 6]
Zy—%Zy: |01 00 0f 16
Zs+Zy: |00 1 0 =2 -3
0001 0| 0]

Wir wahlen also (z5), = 0 und erhalten die spezielle Losung

6
16
rs= | -3
0
0

Der Losungsraum zum zugehorigen homogenen System wird jetzt nur noch von einem Vektor
aufgespannt, namlich

SN O N

1

Um daraus £, zu erhalten miissen wir noch — da wir die vierte und fiinfte Spalte vertauscht
haben — die vierte und fiinfte Zeile von x, und v zuriicktauschen. Wir erhalten dementspre-
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chend:
6 2
16 0
Lo=1]1-3|+L 2 fir a # 6.
0 1
0 0

Aufgabe H 27. Lineare Abbildungen

Fiir welche a,b € R, sind die folgenden Abbildungen linear? Wir fassen dabei sowohl Defi-
nitionsbereich als auch Wertebereich stets als Vektorraume iiber dem Koérper R der reellen
Zahlen auf. Begriinden Sie lhre Antwort.

@) fi:R—>R, z+—ar+b

(b) fo:R*" =R, zalz|’, b=0

(€) f5: C°(R) = R?, ¢+ (p(ab), p(a— b))’

(d) ,:C—=C, 2= (a+bi)>—2(a+bi)+2+2

Lésungshinweise hierzu:
(a) fi ist linear genau dann, wenn b = 0 gilt: Wenn f; linear ist, dann gilt fiir alle x € R

ar +b= fi(x) = fi(x-1) =2fi(1) = x(a+b) = ax + bx
und damit b = 0. Ist andererseits b = 0, so gilt in der Tat fiir alle z,y, A € R:
filz+y) = alz+y) = av+ay = fi(z)+ f1(y) und  fi(Az) = a\x = dax = A fi(z).
(b) f> ist linear genau dann, wenn a = 0 gilt: Wenn f, linear ist, so gilt fiir alle x € R™
alz|” = a| — 2" = fo(~2) = — fo(x) = —alz]’

und damit folgt a|z|® = 0 fiir alle # € R™. Insbesondere gilt, z.B. wenn x der erste
Einheitsvektor ist, dass a = 0 gelten muss. Wenn umgekehrt a = 0 gilt, soist fo(z) =0
fiir alle x € R™ und damit offensichtlich linear.

(c) fs ist linear fiir alle a,b € R: Es gilt fiir alle A € R und alle ¢,v € C°(R)

_ (et v)ab) N _( elab)+i(ad)
falp+v) = ((so +)(a - b)) - (so(a —b) +(a— b))

= (2D) + (D) = 50+ )

109 = (o) = (ta ) =2 (L) =260

(d) fy ist linear genau dann wenn b = 1 oder b = —1 gilt und zusatzlich a = 1 gilt: Ist
fa linear, dann folgt wegen f4(0) = f4(0 4 0) = f4(0) + f4(0), dass f4(0) = O gelten
muss. Daraus folgt:

und

0= f1(0) = (a+bi)* —2(a+bi) + 2+ 0 = (a +bi)* — 2(a + bi) + 2.
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Wir substituieren u := a + bi € C. Es muss dann gelten u? — 2u + 2 = 0. Mittels

p-q-Formel erhalten wir

uo=1+vV1l-2=1=+£i
Also muss in jedem Fall a = 1 gelten. Wir haben dann die Wahl, ob wir b = 1 oder
b = —1 wahlen.

Ist umgekehrt a +bi =1+1i oder a+bi=1—1, so gilt (a+ bi)*> —2(a+bi)+2=0.
Also ist fy dann gegeben durch f4(z) = z. Mit Eigenschaft 1.7.9(2) aus der Vorlesung
erhalten wir die Linearitat von f;.

Aufgabe H 28. Matrix-Beschreibung einer linearen Abbildung

Gegeben sei ein reelles Polynom p(X) = 22:0 ap X" € PolsR vom Grad héchstens 5. Wir
definieren

a : PolyR — PolyR; ¢(X) — p(X)q(X).
(a) Zeigen Sie: « ist linear.
(b) Es sei nun zu Pol;R die Basis By := {X'| [ =0, ..., k} fiir alle k gegeben. Berechnen

Sie , a .
Bg 64

(c) Verwenden Sie lhr Ergebnis, um das Polynom
r(X)=(02X* - X?+3X* + X —5)(—X° +4X* +3X® - 5X* — 5X +10)
zu berechnen.

Losungshinweise hierzu:
(a) Es seien ¢(X),r(X) € PolyR zwei beliebige Polynome vom Grad hochstens 4 und

A € R eine beliebige reelle Zahl. Dann gilt:
a(q(X)+r(X)) = p(X)-(¢(X)+r(X)) = p(X)q(X)+p(X)r(X) = a(q(X))+a(r(X))
und
a(Aq(X)) = p(X) - Ag(X) = Ap(X)q(X) = Aa(q(X)).
Also ist « linear.
(b) Wir berechnen fiir [ =0,...,4

5 5 541
a(X) =pX)X' =X aXt =) aX* = a, X"
k=0 k=0 k=l
Also ist
a 0 0 0 0
aiy Qo 0 0 0
as a1 ag 0 O
as as a3 ag 0

as az Qaz a1 Qo

a prng
By By as a4 a3 a9 Q1
0 a5 aq4 as as
0 0 as a4 Qs
0 0 0 as ay
0 0 0 0 as
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(c) Ein Koordinatentupel fiir 7(X) erhalten wir nach (b) durch

0 0 0 0 0 —50
510 0 0 0 35
5 -5 10 0 0 - 50
3 -5 -5 10 0 ) 45
4 3 -5 -5 10 7
" X)=1 0 4 3 5 5 31 —| 13
0 -1 4 3 =5 _2 -2
0 0 -1 4 3 1
0 0 0 —1 4 9
0O 0 0 0 -1 )

Daraus erhalten wir

r(X)=-2X"+9X% - X" —2X0 + 13X° — 7X* —45X° + 50X? + 35X — 50.

Aufgabe H 29. Affine Unterrdume

Zun € N sei Pol,R = {ZZ:O ap X ’ ar € R fir k=0, ,n} der Vektorraum der Polynome
vom Grad hochstens n. Gegeben seien ferner a,b € R. Zeigen Sie: Bei der Teilmenge

Pol, o sR := {p(X) € Pol,R| p(a) = b} € Pol,R

handelt es sich um einen affinen Unterraum. Bestimmen Sie seine affine Dimension.
Hinwesis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass X, X2, ..., X™ linear unabhingig sind.

Losungshinweise hierzu: Um zu zeigen, dass Pol, ;R ein affiner Unterraum ist, suchen
wir ein Polynom ¢(X) € Pol,, ,,R und einen Untervektorraum U, so dass

Pol, . sR = ¢(X)+ U

gilt. Eine naheliegende Wabhl fiir ¢(X) ist das konstante Polynom
q(X) = b e Pol, .,R.

Wir schreiben dann

Pol, o sR = b+ {p(X) — b| p(X) € Pol,R und p(a) = b}
=b+ {r(X) € Pol,R| r(a) =0}

Wir miissen also zeigen, dass es sich bei
U:={r(X) € Pol,R| r(a) =0}

um einen Untervektorraum handelt. Das Nullpolynom hat offensichtlich eine Nullstelle in a,
also gilt 0 € U. Seien nun r1(X),r2(X) € U zwei Polynome und A € R eine reelle Zahl.
Dann gilt:

(ry +72) (a) =r1(a) +m2(a) =0+0=0

und
(Ar1) (a) = Ary(a) =A-0=0,
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also 7 (X) +72(X) € U und Ary(X) € U. Damit haben wir gezeigt, dass U ein Untervek-
torraum ist und somit Pol,, , ;R = b+ U ein affiner Unterraum.

Die Dimension dieses affinen Unterraums ist nun genau die Dimension von U, wir suchen also
eine Basis des Untervektorraums U. Da alle Elemente der Basis eine Nullstelle in a haben
miussen, wahlen wir z.B.

B = {Xk—ak’ kzl,...,n}.

Wir zeigen, dass B linear unabhangig ist: Es seien ¢ € R fiir k = 1, ..., n reelle Koeffizienten

und
0= ch (Xk — ak) = chXk — chak.
k=1 k=1 k=1

Fiir X = 0 erhalten wir sofort Y ;'_, cxa® = 0. Aus dem Hinweis und

n

chx’f =0

k=1

folgt dann ¢, = 0 fiir alle £ = 1,...,n. Damit ist B linear unabhangig und die Dimension von
U ist mindestens n.
Andererseits gilt fiir das konstante Polynom 1 € Pol,R, dass 1 € U. Daraus folgt:

dim(U) < dim (L(U U{1})) < dim (Pol,R) = n + 1.

Also ist die Dimension von U hoéchstens n. Zusammen erhalten wir, dass die Dimension von
U (und damit die affine Dimension von Pol,, ,,R) genau n ist und B eine Basis von U sein
muss.

- Frischhaltebox

Aufgabe H 30.

Wir betrachten die Funktion f: C~ {1+ i} — [0,27), z > arg ('Z = I|> Entscheiden Sie
mit Begriindung:
(a) Ist f surjektiv? (b) Ist f injektiv?

Loésungshinweise hierzu:
(a) f ist surjektiv. Begriindung: Sei ¥ € [0, 27) beliebig. Wir wahlen dann

z =141+ cos(—1) +isin(—9) € C~ {1 +1i}.

Dann gilt:

P (|z —1- @|) . (| cos(—) +;s;n<—v>|)
g

1 cos(—0) + isin(—v)
By (cos(—ﬂ) + isin(—ﬁ)) A

(b) f ist nicht injektiv. Begriindung: Es gilt z.B.

(cos() +isin(v)) = 9.

) = arg (= ) = arg(—1) ==
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" fli—1) = arg (_12) Sl =

obwohl offenbar i #1i—1 gilt.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 31. Linksinverse
Seien V}, := Pol, R der Vektorraum der reellen Polynome mit Grad < k,

F: Vs —= Vi p— F(p) diedurch (F(p)) (z) == / p(t) dt gegebene lineare Abbildung und

0
B, E die folgenden Basen von V3 beziehungsweise Vj:

B: by(X):=2X —1, b(X) :=3X+2X +1, by(X) :=4X° - X — 1, b3(X) =1
E: ep(X):=1, e;(X) =X, ea(X) := X2, e5(X) = X?, eu(X) := X*

(a) Geben Sie _F . und die Linksinverse L von ,JF  mit den meisten Nulleintrégen an.

(b) L ist die Abbildungsmatrix D, einer linearen Abbildung D: Vy — V3.
Welche aus der Schule bekannte Operation verbirgt sich hinter D?

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir bestimmen zuerst F(by) fiir k € {0,1,2,3}. Es gilt:

(f(bo))(:c):/ox2t—1dt:x2_x

(F(b1)) ()

(}"(bz))(:n):/Ox4t3—t—1dt:x4—%x—x

/ 32+ 2 +1dt=2>+2>+x
0

und somit
f(bo) = —€1 —+ €9
F(by) =e1+ex+es
1
.F(bg) = —€1 — 562 + ey
.F(bg):el,
also gilt
0O 0 0 O
-1 1 -1 1
Fe=11 1 =5 0
0O 1 0 0
0O 0 1 0

Ist nun L eine Linksinverse zu _F , so ist wegen

L(,Fp) =B =E = (L(F,) = (;F,) L
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. . T . . .
L" eine Rechtsinverse zu (,.F ) , welche wir mit dem GauB-Algorithmus bestimmen

EY B
konnen:
0 -1 1 0 01 000
0 1 1 1 00 1 0 O
0 -1 —3 0 10010
0 1 0 0 00 0 01
Wir tauschen die Zeilen ,,zyklisch®, indem wir zuerst Z; und Z3
tauschenz, dann (die neue) Z3 mit Zs, dann Zy mit Zi:
Z,o [0 1 0 0 00 0 01
1 0 -1 1 0 01 000
Ay 0 1 1 1 001 0 O
Zy: | 0 -1 —5 0 10010
[0 1 0 0 00 00 1
Lo+ 47 0 0 1 0 01 0 0 1
s — 71 : 0 0 1 1 00 1 0 -1
Zy+Zy: | 00 —3 0 1001 1
[0 1 0 0O 0| 0 OO0 1
0 0 1 0O 0|1 00 1
g — oy : 0 0 0 1 0-1 10 -2
Zy+ %Zg L0 0 0 0 1 % 01 %
Hieraus konnen wir
0O 00 O
0 00 1
R=1]1 00 1
-1 1 0 =2
Lo

. . T . . L
als eine Rechtsinverse von (E]-"B) ablesen, womit L = R' eine Linksinverse von o 5
ist. Dies ist auch die Linksinverse mit den meisten Nulleintragen:
Ist L eine weitere Linksinverse, so gilt:

F)(L-L) =E—E; =0

(-7 5

Insbesondere gilt fiir jeden Spaltenvektor v; (mit j € {1,2,3,4}) von (L — L)'

( F )ij:0>

E” B

womit wir aus dem letzten Eleminationsschritt v; = ();, 0, 0,0,0)T mit \; € R ablesen
kdnnen. Somit ist jede Linksinverse L von A von der Form:

A 01 -1 2

- (X000 1 0
L= /\3 00 0 1 ) )\17)\27)\37/\4€R

3

M1l -2 08
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und die meisten Nulleintrage erhalten wir daher, indem wir A\ = Ao = A3 = Ay = 0

setzen.

(b) Fir j € {1,2,3,4,5} entspricht die j. Spalte von

o O OO
_ 0 O O
_ o O =
—
DW= ON=

D(ep)(X) =0

D(e1)(X) = bs(X) =

D(es)(X) = bo(X) +b3(X) =2X —1+1=2X

D(e3)(X) = —bo(X) +b1(X) —2b3(X) = —2X + 1 +3X* +2X +1 -2 = 3X?

Dley)(X) = %bO(X) + by(X) + 5bg(X) _x- 1 +4X?P - X — 1+ - =4X°3
bzw

_ 0, j=0
D(ej)_ {j'Xj_l, ]>0

Mit e;(X) = X7 fir j € {0,1,2,3,4} sind dies genau die jeweiligen Ableitungen, D

entspricht dem Ableiten.
(Die Linearitat entspricht hierbei den Ableitungsregeln

(f+9) (@)= f(2) + ') , \f)(z)=Xf(2)

fir (differenzierbare) Funktionen f,g und A € R.)

Aufgabe H 32. Parameterabhingige Gleichungssysteme

4 1 1
—a—2 -1 -1
10-3a —a*+a+3 1
20+4 —a®+a+4 2
mit Parametern «, 5 € R und Losungsmenge L, 3.

(a) Fir welche 5 € R gilt L,5 =107

(b) Bestimmen Sie die Parameterwerte «, 3 sowie L, 3 so, dass

Gegeben sei das Gleichungssystem

(i) L.p eine Gerade ist.  (ii) L,z eine Ebeneist. (i) L, einelementig ist.
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Losungshinweise hierzu:

(@) Um dies zu bestimmen, wenden wir den GauB-Algorithmus auf die erweiterte Koeffizi-
entenmatrix,

4 1 1 2
—a—2 -1 -1 -2
10-3a¢ —a?+a+3 1 || -1
20+4 —a’+a+4 2 [[28-2

Aerw -

an, wobei wir zunachst die erste und die dritte Spalte tauschen:

1 1 4 2
-1 -1 —a—2 -2
1 —a*+a+3 10-3a| B—-1
2 —a’Fa+4d 20+4 |28 -2
[ 1 1 4 2]
Zy+ 71 : 0 0 2—« 0
Zs— 71 0 —a?4+a+2 6-3al| -3
Z4—2211 L 0 —062+Oé+2 20 — 4 26—6_
Wir tauschen die 2. und 3. Zeile
[ 1 1 4 2
Ty > Ty 0 —a’+a+2 6-—3a ||B-3
I3 > Ly 0 0 2—« 0
Zy—Z3: | 0 0 S5a—101 -3 |
[ 1 1 4 2
Z2_323: 0 —062+Oé+2 0 B—g
0 0 2 -« 0
Z4 —|— 5Z3 . 0 0 O ﬁ — 3
Fiir 5 # 3 ist dieses System offensichtlich (Zeile 4) unl6sbar, wéhrend fiir 5 = 3 — unter
0
Beriicksichtigung des Spaltentausches — der Vektor vy, := | 0 | immer eine Lésung ist.
2

Somit gilt genau dann L, 3 =0, wenn € R~ {3} ist.

(b) Wegen (a) konnen wir = 3 setzen und erhalten (nach analogen Umformungen wie
oben) wegen —a* +a+2=(2—a)(l+a):

1 1 4 2
0 (2-a)l+a) 0 | 0 )
0 0 2—a 0
0 0 0 || o
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4 1 1
—a—2 -1 -1
10—3a —a’4+a+3 1
2a0+4 —a’+a+4 2

Somit gilt fiir die Matrix A, :=

Da der Rang die Dimension des von den Spalten aufgespannten Raumes ist, ergibt sich
die (affine) Dimension dim (£, 3) des Losungsraumes — und damit dessen geometrische
Gestalt — direkt iiber die Dimensionsformel fiir ji,: R® — R*: 2 +— A x

dim (Kern (po)) = 3 — dim (Bild (1)) = 3 — Rg A,,

wir erhalten:
(i) dim(La3) =1 fiir « = —1, in diesem Falle vereinfacht sich ([2)) zu

1 1 4 2
0 0 0 0
0 0 3 0
0 0 0 0
woraus wir zusdtzlich zur bereits bekannten Lésung vy, als eine Losung des zu-
0
gehorigen homogenen Systems den Vektor | —1 | ablesen. (Spaltentausch beach-
1
ten!) Es gilt folglich:
0 0
E,Lg == 0 —|— L —1
2 1

(i) dim (L, 3) =2 fir a = 2. Wir erhalten aus ({2

1 1 4 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
und somit:
0 0 _411
Log= o] +L[[-1].[ 0
2 1 1
0
(iii) dim (L,3) =0 firalle « €e R~ {—1,2} mit L, 3= 0
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Aufgabe H 33. Invertierbarkeit 0 0 2—2i 2 _ 9

—-6—21 0 —6—-8 —8—101

2421 0 =244 -244

—-2-21 0 2-4 2—4i

(a) Berechnen Sie E, — A, 3;_, A* und mit dem GauB-Algorithmus (E, — A)~".
Was fallt auf?

(b) Zeigen Sie nun allgemein: Gilt A% =0 fir A € K" K € N, soist E,— A invertierbar.

Gegeben sei die komplexe Matrix A :=

L6ésungshinweise hierzu:

(a) Esgilt
1 0 —2+2i —2+42
6+2i 1 6+8 8+10i
BimA=1_9_9 0 3-41 2-4
242 0 244 —1+4
Wir berechnen
1000
o |0 100
AT=1o010
0001
0 0 2-2 2-2i
g |-6-2 0 —6-8 -8 10i
242 0 —244 —2+4i
—2-21 0 2—4 2—4i
0 0 2-2 2-2i 0 0 2-2 2-2i
2| 6-2 0 —6-8 -8-10i| [—6-2 0 —6-8 -8 10i
Tl 2+20 0 —2+4i —244 242 0 —244 —2+4i
—2-21 0 2—4 2—4i —2-21 0 2—4 2—4i
0 0 0 0
|8 0 —28+120 —28+12i
{0 o0 8 8
0 0 —8 -8
0 0 0 0 0 0 2-2 2-2i
45 |80 —28+120 —284+12i | | 620 0 —6-8 —8-10i
{0 o0 8 8 242 0 —2+4+4i —244i
0 0 —8 -8 —2-2i 0 2—4 2—4i
0 0 0 0
|0 0 16+ 16i 16+ 16i
I O 0 0
00 0 0
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0 0 0 0 0 0 2—-2i 2—2i
A — 0 0 16+ 16i 16+ 16i —-6—21 0 —6—-8 —8—10i
10 0 0 0 2421 0 -244 -24+4
0 0 0 0 —2-21 0 2—-4 2 —4i
00 0O
[0 0 00
{0000
00 0O
Hieraus folgt:
A ; 1000 0 0 2—-2i 2—2i
P e 0100 —6-2 0 —6-—8 —8—10i
kZ_OA _;A “loo 1o | 2+2 0 —244i —2+4i
B B 0001 —-2-21 0 2—4i 2—4
0 0 0 0 00 0 0
n 8 0 —28+ 121 —28+12i n 0 0 164161 16+ 161
0 0 8 8 00 0 0
0 0 —8 —8 00 0 0
1 0 2—-2i 2—2i 0 0 0 0
| -6—-21 1 -6-8 —-8-101 8 0 —12+281 —12+ 28i
Sl 2+20 0 —1+4 —2+4i 0 0 8 8
—2-21 0 2—-4 3—4i 0 0 —8 —8
10 2-2  2-2
| =6+6i 1 —18+20i —20+ 18i
T 242 0 TH+4i 644
—2-2 0 —6-4i —5—di
Wir berechnen ferner (E; — A)~!:
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1

6+ 2i

—2—2i

i 2+2i

[ 1 0

Zy — (64 21)7; : 0 1

Zs+ (24 2i)7; : 0 0

Z4 — (2 + 21)21 . L 0 0

[ 1 0

0 1

0 0

(5+4i)Zy+ (6 4 41)Z3 : i 0 0

Zy—(2-=20)7Zy: [ 1 0

Zo+ (244 21)Zy : 0 1

Zy— (64 4i)Z, 0 0

—Z4 . | 0 0

[ 1 0

0 1

—52141Z3 : 0 0

i 0 0

Z1+(2—21)Z5: [ 1 0

ZQ — 2223 . 0 1

0 0

i 0 0

Somit erhalten wir

(Es—A)" =

0 —2+21 -2+2i| 1 0 0 0
1 6+8 &+101| O 1 0 0
0 3-4 2-4 0 0 1 0
0 —24+4 —-1+4| O 0 0 1
2421 —-242i 1 0 0 0

22 24+21 | -6-21 1 0 0
—-5—4 —6-4i| 2+21 O 1 0
6+4 744 ||-2-21 0 0 1
—242i -242i 1 0 0 0

22 24421 || -6-21 1 0 0
—5—4 —6-4i| 2+21 O 1 0

0 -1 2+21 0 6+4 S5+4
—24+21 0 —7 0 —-20+41 —18+421
22 0 || 38+501 1 136+ 1081 112+ 1061
—-5—4 0 ||-2—-18 0 —19—-481 —-14—44
0 1 -2-21 0 —6 —4i -5 —4i
—2+21 0 1 0 —-20+41 —18+421
22 0 ||38+4501 1 1364 1081 1124 1061
1 0 2+ 21 0 7+ 4i 6+ 4
0 1] -2-21 0 —6—4i -5 —4i
0 0 1 0 2-2i 2-2i
0 0 ||-6+61 1 —18+20i —20+ 18i
1 0 2+21 0 7+ 4i 6+ 4
0 1 {|-2-21 0 —6 —4i -5 —4i

1 0 2-21 2—-2i

—6+61 1 —18+4201 —20+ 181

2421 0 744 6+ 4i

—-2-21 0 —-6-4 -5 —4i

Dies entspricht offenbar 3", _  A* = 327 _ A*. Das bedeutet, >;_, A* ist die Inverse

von E, — A.
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(b) Sei A € K™ mit A® =0 fiir ein K € N. Dann gilt:

K K-1
(En—A)> A" =(E, - A) ) _ A*
k=0 k=0
K-1 K-1
— Ak o Ak+1
k=0 k=0
K-1 K
SO EDINL

also ist (E,, — A) invertierbar.

Aufgabe H 34. Lineare Abbildungen & Rang
Gegeben sei die Basis B: b; = (—1,0,1)T,b2 = (—1,—2,2)T,b3 = (0,—1,0)T von RR3
sowie u = (2,3, —4)" € R3,
(a) Bestimmen Sie ,id, und ,id,, wobei E die Standardbasis sei.
(b) Bestimmen Sie zu p: R?* — R?: v — v x u die Matrix
(c) Bestimmen Sie Rg (,4,,) mit 2.9.3 und 3.9.2.

Uberpriifen Sie anschlieBend lhr Ergebnis mit dem GauB-Algorithmus.

BMB'

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Spalten von , id, sind einfach die Basisvektoren b1, by und by:

-1 -1 0
id,=10 -2 -1
12 0

woraus wir mit dem GauB-Algorithmus id . berechnen kénnen:

-1 -1 0 1 0 0
0 -2 -1 O 1 0
1 2 0 0 0 1

~Z,: T 1 1 o=t 0o o0
—Zy: 2 1 0 -1 0
Zs+Zy: | 0 1 0|1 0 1
Zl - Zg : [ 1 0 0 —2 0 -1 7
22—223 : 0 0 1 -2 -1 =2

0 1 0 1 0 1

Durch abschlieBenden Tausch der letzten beiden Zeilen erhalten wir:

-2 0 -1
pid. =1 0 1
-2 -1 =2
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(b) Wir berechnen zunéchst

-1 2 -3
Eu(bl): 0 x| 3 ]1=1-2
1 —4 -3
-1 2 2
Eﬂ(bz)z 21 x| 31]1=10
2 —4 1
0 2 4
Eﬂ(bz)z 1 x| 3]1=10
0 —4 2
woraus wir
-3 2 4
pty=1-2 020
-3 1 2
und somit
sl = pldg - phg
-2 0 -1 -3 2 4 9 -5 —-10
= 1 0 1 -2 00l =1|-6 3 6
-2 -1 =2 -3 1 2 14 -6 —-12
erhalten.

(c) GemiB 3.9.2 gilt Rg = dim Bild (i), fiir letzteres wiederum

BHp
dim Bild (u) P2 iim R? — dim Kern (1) = 3 — dim Kern (p)

dim Kern (i) kénnen wir nun mit 2.9.3.6 bestimmen: Es gilt v x u = 0 genau dann,
wenn u, v linear abhangig sind, d. h. A;; Ao € R mit A\ju + Ayv = 0 existieren.

- Ao =
Setzen wir \ = OA 2 O, sehen wir, dass dies genau dann der Fall ist, wenn
% 70

v = u fiirein A € R gilt. Insbesondere ist
Kern (1) = L (u)
und wir erhalten
dim Bild (1) = 3 — dim Kern () =3 — 1 = 2.

Wir verwenden nun den GauB-Algorithmus:

9 -5 -10
-6 3 6
14 -6 12
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922 + 621 .
923 - 14Z1 .

Zs+ (16/3) - Zy -

e}

9
0
0

)
-3
16

)
-3
0

—10 ]
—6
32

—10 ]
—6
0

Hieraus ergibt sich Rg (B,uB) = 2, was mit unserem vorherigen Ergebnis iibereinstimmt.

r

Aufgabe H 35. Skalarprodukt 2 0 —1

Gegeben seien die Matrizen A:=| 0 2 0
-1 0 2

Frischhaltebox

und B =

-1 0 0
0 -2 2
0o 2 2

Entscheiden Sie jeweils fiir die folgenden Abbildungen, ob es sich um Skalarprodukte handelt:
(@ (), RxR3 5 R: (z,9)—=2"Ay  (b) (-|-)p:R*xR? = R: (z,9) — z' By
.

J/

Losungshinweise hierzu: Hierzu miissen wir gemaB 2.5.2 nur die Eigenschaften 1 — 4 aus
Satz 2.5.1 uberpriifen. Die letzten beiden gelten hierbei allgemein: Fiir beliebiges n € N,

reR, M e R"™ und u,v,w € R" gelten:

uw' M(v+w) =u Mv+u Mw
T (uTMv> = (TU)T Mv = u' M(rv),

insbesondere gelten jeweils 2.5.1.3 und 2.5.1.4

(wly+2)s=(zly)s+(x]2)4,
(ly+2)p = (xly)p+(z]2)p,

s(zly)a = (sz|y)y = (z|sy)y
s(zly)p = (st|y)p = (x]sy)p
fiir beliebige s € R und z,y, z € R3. Wir iiberpriifen 1 und 2:

(a) Seien = = (z1, 29, 23)",y = (y1, 12, y3)' € R3. Dann gelten:

2511
2 0 -1 Y1 2y1 — Y3
(xly)y= (21 22 23)[ 0 2 0 Yo | = (z1 22 w3) 2ys
-1 0 2 Ys —y1 + 2ys
= 211y1 — T1Y3 + 2T2Y2 — T3Y1 + 203Y3
2 0 —1 T 2r1 — x3
(ylzy o= v v3) [ 0 2 0 ||| =0 v w) 219
-1 0 2 T3 —x1 + 223
= 2w1y1 — X3y + 2%2Ys — T1Ys + 2323 = (2| Y) 4
Somit gilt 2.5.1.1.
2.5.1.2 Wir nutzen obiges, in dem wir y = x setzen.
(z|x), = 20121 — 2371 + 20209 — 173 + 27373
= 227 + 225 — 27,73 + 2775
=22 + 202 + (z1 — w3)* + 23
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Somit gilt (z|x), = 0. Ferner gilt Gleichheit fir + = 0, wahrend fiir = # 0
mindestens eines der Quadrate strikt groBer O ist, das heiBt die Gleichheit gilt
genau dann, wenn = = 0. Somit ist 2.5.1.2. ebenfalls erfiillt.

Da 2.5.1.1 — 2.5.1.4 gelten, ist (-|-), ein Skalarprodukt.

(b) Fiir e; gilt offenbar Be; = —ey, insbesondere also — mit dem Standardskalarprodukt

(-]
(er]er)p = (e1]|—e1) =—-1<0,

somit ist 2.5.1.2 verletzt und (-|-), kein Skalarprodukt.
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Wintersemester 2022/23

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 36. Basiswechsel

Gegeben seien die Basen Tick: u; := (i) ,Ug = (g) Trick : vy 1= (_11) U2 1= (1)

0 0 4
Track: wy = | =1 ] ,wy:= | =1 ] ,ws:= | 1], die Standardbasis E : e;, e, e3 von R?
0 -1 2
4 4
sowie die lineare Abbildung a: R? — R3 mit a(v1) = | 2 |, a(vn) = | —4
—2 2
Bestimmen Sie: (a) EidTrack und Track 1dE’ (b) Trick idTick und TrackaTick

Loésungshinweise hierzu:
(a) Die erste Matrix konnen wir direkt aus der Angabe ablesen:

0 0 4
EidTrack - -1 =11
0o -1 2

Die zweite berechnen wir mit Hilfe des GauB-Algorithmus:

Zy -1 -1 1 0 1 0
VAR 0O -1 2 0 0 1
Z: | 0 0 41 0 0
—z,- 1 1 =1/ 0 =1 o0
— 7y 0 1 =21 0 0 -1
1/4-Z5: | 0 0 1 [1/4 0 0
Ii—Zo—Zs: [ 1 0 0 | —-1/4 —1
Zoy + 275 0 1 0 1/2 0o -1
0 0 114 0 0
Hieraus erhalten wir:
' —j -1 1
Track 1dE = E 8 _01
1
(b) Die Spalten von Tk idTick sind die Vektoren
T ) Yy }
(x;) = migdd(w) (y;) = qiadd(u2)

0
-1
0

0
-1
-1

4
1
2

1
0
0

0
1
0

0
0
1

Wir tauschen die 1. Zeile mit der 2. Zeile,

anschlieBend die (neue) zweite Zeile mit der 3.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /

Seite 47



8. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

welche den Bedingungen x1v1 + xovs = uy, y1v1 + yov2 = uy geniigen. Wir berechnen
d,, direkt, in dem wir die Gleichungssysteme

i (0 E) () (L) ()= ()

simultan 16sen:

—_
—_
w
W~

Z2+Z12 O 2 7 7

Zi—1/2-Z,: [ 10 || -1/2 1/2
1/2-Zy: | 0 1| 7/2 7/2 |

wir erhalten:

N =

[STENNTEE
SN—

Trick 1dTick - ( %

Aus der Angabe lesen wir

4 4
EX Trick — 2 4
-2 2

ab und erhalten somit:

Track® Tick — Track ldE " EYTrick " Trick® Tick

15—11 4 4\ , 1
=3 0 -1 2-4(12%>
1 0 0 -2 2 2 2
-1 -1 1 1216
=3 0 —1|[-15 —13

1

T 0 0 8 6

20 15

=[-2 2

3 4

Aufgabe H 37. Abbildungen auf Polynomraumen

Sei E: e1(X) = 1,e(X) 1= X,e3(X) 1= X2 eu(X
>
0
0

Sei ferner B : by, by, bs, by die Basis mit id = (

X? die Monombasis von Pol; R.
6

41-10
—10 R 004 -1 H
5 und A:=1| %, o | die
1 000 1

Abbildungsmatrix ,p, der linearen Abbildung p: Pol3 R — PolsR beziiglich der Basis B.
(a) Bestimmen Sie b;(X) fir j € {1,2,3,4}.
(b) Bestimmen Sie det(A) und entscheiden Sie, ob p injektiv/surjektiv/bijektiv ist.
(c) Bestimmen Sie _p, und _p

ICﬂOJ\—/

1

[en]
oo O

ok
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Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen zundchst die Koordinatendarstellungen ,b; bzgl. E fiir 1 < j < 4. Da
diese genau den Spalten von id, entsprechen, missen wir also die Inverse zu id

E
berechnen:
[ 1 3 0 -6 1 0 0 0
2 5 1 =101 O 1 0 0
0O -1 0 2 0 0 1 0
| 0 0 0 1 0 0 0 1
[ 1 3 0 -6 1 0 0 0
Lo — 277 - 0O -1 1 2 -2 1 0 0
—ds+ 274 0 1 0 0 0 0o -1 2
0 0 0 1 0 0 0 1]
Zy—3Z3+62Z,: [ 1 0 0 0 1 0 3 0 ]
ZQ—|—Z3—2Z4I 0 0 1 0 —2 1 -1 0
0 1 0 0 0 0o -1 2
0 0 0 1 0 0 0 1

Um auf der linken Seite die Einheitsmatrix E, zu erhalten, miissen wir nur noch 2. und
3. Zeile tauschen, womit wir

1 0 3 0
. 0 0 -1 2
s =9 1 19
0 0 0 1
erhalten. Hieraus folgt:
bl(X): 61<X)—2€3(X) :—2X2+]_
bQ(X) = eg(X) :X2
bg(X): 361(X)—62(X)—€3(X) :—X2—X—|—3
b4(X) = 64(X)+262(X) :X3+2X
(b) Wir entwickeln nach der 3. Zeile und erhalten:
:)l (1) _41 —01 L 10
det A = det =(=3)-(=1)*".det [0 4 -1
-3 0 0 O 00 1
0 0 0 1
=(-3)-4=-12

Somit ist A gemaB 3.12.2 invertierbar, insbesondere gilt Rg A = 4 = dim(Pol3 R) und
somit Kern (p) = {0}, also ist p injektiv. Wegen
4 — dim (Kern (p)) = dim (Bild (p)) = 4 = dim (Pol3R) und Bild (p) € Pol3R folgt
aus Dimensionsgriinden Bild (p) = Pol3 R, folglich ist p auch surjektiv und somit auch
bijektiv.
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(c) Es gelten:

P = '8 BPB
1 0 3 0 4 1 -1 0
0 0 -1 2 0 0 4 -1
=21 -1 0 -3 0 0 O
0 0 0 1 0 0 0 1
-5 1 =1 0
3 0 0 2
-5 -2 6 -1
o 0 0 1
e = 6Pp pldg
-5 1 -1 0 1 3 0 -6
3 0 0 2 2 5 1 -10
-5 -2 6 -1 0 -1 0 2
o 0 0 1 0 0 0 1
-3 -9 1 18
| 3 9 0 -—16
-9 =31 -2 61
0 0 0 1
Aufgabe H 38. Lésungsmengen linearer Gleichungssysteme
1 1 1 1 1
: : 0 4 3 3
Sei a: R* 5w RY: 2+ Az + b mit A= 1 _13 -8 —19 und b = 6
1 9 5 9 2

(a) Bestimmen Sie Rg A und Rg (E, — A).
(b) Bestimmen Sie die Menge N := {z € R* | a(z) = 0}.
(c) Bestimmen Sie die Fixpunktmenge F := {z € R*| a(z) = z}.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir verwenden in beiden Fallen den GauB-Algorithmus:

1 1 1 1

0 4 3 3
Za+Zy: | 0 —12 -7 —11
Zo—Z,: | 0 8 4 8
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1 1 1 1

0 4 3 3

Z3—|—3223 O O 2 -2
Z4—2222 0 0 —2 2 ]
[ 1 1 1 1 ]

0 4 3 3
0 0 2 =2 |’

Zi+Zs: | 0 0 0 0 |

woraus Rg A = 3 folgt. Fiir E; — A berechnen wir:

0 -1 -1 —-17
0O -3 -3 =3
1 13 9 12
-1 -9 -5 =8
Zies Zs: [ 1 13 9 127
Z2—321 : 0 0 0 0
Zos Zy: | 0 -1 -1 -1
Zi+Zs: | 0 4 4 4
Zl —I— 1323 . [ 1 O —4 —]_ T
ZQ < —Z3 : 0 1 1 1
—Zg < Z2 : 0 0 0 0 ’
Z4+4Zgi L 0 O O 0 ]

woraus Rg (E4 — A) = 2 folgt.
(b) Sei z € NS R*. Dann gilt:
Ar+b=0 <& Azx=-b,
also ist = eine Losung des LGS Ax = —b, welche wir mit dem GauB-Algorithmus
angewandt auf [A|| — b] bestimmen kénnen. Da wir diesen zumindest teilweise bereits

auf A angewandt haben (in (a)), missen wir nur die dort gemachten Schritte fiir b
wiederholen und erhalten:

-1 -1
-3 . -3
6 Z3—|—Z1 : 5)
—2 Z4 - Zl : -1
-1
N -3
Zg+3ZQ . —4
Z4 — 222 : 5
—1
R -3
41’
ZA+Z‘2 . ]_
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womit wir das unldsbare System

1 1 1 1] -1
0 4 3 3 || =3
0 0 2 =2 -4
0 0 0 0 1

erhalten, folglich gilt N' = 0.
(c) Sei z € F, dann gilt:

Az +b=x=Eux <& b=(E;—Azx

Wir miissen also das LGS (E, — A) xz = b 16sen, wobei wir auch hier wieder die in (a)
gemachten Schritte fiir b wiederholen:

1 Zl — Zg, —6
3 N ZQ — 3Z1 : 0
—6 Zg e Zl : 1
2 Z4 + Zg : —4
Zl + 1323 : 7
5 o> —Zs | —1
—J3 > Ly 0
Z4 + 4:Z3 : 0
woraus wir das System
1 0 -4 -1 7
0 1 1 1 —1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

erhalten. Folglich gilt:

Aufgabe H 39. Linearitit und Basen

Wir betrachten C? als R-Vektorraum mit Basis £ : e; = ((1)) €2 1= ((1)) €3 1= <(1))

L 0 . . . . 2 2. 21 (2+1) 21
€4 1= (1> Sei ferner ¢ die Abbildung ¢: C* — C=: (22) — (RQ(ZQ) “Tm(z))

(a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist und bestimmen Sie Kern (¢) und Bild ().
(b) Geben Sie ¢, und det (,¢,) an.
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Losungshinweise hierzu:

a + bii _(rityid T o
as + boi V2 = xg—}—yQi) e C* mit a;,b;,z;,y; € R fir j € {1,2}

sowie A € R ein Skalar. Dann gelten:

(a) Seien v, =

(2+1) ((ar 4 1) + (b1 + 1))
plontvn) = ( (a2 + ) + (b + 1a)i) — Im (a1 + 71) + (b1 + yﬂi))

(24+1) (a1 + b1i) + (2 +1) (21 + 111)
as + 3 — by —

_ ( (241)(as + b11)> N ((2 +;)(x1 +yli))

as — by — U
= (v1) + ¢(v2)
und

)\U _ ()\(Cll + bll))
)=\ Re )\ag + )\b21) — Tm (Aay + Abii)

:(A (2+1)( a1+b11)>
(az — by)
(R (5 ) o+ ) = 24100

woraus mit der Beliebigkeit von v;,vy und A folgt, dass ¢ linear ist. Sei nun v =
(a1 + bl?) mit ¢(v) = 0, dann gilt:

as + boi
(24+1)(a; +b1)\ _ (0O
a9 — bl N 0
Dies ist genau dann der Fall, wenn a; + b1i = 0 und ay = by, also a3 = by = a; =0
gilt. Hieraus erhalten wir also

Kern (i) = {(tol) ’ te R} .

Da Re(z) und Im(z) fiir alle z € C reell sind, wahrend (2 + i)z auch komplex sein

kann, sehen wir sofort:
o {3

z € C,t € R, beliebig, aber fest. Setzen wir z; :=

zeC,teR}.

(211) -

und zp := 1+ Im(z) = +1Im ((2 — 1i) 2), so gilt fiir v := (21, 2)" € C?
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wir erhalten <i~) € Bild (¢), woraus wir
Bild (¢) 2 {(i) zG(C,tG]R}.
und somit Gleichheit der Mengen erhalten.
(b) Mit
2+1
pler) = 0 1) =2ete
—1+2i
pler) = _—; 1) = —e; + 2e9 —e3
0
90(65) = (1) =3
0
90(64) - (0)
folgt
2 -1 00
|1 2 00
e~ (o -1 10
0 0 00

Anhand der Blockdiagonalgestalt — alternativ auch an der Tatsache Kern (¢) # {0} —
lesen wir det (ggpg) =0 ab.

p Frischhaltebox N

Aufgabe H 40. Hesse-Normalform

3t 4 0
Zu t € R~ {0} sei die Ebene E; := O +A|—-1])+p|2t A\ i€ R ) gegeben.
0 0 —t

Bestimmen Sie die Hesse-Normalform von E;.

. J

Losungshinweise hierzu: Wir bestimmen zuerst einen Normalenvektor n, liber das Kreuz-
produkt 7, der Richtungsvektoren:

4 0 t
n=|—-1| x| 2t ]| =|4t
0 —t 8t
t t
1 1
= = At | = —— |4
Il V24162 + 642 \ g, | 9Nt \ g

Den Abstand d zum Ursprung erhalten wir durch

t 3t 2
1 t t
4 oVt MU
9t 8¢ 0 3t 3
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Hieraus erhalten wir als Hesse-Normalform:

1 t 4t 8t t
Et:{@g)gRi’) H}

g o o T
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9. Gruppeniibung zur Vorlesung M. St |
. Stroppe

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Hinweis: Fiir eine Matrix M € K™*™ sind Kern und Bild definiert als Kern (M) := Kern (u)
und Bild (M) := Bild (1) mit p: K* - K™: u — Mu.

Aufgabe H41. Komplexe Zahlen und Drehungen

Wir betrachten C als R-Vektorraum mit Basis £: 1,i. Fiir w € C betrachten wir die lineare
Abbildung i, : C — C: 2z +— 2w,

(a) Bestimmen Sie . (fa14i), fir a,b € R.

(b) Weisen Sie nach, dass fiir beliebige w = a +bi,u =z +yi € C (mit a,b,z,y € R) die
Gleichung , (pw) g (ftu)g = ¢(Hwu), 8ilt.

(c) Folgern Sie aus (b) fiir beliebige Drehmatrizen A, B € R?*?, dass A- B = B - A gilt.
Hinweis: Kombinieren Sie (a) mit der Polarkoordinatendarstellung.

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt pia44i(1) = a + bi sowie fiq44i(i1) = —b + ai, woraus wir

e = (3 )

(b) Seien w =a+bi, u=2z+yi € C mit a,b,z,y € R. Dann gilt einerseits:

a —b\ [z —y
s e = (3 ) (50 7)
f(ar —by —ay—bx
“\ay+bx axr—by )’
andererseits gilt wu = (a + bi)(x + yi) = ax — by + (ay + bx)i und somit

_fax —by —ay—bx\ _
& (:uwu)g - (&y + bl‘ ar — by ) & (:uw)gg (:uu)g

erhalten.

(c) Als Drehmatrizen haben A und B die Gestalt

A= (W) )
s= () )

mit «, B € [0,27). Insbesondere entsprechen A und B damit den Darstellungsmatrizen
¢ (), beziehungsweise . (11,), fiir w = cos(a)+isin(a) und u := cos(fB) +isin(B).
GemiB (b) gilt nun wegen wu = uw

A-B :g(/vbw)g 'g(/vbu)g

¢ (ﬂwu)g =¢ (ﬂuw>g

:g(ﬂu)g'(c/‘(luw)g:B'A
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Aufgabe H 42. Orthonormalbasen von Matrizenrdumen
Wir betrachten die Teilmenge R := {A (ajl)1<J<2 1<i<s € R2*3

raumes R?*3 mit Skalarprodukt F': R**® x R**3 —+ R: (A, B) — Sp ( >

(a) Zeigen Sie: R ist ein Untervektorraum des Vektorraumes R?*3.
Zu R betrachten wir nun die Basen

B:by:=(500),02 = \}5(8(1)(1)%[735:%5(8(1)_()1)7543:\1/(8(1)(1)

Cier:=1(500):c2=1(0050),c3:=(0060),ca=(510),¢ = (7

(b) Zeigen Sie: B ist eine ONB von R beziiglich des Skalarproduktes F' und der von F

induzierten Matrixnorm ||Al| := \/F(A, A) (vgl. 2.5.2).

(c) Bestimmen Sie id, und id,.

0} des Vektor-

) b5 = 2 (39 9)
39)
01

Loésungshinweise hierzu:
(a) Seien A = (aji),<;<p1<3+ B = (bj1)1<j<91<<5 € R und A € R.

_____

Sei ferner C = (c]l)1<j<2 <13 = A+ B und D = (dj1),<j<,<3 = AA. Dann

Cj1 = Qjy + bj,l
dj; = \ajy,
insbesondere also —wegen as; =by; =0 - cy1 =do; =0,dasheiBt C =A+BeR
und D = AA € R. Ferner ist offensichtlich 0 € R. Folglich ist R ein Untervektorraum.
(b) Im Folgenden seien k € {2,3},m € {4,5}. Wir berechnen:

10 100 1 00
F(b,b)=Sp| [0 0 (o 0 0) =Spl0 0 0] =1
00 000
0 O
1 01 #£1
=1 0
1 0 0 0
=Sp| 5|0 1 #1]]=1
0 £1 1
0 0
1 00 O
F(bmbn) =Sp {5 |0 1 (o | il)
0 =£1
1 0 0 0
=Sp|5 (0 1 #£1]]=1
0 £1 1

Da b],b5 und b nur in der ersten Spalte Eintrige # 0 haben, welche beim Produkt
mit by bzw. b5 mit Eintragen der ersten Zeile dieser Matrizen multipliziert werden, folgt
ohne groBes Rechnen:

F(by,by) = F(bg, by) = Sp

o oo
o oo
o oo
I
o
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Da ferner
10 0 1 #£1
1 1
F(by,byp)=Sp|—=1(0 0 (8 (1) :Bl) =Sp|l—=10 0 O =0
2\0 0 2\0 0 o0
00 0 O 0
1 — 1
10 0 -1 -1
und
00 00 O
1
F(by,bs)=Sp| =0 1 (8 (1) _01) =Sp(0 1 —-1]=0
0 1 01 -1

gelten, folgt mit der Symmetrie von Skalarprodukten fiir 1 < 5,1 < 5:

1 j=1
F(b]7bl>:{0 i?’él’

B ist also eine ONB von R.
(c) Es gelten:

blzcl
b L + !
—Cy + —=c¢
2 NG 2 NG 3
b 1 1
——Cy — —=¢C
3 NG 2 NG 3
b L + !
—cy + —=c
4 /2 4 NG 5
b 1 1
—Cy — ——=¢C
5 5 NG 5
und somit
V2 0 0 0 0
1 O 1 1 0 0
cidy="s|0 1 10 0
O 0 0 1 1
0O 0 0 1 -1
Mit
V20 0 0 0 V20 0 0 0
0O 1 1 0 0 0O 1 1 0 0
d id ! 0 1 1 0 O L 0 1 1 0 O
clp ¢l = 5 - 5 -
2l o 00 1 1] Y20 0 0 1 1
0O 0 0 1 -1 0O 0 0 1 -1
2 0 000
1 02000
=—10 0 2 0 0] =E;
0 00 20
0 000 2
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sehen wir, dass ,id = (c idB)_1 gegeben ist durch

V20 0 0 0

Lo 11000
pid,=,id,=—=]0 1 -1 0 0
V29 0 0 1 1

00 0 1 —1

Bemerkung: Man kdnnte versucht sein, zu argumentieren, dass BidC = (C idB)T ist,
da B eine Orthogonalbasis und C' der Standardbasis entspricht. Allerdings wurde diese
Eigenschaft in der Vorlesung fiir Basen des R™ eingefiihrt, welche bzgl. des Standards-
kalarproduktes eine ONB bilden! Falls die Basis bzgl. eines anderen Skalarproduktes
orthonormal ist, ist Vorsicht geboten!

Um dies einzusehen, betrachten wir V := (R3 (-|-),) mit (-|-), wie H 35, das heiBt,
wir verwenden das durch A induzierte Skalarprodukt anstelle des aus der Vorlesung be-

0 1
kannten Standardskalarproduktes. Betrachten wir nun vy := | =1 | ;0= [ 1| €V,
2 1
so gilt:
2 0 -1 1
(i), =(0 =1 2){ 0 2 0 1
-1 0 2 1

1
=0 -1 2)(2]=0
1

fiir die Koordinatendarstellung bzgl. der Standardbasis £ und das Standardskalarprodukt
gilt jedoch

<Evl ’E02> =1,

das heiBt v; und vy sind orthogonal zueinander, die zugehorigen Koordinatenvektoren
jedoch nicht.

Dass im vorliegenden Falle tatsichlich id, = (, idB)T gilt, ist dem Umstand geschul-
det, dass die Basis C' ebenfalls eine ONB beziiglich des Skalarproduktes F' ist.

Aufgabe H 43. Spiegelungen und Drehungen

, 1 ) .
Gegeben sei die Abbildung ,: B* — R*: v~ (_84 : f§> v mit Parameter s € R.

Bestimmen Sie s € R so, dass ¢;
(a) eine Drehung ist. Geben Sie ferner die Drechachse und den Kosinus des Drehwinkels an.

(b) eine Drehspiegelung ist. Geben Sie ferner die Fixpunktmenge von ¢, an.
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3 0 20s
Losungshinweise hierzu: Sei A;:=—- | 0 5 0 |. Wir berechnen zunachst
—4 0 15s
1 6255
Ay = — (22 4 = = 5s.
det Ay = (2255 + 400s) 9% 5s
(a) Hieriir kommt nur s = 1 als Kandidat in Frage, da nur dann det 4, = 5s = 1 gilt.
Wegen
30 -4\ /3 04 1 00
AjAr==105 0)-=[0 50)=[010
’ 4 0 3 -4 0 3 001

handelt es sich bei P1 tatsachlich um eine Drehung. Ist o der Drehwinkel, so folgt aus
SpAs =14 2cos(a):
_SpA,—1 H-1 16 3

cos(a) = 5 =3 F "%

Zur Bestimmung der Drehachse 16sen wir die Fixpunktgleichung A,z = x bzw.

-2 0 3 0
(4y=Es)a=0 0 0 ]e={0
5 4 2
-5 0 =z 0
0
Hieraus konnen wir sofort e; = | 1 | als eine Losung ablesen. Da ferner die 1. und 3.
0

Spalte orthogonal zu einander stehen und beide nicht der Nullvektor sind, gilt Rg <A% — E3> =
2, also hat der Kern die Dimension 1 und wir erhalten als Fixpunktmenge — und damit

0
Drehachse — die Gerade L 1
0
(b) Wieder bestimmen wir mogliche Kandidaten, in dem wir det(As) = 5s = —1 setzen
und erhalten s = —1. Es gilt:

1 (3 0 -4\ /3 0 —4 1 00

AT_lA_%:g 005 0 )-=|0 5 0f=[010

’ —4 0 -3 —4 0 -3 001

Also ist ¢ _1 eine Drehspiegelung. Wir I6sen die Fixpunktgleichung A 12 = z, indem
wir (A% — Eg) x = 0 l6sen. Hierbei ist

I
(1)
I
(ST

A_%—E:g: O

|
(S
o oo
S
oo

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 60



9. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Auch hier konnen wir zwei Losungen vy, vy direkt ablesen:

0
V1 = €9 = 1 ,
0
—2
Vg = 0
1

Da ferner Rg (A_% —E3) > 1 gilt und somit keine weiteren Ldsungen existieren
konnen, welche linear unabhangig zu v; und v, sind, erhalten wir als Fixpunktmen-

ge
0 —2
{x€R3|cp_%(m):x}:L 1,10
0 1

Aufgabe H 44. Orthonormalbasen

Bezeichne E die jeweilige Standardbasis von R?® bzw. R®. Gegeben seien die Abbildungen
T

0:R* 5 R®: 2+ Az mit A= (38%83) und ¥: R® — Bild (¢) : v — ¢(v).

(a) Fir 1 =5 =2 sei A; die Matrix, welche aus den ersten j Spalten von A besteht.
Konstruieren Sie eine ONB F' : fi, fo, f3 von Bild (¢) mit Bild (4;) = L(f1) und
Bild (As) = L(f1, fo).

(b) Nutzen Sie L (f1, fo, f3,€2,€3) = R, um F zu einer ONB F von R® zu erweitern.

(c) Bestimmen Sie ¢, und ¢,

Lésungshinweise hierzu:

3 3 2 3 3 2
000 0 0 0
(@) Esist A=]0 0 4].Sindalsoa; =|0]|,as=]0] und az= |4 | die Spalten
00 3 0 0 3
0 2 2 0 2 2

von A, so gilt A; = (a;) und Ay = (ay,a2). Da das Bild von A; der von den Spalten
aufgespannte Vektorraum ist, miissen wir also nur das Schmidtsche Orthonormierungs-
verfahren auf die Spalten von A anwenden, (dass die Spalten linear unabhangig sind,
konnen wir aus der Verteilung der Nulleintrdge ablesen). Wir berechnen:

aq ]_
|CL1| 3

0
fri=ay—(az|f1) fi= |0
0
2
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3 1 0
0 0 0
=10]-3-101=1]0
0 0 0
2 0 2
0
" 0
for==2 =10
| f5] 0
1
f3=a3—(as| f1) f1 — (a3 ]| f2) fo
2 2 1 1 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0
=14 —< 4 0 > 0 —< 4 0 > 0
3 3 0 0 3 0 0
2 2 0 0 2 1 1
2 2 0 0
0 0 0 0
=141 -101—-10]| =14
3 0 0 3
2 0 2 0
0 0
S (I
S TETRRRVIE T I R
0 0
Wir erhalten:
1 0 0
0 0 1 0
F fi=|0],fa=1]0 ,f3=g 4
0 0 3
0 1 0

(b) Da der zweite Eintrag von fi, fo und f5 jeweils O ist, gilt fiir e; =

S OO = O

(ea] f1) = (e2| fo) = (ea] f3) =0,

wir kénnen also f, := ey setzen. Fiir f5 nutzen wir erneut 4.5.10:

fii=es—(es| fi) fr — (es| f2) fo — (es| f3) fs — (es| fu) fu

=0 =0 =0
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Wir erhalten:

(c) Wir beginnen mit ¢, :

= (E idﬁ)T erhalten wir:

1

)

F

id, = (,id

(f1, f2, f3, fa, f5) und &

F:

Wegen . id
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Fir v € R® gibt uns das Produkt v das Koordinatentupel ~¢(v) = | v3

PPEE

von o(v) bzgl. der Basis F: fi, fa, f3, f1, f5, wobei wir v; fir 1 < j < 5 durch
Multiplikation der j. Zeile von ¢, mit v erhalten. Das Produkt ¢, - v gibt
uns analog das Koordinatentupel von ¥ (v) = p(v) bzgl. F : fi, fo, f3, das heiBt wir
interessieren uns nur fur die Produkte der ersten drei Zeilen von .. mit _v. Wir
konnen also aus ¢, die Matrix 4 ablesen und erhalten:

PV =

S O W
SN W
(G200 R \V)

Alternativer Lésungsweg fiir 1 : Sei A: a1, az,a3 die Basis von Bild (), welche
aus den Spalten von A besteht. Die Matrix A@/)E hat eine besonders einfache Gestalt —
immerhin gilt a; = (e;) fir 1 < j < 3:

S = O

1 0
AWp=10 0
0 1
Nun bendtigen wir nur noch die Matrix . id ,, welche wir aus unseren Berechnungen
in (a) erhalten: Es gilt f; = |Z—i| mithin a; = |a1| fi = 3f;. Hieraus erhalten wir mit

fo= 12 und f; =ay — (az2| fi) fi:

f3

ag = f5 +(az| f1) fr = |3l fa + (a2 | f1) i
=3f1+2f

Wir berechnen analog:

az = f3 +(az| f1) fi + (az ]| f2) f2
= |f5] f3 + (as| f1) f1 + (as]| f2) f
=2fi+2f+5f3

Somit erhalten wir

3 3 2
F1dA— 0 2 2
00 5
und somit
3 3 2 1 00 3 3 2
F¢E:FidA-A¢E: 0 2 2 01 0]l=10 22
0 0 5 001 00 5
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Vs

&

Frischhaltebox

Aufgabe H 45. Lineare Abbildungen

Sei V := Poly R der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2.
Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Abbildungen linear sind:

(@) ¢: V—=V:p(X)— p(X —3) (b) v:V =->R:p(X)—0

Losungshinweise hierzu: Im Folgenden seien jeweils p,q € V', A € R.
(a) Dann gelten:

(plp+)(X)=(p+ (X =3)=p(X —=3) +q¢(X —3)
= (p(p))(X) + (p(9))(X)
(A -p))(X) =A-p(X =3) =X (p(p)(X)

Folglich ist ¢ linear.
(b) Es gelten:

Y(p+q) =0=0+0=1v(p)+v(q)
YPA-p)=0=X-0=A-9(p)

Folglich ist v ebenfalls linear.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 46. Koordinatentransformation
Seien E das Standardkoordinatensystem fiir R® und ¢ € R. Zudem seien

1 1 10 -5

F=1|[=2]:l2]|.,[c]|.,| O , sQ=(-211)", _R=(50,3)"
0 0 1 3c

(a) Fir welche ¢ € R ist IF ein affines/kartesisches Koordinatensystem?
(b) Sei ¢ = —1. Bestimmen Sie _x Q und _R.

EfF FRE B
Lésungshinweise hierzu:

(a) Damit T per Definition 4.7.1 ein affines Koordinatensystem ist, miissen f, := (1,2¢,0)",
fo = (10,¢,1)7, f3 := (—5,0,3c)" eine Basis des R® bilden. Nach Definition 2.7.2
miissen f1, fo und f3 linear unabhangig sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
Determinante der durch (f1, fo, f3) gegebenen Matrix F' ungleich 0 ist.

110=5 ¢ 0 10 =5
det [ 2¢ ¢ 0 | =det (1 3 )—QCdet < 1 3 ) = 3¢®—2¢(30c+5) = —c(57c¢+10).
0 1 3c ¢ ¢

Folglich ist I fiir alle ¢ € R\ {0, —32} ein affines Koordinatensystem.

Alternativer Losungsweg:

Wenn f1, fo und f3 linear unabhangig sind, muss Rg F' = 3. Wenn ¢ = 0 ist, dann
ist RgF' < 3 (F hat eine Nullzeile). Unter der Annahme ¢ # 0, verwenden wir den
GauB-Algorithmus, um den Rang zu bestimmen:

1 10 —5
2c c 0
i 0 1 3¢
[ 1 10 -5
Z2 — 2021 . 0 —19¢ 10c¢
| 0 1 3c
1 10 —5
10
—%%ZQ . 0 1 19
| O 1 3c
- 5
Zl — 1022 : 1 0 19
1
0 1 -5 |,
La — Ly -
3”420 |0 0 3c+2

woraus Rg ' = 3 folgt, wenn ¢ # —% ist.

Die Vektoren f1, fo, f3 bilden keine ONB, da sie nicht normiert sind und nicht paarweise

aufeinander senkrecht stehen (z.B. ist (f1|f3) = —5 # 0). Somit ist ' nach Definition

4.7.1 kein kartesisches Koordinatensystem.
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(b) Mit P := (1,—2,0)" sind die Koordinatentransformationen nach 4.7.6 gegeben durch
ghp ' RP =R v Fo+ Pund ki, R? - R® v = F~'(v— P). Damit folgt

1 10 =5 1
ERF:R3—>R3:UI—> <—2 —1 O)U—l— (—2).
0 1-3 0

Wir berechnen F'~! mit Hilfe des GauB-Algorithmus:

1 10 -5 1 0 0
-2 -1 0 0 1 0
i 0 1 -3 0 0 1
[ 1 10 -5 1 0 0 ]
Zo+ 277 - 0 19 —-10 2 1 0
i 0 1 -3 0 0 1 ]
1 10 -5 1 0 0 T
1575 0 1 -9l & % 0
| 0 1 -3 0 0 1
- 5 1 10
10 2 1
0 1 -1 19 9 0
47 2 1
Z3 - Z2 L 0 0 19 “19 19 1
- 5 1 10
0
. 0 1 -3/ % 5 0
w40 0 1|2 L b
_ 3 25 5
Zl — %Zg N 1 0 0 _E —4—7 4—7
2 1 19
Damit erhalten wir
1 -3 =25 5 1
kR3S R0~ — 6 3—-10 Jo—10].
E 47T\ o 1-19 0
——
F-1p

1 10 =5 -2 1 4
aseta=rasr=(328) (1)« (4)-(3)

1/—3-25 5 4 -1
wlU = el (ER) (57 ) 47( 2 1 —19) (3> (—1>
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Aufgabe H 47. Koordinatentransformationen im Komplexen

Sei [E das Standardkoordinatensystem. Gegeben seien die affinen Koordinatensysteme ' und

T OO (0.0

(a) Fernersei o : C* — C? die affine Abbildung mit ja(z) = (| ') g2+ (7). Bestimmen

Sie eine Matrix B und einen Vektor s so, dass ,a(x) = Bz + s.

(b) Bestimmen Sie _r ..
(c) Sei ;X = (2i,0) . Bestimmen Sie ,a(X). Ist ,a(X) fiir dieses X gleich einem von
a(X) und FKE(

a(X))? Wie ist es mit allgemeinen X ?

E E

Lésungshinweise hierzu:

(a) Seien A = (11 _é> t= (_11> F = <5 1_2;> und P = (6) Mit Satz 4.7.12
gilt B=F'AF sowie s = F~'(AP — P +1), also brauchen wir F~! zu berechnen.

[ i 21 1 0
0 1—-1f O 1

-1

Zl — 222 . 1 0 —l —l

Also ist

Daher ist

B=F1AF =

(o 30
(o
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c=rar-ren= (3 0 (DG - (D ())
-(% ) (L) -(=)
(0 )
-(*)

Also ist

io(v) = F\Gu+ FH(Q — P) = ( o _;ﬁ ; >U+ (_ (11+i>>.
(c) Esist ' ‘ '
o= (w6 - ()
und

=m0 () (55 - (i)

Dieser Wert ist gleich .~ (Ea(X)) und diese Aussage gilt fiir allgemeines X : da IF ein
affines Koordinatensystem und « eine affine Abbildung ist, gilt

_ -1
X = F7Y(

X +P)+t-P)

- -1
"AF X + F Y (AP — P+ 1) = jo(X).

Aufgabe H 48. Koordinatensysteme
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(a) Skizzieren Sie das Standardkoordinatensystem E, die Koordinatensysteme
F = ((Z1):(3). (%) und G = ((%);(%),(4)), sowie den Punkt P mit
= G)

(b) Sei ,a(X) = (7'}),X. BestimmenSie P, .a(P), ,a(P),
Was ist die geometrische Interpretation von ,a(X) in F?

(c) Seien Q= (—=3,9)" und = (10, —6)". Bestimmen Sie
Was ist die geometrische Interpretation dieses Wertes?

P ca(X) und a(P).

|GP - GQ| ’ |]FP - ]FR|
[r(P) — pa(R)]

F

L6ésungshinweise hierzu:

)
3) (o) () 6)

(
:((1)
(
(
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Beziiglich T ist die Abbildung Fa(X> eine Spiegelung an der zweiten Koordinatenachse
von [F, gefolgt von einer Verschiebung von —2 in der ersten Koordinatenachse.

ree (1)

= (55) (%) (%)= (V)

(c) Die Abbildung _a ist eine Isometrie (,a ist eine affine Abbildung und ihr linearer

Anteil (') ist orthogonal). Somit bleibt der Abstand zwischen zwei Punkten bei

dieser Abbildung unverdndert, insbesondere | a(P) — ,a(R)| = [P — ,R|. Also haben
wir
|GP - GQ| ) |]FP - FR|
—|.P—_Ql=vB—=(-3))2+(-3—-19)2 = V180 = 6/5.
[z(P) = pa(R)] ec

Daher ist 61/5 der Abstand zwischen den Punkten P und Q.

Aufgabe H 49. Eine besondere Abbildung
(a) Finden Sie jeweils einen Vektor v; # 0, welcher (A — jE3)v; =0 fiir j € {1,2,3} mit

13 -2 =2
A= % —4 11 —4 | erfiillt. Uberpriifen Sie, dass B : vy, v, v5 eine Basis bildet.
—4 1 6
(b) Betrachten Sie die Abbildung o, : R® = R®: 2~ Az. Bestimmen Sie o ,.

(c) Berechnen Sie ) % (v, )*. Hinweis: Benutzen Sie ..

L6ésungshinweise hierzu:

(a) j =1: Wir finden den Vektor vy, der (A — E3)v; = (—84 o :1421> = 0 erfiillt.

—4 1

8 —2 —2 %Zl : 1
|4 1 1| z4az,: [ 0 0 0 |
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1 - -3 Zy + 552 1 0 |-1
S 1z 01 1|5 0 1 |-1
0 0 0 0 0|
Daher ist v; = (3,1,1)" eine Ldsung von (A — E3)v; = 0. Ferner ist v; = Ay(3,1,1)"
eine Losung von (A — E3)v; = 0 fiir jedes beliebige A\; € R.
. - L3 —2-2 y
j = 2: Wir finden den Vektor vy, der (A —2E3)v, = ¢ (:i 1 :3) = 0 erfiillt.
T3 2 2] iz [ 1 =2 _2§
-4 1 -4 | = Zy+4Z : —% —30 —
| -4 —4 Zy+4Zy: | 0 —3 -2
1 p 4] a1 0
— —27,: 0 1 4 | = 0 1 4
Zy+32Z,: | 0 0 0 Zy—Zs: | 0 0] 0

Daher ist v (—2,—4,1)" eine Lésung von (A — 2E3)v, = 0. Ferner ist v,
Aa(—2,—4,1)" eine Losung von (A — 2E5)v, = 0 fiir jedes beliebige A\, € R.

§ = 3: Wir finden den Vektor vs, der (A — 3E3)v3 = & <:4 i —é) = 0 erfllt.

5\ 41 —
[ -2 2 2] “lze 111
4 -4 4| & Zy+dz: | 0 0 0 | =
L —4 1 -9 i Z3+4Zli 0 ) -5
101 1] Z =iz [ 1 0|2
— ZQ <—>Z3 0 5) -5 — %ZQZ 0 1 -1
0 0 0 | 0 010

Daher ist v3 = (—2,1,1)" eine Losung von (A — 3F3)vs = 0. Ferner ist v3 =
A3(—2,1,1)" eine Losung von (A — 3E3)vs = 0 fiir jedes beliebige A3 € R.

1 -2 -2
Zum Beispiel wahlenwir Ay =2, Ao = A3 =1,umeineBasis B: | 2 |, —4 |, 1

2 1 1

zu bilden. B bildet eine Basis, wenn vy, v und w3 linear unabhangig sind. Dies ist ge-
nau der Fall, weil die Determinante der durch (v, v, v3) gegebenen Matrix V' ungleich

0 ist:
) —(=2) det (3 i) +(=2) det (3 _‘11)

1 -2 -2 - 41
det(%—éll })—det( 11
(—4—-1)+2(2—-2)—2(2—(-9))

—5+0—2(10) = —25 £ 0.
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /

Seite 72



10. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

(b) Esist ,a, = ,id, a,,id, und _id, = V. Also miissen wir ,id, = ,id, ' = V!

bestimmen.

1 -2 =2 1 0 0

[\
|
IS
—_
o
—_
[a)

—
]

22—2212 0 0 5) —2
Ze—2Z,- | 0 5 5| -2 0 1

. 0 0 S5 (-2 1 0 |
1 -2 2 1 0 0 7
%ZQ 0 1 1 _g 0 %
54 L 0 0 1| -2 % 0 |
- 1 2 -
70+ 27, 1 0 0 = 0 £
2 1
0 1 L - 0 ¢
2 1
L 0 0 1 |- £ 0 |
1 0 0 0 2
ZQ—Zgi 0 1 0 0 —% %
2 1
O 0 1 |- £ 0

Also ist
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und
L/ 1 02\ /13-2-2\ /1-2-2
o =—| 0-=11)(-411-4)[2-4 1
BB\ 9 10/\=4 1 6/\2 1 1
) 5 010\ /1 -2 -2
- 0-1010)(2-4 1
25\ 30 15 0/\2 1 1
L/ 1 02 9 -9
~ 2 0-22]|(2-4 1
S\—6 30/\2 1 1
L /500
—2(010 0
5\0 015
100
—(020].
003
(c) Esist

5 100\ /100 L /100 L /100
EZQEQQBV::(010>‘*§<020>'+§5<020> <020>
— 001 003 003 003
(100) 1(100) 1(100) 1(10 0)
—(o10)+=(020)+=({040]+=(08 0
001/ 2\oo03/) 4\oo9/ 8S\ooor
L [8+4+2+1 0
— - 0 8+8+8+8
8 0 0 8+12+B+27
L /15 00
—-[ 032 0
8( 0 065)
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Also haben wir

—100 33 92

Zl L /1-2-2\ /15 0 0 1 02
—(a)=—(2-4 1 032 0 0-11
—2REET A0 g 0 065/ \—2 10
L1122 15 030
——|2-4 1 0 —32 32
40\2 1 1/\ =130 65 0
L[ 275 —66 —34
— — | =100 193 —68 |.
40

Frischhaltebox

7

Aufgabe H 50. Nulistellen von Polynomfunktionen im Komplexen

Bestimmen Sie alle Nullstellen folgender Polynomfunktionen p: C — C: z — p(2).

@) pi(z) =22 +22+32-5

(b) p2(2) =25 — 424+ 2234222+ 2+ 6

Lésungshinweise hierzu:

(a) Da alle Koeffizienten ganzzahlig sind, wenden wir 1.8.10 an und probieren samtliche

(b)

Teiler von —5 aus. Hierdurch erhalten wir die Nullstelle z; = 1. Durch Faktorisierung
des Polynoms erhalten wir p;(z) = (2 —1)(2%+ 22 +5). Die Nullstellen von 2% +2z+5
konnen mit (1) der Mitternachtsformel oder (2) a + bi Schreibweise gefunden werden.

(1) Die Mitternachtsformel gibt 203 = 2(—2+ 4 —4-5) = -1+ Y10 = —1 £ 2i.

(2) Sei z =a+ bi mit a,b € R, dann ist
22 +22+5 = a® — b% + 2abi + 2a + 2bi + 5 = (a® + 2a — b* + 5) + (2ab + 2b)i.

Vergleich des Imaginarteils mit 0 gibt 2b(a + 1) = 0, also b = 0 oder a = —1. Wenn
b = 0 ist, hat Vergleich des Realteils (a® + 2a + 5) mit 0 keine reelle Lésung. Wenn
a = —1 ist, Vergleich des Realteils mit 0 gibt V> =4 = b = £2.

Die Nullstellen von p;(z) sind insgesamt z; =1, zo = —1 + 2i und z3 = —1 — 2i.

Da alle Koeffizienten ganzzahlig sind, wenden wir 1.8.10 an und probieren samtliche
Teiler von 6 aus. Hierdurch erhalten wir die Nullstellen z; = —1, 29 = 2 und 23 = 3.
Durch Faktorisierung des Polynoms (z.B. durch Polynomdivision) erhalten wir p;(2)
(z+1)(z — 2)(z — 3)(2% + 1) und wir wissen, dass die Lésungen von 22+ 1 = 0 sind
z = =i. Insgesamt sind die Nullstellen von py(2): 21 = —1, 25 =2, 23 =3, z4 =i
und zs = —1i.

J
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H51. Ejgenwerte
Sei A € C™"™ eine komplexe Matrix.
(a) Sei \ ein Eigenwert von A. Zeigen Sie, dass \* ein Eigenwert von A* fiir k € N ist.

(b) Sei A eine Matrix mit der Eigenschaft A™ = 0 fiir m € N. Zeigen Sie, dass A = 0 der
einzige Eigenwert von A ist.

(c) Sei A =0 ein Eigenwert von A. Zeigen Sie, dass A nicht invertierbar ist.

Loésungshinweise hierzu:

(a) Esgilt
AFp = AF1 0 Ay = MNAF o = NAR2 . Ay = N2AF 20 = =\ Au = Mo,
A A A

Alternative L6sung:
Mit vollstandiger Induktion erhalten wir:

/{;zl:Alv:)\lv & Av = .

@Annahme: Es gilt A¥1v = M1y,
@ k—1—k:

AFp = A (A1) @ A (No) = M1 (Av) = AT = A,

(b) Wenn wir einen anderen EW X\ # 0 von A hétten, dann ware A\ # 0 ein EW der
Matrix A™ (siehe Teil (a@)). Wir wissen aber, dass die Nullmatrix nur den Eigenwert 0
hat. Deshalb kann es keinen EW X\ # 0 von A geben.

(c) Sei A =0 ein EW der Matrix A. Dann ist das Produkt der EW auch gleich 0. Dieses
Produkt ist aber gleich det(A). Deshalb ist A nicht invertierbar.

Aufgabe H 52. Diagonalisierbarkeit
-1 g 0
Sei B € R ein Parameterundsei Bg=| 1 0 f3
0 -1 -1
(a) Fiir welche Werte von (3 ist die Matrix Bs diagonalisierbar?

(b) Gibt es eine Basis von R? aus Eigenvektoren von B;?

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 76



11. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Losungshinweise hierzu:
(a) Das charakteristische Polynom von Bj ist

—-1-X p 0
pB/i()\> = det (Bg — AE3) = det 1 -\ B
0 -1 —-1-A
=(=1=ANA+X+8) = B(=1=N) =(=1-NA+X+5-5)

=M1+ N\)2
Wir erhalten damit zwei Eigenwerte
A =0, Ay =—1

mit algebraischen Vielfachheiten ey = 1 und e_; = 2. Wir berechnen die geometrische
Vielfachheit von A,:

0 B8 0
Bs—XMEs=|1 1 8
0 —1 0

Wenn 3 # 0 ist, kdnnen wir die erste Zeile mit 3~ multiplizieren und erhalten den
Rank Rg(Bs — \2E5) = 2. Fiir § = 0 erhalten wir den Rg(By — \2E3) = 2. Also
ist die geometrische Vielfachheit g1 = 1 # e_;. Deshalb ist die Matrix Bz nicht
diagonalisierbar fiir alle g € R.

(b) Da der Eigenraum zum EW Xy = —1 nur eindimensional ist (siehe Teil (a)), existiert
keine Basis von R? aus Eigenvektoren von B;.

Aufgabe H 53. Diagonalisierbarkeit, ONB

g 01
Sei B € R ein Parameter und sei Bz = [0 1 2

B0 1

(a) Fiir welche Werte von §3 ist die Matrix Bs diagonalisierbar?
(b) Berechnen Sie eine Basis von R?, die aus Eigenvektoren von B besteht.
(c) Ist die Basis aus (b) orthogonal?

(d) Konstruieren Sie eine ONB von R? aus den Vektoren aus (b), indem Sie das Schmidtsche
Orthonormierungsverfahren anwenden.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

B—x 0 1

pp,(\) = det(Bs — AEz) =det | 01—\ 2
B01-)A
=(B=-NA=N"=p1L=-N)=1=-N((B-N1=1) -5
= (1= NN\ = AB+1))
=AML =)A= (B +1).

Die Eigenwerte von Bg sind
)\120, )\2:1, )\3:ﬁ+1
Wir haben 3 Fille:
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e Fir 3 ¢ {0,—1} gibt es 3 verschiedene Eigenwerte. Deshalb ist die Matrix in
diesem Fall diagonalisierbar.

e Fiir = 0 hat der EW Xy = 1 die algebraische Vielfachheit e; = 2. Die geo-
metrische Vielfachheit g; ist gleich der Dimension des Eigenraums V(\g). Wir

berechnen
-1 01
By—XMNE;=By—E;s=[ 0 0 2
0 00
und erhalten damit dim V' (\y) = 1. Deshalb ist die Matrix By nicht diagonalisier-
bar.

e Fiir § = —1 hat der Eigenwert A\; = 0 die algebraische Vielfachheit ¢y = 2. Die
geometrische Vielfachheit g ist gleich der Dimension des Eigenraums V(). Wir

berechnen
-1 01
B_1 — )\1E3 = B_1 = 0 1 2
-1 0 1
und erhalten damit dim V(A1) = 1. Deshalb ist die Matrix B_; nicht diagonali-
sierbar.

1 01
(b) Die Eigenwerte von By = |0 1 2] sind
1 01
M=0, d=1  A3=2

Wir berechnen die Eigenrdume V' (\;) fiir i = 1,2,3.
Fir Ay = 0 erhalten wir

und formen um zu

1 0 1
01 2
s — 4 0 0O
Damit ist
—1
1

Fiir Ay =1 haben wir

und formen um zu

001
Z2—2211 00 0
1 00
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Deshalb ist
0
V(A)=C |1
0
Fir A3 = 2 erhalten wir
-1 0 1
Bi—XE35=1 0 -1 2
1 0 -1
und formen um zu
-1 0 1
0 -1 2
Zg + Zl . 0 0 0
Damit bekommen wir
1
1
Eine Basis von R?, die aus Eigenvektoren von B; besteht, ist gegeben durch
-1 0 1
V1 = -2 s Vg = 1 , Usg = 2
1 0 1

(c) Da die Vektoren vy, vy, v3 nicht paarweise orthogonal sind, z.B.
<Ul ’ U2> =-2 7& 07
ist die Basis {vy, v2,v3} nicht orthogonal.
(d) Wir berechnen eine ONB { f1, fo, f3}:

—1
v 1
AR T Rl
(%1 6 1
_ _1 _
it ibh= (1) 41 (22 L pedi LY
= Vg — (U2 1)J1 = 51— = 3 ) 2= T T T
? 0 3\ 4 z 150 V3
1 9 —1 9 —1 1
fy == (s | ffi—(us | o) fo= |2 3l =25t ])=1°)
1 1 1 1
1
/3 1
fa="==—710
1f50 V2 4

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 79



11. Gruppeniibung Hohere Mathematik 1

Aufgabe H 54. Google PageRank

Die Skizze visualisiert exemplarisch 5 Internetseiten. Die Pfeile zeigen
an, welche Webseiten aufeinander verweisen. Beispielsweise verweist
die Website 1 auf 2 und 3. Das Ziel ist es, diese Webseiten sinnvoll
nach ihrer Popularitdt zu ordnen, ihnen also ein Ranking zuzuweisen.

(a) Die Ubergangsmatrix A = (a;;) € R> fasst die Informationen der Grafik zusammen.
Der Eintrag a;; gibt die Wahrscheinlichkeit an fiir einen Ubergang von der Webseite j auf
die Webseite 7 an. Er ist definiert als 0, falls kein Link von j nach ¢ besteht, andernfalls
als a;; = (#{ausgehende Links von j})~!. Die Schreibweise #{ ausgehende Links von
j} bezeichnet die Machtigkeit der Menge {ausgehende Links von j}, also die Anzahl an
Elementen dieser Menge. Stellen Sie die Matrix A auf.

(b) Einer Webseite i kann nun ein Ranking x; zugeordnet werden, indem man das Ranking
der auf sie verweisenden Webseiten j mit den jeweiligen Ubergangswahrscheinlichkeiten
5

a;; multipliziert und diese aufsummiert: z; = Zawwxj. Uberfiihren Sie diese Gleichun-

j=1
gen in Matrixschreibweise und zeigen Sie, dass der gesuchte Vektor x im Eigenraum zum

Eigenwert 1 liegt.
(c) Zeigen Sie, dass 1 ein Eigenwert der Matrix A ist.
(d) Berechnen Sie das gesuchte Ranking x der Webseiten.

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Die Ubergangsmatrix ist

0 0 0 1/2 0
1/2 0 1/3 0 0
A=11/2 0 0 0 0
0 0 1/3 0 1
0 1 1/3 1/2 0
(b) Es gilt
5
xi:Zaij-xj fir +=1,...,5.
j=1
Damit erhalten wir fiir 2 = (xq,. .. ,91:5)T:

r =Ar & (A—-1-E;x=0.
Esx

Die Gleichung Az = 1- x stellt eine Eigenwertgleichung fiir 2 zum Eigenwert 1 dar.
(c) Damit 1 ein Eigenwert der Matrix A ist, muss A = 1 eine Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms det (A — AEj5) sein.

Es reicht, die Nullstelle zu priifen, d.h. det (A —1-FE5) = 0 nachzurechnen. Dazu
entwickeln wir beispielsweise zunachst nach der ersten Zeile und anschlieBend nach der
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ersten Spalte:

~1 0 0 1/2 0

1/2 -1 1/3 0 0
det(A—1-E5)=det|1/2 0 -1 0 0
0 0 1/3 -1 1

0 1 1/3 1/2 -1

~11/3 0 0

0 -1 0 0

=(edet ) g s

1 1/3 1/2 —1

1 0

= (=1)- | (=1)-det [ 1/3 —1
1/3 1/2 -1
0 -1 0

—(1/2)- [ (1/2)-det [0 1/3 1
1 1/3 —1

- (1/2)-

—1/2 - det

— det

1/2 -1
1/2 0
0 0
0 1

1/3 0 0
-1 0 0
1/3 -1 1
1/3 0
1/3 1
1/3 -1

—1
det [ O
1

1/3
~1
1/3
1/3 -1

= O O

_|_

Die Determinanten der verbleibenden 3 x 3 Matrizen kdnnen direkt berechnet werden,

so dass insgesamt gilt:

det(A —1-E5) = (=1)- ((=1) - (=1/2) = 0) = (1/2) - ((1/2) - (=1) = (1/2) - 1)

= —1/2+1/2=0.

(d) Das gesuchte Ranking z ist der Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert 1. Diesen kann
man durch Anwenden des GauB-Algorithmus auf das Gleichungssystem (A—1-F5)x =0

ermitteln:

[ -1 0 0

1/2 -1 1/3

12 0 -1

0 0 1/3

01 13

[ -1 0 0

Zg—i-%Zl: 0 —1 1/3
Zg—i-%ZlZ 0 0 -1
0 0 1/3

01 13

[ -1 0 0

0 -1 1/3

0 0 -1

0o 0 1/3

Z5+Z2: 0 O 2/3

1/2
0
0

~1

1/2

1/2
1/4
1/4
~1
1/2

1/2
1/4
1/4
—1
3/4

S OO OO S OO OO

S OO OO
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(-1 0 0 1/2 0| 0 ]
0 -1 1/3 1/4 0| 0
o 0 -1 1/4 0| 0
Zy+%Zy: | 0 0 0 —11/12 1 | 0
Zs+ 73 : 0 0 0 11/12 -1] 0 |
(-1 0 0 1/2 0| 0]
0 -1 1/3 1/4 0| 0
o 0 -1 1/4 0| 0
0 0 0 —11/12 1 | 0
Zs+Zy | 0 0 0 0 0 0
(-1 0 0 1/2 0 0 ]
0 -1 1/3 1/4 0 0
0 0 -1 1/4 0 0
~Lz.o 0 0 0 1 —12/11] 0
0 0 0 0 0 0
Zy -3z, [ -1 0 0 0 6/11 || 0 ]
Zy—1Zy: | 0 =1 1/3 0 3/11 || 0
Zs — 17 0 0 -1 0 311 |0
0 0 0 1 —12/11| 0
0 0 0 0 0 0 |
(-1 0 0 0 6/11 || 0 ]
Zy+iZy: | 0 -1 0 0 4/11 | 0
0 0 -1 0 3/11 |0
0 0 0 1 —12/11| 0
0 0 0 0 0 0
~Zy: [ 10 0 0 —6/11 1 0 ]
~Zy: | 01 0 0 —4/11 ] 0
~Zy: | 0 0 1 0 =3/11] 0
0 0 0 1 —12/11| 0
0 0 0 0 0 0

Dadurch folgt 2 = C(6,4,3,12,11)".
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Frischhaltebox

Aufgabe H 55. Polynominterpolation

Ein physikalisches Experiment liefert eine Reihe von Messwerten in
Form von n + 1 Paaren reeller Zahlen (z9,%), ..., (7, y,) € RZ.
(Dabei ist der erste Eintrag als Zeitpunkt, der zweite Eintrag als zu
diesem Zeitpunkt gemessener Wert zu deuten.)

Gesucht ist jetzt ein Polynom p(x) = ap + a1z + - - - + a,z™ mit der
Eigenschaft p(zo) = vo, ... , p(zn) = yn (s. Abbildung).

Es sind also die Koeffizienten ag, ... , a, € R zu bestimmen. Man
nennt dann p das Interpolationspolynom.

Gegeben seien die Messwerte (1,2), (2,1), (3,1). Bestimmen sie das Interpolationspolynom
p(r) = ap + arx + ax?.

Losungshinweise hierzu: Das Problem lasst sich als LGS schreiben:

a + a1 + a = 2
ag -+ 2CL1 I 4@2 ==
ag -+ 3@1 + 9@2 = 1

Die Losung lautet ag = 4,a; = —5/2, a2 = 1/2 und damit p(z) =4 — 2z + 122,

Alternative Losung (siche Aufgabe V6 in VU 3)
Die Lagrangepolynome sind

T—23 z—22 -2 z—3 (z—2)(z-3) 5 L.
L fry . fry . — :3__ —
o) = o w12 1-3 2 R

rT—x9 T—Ty v—1 -3 9
l(x) 1 —Tyg X1 — T3 2—1 2-3 (1' )(x ) A e
Lo(z ::c—a:O.a:—xl:x—l‘x—ZZ(w—l)(x—2)21_§$+1x2.

Ty — Xy Xg — Ty 3—1 3—-2 2 2 2

Das Interpolationspolynom lautet
p(z) = yo - Lo(z) +y1 - Li(z) + 12 - La(x)
5 1 3 1
=2 (3—§x—|—§x2) +1(-3+4z—2%) +1 <l—§x+§x2)

b} 1
:4—§x+§x2.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 56. Definitheit
Gegeben sei die quadratische Form
q¢: R* = R: 2 q(z) := 327 — 819x3 — 23 + 63103 + 273 + 8179 + 323

Bestimmen Sie eine symmetrische Matrix A € R*** mit ¢(z) = 2" Az. Entscheiden Sie, ob
q positiv definit, negativ definit oder indefinit ist.

Losungshinweise hierzu: Die Matrix A lautet

3 4 3 0
4 2 —4 0
A= 3 =4 3 0
0 0 0 -1

Die Matrix A ist eine symmetrische Matrix (A = A").
Das charakteristische Polynom von A (Entwicklung nach der letzten Zeile) ist

3—\ 4 3
xaA)=(=1=X)-det| 4 2-X —4 |=A+1)A-6) (N —2)x-32).

Die Eigenwerte von A sind
M=-1, X=6 M=1++33 M\=1—+33.

Nach Lemma 6.1.8 ist die quadratische Form ¢ indefinit, da A sowohl positive (A2 3 > 0) als
auch negative Eigenwerte (A4 < 0) besitzt.

Aufgabe H57. Typ der Quadrik (Grobeinteilung)

Gegeben seien die folgenden Quadriken:

Q:={z e R®| af + a3 + 2} + 4w132 + 201 + 623+ 1 =0},
Qo ={zeR®| 2l +a5+azj+4amas+2a(a—1)az+ala—1)=0}.
Geben Sie jeweils die Matrixbeschreibung von @ und Q, in der Form z'A z +2a'z 4+ ¢ =0

an. Bestimmen Sie den Typ von Quadrik (). Fiir welche a € R ist die Quadrik @, eine
kegelige Quadrik, eine Mittelpunktsquadrik oder eine parabolische Quadrik?

Losungshinweise hierzu: Die Matrixbeschreibung der Quadrik () lautet

T

1 20 1
2210 |z+2]0|at+1=0.
0 01 3
1 20
Der Rangvon A= 2 1 0 | ist Rg(A4) = 3.

0 0 1
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Der Rang der erweiterten Matrix

Aerw -

ist Rg(Aew) = 4. Daher ist ) eine Mittelpunktsquadrik (siehe 6.2.6).

Die Matrixbeschreibung der Quadrik @), lautet

T

1 0 O 0
10 1 2 |z+2 0 x4+ ala—1)=0.
0 2a0 « ala—1)
Der Rang von
1 0 0
A= 0 1 2«
0 20 «

ist Rg(A) =2 fiir a € {0, 3} und Rg(A) =3 fiir « € R\ {0, 1}.
Wir berechnen den Rang der erweiterten Matrix

ala—=1)]0 0 ala—1)
01 0 0
Aerw = 0/0 1 2a
ala—1) |0 2« a
e Fall a=0:
0000
01 00
Aerw - 0 0 1 0 ) Rg(Aerw) - 2
0000

Da Rg(Aew) = Rg(A) = 2, ist die Quadrik @y eine kegelige Quadrik (siehe 6.2.6).

_ 1.
° Falla—4.

3

16 O 0 16
A = 8 é "V Re(de) =4, da det(Aum) £0.
2
-3 o L 1
16 2 4

In diesem Fall ist Rg(Aew) = Rg(A) + 2 und somit ist @1 eine parabolische Quadrik.
e Fal a e R~ {0,3}: Esgilt

ale—1) 0 0 ala—1) ale—1) 0 0 ala—1)

0 1.0 0 |zezas 0 1.0 0

Bl 0 01 20 S A R R
ala—1) 0 2« a 0 0 2a a2-—a)
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— Fall a=1:
00 0O
01 00
Aerw - 001 2] Rg(AerW) =3.
00 21

Da in diesem Fall Rg(Aew) = Rg(A) = 3, ist die Quadrik @ eine kegelige
Quadrik (siehe 6.2.6).
Wir berechnen weiter

ala—=1) 0 0 ala—1) ala—=1) 0 0 ala—1)
0 1 0 0 Zyi=Zs—20-Z3 0 10 0
B8l 0 01 2 S I R R .
0 0 2a a2-—a) 0 0 0 «a(2->5aq)
— Fall a = %:

Wir erhalten Rg(Aew) = 3 fiir @ = 2 und deshalb ist die Quadrik Q2 eine
kegelige Quadrik.

— Fall o # %:
Der Rang ist Rg (Aerw) = 4. In diesem Fall (a € R~ {0, 1, 2,1}) ist Rg(Aew) =
Rg(A) + 1 und die Quadrik @, ist eine Mittelpunktsquadrik.
Fal Rg (4) [ Rg (Aew) Typ
a=0 2 2 kegelige Quadrik
a=7 2 4 parabolische Quadrik
a=1 3 3 kegelige Quadrik
o= % 3 3 kegelige Quadrik
a € R~ {0, i, %, 1} 3 4 Mittelpunktsquadrik
Aufgabe H 58. Diagonalisieren
Gegeben seien die Matrizen
1 -1 1 -1
-1 1 -1 1 L0~
A= und B=10 1 0
1 -1 1 -1 00 1
-1 1 -1 1

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehérigen Eigenrdaume der Matrizen A und B.
Geben Sie fiir jeden Eigenwert seine geometrische und algebraische Vielfachheit an.

(b) Entscheiden Sie, ob die Matrizen orthogonal diagonalisierbar sind und bestimmen Sie
gegebenfalls orthogonale Matrizen T und R so, dass 7" AT bzw. R'BR eine Diago-
nalmatrix ist.

Loésungshinweise hierzu:
Zur Matrix A:
(a) Matrix A ist reell und symmetrisch (A = A") und somit reell orthogonal diagonalisierbar
(Satz 5.4.2). Die Matrix hat den Rang Rg(A) = 1, also die Determinate det(A) = 0.
Somit ist mind. ein Eigenwert A = 0. Zu diesem Eigenwert berechnen wir den Eigenraum

V(0) = {xE]R4 z=(a,bc,a—b+c), a,b,ceR}.
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(b)

Der Eigenraum ist dreidimensional (die geometrische Vielfachheit ist dy = 3). Also hat
der Eigenwert A = 0 mind. die algebraische Vielfachheit 3. Andererseits wissen wir,
dass A diagonalisierbar ist und deshalb hat dieser Eigenwert héchstens die algebraische
Vielfachheit 3, d.h. ¢y = 3. Es muss also noch einen weiteren Eigenwert mit einfacher
Vielfachheit geben. Dessen Eigenraum steht senkrecht auf dem Eigenraum der 0, da A
orthogonal diagonalisierbar ist. Weiter muss dieser eindimensional sein. Der Aufspann des
Vektors v = (—1,1, —1,1)" ist senkrecht auf V' (0). Wir berechnen nun den zugehdrigen
Eigenwert.
Av = (—4,4,—4,4)" = 4v.

Der fehlende Eigenwert ist A =4 (eq4 = g4 = 1).

Matrix A ist orthogonal diagonalisierbar (siehe (a)). Eine mégliche Transformationma-
trix ist gegeben durch

Slegl-
|
N[ = |
N |—

S
=

w Sn—\
w

[N}
)—‘S

w

N |

S o o%-
s

[\&)

)

N =

Zur Matrix B:

(a)

(b)

Matrix B hat Dreiecksgestalt, die Eigenwerte stehen auf der Diagonalen. Der Eigenwert
A =1 hat also die algebraische Vielfachheit 3 (e; = 3). Der zugehdrige Eigenraum ist
gegeben durch

V() = {xE(C?" z = (a,b,0)", a,beC}.

Dieser ist nur zweidimensional (g1 = 2).

Es stimmen die algebraische und die geometrische Vielfachheit nicht iiberein. Somit ist B
nicht diagonalisierbar (Folgerung 5.3.5), insbesondere nicht orthogonal diagonalisierbar.
Es kann keine Transformationsmatrix geben.

Aufgabe H59. Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit
Fir a € R sei A, = (_1 3).

(a)
(b)

(c)
(d)

a —H
Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdaume von A, .

Berechnen Sie fiir jedes « die Eigenwerte von A, , sowie deren jeweilige algebraische
und geometrische Vielfachheit. Fiir welche « ist A, diagonalisierbar?

Bestimmen Sie ein «, fiir welches A, orthogonal diagonalisierbar ist.

Fiir welche « ist (3 + 6i, —5i)" ein Eigenvektor von A,?
Fiir welche a ist (3 — 6i, 5i)" ein Eigenvektor von A,?
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Losungshinweise hierzu:

(a)
A“:(i-i)

Das charakteristische Polynom lautet

B 11—\ 3 L
XA()\)—det(( 4 _5_)\>>—)\ +6A -7

und hat die Nullstellen A\; = —7 und Ay = 1.
Die Eigenrdaume sind die Losungsmengen der Gleichungssysteme

6 3 -2 3
(4 2)0—0 bzw. <4 _6)'0—0.

Die Eigenraume sind somit

VQQzC(?),VQﬂ:CG)

(b) Die Eigenwerte von A, sind A\ = =3 + /4 4+ 3 und Ay = —3 — /4 + 3.
o Fall a # —4:
Fir a # —3 gilt Ay # Ay und daher ey, = ey, = 1. Damit gilt auch dy, = d,, =
1. Die Matrix A, ist in diesem Fall diagonalisierbar (Lemma 5.3.2).

o Fall az—%:

In diesem Fall ist —3 der einzige Eigenwert und es gilt e_3 = 2. Der Eigenraum
ist die Losung des Gleichungssystems

(A_% + 3E3> v = (_21 _32) v=0.

Dieser Losungsraum ist eindimensional, da der Rang der beschreibenden Matrix
1 ist. Also ist d_3 = 1. Falls a = —% gilt, ist die Matrix nicht diagonalisierbar,
da die geometrische und algebraische Vielfachheit des einzigen Eigenwerts nicht
tibereinstimmen.

Also ist A, fir « € R~ {—3} diagonalisierbar.

(c) Fir o = 3 ist die Matrix A, symmetrisch und nach Satz 5.4.2 orthogonal diagonali-
sierbar.

(d) Damit der Vektor <3;|—5161> ein Eigenvektor ist, muss es eine Zahl A\ geben, so dass die
-1 3 3+61\ \ 3+ 61
a =5 =51 ) —o1

—3-21i ) _, (3+6i
3a+6ai+251) "\ -5 )
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Aus der Gleichung der ersten Zeile erhalten wir A\ = =2=2 — _3 —i_ Einsetzen in der

3461
zweiten Zeile ergibt
—5i(—3 —1) = 3a + 6ai + 25i.

Wir erhalten damit

—5—-10i 5
3460 3
Also ist o = —% die einzige reelle Zahl fiir die (3 + 6i, —5i)" ein Eigenvektor von A,

Ist.

Der zweite Vektor (3 —6i, 5i)" ist komplex konjugiert zum ersten Vektor (3+6i, —5i)" .
Nach Lemma 5.1.9 ist folglich A = (=3 — i) = —3 41 ein Eigenwert der reellen Matrix
A_s mit Eigenvektor (3—6i, 5i)". Demnach ist (3—6i, 51)" fiir o = —2 ein Eigenvektor
von A, . Fiir andere Werte von o € R ist dies nicht der Fall, da diese sonst nach
Lemma 5.1.9 im ersten Teil auftreten wiirden.

- Frischhaltebox ~

Aufgabe H 60. Volistindige Induktion

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion fiir alle n € N:

Loésungshinweise hierzu:

1
@ Die Aussage 7 = y/n ist wahr fiir beliebiges aber festes n € N.

Somit gilt die Aussage mit dem Prinzip der vollstandigen Induktion.

\. J
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 61. Euklidische Normalform zeichnen
Gegeben sei die Quadrik
Q = {JZ'ERQ‘ 33:%—2m1x2+3x§—4x1+12x2+7:0} )

(a) Bestimmen Sie eine euklidische Normalform der Quadrik Q und ermitteln Sie die zu-
gehdrigen Koordinatentransformationen.

(b) Bestimmen Sie anhand der Normalform die Gestalt der Quadrik und fertigen Sie eine
Skizze der Quadrik in Standardkoordinaten an. Zeichnen Sie in lhre Skizze auch das
Koordinatensystem ein, beziiglich dessen die Quadrik Normalform hat.

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Gleichung der Quadrik lautet 2" Az + 24"z + ¢ = 0 mit

(4 ()

Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet

Il
~

xa(A) =B -=N*—1
und die Eigenwerte sind damit
M =4 und A =2.
Zur Bestimmung der Eigenvektoren ergeben sich die Gleichungssysteme
-1 -1 0 1 -1 0
(5 a)=() (o 1)e=(0)

und daraus die Eigenvektoren

(1) (1)

Die Matrix der orthogonalen Transformation y = F'z lautet also

(1)

und diese transformiert den linearen Anteil der Gleichung auf

azFTaZ%(_i).

Dies ergibt die transformierte Gleichung

47 + 202 — 8V2y1 +4V2y, + T =0.
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Quadratische Erganzung liefert
2 2
4<y1—\/§> +2(y2+\/§) —5-0.

Die euklidische Normalform ergibt sich schlieBlich aus z = y — P = y — (v/2, —=v2)"

und lautet demnach 4 5
—5zf—gz§+1:0. (ENF)

Fir die Koordinatentransformation erhilt man

s (RIS

a::F(z—l—P):%(_i 1)2—1—(_(2)).

(b) Die Gestalt der Quadrik ist eine Ellipse um den Mittelpunkt (0, —2) mit Halbachsen
/3 und /3 (siehe (ENT)).

4

und

X2

| o1

N \\ -
N—

yd ™\

©

21

Aufgabe H 62. Elemente der Hauptachsentransformation

Bestimmen Sie jeweils eine euklidische Normalform und die Gestalt fiir die folgenden Quadriken:
(@) Q) = {x € R?| 522 — 8x125 + 522 — 127 + 629 = 9},
(b) Qo ={z e R?| 2} — 223 + 3z} + 421 — 3+ 15 = 0},
(c) Q3 ={r e R3| 23 — 223 — 222 + 4z 29 + 42173 + 20973 = 1}.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Die Gleichung der Quadrik Q; lautet 2 Ax + 24"z +c =0 mit

5 —4 —6
A:(_4 5), az( 3>, c=-9.

Erster Schritt: Diagonalisierung.
Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet

xa(A)=(B-X)?*-16
und die Eigenwerte sind damit
A =1 und A2 =09.
Zur Bestimmung der Eigenvektoren ergeben sich die Gleichungssysteme
4 —4 0 —4 —4 0
(o) (a) e (550 (0)

und daraus die Eigenvektoren

(1) ()

Die Matrix der orthogonalen Transformation y = F'z lautet also

1 1 1
r-(h )
und diese transformiert den linearen Anteil der Gleichung auf
1 -3
a=Fla=—= :
A(5)
Dies ergibt die transformierte Gleichung
Y2+ 9y2 — 32y — 9V2y, — 9 =0.

Zweite Schritt: Verschiebung.
Quadratische Erganzung liefert

(m—%) +9<y2—\/7§> —18=0.

2
Die euklidische Normalform ergibt sich schlieBlich aus z = y — \/7_(3, 1)" und lautet
demnach I 1
—EZ% — 523 + 1=

Die Gestalt ist eine Ellipse.
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(b) Die Gleichung der Quadrik Q, lautet 2 Ar + 24"z +c =0 mit
1 0 0

A=1o0 =2 o],
0 0 3

2
0 1, c=—.
1
2

Quadratische Erganzung liefert
(01 +2)° =222+ 3 (23— 1) —4=0.
Die euklidische Normalform ergibt sich aus z = = — (—2,0, %)T und lautet demnach

1 1 3

Die Gestalt ist ein einschaliges Hyperboloid.
(c) Die Gleichung der Quadrik Qg lautet 2 Ax + 24"z + ¢ =0 mit

1 2 2 0
A=12 -2 1 |, a=1\| 0], c=—1.
2 1 =2 0

Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet
xa(A) = =X3 = 3X2 + 9\ + 27

und die Eigenwerte sind damit

Dies ergibt die transformierte Gleichung

3y7 —3y; —3y; —1=0.
Die euklidische Normalform ist

—3y7 + 3y +3y; +1=0.
Die Gestalt ist ein zweischaliges Hyperboloid.

Aufgabe H 63. Gestalt der Quadrik
Gegeben sei die von einem Parameter o € R abhangige Quadrik

Q, = {xERS‘ a:r%—2x§+x§+49€2$3+4\/§$2+2\/3x3+a:0}-

(a) Schreiben Sie die Quadrik Q, in Matrixform.

(b) Bestimmen Sie eine euklidische Normalform von Q,, in Abhangigkeit von «.

(c) Geben Sie die Gestalt der Quadrik in Abhangigkeit von « an.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Fiir die Matrixform der Quadrik ' Az + 24"z + ¢ = 0 erhalten wir

a 0 0 0
A= 0 -2 2 |, a=1| 2v5 |, c=a.
0 2 1 V5

(b) Die Matrix A hat das charakteristische Polynom
xa(A) = (a— N (A2 + )\ —6).

Daraus ergeben sich die Eigenwerte

)\1 = )\2 = —3, )\3 = 2.

Die zugehorigen Eigenvektoren lauten

1 0 0
V1 = 0 s Vg = —2 s V3 = 1
0 1 2

Somit erhalten wie die Transformationsmatrix

V5

F=—| o0 -

Vi o

N O
N = O

0

Mit Fla=[ -3
4

ergibt sich die transformierte Gleichung

ayi — 3ys + 25 — 6y, + Sys +a = 0.

Mit quadratischer Erganzung erhalten wir schlieBlich die Gleichung
ayi —3(y2 + 1)* + 2(ys + 2)° + (« = 5) = 0.

Nun konnen wir die Normalform und die Gestalt der Quadrik spezifizieren:

e Falls a =5 ist, fallt der konstante Teil weg und wir erhalten die Normalform

527 — 323 + 225 = 0.

Dies entspricht einem Doppelkegel.
e Falls o = 0 ist, ergibt sich die Normalform
3, 2

In diesem Fall haben wir es mit einem hyperbolischen Zylinder zu tun.
Seite 94
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e Fir « € R~ {0,5} erhalten wir schlieBlich die Normalform

a4 3 2

a_5zl—a_5zg+a_5zg+1:0.

Die Gestalt der Quadrik hangt jetzt davon ab, welches Vorzeichen a und o — 5
haben.

(c) Wir erhalten

Fall Gestalt
a=5 Doppelkegel
a=0 hyperbolischer Zylinder
a>5H zweischaliges Hyperboloid
a<0 zweischaliges Hyperboloid
a € (0,5) | einschaliges Hyperboloid

Aufgabe H 64. Hauptachsentransformation
Gegeben sei die Quadrik

Q.= {x e R? ‘ Sxf + ng + 3x§ + 62129 + 62123 + 62003 + 3\/61:3 = 0} .

(a) Berechnen Sie eine euklidische Normalform von Q.
(b) Geben Sie das Koordinatensystem, in dem Q diese Normalform hat und die zugehdrige
Koordinatentransformation an.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Die Gleichung der Quadrik lautet 2" Az 4+ 2a"x + ¢ = 0 mit

A:

a =

W w w
W w w
W w w

0

0
3v3

V2

Erster Schritt: Diagonalisierung.
Wir erhalten die Eigenwerte von A als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

3—-X2 3 3
xa(A) = det(A — AE3) = det 3 3-X 3 = (9= M\)A?,
3 3 3-2)

also als M=9 Ay=Xs=0.
Die Eigenvektoren vy zu diesen Eigenwerten erhalt man durch Losen des entsprechenden
LGS
(A—)\k)vk:Q k= 1,2,3.
Fir Ay = 9 erhalten wir 1
VO =L(;) mit =1
1
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Analog ergibt sich fiir Ay = A3 = 0:

woraus sofort folgt

, t,s e R~ {0}.

Als Eigenraum (zweidimensional) erhalten wir

—1 —1
Vo) =L(f5.f) mit B={ 1], fi=| o0
0 1

Die Vektoren f2* fg’f stehen nicht senkrecht aufeinander, deshalb bilden wir eine ortho-
gonale Basis

-1 -1
0 2

Wir missen die Vektoren f* normieren

1 —1 —1

1 1 1
= — ]_ s = — 1 5 - _1
fl \/g ) f2 \/5 0 f3 6 5

Dies liefert die Transformationsmatrix

1 1 1
V3 V26
1 1 1
F=(fi, fa f3) = oV Ty
oY%

und transformiert den linearen Anteil der Gleichung auf

3
~ T 7§
a=F'a= 0

3

Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems F = (6, f1, f2, f3) hat die Quadrik Q
die Gleichung

9 2
3y; + —=uy1 +2y3 = 0.

V2

Zweite Schritt: Verschiebung.
Durch quadratische Erganzung sehen wir, wie wir verschieben miissen, um den linearen

Term in y; zu beseitigen 1 \2 !
3 — 2 —— | =0.
(1 55) +2(n- 1)
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T
1 1
Wir verwenden als neuen Ursprung also den Punkt . P = ( ) und erhalten

0, —
3v2 12
beziiglich des Koordinatensystems G = (P; fi, fo, f3) mit

;
5 5 1
P= P=FP=|(— , — , — ,
E F ( 126~ 126 6\/6)

die Gleichung
327 + 223 = 0.
Dieses ist ein parabolischer Zylinder.

(b) Das Koordinatensystem ist G = (P; f1, fa, f3).
Die benostigten Koordinatentransformationen erhalt man mit F' und P als

gfic(v) = Fv—P, ) — F'(v+ P).

p Frischhaltebox

Aufgabe H 65. Komplexe Menge
i () = —QA%Z)Q > 1} |

Zeichnen Sie die Menge {z eC

L6ésungshinweise hierzu:

X2

=

o
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