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Zu Aufgabe H1:
(a) Esgilt

2(2+ (=)
2k

W, Vel = T \/

d. h. die Reihe ist konvergent nach dem Wurzel-Kriterium. Aufgrund des alternieren-
den Terms 2 + (—1)% 14Bt sich mit dem Quotienten-Kriterium keine Aussage iiber die
Konvergenz der Reihe gewinnen.

(b) Esist

VE+T=VE VE+T1+VEk 1
NG VE+1+VEk  VEWE+1+Vk)

- 1

“VE+1WE+1+VE+1)
1

T2k +1)

und nach dem Minoranten-Kriterium die Reihe also divergent.
(c) Mit der Abschatzung

1 2

< = k* <2k — 2k 25k
2= 12 <~ > — 2>
ist die Reihe nach dem Majoranten-Kriterium absolut konvergent.
(d) Wegen
kl—l>r—ir-1<>o(1 —cos(1/k)) =0
bilden die
1
1 — cos(1/k)
keine Nullfolge, die Reihe ist also divergent.
(e) Esist
1 1 1 1
(Bk+1)3k—2) 3\3k—2 3k+1
und damit
n n n—1
1 1 1 1 1 1 1
li =— 1 - — — ==
niTm;(SkJrl)(?,k—Q) 3 nsioo 1+;3k—2 a3k +1 3n+1| 3
;,0 J/

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |Gsen!
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Zu Aufgabe H2: Wir zeigen zuerst, dass die Funktion f an der Stelle 1 unstetig ist. Dazu
verwenden wir die Folgen (zj)reny mit xp := 1 fiir alle £ € N und (yg)pen mit yp =1 —l—%
fir k € N.

Es gilt limg ., oo xx = 1 = limy_., yr. Die beiden Folgen besitzen also denselben Grenz-
wert. Ware nun f an der Stelle 1 stetig, so miisste limy_ o f(zx) = limg_ oo f(yx) gelten.
Die Folge der zy ist konstant, also gilt f(zx) = f(1) = 42 fiir alle k¥ € N und damit

limy oo fxg) = 42.

Andererseits ist f(yr) = f(1+ ) = ... = £ + 3, damit limj_; f(yx) = 3 und folglich
limy o f(xk) # limg_ 1 f(yx). Die Funktion f ist also an der Stelle 1 nicht stetig.

Fiir die Stelle —1 konnen wir zeigen, dass f stetig ist. Es sei ein beliebiges ¢ > 0 vorgegeben.
Wir miissen nun ein ¢ finden — das durchaus von dem gegebenen ¢ abhidngt —, so dass fiir
alle z € R mit |z — (—1)] < 6 auch |f(z) — f(—1)| < e gilt. Wir wihlen § := Le. Fiir ein
beliebiges € R mit |z — (—1)| < § gilt dann

1f(x) = f(=1)|=...=2z+2|=2]z+1] <20 =¢.

Also ist f an der Stelle —1 stetig.
Analog zeigt man, dass f auch an der Stelle O stetig ist.

Zu Aufgabe H3: An dieser Stelle sollte der Hinweis auf ,, Mathematik Online” geniigen
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kursi/seite63.html

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |Gsen!



Dr. A. App

Dipl.-Math. S. Poppitz N
Ergebnisse und Hinweise zu den Ubungen

Sommer 2006

Hohere Mathematik 11 Prof. Dr. M. Stroppel

Zu Aufgabe H4: In beiden Fillen greift fiir x € (0,7) die Abschitzung sinz < < tanz
aus der Vorlesung. Es gilt sicherlich % < 5 fiuralle k € N,

(a) Mit obiger Voriiberlegung gilt % < tan% fir alle £ € N. Daraus folgt die Abschatzung

"1 “ 1
- < tan —  fur alle n € N.

Damit sind alle Partialsummen der zu untersuchenden Reihe echt groBer als die entspre-
chenden Partialsummen der harmonischen Reihe. Demnach divergiert nach dem Mino-
rantenkriterium die Reihe Y, _, tan%.

(b) Aus sinz < z folgt (sin1)” < (%)2 Mit dem Majorantenkriterium und der Abschitzung

k
[ee] ' 1 2 oo 1
Z (sm E) < Z ﬁ
k=1 k=1

ergibt sich die Konvergenz der zu untersuchenden Reihe.

Zu Aufgabe H5:

. . sinx . sinz . COSZX
(a) Esist lim = lim — = lim =1.
z—0 tan r—0 ST z—0 ]
Ccos T
. . sinx . sinz T . sinz .
Alternativ: lim = lim . = lim - lim =1-1=1.

z—0tanx z—0 T tanx 2—0 x z—0tanx
1
(b) Eine vorausgehende Betrachtung der Verhéltnisse fiihrt zu der Vermutung lir% e =0,
r—

denn —— — —oco und lim e* = 0.
r? T——00
_1 -1
Diese Vermutung gilt es nun zu beweisen. Es ist ¢ ** = e =27 " 3lso reicht es aus,
3
lim e “° zu untersuchen. Weiter ist aus der Vorlesung bekannt
x—040
L 2
lim e = = lim e .
x—04+0 t——4o00

Sei € > 0 vorgegeben. Fiir Konvergenzuntersuchungen reicht es, sich auf , kleine" ¢ zu
beschranken. Deshalb sei zusdtzlich ¢ < 1 gefordert. Bekanntlich gilt: a < b impliziert
e’ <e®und 0 <c<dimpliziert ¢> < d*. Fiir s:=+v/—IneundteRmit 0 < s < ¢
ergibt sich:

‘e_tQ — 0‘ < ‘6_52 - 0) = |eln6| =

Damit ist die Vermutung bewiesen.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |Gsen!
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z—0+0
alle z € U := Us(0) NR* gilt: [#22 — 1] < L. Fiir z € U st weiterhin 322 < 1 und
folglich auch *>% > %; deswegen gilt die Abschatzung:

(c) Laut Vorlesung gilt: lim % = 1. Fir e := % gibt es denmach ein § > 0 so, dass fiir
1

sin x B sinx 1 - 1 1
2 x oz 2z
Mit lim % : % = 400 folgt somit lim Si;f = +00.

z—040 rz—0+0

Aus der Vorlesung ist bekannt:

lim f(z)= lim f(2x9—1t).

r—2x0—0 t—xo+0
Dies liefert: ) . .
. sinz . sin(—t) , sin ¢
lm — = lim ——— = lim —— = —.
z—0-0 12 t—0+0 (—t)2 t—04+0 2

(d) In der Vorlesung wurde gezeigt:

tant

im =1.
t—0+0 t

Unter Verwendung der Grenzwertsatze fiir Funktionen ergibt sich:

1 1 tant
lim (xztan— | = lim (%) tan =+ | = lim tah? _ 1.
z—+o00 T t—0+0 (?) t—04+0 ¢

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen

rechtfertigen kann.
Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |Gsen!
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Zu Aufgabe H6:
(a)

4 5r
350
4
al
3
250
2 ol
1.5
ik
4L
ok
0.5
0 . . . . | | | 4 . . . . | |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

sist Dy =R\ und D, =R~ 0,1;.
b) Esist D; =R~ {0} und D, =R~ {0,1

(c) Fir beide Funktionen ist der Abschluss des Definitionsbereichs jeweils die Menge der
reellen Zahlen.

(d) Die Exponentialfunktion und rationale Funktionen sind stetig. Die Funktionen f und g¢
sind als Verkettung solcher Funktionen stetig.

(e) Die Funktion f lasst sich bei z = 0 mit f(0) = 0 nur linksseitig stetig fortsetzen, da

xggiof(x) = +o00 ist.

Die Funktion g lasst sich bei z =1 mit g(1) = 2 stetig fortsetzen. Bei x = 0 kann dies
wahlweise linksseitig mit g(0) = —1 oder rechtsseitig mit g(0) = 1 geschehen.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |Gsen!
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Zu Aufgabe H7:

(a) Wie bei der Exponentialfunktion ist fiir f der maximale Definitionsbereich D = R und
der Wertebereich W = R*.

(b)

(c) Die Potenzreihe von e” liefert fiir f um den Entwicklungspunkt O die Potenzreihe

e—x:; '(_x)k:Z( k') ZL’k,

0 k=0

| —

=

die fiir alle x € R konvergiert. Dieser Konvergenzradius lasst sich wahlweise mit dem
Quotienten- oder mit dem Wurzelkriterium bestimmen.

(d) Aus der Potenzreihe erhilt man fiir x = 1 die alternierende Reihe

LS

k=0

mit a; = % Die ersten Glieder der Folge (aj)ken, sind dabei
ao=1, a1 =1, ap=1/2, a3 =1/6, ay = 1/24, a5 = 1/120, ag = 1/720.
Diese Folge ist eine monoton fallende Nullfolge und mit dem Leibnizkriterium gilt somit

Speziell ergibt sich

mit

Lo =0,00138
e 30| =720 '

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |Gsen!
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Zu Aufgabe H8:

| (k+1)2]
|&2]

(a) Das Quotientenkriterium liefert lim = 1 und damit den Konvergenzradius p = 1.

k—o0

(b) Das Wurzelkriterium liefert lim +v/2F = 2 und damit den Konvergenzradius p = 1/2.

k—o0

(c) Das Wurzelkriterium liefert klim V'k*¥ = 00 und damit den Konvergenzradius p = 0.

(d) Das Wurzelkriterium liefert lim {/-% = 0 und damit den Konvergenzradius p = oo.

k—o00 k

Zu Aufgabe HO:

(a) Nach der Formel von Euler und de Moivre ist €* = cos(z) + isin(z) und damit gilt
e % = cos(—z) + isin(—z) = cos(z) — isin(z). Daraus folgt
e +e % cos(z) +isin(z) + cos(z) — isin(z)

5 = 5 = cos(2)

und

e —2.6 _ cos(z) + isin(z) 2— cos(z) + isin(z) _ sin(z).
i i

(b) Mit obigen Formeln ergibt sich

6iz_}_e—iz 2 eiz 6_iZ 2
2 .2 -
cos“(z)+sm(z) = —— | + | ————
@+ = (5 )+ (S5
eQiz + 2 + 6_2iZ _ 62iz + 2 _ e—2iz
4

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |Gsen!
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Zu Aufgabe H10: Unter Verwendung von Summen-, Produkt-, Quotienten und Kettenregel
ergibt sich:

o fi(z)=4(z—1)

o ¢'(r) =x(3r —4)

o« Wix)=—2
o (f+9)(@)= ) +g(x) = 3% —4
o (g+h)(x)=g(x)+N(z) =322 — 4w — L
o (f-9)(x)=f(x)g(x)+ f(x)g (x) = 102" — 3223 + 302* — 42 — 4
o Im Definitionsbereich R ~ {145 _1=V5 1} it
(5) @) = T - 2
o ()= 2
. <%)/ (z) = (2 + 2> — 4w + 1)
o (foh)() = F/(h()) H(x) = ~4 7"

Im Definitionsbereich R {—%5,—%5, 1} ist

oi)’ _ ,(f<:c>> [a)g() — fla)g (@) ) 2® =242 Fen
(nog) @=1 (55 o) P —
Zu Aufgabe H11:

(a) Es ist fiir beliebige zo € R

o cosh(z) L = % . = sinh(z)
e sinh(x) . = % . = cosh(zy) .

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |6sen!
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(b) Die Funktion cosh ist auf R streng monoton und stetig mit dem Wertebereich [1, c0),
deshalb existiert die Umkehrfunktion arcosh auf [1,00) mit dem Wertebereich R .

10

cosh
arcosh

Die Funktion sinh ist auf gesamt R streng monoton und stetig mit dem Wertebereich
R, deshalb existiert die Umkehrfunktion arsinh ebenfalls auf gesamt R mit dem Werte-
bereich R.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |6sen!
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(c) Aufgabe P 10 hat gezeigt

(cosh(y))? — (sinh(y))* = 1
also auch
(sinh(y))® = (cosh(y))® — 1
fiir alle ¥ € R. Ist nun y € R, so folgt sinh(y) € Ry, also erhilt man in diesen Fillen

sinh(y) = v/(cosh(y))2 — 1.

Mit der Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion liefert dies

1 1
_— h — —
1 2reos () Snh(y)]

x z=m0 % cosh(y)

y=arcosh(xg)

y=arcosh(xp)

1 1
Vcosh(y)? — 1

y=arcosh(xg)
Da cosh(y) € R{ fiir alle y € R ergibt sich aus obigem Additionstheorem
cosh(y) = +/(sinh(y))? + 1.

Wieder liefert die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion

inh(z) 1 1
— arsinh(z = =
dz _ d o cosh(y)|, _.
T=x < sinh =arsinh(xg)
’ dy (y) y=arsinh(xo) Y ’
B 1 B 1
(sinh(y))? +1 3+ 1
y=arsinh(xq)
(d) Fiir y € [1,00) erhilt man aus
X 1 x
y = cosh(z) = #

durch die Substitution Z := e* und nach Multiplikation mit Z

72+ 1 1 1
iy:x;— bzw. 55:2—3/:%4—5:0

Letztere Gleichung ldsst sich mit der Mitternachtsformel 16sen. Es ergeben sich Losungen

v+l v 1
1

1

T = oder I =

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |6sen!
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Anhand des Schaubilds erkennt man, dass nur die erste Losung im Betracht kommt und

somit ist
x = arcosh(y) = In(Z) = In <y + /Y2 — 1) _

Entsprechend erhdlt man fiir beliebige y € R aus

e’ —1/e”

y = sinh(z) = 5

durch die Substitution & = e* und nach Multiplikation mit

-1 1

bzw. 55:2—3/:?:— =0.

1
2

y+ Yy +1 y—Vyr+1

der 3=2"VIT°
1 oaer x 1

Wie oben erkennt man anhand des Schaubilds, dass nur die erste Lésung zu beriicksich-
tigen ist, und somit ergibt sich

x = arsinh(y) = In(z) = In (y + \/m> :

(e) Man erhalt

1 2o
d V21 1
— cosh(z) = —In <x+\/x2—1) = Vol
dz r=xo X a=zo  Tot+ \/:L’g -1 \/J:g -1
und
d d Lt e 1
x2
— sinh(z) = —1In (x + Va2 + 1) = A .
dz r=10 dz a=zo Lo T+ \/x(% +1 \/:L’g +1

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |6sen!
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Zu Aufgabe H 12 Es berechnet sich das Volumen V der Dose durch V = mr2h, wobei
r € Rj der Radius und h € R} die Hohe der Dose ist. Aus dieser Beziehung ergibt sich

h =
(a)

(b)

(c)

v_
mre "

Die Oberfliche O der Dose berechnet sich durch O = 2D + M = 2x(r% + rh), wobei
D die Oberflache eines Deckels ist und M die Mantelflache. Mit der obigen Formel fiir
h ergibt sich also O =2 (7r? + ¥).

Die Oberflache soll minimert werden, also ist das globale Minimum der Funktion

0:RJHR:T!—>2(WT2+K>

r

zu suchen. Fiir die ersten beiden Ableitungen von o berechnet man

J(r) =2 (27rr . K) und o' (r) = 4 (7r + T—Z) .

r2

Um die lokalen Extrema zu bestimmen, ist es nétig, die Nullstellen der ersten Ableitung
o' zu finden. Es ist 7o = {/~ die einzige Nullstelle von o’. Da 0"(ro) > 0 liegt an der

Stelle ry in der Tat ein lokaler und insgesamt ein globaler Tiefpunkt vor. Die Héhe der
VZS%

IV

Die Mantelflache wird durch M = 27rh = 2% berechnet. Gesucht ist also das Minimum
der Funktion

so optimierten Dose ist dann hy =

m:Rg—ﬂR:rH2—.

r
Es gilt m/(r) = —2%. Da aber m' keine Nullstellen besitzt, gibt es keine lokalen Extrema.
Anderseits gilt lin}L m(r) = +oo und liin m(r) = 0. Fazit: Je groBer der Radius

der Dose wird, desto kleiner wird auch die Mantelfache. Dieses Problem hat also keine
verniinftig praktisch umsetzbare Losung.

Unter Beibehaltung der Bezeichnung h fiir die innere Hohe der Dose, die das enthaltene
Volumen bestimmt, ergibt sich fiir die Hohe h. der Mantelfliche nun h. = h + 2¢ (der
Versatz ist jeweils fiir den oberen und den unteren Deckel angesetzt; qualitativ andert
sich an dem Problem aber nichts, wenn man den Versatz einfach statt doppelt ansetzt).
Die Oberflache setzt sich damit zusammen aus den beiden Deckeln D, der Mantelflache
M sowie den beiden Randern an der Innenseite R, also

v
O=2D+ M+ 2R = 2mr® + 2wrh. + 2 - 27tre = 27 (r2+4r€—|——) )
T

Zu optimieren ist damit die Funktion

V
0: Rf - R:re 27w <r2+4ra—|——> :
r

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |6sen!
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Fiir die Ableitung berechnet man o'(r) = 2x (27“ +4e — ﬂ—‘;) Das Nullstellenproblem
o' (r) = 0 ist nun nicht mehr so einfach zu I6sen, aber man kann sich mit einer eingehen-
den Kurvendikussion der Funktion o’ mit Hilfe des Zwischenwertsatzes der Existenz einer
Nullstelle ry versichern. Dieselbe Kurvendiskussion zeigt dann auch, dass sich an dieser
Stelle 7o das globale Minimum der Funktion o befindet. Dieses modifizierte Problem
bleibt also weiterhin |osbar; allerdings ist gegebenenfalls zu einer expliziten Bestimmung
der Losung 7o ein numerisches Verfahren notig, wie zum Beispiel die Intervallhalbierungs-

methode oder das Newtonverfahren.

Bei der Untersuchung der Mantelflache spielt es zunachst, was das qualitative Verhalten
der Losung angeht, keine Rolle, ob man den hinzukommenden Rand mit zur Mantelflache
rechnet oder nicht. Lediglich die Zahlenwerte verandern sich. Die folgende Betrachtung
untersucht nur die , duBere” Mantelfache (entsprechend zum Beispiel einem aufzukleben-
den Etikett). Demnach ist die Mantelflache

M = 2nrh, =2n (K + 257’) i

r
Die Funktion v
m: RS — R:r— 27 (——1—257“)
r
liefert v o1
m'(r) =27 (—m + 28) und m"(r) = 3

Die Ableitung m’ besitzt die einzige Nusstelle rq = \/QVTe' Diese Nullstelle ist ein lokales

Minimum von m, da m”(ry) > 0. Im Intervall (0,7¢] fallt m monoton und in [ry, +00)
wachst m monoton. Also ist ry das globale Minimum. Im Unterschied zum urspriinglichen
Problem ergibt dieses modifizierte Problem eine praktikable Losung.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |6sen!
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Zu Aufgabe H 13: Da f zweimal stetig differenzierbar ist, existiert eine Umgebung von z,
in der f’ keine und f” auBer x keine weitere Nullstelle besitzt. In dieser Umgebung existiert
also die Umkehrfunktion f~! mit den Ableitungen

fir y = f(z). Fiir yo = f(z0) ist also

Sy oy (@)
(f ) (yO) - (f,(xo))g 0

und da f” einen Vorzeichenwechsel bei z, besitzt, hat auch (f~')” einen Vorzeichenwechsel
bei vy, d. h. f~! hat einen (echten) Wendepunkt bei 3.

Zu Aufgabe H 14: Nach gliedweiser Differentiation erhdlt man
f(z) = Z kaga? g(x) = Z k byt
k=1 k=1

sowie

1" (z) k(k —1) apz™? g"(x) k(k — 1) bya"™ 2

NE
NE

Eol
[|
o
Eonl
[|
o

(k+2)(k+ 1) bppoa® .

[
NE

(k+2)(k + 1) ajpoa®

NE

e
Il
o
e
Il
o

Aus den Differentialgleichungen ergibt sich

(ar + (k +2)(k + 1)agye) 2° =0

NE

f@) + f"(x) =

i}
o

und

g9(x) +g"(@) = ) (b + (k +2)(k + bsa) 2 =0

NE

b
Il
o

und damit die Rekursionsgleichungen

a = — Uk b = — Ok
T k1) (k+2) Tk + 1)k +2)
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fir £ € Ny. Mit den Anfangsbedingungen

f(0)= =0 g(0)=by =1
f(0)=a =1 g(0)=b =0
folgt
_1)k
agr, =0 bor = 2h)]
_ (= _
Aokt1 = m bori1 =0
fir k € Ny, d. h.
_ — (=1)* %+l _ — (1% o
flz) = kzg o 1>‘a: = sin(z) g(x) = ; )] " = cos(z)
wobei die Potenzreihen jeweils auf gesamt R konvergieren.
Zu Aufgabe H 15: Aus der Taylorreihe
iifym+ﬁ+£+
k! 2 6
k=0
erhilt man durch die Substitution z — 22 — 2z
2o ) ot — 423 + 42?25 — 62° + 122 — 82°
e =142" -2+ 5 + 5 +

und damit 0
Ts3(f,z,0) =1 — 2z + 32% — ?x?’.
Mit der Taylorreihe
o0 2 3
n(1 k+1”” —r- 41 5
+ ) Z =T + 3 T
k=1
ergibt sich durch Multiplikation
“In(1+ x) x2+ 2+x3 x3+x3+
e’ In r)=r——+r"+———+—+...
2 3 2 2
und damit
2
T 0) = — 4+ —.
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Zu Aufgabe H16:

1 7
f(z) = Zw‘l — 2% + 2

Die Funktion f ist auf ganz R definiert.

Wegen f(—z) = 3(—2)* —2(—x)* 4+ 1 = 12 — 222 + T = f(x) ist f eine gerade Funktion

und somit achsensymmetrisch.
Die Funktion ist als Polynom stetig auf ganz R.

Mit einer quadratischen Erganzung

f(x):%x4—2x2+£:i((1‘2—4)2—42—1—7):%((x2—4)2—9)

ergeben sich die Nullstellen
(2-4)"=9 = o=#VIE3 < ze{a/TH1}.
Als Polynom ist f unendlich oft differenzierbar, und die ersten drei Ableitungen lauten
fl(z) = 2* — 4z, f(z) =32* — 4, " (x) = 6x.
Nullstellen der ersten Ableitung sind demnach
23 —dr = x(2? —4) =0 = r=0und z = +2.
Die zweite Ableitung nimmt an diesen Stellen die Werte
ff(=2)=8 f0)=-4,  f'(2)=38

an, also befindet sich bei x = £2 je ein lokales Minimum (+2, —9/4) und an z = 0 ein
lokales Maximum (0, 7/4).

Nullstellen der zweiten Ableitung sind

322 —4=0 — r ==+

2

Die dritte Ableitung nimmt an diesen Stellen die Werte
r(=2/v38) = —av3, 7 (2/v3) =4v3

an. Die Funktion nimmt an diesen Stellen die Werte

116 4 7 4 8 7 16-96+63 17

+2/V3)=-— 942 2 27Tl 2f

U /\/_) 49 3+4 9 3+4 36 36

an, also befinden sich Wendepunkte in (—2/v/3, 17/36) und (2/v/3, 17/36).

Des weiteren gilt
lim f(z)= lim f(x)= +o0.

r——00 r—00
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A

=22 +r  w(2®-2r+1) xzlz—-1)(z-1) r—1
% — 3z +2 % — 3z +2 (x —1)(x —2) r—2
Der Definitionsbereich von g ist D =R ~\ {1, 2}.
Die Nullstelle z = 0 lasst sich aus der gekiirzten Fassung einfach ablesen, die Stelle z = 1

liegt nicht im Definitionsbereich.

g9()

Als Quotient von Polynomen ist g in D differenzierbar und besitzt die Ableitungen

2e—1)(z—2)—2+x 2> —4dox+2

, — p—
g(z) = (x —2)2 (z — 2)2
§'() = (20 —4)(z -2 —2(2* 4o +2)(z —2) _ (22 —4)(x —2) — 2(2’ — 42 +2)
(. —2)* (. —2)
2% —8r+8—-20+8x—-4) 4
(x —2)3 T (- 23
Die Extremstellen befinden sich also bei
24 2
7 —
mit A A
//2:|:\/§ :—Zi—:iﬁ
g'( ) TR TR
und

(Qi\/?)Q—(Qi\/i):4i4x/§+2—2:|:\/§:4i3\/§:3i2\/§

9(2 v2) = (2+/2) -2 2 +v2
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Die Funktion g besitzt also das lokale Maximum (2 — \/5, 3+ 2\/5) und das lokale Minimum
(242, 3-2V2).
Da ¢"(x) # 0 ist, hat g keine Wendepunkte.

Als Grenzwerte der Funktion ergeben sich

lim g(z) = —o©
i) = <o g ate) =
hrf g(z) = 400

Es gibt also eine senkrechte Asymptote an = = 2. AuBerdem ist g an = 1 durch ¢g(1) =0
stetig erganzbar.

h(z) = g + sin(z)

Der Definitionsbereich ist D = R.

Wegen h(—z) = (—x)/2 + sin(—z) = — (z/2 +sin(x)) = —h(x) liegt eine Symmetrie zum
Ursprung vor.

h ist als Summe stetiger Funktionen stetig auf ganz R.

Zur Berechnung der Nullstellen lasst sich zunachst feststellen, dass h(0) = 0/2 + sin(0) = 0

gilt, der Graph von h geht also durch den Ursprung. Aus den Eigenschaften der Sinusfunktion
erhalt man die Abschatzungen

—sin(z) <0 < g fur z € (0, 7] und —sin(z) £ 1< fir z € [r, 00).

N8
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Insgesamt ist also h(x) > 0 fir x > 0 und wegen der Symmetrie ist h(z) # 0 genau dann,
wenn = # 0. Demnach ist x = 0 die einzige Nullstelle.

Die beiden Funktionen, aus denen h zusammengesetzt ist, sind beliebig oft differenzierbar, also
gilt dies auch fiir h.

h(z) = % + cos(x), h"(z) = —sin(z), h"(x) = — cos(x)

Extrema finden sich also bei
1 2
cos(x):—§ = xE{kai%’kGZ}.

Die zweite Ableitung an diesen Stellen ist

21 2 2 V3
" e — —q] _ — 1 _ — _—
h <27Tkj:3) sm<27rkj:3> :Fsm(3) :F2 )

An den Stellen © = 27k + 27 /3 befinden sich also Hochpunkte, an z = 27k — 27/3 befinden
sich Tiefpunkte mit den Funktionswerten

2T T . 2T T \/5
h(QWk:i:?) —7rk:|:(§+sm(?>) =7k + (5—1-7), keZ.

Mit h"(z) = —sin(z) = 0 genau dann, wenn = = kr, k € Z und h"(kr) = (—1)**! hat h

die Wendepunkte
{(in. 12 ez},

lim h(z) = —o0 und lim h(x) = +00.

r——00 Tr—00

AbschlieBend gilt
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zu Aufgabe H 17 Fiir geeignete Intervalle 17, I5 € R und eine geeignete Substitutionsfunktion
u: Iy — Iy: z — u(x) gilt bekanntlich bei der Integration der Funktion f: I — R mit der
zugehorigen Stammfunktion F':

[ fwau= [ sut@) @) ds = [Fou]

(a) Fir fi: u — e* und die Substitution u;: x +— 1 — z? erhilt man }(x) = —2z und

damit
2 1 1 1
[ et an =g [eran = =5 [ s b@’“}

(b) Fiir fo: u +— e* und die Substitution uy: x — sin(x) erhdlt man w)(z) = cos(z) und
damit

I
|
N —
@)
T
8
[ V)
—_

/ cos(z)e™™ dz = / e duy = [¢"?] = [¢™7)] .

(c) Fiir f3: u— u™ und die Substitution us: x — In(z) erhilt man wj(z) = < und damit

/dez /ugdug = {nilugﬂ} = {nil(ln(x))nﬂ} .

(d) Fiir f4: uw— cos(u) und die Substitution u,: z +— x? erhilt man u)(x) = 2z und damit

/ v cos(a?) d = % / cos(us) dug = B sin(u4)1 _ Bm(ﬁ)} |

zu Aufgabe H 18

(a) Mit partieller Integration fiir den Ansatz «'(x) = 1 und v(z) = f(z) folgt u(z) = x und
v'(z) = f'(x) und man erhilt:

/l-f(x) dr = /u'(x)v(x) dx
= [u(z)v(z)] - / (@) () da
~ o (@] - [af@)de.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
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(b) Mit obiger Formel erhilt man

/ In(z) dz = [zIn(z)] - / = de = [eln(z) — 2] .

Xz

Weiter gilt:

1 2r
/arctan(x) dz = [z arctan(z)] — 5/ T2 dz
1
= {:1: arctan(x) — 5 In(1+ x2)] :

da der letzte Integrand von der Form f'(x)/f(x) ist.
SchlieBlich ist mit Aufgabe P 20:

/arcsin(:z:) dz = [z arcsin(z)] +%/%dx
= [x arcsin(x) + M} :

zu Aufgabe H 19

(a) Mit partieller Integration fiir den Ansatz f'(x) = cos(z) und g(x) = x erhdlt man
f(z) =sin(x) und ¢'(x) = 1 und somit ist:

/xcos(m) dz = [z sin(m)}zzo - /sin(x) de =0+ [cos(x)];rzo =-2.
0 0
(b) Mit partieller Integration fiir den Ansatz f'(x) = sin(z) und g(z) = z? erhilt man
f(z) = —cos(x) und ¢'(x) = 2z und somit ist:
2 _ 2 m _ 2
/x sin(z) dz = [ — 2% cos(x)]_, + Q/xcos(x) de =7° —4
0 0

unter Verwendung des obigen Ergebnises.

(c) Mit partieller Integration fiir den Ansatz f’(x) = vz —1 und g(x) = x erhdlt man

f(z) = %(x —1)%2 und ¢/(x) = 1 und somit ist:

2

2 2
2 2 2
/v$3_x2dx:/xvx—1dx: {xg(x_1)3/2:| _g/(x_l)?)/de
1 1

=1
1

2
A 22 gl 216
3 35 15
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zu Aufgabe H 20
(a)

x 1
/x+1d$:/1—x+1dx:[x—ln]x+1|].

1 1 1 1 1
—  dz= |- dz = |Inje| - In|z — 1| — ——
/m3—2x2+x v /x x—1+(x—1)2 v [n|x| nle =1l r—1

1 20+ 1 1 1
=11 — - —d — ) —— 4
n|x|] 2/x2+x+1 $+2/9&2+x+1 o

[
— [ln 2| — %IH(IEZ +x+1)+ ? arctan (?(% + 1)>

(d) Mit der Substitution u: x +— x? erhilt man u/(x) = 2z und damit

1220 6u? 1 1
/(1+x4)2dx_/(1+u2)2du_6/1+u2_(1—|—u2)2du

1 3u 3u
= [6arctan(u)] — 3/ . du — L n UQ} = [3 arctan(u) — T ug]
3z?
1+t

= [3 arctan(z?) —

zu Aufgabe H 21

(a) Zu untersuchen ist, fiir welche o € R die Lésung = der Gleichung f(z) = ga(z) im
Intervall [0,2] liegt. Es gilt:

f(@)=ga(r) &= -2’ +22=20+a < 2°=—a.

Dies ist fiir alle o € Ry, I6sbar, namlich durch z = \/—a oder z = —\/—a. Letzteres
braucht nicht weiter verfolgt zu werden, da nur Lésungen z € [0, 2| interessant sind. Fiir
a € [—4,0] folgt dann z € [0, 2]. Daher gilt fiir festes o € [—4,0]:

{z €0,2]] f(z) = gal2)} = {V-a}.

(b) Die Flache F, ist gegeben durch:

Fo= [ 1#@) = gafo)] o
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Um F, berechnen zu kdnnen ist es nétig zu untersuchen, fiir welche = € [0,2] die

Ungleichung f(z) — go(z) < 0 erfiillt ist und fiir welche z € [0, 2] gilt f(z) —ga(z) = 0.

Die Funktion f — g, ist als Differenz stetiger Funktionen stetig, also befinden sich diese

Vorzeichenwechsel nur an Nullstellen von f — g,. Unter (a) wurde gezeigt, dass fiir
€ [—4,0] gilt:

{z €[0,2]] f(2) = galw) =0} = {2 €[0,2]| f(z) = ga(2)} = {V~a}.
Fir = € [0,v/=a] ist f(z) — ga(x) 2 0 und fiir z € [\/=a,2] ist f(z) — ga(z) £ 0.

Damit ergibt sich:

Fa:/|f — gal(x ‘dx

:/_a} — golz |dx—|—/‘f ga(z)| dz

0
V=a
- [ 1) - guls dx+/ v) - ga(2)) da
0 V—a
V—a 2
:/—a: —ada:+/:c + adx
0 V=a
o] e
= |—z2" —ax + |z2” +ax
3 0 Ja

(c) Es sind die Parameter o gesucht, fiir die die zugehdrige Flache F, maximal beziehungs-
weise minimal wird. Es ist also die Funktion F': [—4,0] — R: o +— F,, auf Extremalstellen
zu untersuchen. Dazu wird

F'(a)=2-2y/—-a und F"(a)=

1

bestimmt.

An der Stelle —1 besitzt F' demnach einen lokalen Tiefpunkt mit F'(—1) = 2. Da im
Inneren des Intervalls [—4, 0] keine weiteren lokalen Extrema liegen, befinden sich an den
Réndern des Intervalls lokale Hochpunkte, ndmlich mit F'(—4) = i und F(0) = 3. Die
Flache F, wird also fiir o = —% minimal und fiir « = —4 maximal.
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zu Aufgabe H 22 Mit Aufgabe P 24 erhalt man
(a)

2m/3 u(2m/3) w(2r/3) on/3

/ Sinl(x) do — / %du: [ln|u|]u(7r/3) _ {ln<tan<g>>Lw/3

w/3 u(mw/3)
=1n(3"%) — In(37"2) = In(3),

(b)

(c)

w/2 u(mw/2) w(r/2)

1+ si 1 2 1

/ ‘ + sin(z) de = / Sl —du= u—+u—i——ln|u\
sin(z)(1 + cos(z)) u "

w/3 u(m/3)
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zu Aufgabe H 23

(a) In der Vorlesung wurde gezeigt:

1
lim xsin(—) = lim sin(y) =1.
T——+00 €T y—0+40 Yy
Mit der Regel von I'Hospital ergibt sich:
1 In(1+41 =L
Iim zln(1+ - ) = limu: lim 1$2 ~ =1.
—+00 x r—+00 1/1] T——+00 (1 -+ < (_F)
(b) Fir a € R mit a > 1 gilt:
+o0
1 , gl 7t 1
— dz = lim = .
e totoo |1 —a], a-—1

(c) Es seien:

T
1
g: [1,4+00) = R: 7 1s —
xa
Mit (@) ergibt sich fiir i € {1,2} jeweils
im 20 1.
z—too g(7)

Da die Funktionen fi, fo, g auf [1,00) positiv sind, folgt fiir « > 1 aus der Konver-
genz des uneigentlichen Integrals in (b) mit dem Grenzwertkriterium die Konvergenz der

Integrale
o0 (0% 20 (0%
(1 1
sin| — dx und In{ 1+ — dx.
x x
1 1
zu Aufgabe H 24

(a) Fir o € R folgt mit partieller Integration:

+o00 +oo
Na+1) = / e 't dt = lim [—to‘e_t];o—F / at® et dt = al'(a)
0-+0 h ~ 0+0
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(b) Fir a =1 erhalt man

+oo
— —t — 1 -t _
F(l)—/e dt—skinoo[—e L:o_l'
0

(c) Die Behauptung I'(n + 1) = n! ist fir n = 1 wahr, denn in (b) wurde gezeigt:
I(1+1)=1=1l
Sei nun fiir n € N vorausgesetzt, dass I'(n+ 1) = n! gilt. Damit und mit (a) ergibt sich:
'n+1+1)=Mn+1)In+1)=(Mn+1) -nl=(n+1)

womit die Behauptung durch vollstandige Induktion bewiesen ist.

zu Aufgabe H 25

Es sei N
f: [2,+oo)—>R:xv—>@.

Damit ergibt sich

() == (ln(x)) $(204 — ln(az)) |

Da a < —1 vorausgesetzt ist, gilt f'(x) < 0, das heiBt die Funktion f ist (streng) monoton
fallend. AuBerdem ist f positiv. Daher haben nach dem Integralkriterium die Reihe

3 (In(k))"

k
k=2
und das Integral
+o0 @
1
/—( n(x)) dx
x

2

das gleiche Konvergenzverhalten. Analog zu Aufgabe H 17 (c) erhdlt man fir a < —1 eine
Stammfunktion von f. Damit ergibt sich die Konvergenz des folgenden Integrals:

- (In(2))*"
a+1

+oo

[lme_

X t——4o0

(ln(x))o”rl t
a+1

2

folglich konvergiert auch die Reihe
$- (i)’
PR

k=2

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |6sen!



Dr. A. App

Dipl.-Math. S. Poppitz N
Ergebnisse und Hinweise zu den Ubungen

Sommer 2006

Hohere Mathematik 11 Prof. Dr. M. Stroppel

Zu Aufgabe H 26

(@) Esist p(z,y) = 2%y —xy®> —xy =z -y - (x> —y* — 1). Damit ist p(x,y) = 0 genau
dann, wenn z = 0 oder y = 0 oder 2 — y*> — 1 = 0. In der Koordinatenebene skizziert
entsprechen die ersten beiden Fille horizontalen beziehungsweise vertikalen Geraden. Der
letzte Fall beschreibt eine Quadrik, die bereits in Normalform angegeben ist: Es handelt
sich um eine Hyperbel. Also:

Go={(x,y) €R*| =0} U{(z,y) eR?*| y =0} U{(z,y) € R*| 2° —p* =1 =10}

Die Menge Gy unterteilt R? in einzelne Gebiete. Da p stetig ist, reicht es anhand eines
einzelnen Funktionswertes im Inneren des jeweiligen Gebietes zu entscheiden, ob das
Gebiet zu G_ oder zu G, gehort.

g

(b) Da p eine Polynomfunktion ist, sind auch alle partiellen Ableitungen von p Polynom-
funktionen. Diese sind nach Lemma 10.2.10 aus der Vorlesung auf ganz R? stetig. Nach
Definition ist p also beliebig oft stetig partiell differenzierbar. Nach Satz 10.4.4 aus der
Vorlesung ist damit p in jedem Punkt total differenzierbar.

(c) Die Ableitung von p im Punkt (z¢,y0) langs v ist gegeben durch:

dup(0,y0) = ( grad p(zo, yo), v) .

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.
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Der Gradient ist:

31.2 P R
arad pan, ) = (5755 7Y

. grad p(Fy) = (g) gradp(P1) = (8) grad p(P,) = (_02)

Damit lassen sich die Ableitungen von p langs vy, vy, v3 bestimmen:

amp(Po) =0 8v2p(P0) =6 &Jgp(Pg) =6
avlp(Pl) =0 av2p(P1) =0 avsp(Pl) =0
avlp(PQ) =2 aVQp(PQ) =0 avBP(PQ) =2
Da |v1] = 1 und |vy] = 1 sind die Ableitungen von p langs v; und langs vy bereits

Richtungsableitungen. Die zu v3 gehodrige Richtung w wird bestimmt durch:

W=——=—— :
los] V2 \1
Damit ist die Richtungsableitung von p in Richtung w zu berechnen via

v 1
Owp(0,Y0) = <gradp(x0,y0),w> = <gradp(xo,y0), @> = M<gradp(:p0,y0),v3>

und es ergibt sich damit:
Dup(Po) = 3V2 dup(Pr) =0 up(P2) = —V2.
zu Aufgabe H 27

(a) Esist 0 = f(z,y) = (2% + %) (\/1'2 +y% — 1) genau dann, wenn z? + y? = 0 oder
V224132 —1=0. Im ersten Fall bedeutet dies |(x,y)‘2 =0, im zweiten |(z,y)| = 1.
Also ist

Gy = {(:v,y) E]R2| f(z,y) :O} :{(0,0)}U{v GRQ‘ lv| = 1} .

Da f stetig ist, lassen sich die Gebiete G_ und G, durch einzelne Punkte in ihrem

Inneren identifizieren. Es ist f(0,3) = —% und f(0,2) = 4. Daraus folgt:

Gy ={(z,y) e R?*| f((z,y)) >0} ={veR?| |v|>1}
G- ={(z,y) e R?*| f((z,y)) <0} ={veR*| 0<|v| <1}

(b) Essei K,((0,0)) der Kreis um (0,0) mit Radius r € R. Dann ist

JEp =1}

K, ((0,0) = {v e R | Jo| =1} = {(2,) € R?

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
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Sei nun (zo,0) € K,((0,0)) beliebig gewshlt. Wegen

F (o) = (22 + 42) (\/xa - 1) 1) =

besitzen alle Punkte des Kreises KT((O,O)) dasselbe Niveau. Demnach ist

v:RT - R: 7 r® — 2
und K,((0,0)) € {(z,y) € R?| f(z,y) =r*—r?} also Teil einer Niveaulinie.

(c) Eine Kurvendiskussion zeigt, dass v eingeschréankt auf das Intervall [0, 2] oder v einge-

schrankt auf das Intervall [%, +00) jeweils injektiv ist. Jeder Punkt (zg,yo) € R*~{(0,0)}
liegt also auf genau einem Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und dieser Kreis ist der einzige
Teil der Niveaulinie, auf dem (z,yo) liegt.

Ist nun (z0,%0) € R? ~\ {(0,0)}, dann ist (yo, —z() senkrecht dazu. Die zugehérige
Richtung der Tangente an den Kreis und damit die Niveaulinie durch diesen Punkt ist

demnach v := m(yo, — ).
Es ist
) = 0 BV
gra To,Yo) =
2yo (3 \/@0® + yo® — 1

und
avf('rOa yO) = <gradf(x0,y0), U>

1 3 3
= (25130% (5 vV @o? + Yo® — 1) — 2400 (5 V@o? + Yo® — 1))

| (Y0, —0)|
=0.

Wir werden spater auch noch sehen, dass dies ein allgemeines Prinzip ist, namlich dass
die Ableitung langs einer Tangenten an eine Niveaulinie stets 0 ist.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
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zu Aufgabe H 28

(a) Der Definitionsbereich von g ist R? \ @, wobei
Qy = {(u,v) ER2| u? 4+ 2uv + v + 20 =0}
= {z eR?| Z‘TAg:U + 2a;x + ¢, =0}
mit

11
Mit Hilfe der Hauptachsentransformation bestimmt man die Normalform der Quadrik @),

und stellt fest, dass es sich hierbei um eine Parabel handelt.

A, = (1 1) a, = (0,1) cg =0

Der Definitionsbereich von A ist R? \ Q;, mit
Qn={(r,p) ER*| ro -1 =0} .

Auch hier kdnnte man durch eine Hauptachsentransformation den Typ der Quadrik be-

stimmen. Alternativ dazu:

1
rg—1=0 <= r:;.

Es handelt sich also um eine Hyperbel.
(b) Unter Anwendung der bekannten Differentiationsregeln ergibt sich:
ut 4+ 4udv + 3uv? + Sulv + v® + 202

gu(u,v) = 2 2 2

(u? 4 2uv + v + 20)
() w(u? + v? + 2u® + 2u0)
v U, V) =
g (u? + 2uv + v? 4 20)?

hy(r, ) = —W@_ 7
holr,) = =
hor (1, 0) = (7"9090—2 1)2
brel0 ) = T
hee(r, ) = (T@T_Q 1)2
hor (T, ) = o 1_ 72

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen

rechtfertigen kann.
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zu Aufgabe H 29 Die Matrix A besitzt die Eigenwerte 1, 2 und 3. Sie ist also positiv definit.
Die Matrix B besitzt die Eigenwerte —1, —2 und 3. Sie ist also indefinit.

Die Matrix C' besitzt die Eigenwerte 1, 2 und 0. Sie ist also weder positiv definit noch negativ
definit noch indefinit.

zu Aufgabe H 30

(a) Man berechnet
grad f = (cos(x + y), cos(z + y))T
und
Hf— (= sin(z +y) —sin(z +y)
-\ —sin(z+y) —sin(z+y) )

(b) Damit erhalt man das Taylorpolynom zweiter Stufe
T(f, (2,9),(0,0)) =z +y

und

5 (e (35) =13 (-3 - (=D (-9 -50-7)

Im Punkt (0,0) erhalt man die Schmiegquadrik
Z=x+Yy

also eine Ebene.
Im Punkt (Tr 1) erhalt man die Schmiegquadrik

471
z:1—1<x+y—z>2.
2 2
Dies ist einen parabolischen Zylinder.

zu Aufgabe H 31

(a) Esist
2zx(y? — 1)
grad g(w,y,2) = | 2(3y* + 2y — 2y — 1)
(z® +y—1(y* - 1)
und
2z(y* — 1) dzxy 22(y* — 1)
Hy(z,y,z) = 4dzxy 22(3y + 2% — 1) 3y? + 2yx® — 2y — 1
2r(y* — 1) 3y* +2ya® —2y — 1 0

(durch Ausmultiplizieren kann man die Terme auf eine zum Ableiten angenehmere Form
bringen).

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
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(b) Esist 0= g(z,y) = (2 +y—1)(y>— 1) ge-
nau dann, wenn (z?+4y—1) = 0 oder wenn
y? —1 = 0 ist. Die erste Gleichung I3sst sich
umformen in y = —a? + 1, beschreibt al-
so eine ,,nach unten gedffnete” Parabel mit
Scheitelpunkt (0,1). Die zweite Gleichung
ist bereits in der Normalform fiir Quadriken
angegeben und beschreibt ein Paar paralle-
ler , horizontaler” Geraden durch die Punkte
(0,1) und (0,—1).

Gy = {(z,y) eR*| y=—2*+1} U {(z,y) eR?| |y| =1}

Esist 0 = g(x,y,2) = 2z g(z,y) genau dann, wenn z = 0 oder wenn g(z,y) = 0 (und
z € R beliebig) ist. Die Gleichung z = 0 beschreibt die x-y-Koordinatenebene. AuBer-
dem besteht die Nullstellenmenge aus einer zylindrischen Flache mit oben beschriebenem
Querschnitt.

Go = {(x,y,z) GR‘W z:O}U (éo XR)

G,

Lo
W W N a0 a N @

(c) Die Menge éo unterteilt R? in einzelne Gebiete. Da p stetig ist, reicht es, anhand
eines einzelnen Funktionswertes im Inneren des jeweiligen Gebietes zu entscheiden, ob
das Gebiet zu G_ oder zu GG gehort.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
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Das ergibt:
u{ eRQ\ (Jyl <A (y<—-2>+1)}
U{(z,y) eR’| (y< -1 A(y>-2"+1)}
und
G-= {@y) eR| (g <HAly>-2*+1)}

U{(z,y) eR’| (y< -1 A(y<—-2"+1)}

(d) Es sind die kritischen Punkte zu bestimmen, also die (z,y) € R?, fiir die grad g(x,y) =0

gilt. Es ist
. _ 2z(y? — 1)
gradg(m, y) - (3y2 + 2yl’2 _ 2y -1 '

Die Bedingung grad g(z,y) = 0 fiihrt auf die Gleichungen

22(y* —1) =0
3y  + 2zt —2y—1=0

die beide erfiillt sein miissen. Die Gleichung 2z(y* — 1) = 0 ist genau dann erfiillt, wenn
x =0 oder wenn 3> — 1 = 0.

Der Fall z = 0 fiihrt in die Gleichung 3y? + 2y2z? — 2y — 1 = 0 eingesetzt auf die
Gleichung 3y?> — 2y — 1 = 0 und die Lésungen y = —% oder y = 1. Dieser Fall liefert
also die kritischen Punkte Py = (0, —3) und Py = (0,1).

Die Gleichung 3* — 1 = 0 fiihrt auf die Lésungen y = 1 oder y = —1. Setzt man y = 1
in die Gleichung 3y% + 2yx? — 2y — 1 = 0 ein, so erhilt man die Lésung 2 = 0 und
damit den bereits ermittelten kritischen Punkt P;. Setzt man y = —1 in die Gleichung
3y? + 2yx® — 2y — 1 = 0 ein, so erhilt man die Lésungen = = /2 oder z = —/2 und
damit die kritischen Punkte P, = (v/2,—1) und Py = (—v/2,—1).

Die Punkte P; bis P3; sind Nullstellen von §. Anhand der Skizze erkennt man, dass
an diese Punkte jeweils Gebiete angrenzen, in denen ¢ positive sowie negative Werte
annimmt: Diese Punkte sind also Sattelpunkte.

Ebenfalls anhand der Skizze erkennt man, dass P, der einzige kritische Punkt der stetigen
Funktion g im Inneren des kompakten Gebietes {(z,y) € R?| (jy| S 1) A (y = —2? + 1)}
ist, dessen Rand aus Nullstellen von ¢ besteht. Im Inneren des Gebiets nimmt § ausschlieB-
lich positive Werte an. Nach dem Satz vom Minimum und Maximum besitzt g in dem
Gebiet ein Maximum, das aus Mangel an Alternativen an der einzigen kritischen Stelle im
Inneren liegen muss. Bei Py besitzt g also einen Hochpunkt.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
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Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |6sen!



Dr. A. App
Dipl.-Math. S. Poppitz

Ergebnisse und Hinweise zu den Ubungen
Sommer 2006

Hohere Mathematik 11 Prof. Dr. M. Stroppel

zu Aufgabe H 32
(a) Die Jacobi-Matrizen sind

ORI

10 2s 2t
. y) und Jg(s,t)—(teS es)'

(b) Mit der Kettenregel erhalt man daraus

Jf(x,y,2) = (

2In(z) + 2y 2yz ) (

ryzey xey

N =

< O
N———

ORI

go f)x,y,2) = Ig(f(e.y.2)) If (@, 2) = (

_ 2% 2In(x) + 2y + 2yz? 2%z
yzeY z(y + 1)ze¥ xye?d )

zu Aufgabe H 33 Um die Lagrange-Multiplikatoren-Methode anwenden zu kdnnen, ist zunachst
eine geeignete Funktion g, die die Nebenbedingungen beschreibt, zu finden. Dies ist mit

g:R* = R: (2,y,2) —2? +12 +22— 1

gegeben, denn es gilt (g, 40, 20) = 0 genau dann, wenn die Gleichung x2+ 12+ 22 = 1 erfiillt
ist.

Mit der Lagrange-Multiplikatoren-Methode werden nun die kritischen Stellen, an denen Extrema
vorliegen konnen, bestimmt. Die Bedingungen

9(z,y,2) =0
grad f(z,y, z) + Agrad g(z,y,2) = 0

fiihren auf das folgende Gleichungssystem:

>+ yP 422 -1=0 (1)
1+2 =0 (2)
142y =0 (3)

—1+2X\2=0 (4)

Der Fall A = 0 stiinde im Widerspruch zu den Gleichungen (2), (3) und (4). Unter der
Annahme \ # 0 ergibt sich aus diesen Gleichungen:

Diese Werte in Gleichung (1) eingesetzt liefern:

O=a24+y’+2°—1=3 i 2—1:1—1
2) 4\2

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
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und damit

ol%

/\:\/7g oder \=—

L - %) der Fall A = —2 fiihrt auf
die kritische Stelle (% 5, —%). Da die Menge {v € R?| g(v) = 0} kompakt ist, nimmt
die Funktion f dort unter der gegebenen Nebenbedingung nach dem Satz vom Minimum und
Maximum auch ein Minimum und ein Maximum an. Dies kann nur an den oben berechneten
kritischen Stellen geschehen. Ein Vergleich der Funktionswerte von f an diesen kritischen Stellen

zeigt:

Der Fall A = % fiihrt auf die kritische Stelle (-~

An der Stelle (—\/ig, —\/ig, \%) liegt ein Minimum vor, an der Stelle (\/ig, \/ig, —\/Lg) liegt ein

Maximum vor.
zu Aufgabe H 34

(a) Mit der Kettenregel ergibt sich

L fott)

(b) Obiges IaBt sich auch als
grad f(0) ev

schreiben, was mit der Ableitung 0, f(0) von f langs v im Punkt 0 iibereinstimmt.

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
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zu Aufgabe P 43

(a) Es ist an einer reprasentativen Auswahl von Stellen im Definitionsbereich der Funktions-
wert zu bestimmen. Die gewonnenen Funktionswerte werden als Pfeile mit entsprechender
Richtung und Linge abgetragen. Dabei kann es manchmal hilfreich sein und die Uber-
sichtlichkeit der Skizze fordern, die Lange der Vektoren um ein gewisses MaB zu skalieren.
Dies ist bei der Skizze zur Funktion g geschehen.

e..-*-—a“\ Y \\ B /

R B

PP
; \ // s N
v \:L——» y'd / ¢ 2 \

'y };v

l

ol

A
p
N
e
N\, >

(b) Esist
If(x,y) = (? _01> Jg(w.y) = ((1) (1)>
sowie
div f(z,y) = 0 div gz, y) = 2
rot f(z,y) = 2 rot g(z,y) = 0.

(c) Fir die Parametrisierung C' von K gilt:

0= (i)

Insbesondere ist |C’(t)| = 1. Als Normalenvektor an die Kurve K ergibt sich fiir die

gewahlte Parametrisierung:
~ [cos(t)
n(t) = (sin(t)) '

Hinweis zu den Hinweisen: Es niitzt nichts, diese Hinweise nur zu kopieren und abzuheften. Es niitzt auch
wenig, diese nur einfach durchzulesen. Man sollte sich wenigstens zu jedem Schritt liberlegen, wie man diesen
rechtfertigen kann.

Am besten: Nach einem Blick auf die Hinweise erneut versuchen, die Aufgaben selbst zu |6sen!




Dr. A. App . .
Dipl.-Math. S. Poppitz Hohere Mathematik 11 Prof. Dr. M. Stroppel

Ergebnisse und Hinweise zu den Ubungen
Sommer 2006

Nun lasst sich berechnen:

2(f,K) = 7 F(C(1)) o C'(1) dt = 7(‘(;;%;)) . (_Czls?g)) dt = 71 dt = 27
A(f, K) = 7 F(O() o n(t) di = 7(_021;(18)) . (‘;iféfi) dt — 70 dt =0
Z(g,K) = 79(0@)) o« C'(t) dt = 7(2?58) <‘(32:<1g)) dt = 70 dt = 0

2

zu Aufgabe P 44
(a) Man berechnet

0
rot f = [ &4
0
und
. az z
lef = _ﬁ — E

(b) Nur fir a =1 ist rot f = 0. Fiir diesen Fall erhilt man
U:R"xR"xR—R:(2,9,2) — zIn(xy)

als ein Potential von f.

(c) Da C eine reguldre und — bis auf den Anfangs- bzw. Endpunkt — doppelpunktfreie Para-
metrisierung ist, erhalt man fiir o = 0 fiir das Kurvenintegral von f langs K

K/ flo)da = Z F(C@) o C'(8) dt = Z sm;m) . j:é:@ dt
= /17rt2 cos(mf)dt:\[t2 sin(ﬁt)]i_a—/l%sin(wt)dt
_ {%tcos(ﬂt)]::_l - /1 2 cos(t) dt =~ {ﬁsin(mﬁ)};_l -2

—1 ~
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Fir o = 1 besitzt f ein Potential, und da K eine geschlossene Kurve ist, ergibt sich fiir

das Kurvenintegral von f langs K

/f(x)dx:().

zu Aufgabe P 45 Nach Aufgabe P 41 gilt
div(grad F' x grad G) = (grad G e rot(grad F)) — (grad F' e rot(grad G))

und mit Aufgabe P 42 (a) folgt

= (gradGe0) — (grad F e 0) =0.
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