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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 1. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

% (2n)"/2 <l < (Inn)? < cos(nm
@EPe era. ©xGE @y

nn

N

Losungshinweise hierzu:
(2n)"/?

nn

V2 2
Wurzelkriterium: {/|a,| = ver \/j
n n

dies fallt monoton, d.h. ab ng = 3 ist {/|a,| < 1/2/3 < 1.
= Y a, konvergiert absolut = ) a, konvergiert.

(a) an =la,| =

n! n! (n!)3
(b) an = ’an’ = p = =
(*" % (2n)!
Quotientenkriterium: Gntl| _ ((n+ DY” (2n)! = (n+1)° = n®+3n° +3n + 1
| oay 2n+1)! ()3 (2n+1)(2n+2) 4n? + 6n + 2

dies wachst monoton, d.h, ab ng = 3 ist |%2t!

> 4 _ 8
Zis—7> 1

= > ay, divergiert.
(c) Es gilt allgemein z0%a¥ = gloga =¥ — glogay log, @ — glog,y'**a™ — yloga = Also jst
(Inn)?>  (Inn)?

an:|an|: 9lnn - nin2

Esist In2 <Ine=1 und Inn > 1 fiir geniigend groBe n.

Inn)? 1 1
Damit Vergleich mit der harmonischen Reihe: ( nln2) - > =
nm n" n
= Y a, divergiert.
cos(n) , 1
d) ap=—FF=(-1)"b, mit b, = —
(@) a, = = b it =
Da b, offensichtlich eine monotone Nullfolge ist, konvergiert > a,, nach Leibnitz.
1 1
Vergleich mit der harmonischen Reihe: |a,| = b, = — > —

N

= > a, konvergiert nicht absolut.

Aufgabe H 2. Grenzwerte von Reihen

Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen die angegebenen Grenzwerte haben:
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7 5T (=3 11
= — b DL S/ S
10 (b) Z " 5

n+3
(c) z:: (n+1)(n+2) -

| o

~ (2n—-1)2n(2n+1)(2n+2) 4

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Reihe ist eine geometrische Reihe mit ¢ = —3/7. Da |¢| < 1 ist, konvergiert die

Reihe:
= =3\" 1 1 7
2 (7) T 1-(=3/7) 10/7 10°

n=0

(b) Reihe ist absolut konvergent, da |a,| < (5/7)"+(3/7)" (Summe zweier geometrischer
Reihen) und kann daher umsortiert werden. Dies ergibt

i5n+7(n—3)nzz(_> +Z< ) 1—15/7_”%_1:15_1'

n=1 n=1

Dabei wurde der Wert der Reihe aus a) verwendet und beriicksichtigt, dass die Sum-
mation bei n = 1 beginnt.

(c) Mit Partialbruchzerlegung ist
- n+3 .3/2 =2 1/2
Znn+1 n+2)_;n+n+1+n+2'

Betrachtet man die Partialsummen so heben sich jeweils Terme aus drei aufeinender-
folgenden Reihengliedern auf und es bleibt

_os2 -2 32 /2, -2 12
T T 2 k+ 1 F+1  k+o2
—— ~~~ N—— —

Term 1 u. 2 bei n=1 Term 1 bei n=2 Term 3 bei n=k—1 Terme 2 u. 3 bei n=k

Die letzten drei Summanden gehen gegen 0 und damit konvergiert die Reihe gegen
5/4 .
(d) Partialbruchzerlegung liefert

o0 o

S~ (2n—1)2n(2n+1)(2n+2) “=2—-1 20 2n+1 242

In den Partialsummen heben sich jeweils zwei Terme aus zwei aufeinenderfolgenden
Gliedern auf und es bleibt

2 -2 -2 12
\1 2 2k+1 " 2%k +2°

Term 1 u. 2 bei n=1 Term 3 u,‘z bei n=k

Sk —

mit Grenzwert 1/4 .
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Aufgabe H 3. Fraktaler Baum

Der fraktale Baum entsteht durch skaliertes Duplizieren der links dargestellten Grundfigur
und Anlegen dieser an die “Arme" links und rechts (wie in der Mitte zu erkennen). Die
Grundfigur hat 9 Seiten der Lange 1 und eine Grundseite der Lange 2.

n=>0 n=1 n=25

(@) Geben Sie eine Formel fiir den Umfang U,, der Figur, die nach n Schritten
entstanden ist, an.

(b) Was konnen Sie iiber die Konvergenz der Partialsummenfolge (U,,)nen, aussagen?

Losungshinweise hierzu: Da bei der Konstruktion des fraktalen Baums jedes in der vorher-
gehenden lteration hinzugekommene Grundelement an zwei Seiten erweitert wird, verdoppelt
sich pro Iterationschritt die Anzahl der angefiigten Elemente. Der Baum der Stufe n entsteht
somit durch Erweiterung des Baumes der Stufe n—1 um E,, = 2" skalierte Grundelemente.

Die anfangliche Kantenlange ¢y = 1 wird pro lterationsschritt halbiert. Somit gilt ¢, =
1/2™, weshalb ein Grundelement der Stufe n den Umfang 11/,, besitzt. Beim Ansetzen eines
Elements sind jedoch in der Stufe n fiir die Schnittstellen vier Langeneinheiten /¢,, abzuziehen,
da die Grundseitenldnge 2/, betragt. Der Umfang des Baums wéachst pro hinzugefiigtem
Element somit effektiv um V,, = 7/,,. Der Gesamtumfang des Fraktals n-ter Stufe ist folglich

n n 1
Un:UO+ZEka:11+ZQk-7-2—k:11+7n.
k=1 k=1

Die Folge U,, wachst unbeschrankt an, ist also nicht konvergent.

Aufgabe H 4. Stetigkeit

Zeigen Sie, dass die folgende Funktion in & = 1 unstetig ist.

£ fir =552 <5, 2 #1
— re—1 = =7
/(@) {O firx =1

Losungshinweise hierzu: Man betrachte die Folge z,, := HT" dann ist f(z,) = Tigz
Nun gilt z,, — 1, aber f(x,) divergiert und lauft somit nicht gegen 0 = f(1).
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 5. Funktionsgrenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte (ohne die Regel von I'Hospital zu verwenden).
(a) lim Vr+1—+/3z+2
s VR

o) 1 (s + o)

Losungshinweise hierzu:

(a)
g YETL V3o 42 <\/1+1—\/3+2> _1-3
z—0 \/E z—0 €T €T

, x sin(z) 1., 2z 1., sin(x)
lim ( — + = —lim ( — + = lim =1.
z—0 \ sin(2x) 2 2 2—0 \ sin(2x) 2 2—0 x

Aufgabe H 6. Funktionsuntersuchungen

(b)

Bestimmen Sie den Definitions- und Wertebereich der folgenden Funktionen und untersuchen
Sie diese auf (einseitige) Stetigkeit und hebbare Definitionsliicken.
2 +1
(@) fira—

V4 — 2

=22 —x 42
b :
(b) 1> x'_)a:4—2:c3—3x2+8x—4

In(sin x)

(c) fsram

1+ coszx

Lésungshinweise hierzu:

(a) Definitionsbereich: Die Wurzel existiert und ist positiv fir 4 — 22 > 0 & |z| < 2.
Somit ergibt sich als Definitionsbereich (—2,2).

Wertebereich: Die Funktionswerte sind stets positiv. Der Z3hler ist am kleinsten fiir
x = 0, der Nenner am groBten fiir z = 0. Also ist f(x) fir z = 0 am kleinsten.
Da der Nenner fiir + — 42 von oben nach 0 und der Zahler nach 5 strebt, geht
f(z) nach +o00. Da f im Definitionsbereich als Quotient stetiger Funktionen stetig
ist, werden also alle Zahlen zwischen einschlieBlich % und ausschlieBlich oo erreicht.
Der Wertebereich ist also [1/2,00).

Stetigkeit und hebbare Definitionsliicken: Im Definitionsbereich als Verkettung stetiger

Funktionen stetig. Es gibt keine hebbaren Definitionsliicken, da f(z) — oo fiir z —
+2.
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(b) Nach Faktorisierung von Zahler und Nenner und Kiirzen des gemeinsamen Linearfaktors
erhdlt man
r® —2z% —x 42 (z+1)(z—1)(x —2) r+1

f(x>:x4—2x3—3x2+8x—4: (x +2)(z —1)%(z — 2) - (x+2)(x—1)’x7é_2'

Definitionsbereich: f ist nur an den Nullstellen des Nenners nicht definiert. Der Defi-
nitionsbereich ist also R \ {—2,1,2}.

Wertebereich: Es gilt f(z) — +oo fir 2 — —2+ und f(z) —» —oco fiir z — 1—.
Da f im Bereich von —2 bis 1 stetig ist, muB jeder Wert zwischen oo und —oo
angenommen werden, der Wertebereich ist also R .

Stetigkeit und hebbare Definitionsliicken: Die Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich
als Quotient stetiger Funktionen stetig.

An den Definitionsliicken z = —2 und =z = 1 strebt die Funktion nach 4oco und
kann daher nicht stetig fortgesetzt werden. Hingegen sind die einsetigen Grenzwerte
der Funktion an der Definitionsliicke « = 2 jeweils 3/4. Die Funktion kann somit an
der Definitionsliicke # = 2 mit dem Wert 3/4 (beidseitig) stetig fortgesetzt werden,
die Definitionsliicke ist also hebbar.
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(c) Definitionsbereich: Es gibt 2 Dinge, auf die geachtet werden muss:

(i) sinz > 0. Dies ist der Fall fir z € (0,7) + 27k ,k € Z

(i) 1+ cosx # 0. Dies ist der Fall fir z # 7+ 27k |k € Z
Durch Schnitt beider Mengen erhilt man den Definitionsbereich (0, 7) + 27k, k € Z.
Wertebereich: Aufgrund der 2r—Periodizitat der Funktion geniigt es, sich auf (0, 7) als
Definitionsbereich zu beschranken. Fiir z — 0 und = — 7 geht f(x) gegen —oo. Da
sin(z) < 1 ist In(sin(z)) < 0. Der Zahler wird also fiir x = w/2 am gréBten, namlich
0. Der Nenner ist im Definitionsbereich stets positiv, weshalb f(x) fiir x = 7/2 am
groBten wird. Aufgrund der Stetigkeit im Definitionsbereich werden alle Werte zwischen
0 und —oo angenommen. Der Wertebereich ist also (—o0, 0] .
Stetigkeit und hebbare Definitionsliicken: Die Funktion f ist im Definitionsbereich
iiberall stetig. An den Stellen 0+ 277Z und 7+ 27Z strebt die Funktion gegen —oc,.
Die Funktion besitzt daher keine hebbaren Definitionsliicken.
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Aufgabe H7. Gleichheitsproblem
Gegeben sind die Funktionen

f: <—%,%)—>R:x»—>(1—z2)tanx und g:R—R:z+— —x.

Zeigen Sie, dass die Gleichung f(z) = g(z) mindestens drei Lésungen im Intervall (—Z, %)
hat.

Hinweis: Untersuchen Sie das Verhalten von f fir x — 7/2 -0 und * — —7/2+ 0 und
werten Sie f an x = +1 aus.

Lésungshinweise hierzu: Die Funktion h: z +— z + (1 — 2?) tanz ist fir z — —7/2+0
bestimmt divergent nach +oo und fiir x — +m/2 — 0 bestimmt divergent nach —oo. An
x = £1 ist f(x) = 0 und somit ist h(—1) = —1 und A(1l) = 1. Da h als Summe aus
einer steigen Funktion und einem Produkt stetiger Funktionen selbst auch stetig ist, muss
nach dem Zwischenwertsatz in den Intervallen (—7/2,—1), (—1,1) und (1,7/2) je eine
Nullstelle liegen.
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 8. Konvergenzradien von Potenzreihen

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihe Zanz" fiir

(a) a, =n?
(b) a,=(1—1/n)"
(c) a, =n"/?

(d) a,, = Anzahl der Teiler von n

Hinweis: Denken Sie bei (d) an den Sandwichsatz.

Losungshinweise hierzu: Der Konvergenzradius kann in allen Fallen mit dem Wurzelkri-

terium ermittelt werden.

(@) lim /Ja,| = lim /n’=1=p=1

(b) lim {/la,| = lim (1—1/n)"/" = lim (1 —1/n)" =1/e=p=ce

(c) lim /|a,|= lim n'/2=00=p=0

(d) Die Anzahl der Teiler von n liegt zwischen 1 und n und damit gilt

1= lim V1< Iim la,| < lim ¢/n=1.

n—oo
Der Konvergenzradius ist also p =1

Aufgabe H9. Produkt von Potenzreihen
Wandeln Sie das Reihenprodukt

in eine Reihe der Form

um. Bestimmen Sie die Konvergenzradien der drei auftretenden Potenzreihen. Ist dies mit

der in 1.14.11 stehenden Aussage vereinbar?

Losungshinweise hierzu: Das Reihenprodukt kann geschrieben werden als

k=0 n=0 \k=0

-1) z"
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Der geklammerte Teil ist jeweils eine Partialsumme der geometrischen Reihe und verkniipft
mit dem entsprechenden Koeffizienten aus der ersten Reihe ergibt sich

n

1— 1/2k+

1 1 kil
m=1-D gm=1-3 7-17 - V2"
k=0

Das Reihenprodukt ist auf dem Schnitt der Konvergenzkreise der zwei beteiligten Reihen
definiert. Es handelt sich hier jeweils um geometrische Reihen. Die Mittelpunkte der Kon-
vergenzkreise sind jeweils o = 0. Die erste Reihe hat Konvergenzradius 2, die zweite hat
Konvergenzradius 1.

Die umgeformte Reihe ist auch eine geometrische Reihe mit Konvergenzradius 2.

In 1.14.11 wird die Konvergenz des Produkts fiir den Kreis mit dem kleineren der beiden
Radien gesichert, hier also fiir 1. Tatsachlich ist die Produktreihe sogar in dem groBeren
Kreis mit Radius 2 konvergent. Dies ist kein Widerspruch.

Aufgabe H 10. Additionstheoreme
Bestatigen Sie mit Hilfe der Formel von Euler und de Moivre die Beziehungen
(a) 2cos(8z) cos(bz) = cos(3x) + cos(13x)
Hinweis: Betrachten Sie exp(8iz), exp(—8iz), exp(biz) und exp(—>hix)
(b) 4(sin(x))? = 3sin(x) — sin(3x)

Losungshinweise hierzu:
(a) Mit der Formel cos(az) = (€% + =) /2 ist

eSix _|_e—8im eSi;v + e—5i;t

2 cos(8z) cos(bxr) = 2

. 2 . . 2 .
B 6131:r + 63137 + e—31x + e—lSlx
B 2
13ix —13ix 3ix —3ix
= +26 + & +2€ = cos(13x) + cos(3x)

(b) Mit der Formel sin(z) = (e* — e71%)/(2i) ist

' 4<€ix _ e—ix)?)
(@) = =g
B eSiz _ 3eix + 36—11’ _ e—3ia:
B —2i
ir _ —ix 3iz _ ,—3iz
= 3¢ 216 - 216 = 3sin(z) — sin(3x)
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 11. Ableitungen
Berechnen Sie fiir die Funktion f die Ableitung nach x:

(b) f(z) =ex (—1/x2) (e) f(x)=sin(z)cos(x) tan(x)
_ v _ zrlhnz
) 1) =71 M) 10 = 5w

Losungshinweise hierzu:

(a) f'(z) = (sin(x?)) = 2 cos(x?)

® 5= (o0 () =ew () (-5) = 2 oo ()

(c) Mit der Quotientenregel erhdlt man:

f/(x)_(w_l )l—\/x—ﬂ_(l"—l)(varl)/
Wz +1) r+1
Ve+1-— (gv—l)\/F x4 l-g(x—-1) r+3

z+1 (D)ol 2@+ 1)Vr 1
(d) Wegen f(z) = exp (In ((1+2%)**)) = exp (sin(z) - In (1 + 2%))) gilt

f'(x) = (exp (sin(z) In (1 +22))))
= exp (sin(z)In ((1 +2?))) - (sin(z)In (1 + 932))/

i 2x
2\sin(x 2 :
= (1 +x ) (@) (COS(I’) ln(l +z ) + SIH(ZZ') . m)

(e) Wir kdnnen schreiben

f(z) = sin(x) cos(x) tan(x) = sin(z) cos(x) -

Damit ist f'(z) = 2sin(z) cos(z).

g — xlnx /: (x1n(x)) exp(x) — zIn(x) exp(x) 14 In(z) — xIn(x)
® 0= (55) (cxp(a))? exp(@)

Aufgabe H 12. Umkehrfunktion
Der Cotangens ist definiert durch

cos(x)

cot: (0,7) — R: x + cot(x) = — @)
sin(z
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Zeigen Sie, dass cot bijektiv ist und skizzieren Sie cot. Die Umkehrfunktion ist der sogenannte
Arcuscotangens arccot: R — (0, 7). Skizzieren Sie mit Hilfe der Skizze von cot nun auch
arccot. Zeigen Sie, dass fiir die Ableitung

1
1+ 22

arccot’(z) = —

gilt.

Losungshinweise hierzu: Die Injektivitdat kann man in diesem Fall damit erklaren, dass die
Funktion auf dem Intervall (0, 7) streng monoton fallend ist, da

(cot(z)) = ——— <0

fur alle = € (0, 7). Weiterhin gilt

hr(l)qu cot(r) = +oo und lim cot(z) = —oo.

Wegen der Stetigkeit nimmt cot also alle Werte auf dem Intervall (—oo, +00) und ist damit
auch surjektiv. Die Umkehrfunktion arccot existiert somit und es gilt fiir x = cot(y)

(arccot(z)) = —c = ——F— = — S —

Skizze von cot und arccot:

5

Aufgabe H 13. Legendre-Polynome
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Sei fiir n € Ny das Polynom

Pu(z) = (nén (22 — 1)n) "

1 2

als die n-te Ableitung von —&(2° — 1)" gegeben.
(a) Bestimmen Sie Py(x), Pi(x), Py(z) und Ps(z).

Losungshinweise hierzu: Das Anwenden der Definition von P, (z) liefert

Py(r) = (ﬁ(aﬁ — 1)0) =1
Pi(x) = (ﬁ(ﬁ - 1)1>(1) = %(:ﬁ ~1) =2z
o) = (et~ 1) T O LR R
P = (s 1) = bt -1y = ot et ey = B e

(b) Zeigen Sie, dass die folgende Gleichung gilt:
PT/L+1('I) = 2P, (z) + (n+ 1) P(2).
Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe der Leibnizformel aus der Aufgabe P 13, dass

Poii(z) = 2P, (x) + # ((I2 _ 1)n)(n—1)

und leiten Sie anschlieBend ab.

Losungshinweise hierzu: Mit der Leibnizformel erhalten wir zuerst

1

P (z) = (n+ 1)t ((2?

- 1)n+1)(n+1)

- m (2x(n + 1) (2% - 1)”)(n)
1 9 N
= o (x(x —1) )( )
= n!12" (:L‘ ((332 - 1)”)(n) +n ((:L‘2 — 1)”)(n_1)>
= 2P, (z) + n'n2" ((2* — 1)")(n_1)

und durch Ableiten ergibt sich

P’I{L"Fl(l‘) = xPT/L(-T> -+ Pn(yc) + n'T;n ((:L-Q _ 1>n)(”)
= 2P)(z) + (n + 1)P,(z).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 14. Funktionsgrenzwerte

2

-1

(a) Berechnen Sie lim M
z—0 1‘3 SIH(ZE)

e mit Hilfe der Potenzreihendarstellungen,
e mit der Regel von I'Hospital.

inh
(b) Bestimmen Sie den Grenzwert lim o (:c)
z—+o00 cosh(x)

Kann man auch in diesem Fall die Regel von I'Hospital anwenden?

Begriinden Sie lhre Antwort.

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Funktionen cos(z) und sin(z) konnen mit ihren Potenzreihenentwicklungen um

den Punkt zy = 0 identifiziert werden:

o0

1/ dy* k Lo, 14 6
cos(z) = kz_% 7 (E) (cos(z)) = 1— o ® + T +
R > 1 d F . k 1 1 5 1 7
sin(x) = ; ] (£> (sin(z)) T =TT + g% T o® + ...
Damit ergibt sich die folgende Rechnung:
. cos(@?) =1 (1—2(a?)?+ @) — (@) + ) — 1
lim ———— = lim : T T T
z—0 a3 sin(x) z—0 (2 — 53 + 525 — 527+ )
b —%x‘l—l—%xs—éxm—i—...

z—0 1’4(1 1I2+%I4— lxﬁ—l—

3 7!

1 1,4 1.,.8

= lim
1 1 1
z—0 ] — 3—!1'2 + §$4 — ﬁJTG + ...
1
2.

)
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Das gleiche Ergebnis erhadlt man nach der mehrfachen Anwendung der Regel von

I'Hospital:
. cos(z?) —1"¢"  (cos(z?)—1) . —2sin(2?)
lim ——————— = —— = :
=0 z3sin(x) z—0 (x3sin(x)) 2—0 3z sin(z) + 22 cos(x)

‘o (—2sin(x?))
lim -
z—0 (3x sin(z) 4+ 22 cos(z))’
—4x cos(x?)
m
2—0 3sin(z) + bx cos(x) — 2 sin(x)
1 (—4z cos(x?))
2—0 (3sin(x) + bz cos(x) — x2?sin(x))’
—4 cos(z?) + 8% sin(2?) 1

708 cos(x) — Txsin(x) — 22 cos(z) 2

||o\<5

||o\5

(b) Mit den Definitionen von sinh(z) und cosh(z) erhalt man:

sinh(z) . e —e" . el —e2)

im = lim —— = lim ————=

o—+oo cosh(z)  a—toc e + e  a—too e?(1 4 e727)
1—e 22

sinh(z) "=" = (e*—e") . et+e®
2 lim ——= = lim ———
z—+oo cosh(x) w—too (€% + e7T)  a—too e —e7®
fet (" e ) . eF—e " . sinh(x)
=  lim = lim — = lim .
z—too (6% — e7%)  a—too € €% z—+oo cosh(x)

An dieser Stelle erkennt man also, dass es nicht moglich ist, den Grenzwert mit Hilfe
der Regel von I'Hospital zu berechnen.

Aufgabe H 15. Taylorpolynome

(a) Schatzen Sie den Fehler ab, den man macht, wenn man fiir |z < 0.5
e die Funktion sin(x) durch z
e die Funktion sin(z) durch = — g2®
ersetzt.
Hinweis: Schauen Sie sich die Potenzreihenentwicklung von sin(z) an.
(b) Wieviel Summanden der Potenzreihenentwicklung um den Punkt xzy = 0 braucht man,

um sin(z) fiir z € [0, %] mit einer Genauigkeit von 107'° zu berechnen?

Lésungshinweise hierzu:
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5. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(a) Mit der Taylorreihenentwicklung von f(x) = sin(z) erhilt man:
Tl(fwra O) = TQ(fa z, 0) =T

Zum Abschitzen des Fehlers kann man daher die Formel fiir das Restglied Ry(f,x,0)
verwenden. Es ergibt sich mit einem ¢ zwischen 0 und x:

|f(2) =z = [Ra(f, x, 0)|

FO
- 3!< ooy
| — cos(¥)
— 3'( ’ |:E|3
1 1 0.125
gay:c\?’gﬁ-o?:T 0.021
Analog erhalten wir mit
1
T3<f7$70) T4(f7$ O) =T = 5‘1'3
die Abschatzung
L 3
f@) = (o= 52" ) | = 1RulF2.0)
_1fP0) 5
) 5 @0
_ Jcos(9)] 2
]
1 1 0.03125
< P <= 5
=5 |z]” < = 0.5 = 120 < 0.00027.

(b) Ist T,,(f,z,0) das n-te Taylorpolynom von f(z) = sin(x) im Entwicklungspunkt 0,
so gilt fiir z € [0, Z]:

f@) = Tulf.2,0)] = |Rulf.a o>|

fn+1
= = Az — 0)(n+1)
Tl
1 n n
= GO el

IIN

1
1 T\ nt+l
T (1) (Z) '
1

. . 17 . . .
Durch Ausprobieren findet man 3 - (5) * < 107, Somit erreicht man eine Genau-

igkeit von 107'® beim Taylorpolynom der Stufe 16, welches aus genau 8 Summanden
besteht.
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Aufgabe H 16. Kurvendiskussion

Gegeben sei die Funktion
2
f(z) = arctan (1 ° > :

_ 2
(a) Fiir welche x € R ist f definiert?
(b) Untersuchen Sie f auf Symmetrie, Nullstellen, lokale Extrema und Wendepunkte.

(c) Bestimmen Sie die links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f und f’ an den Stellen
1 und —1. Wie verhilt sich f fiir |x| — 4007

(d) Zeichnen Sie den Graph der Funktion f.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Da arctan auf ganz R definiert ist, miissen wir nur noch auf den Term 2%; achten.

Dieser Bruch existiert nur dann, wenn der Nenner ungleich 0 ist. Damit erhalten wir
den Definitionsbereich D = R\{—1,1}.

(b) Die Funktion f ist punktsymmetrisch zum Ursprung:

f(—x) = arctan (Lﬂ:))?) _ arctan ( 2 ) _ _arctan (1 2 ) — fla).

1—(—x C1—a? — a2
2z
Nullstellen: f(z)=0 = T2 0 — 1z =0.
-z

Damit ist (0,0) ist die einzige Nullstelle.

Extrema: Fiir die 1. und die 2. Ableitung erhalten wir

1 (1—2%)-2—2z-(—2x) 2

f(x) = 1+(13;;2)2' (1 — 22)2 T 21
" L 4x
f (l’) - (l'2+1)2

Wie man sieht, ist f'(z) # 0 fir alle € R\{—1,1}, also besitzt f keine Extrema.

Wendepunkte:
f'()=0~2=0

Da es sich dabei um eine einfache Nullstelle handelt ( f” hat einen VZW), muss f im
Punkt (0,0) einen Wendepunkt haben.

(c) Wegen hril arctan(z) = ig ergeben sich folgende Grenzwerte:
T— 00

. ™ . e
Jim flz) = =5 Jim fl@) =45
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. m . (s
AT =75 A T =g

2 . .
Die Ableitung f'(z) = e ist an den Stellen 1 und -1 definiert und stetig. Also
x

stimmen die rechts- und die linksseitigen Grenzwerte iiberein und wir erhalten:

/ ! / 2
lim f(x)= lirlnof (x) = lin%f () = lim =1

z—140 z—1 12 +1 o
2r rH

Aus lim im
z—+oo | — :EQ z—+oo | — 23;'

= 0 folgt schlieBlich:

2x

— 2

r—00

lim arctan (1 ) = arctan(0) = 0.

(d) Skizze der Funktion f:

1.5+

0.51
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 17. Stammfunktionen und Integrale
Bestimmen Sie Stammfunktionen £ zu

1 2u
® oy ® e
und berechnen Sie
3 w/2
41n(x) 2sin(z) cos(z)
(c) 1/ (x4 1)2 e (@) ) 1 + (sin(x))? de

Lésungshinweise hierzu:
(a) Der Ansatz zur Partialbruchzerlegung

1 _a+ b
zz+1) =z z+1

liefert mit der Grenzwertmethode

1
a = = s b = — = —1
T+ 1 x=0 r=—1
und damit die Stammfunktion
Injz| —Injx +1/+¢c=1n ° ‘—l—c.
z+1

(b) Die Funktion ist von der Form f*f" mit « = —1/2 und f(u) = 1+u?. Mit Substitution
erhalt man daher die Stammfunktion

[L 0‘“} v+l

a+1

(c) Partielle Integration mit u = In(z) ,v' =1/x,v' = (x +1)"2, v = —(z + 1)"! ergibt

j(:infl))Q do= {_xlil ] 1/3x$+1

Das zweite Integral kann mit der Stammfunktion aus (a) bestimmt werden und es
ergibt sich:

[ @)
41/(35—1-1)2 dz =

—1n(3)—0+41n(3/4)—41n(1/2) = 31n(3)—41n(2) = In(27/16) .
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6. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Mit Hilfe der Substitution u = sin(z),u = cos(z) ist

1

28111 ) cos(z) d 2u d
r= | —= du
1 + (sin(x))? ) V1+u?

und mit der Stammfunktion aus (b) erhadlt man

L/¢Fﬁﬁ :PVfﬁﬂ;:m@—z.

Aufgabe H 18. Integration durch Partialbruchzerlegung
Berechnen Sie den Wert der folgenden Integrale:

2
2 3
@ [ 5 e
Losungshinweise hierzu:

(a)

—2x% — 2
(c)/ 3 —22% —x + dr .

(22 4 2z + 5)?

2
20+ 3
d
/2:5—1 .
1

Man beginnt mit Polynomdivision und erhalt:

2 2

2
/;ii—? dx:/l dx+2/2$2_1 dx
1 1 1
=[z4+2 -In|2z — 1]}
=2+2-In3—-(1+2In1)
=1+2In3

(b)

1

1
d
/x3+1 o

0

Der Nenner hat die Nullstelle —1, wodurch sich der Bruch zerlegen lasst in

1 _a bxr + ¢
@Gt @-2+1) @+ @-zt1

Fiir a ergibt sich mit der Grenzwertmethode a = 1

w

Durch Multiplizieren mit dem Hauptnenner erhdlt man:
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b+ (b+c)r+c=—2a+30+2 =>b=—1, c=2
Somit ist
1 1 1 1
1 1 1 1 20 — 1 3 1
dz = - dz—= [ ——— da+> [ ——— d
/:p3+1 o 3/x+1 o 6/x2—w+1 x+6/az2—x+1 o
0 0 0 0
1[ 2z —1/2)\ 1"
= - |x+1|] ——[ln|:z: —x—l—l@ +—— {arctan(—
3 6 23 V3 0
1 1 1 1 o
= —(In2—In1l)—=(lnl—Inl)+ —(7/6+7/6)==In2+ ——
3 )5 )+ (/6 +m/6) = 32t T

(c) Mit PBZ erhélt man:

1

1 1
/x3—2x2—x—|—2 / x—4 d +/ 20 + 22
= [ ——— dx
(22 + 2z + 5)? x24+2x+5 (22 + 2z + 5)?

-1 -1 -1

Die quadratischen Polynome im Nenner haben die Form 2%+ 3z 4+~ mit 3 =2,7 =5
und damit ist A =~ — 5%2/4 =4 und VA = 2. Dies fiihrt weiter auf

1 1
1 20 + 2 1
= [ ——dz-5 ]| ——— d
2/x2+2x+5 . /:c2+2x+5 v
-1 -1
1 1

20 + 2 1
dz+20 d
+/(x2+2x+5)2 v /($2+2x+5)2 v

Fiir die ersten drei Integrale kdnnen die Stammfunktionen nun angegeben werden, das
vierte Integral wird mit Hilfe der Substitution u(z) = (z + 8/2)/VA = (z +1)/2
behandelt. Dies ergibt

1 ! 1 z+ 11" 1 !
= |=In|a®+22+5|| — |5=arct S P —
{2 n|z* + 2z + |}_1 [ 5 arctan — ]_1 {x2+2x+5}_1
2 1)/2 ! 21 17!
+ 120 — (@ +1)/ 20——arctan$+
162(z2 + 2z + 5)/4| 16 2 2 |,
5 3

:_1 9_ 242
R TR

Aufgabe H 19. Unterschiedliche Integrationsmethoden

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /



6. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Bestimmen Sie

(a) /13x21n(x)dx, ) [ IV, © / ds

Lésungshinweise hierzu:

(a) partielle Integration

Bqﬁ ln(x)E - / éx% dz = 91n(3) — Ef} () 2

1

(b) Substitution

™

11
u=+, u’zﬁﬁé /QSinudu:[—Qcosu]gzél
0
(c) Partialbruchzerlegung
1 a b
= +
l—2)1+2z) 1—2 14z
Grenzwertmethode:
1 1
(]‘ + l') r=1 (1 - :L‘) rz=—1
Stammfunktion:
1
§(ln|1+x| —In|l—z|)+c¢
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 20. Uneigentliche Integrale
Untersuchen Sie die nachfolgenden Integrale auf Konvergenz.

+00 8 +oo
(a) / dzx, (b) / e ¥ cosxdux
1 0

.IA + 4 /4
+oo 1

c —dx +Oosin )P dx
@ [ = @ [ Gin(1/a)a

Hinweis: Denken Sie an das Majorantenkriterium 3.7.5.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Aus 2'+4 > 2, z € R folgt 8/(2*+4) < 8/2*, # € R. Da das Integral [ 1/a*dx
nach Beispiel 3.7.8 konvergiert, konvergiert nach dem Majorantenkriterium 3.7.5 auch
das Integral

/lm 8/(z* +4)dux.

(b) Esist |ecosz| < |e7| - |cosx| < e™* fir alle z € R. Wir untersuchen nun das
Integral f;;(f e~ dz auf Konvergenz:

“+o0o 00
/ e ’dx = lim e ?dr = lim [ —ebt4e ™| =1,
/4 b—+-o00 /4 b—+oo \ S~~~

—0

Damit folgt die absolute Konvergenz fiir das urspriingliche Integral.
(c) Esist 2° +1 > 2° = 1/(2° + 1)¥/2 < 1/252, 2 € R*. Da 5/2 > 1 konvergiert das

Integral
+oo 1
/1 2 dx

und somit nach 3.7.5 auch das zu untersuchende Integral.
(d) Esist sin(1/x)Y3 >0 und (1/2)*® >0 fiir z = 1 und

i S/ lim (Sin(l/x))l/g— lim (sz)l/g—l.

z5to0 (1/1)1/3 1/3; 25040 z

Wegen 1/3 < 1 divergiert das Integral f1+°° 1/2Y3dz und damit wegen des Grenz-
wertkriteriums 3.7.11 auch das Integral f1+°o (sin(l/;p))l/?’dﬁ_

Aufgabe H 21. Reihendarstellung von Funktionen
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(a) Bestimmen Sie ohne Hilfe der Taylorformel fiir f(x) = In(2? +4) formal eine Reihen-
entwicklung und geben Sie das groBtmégliche offene Intervall (a,b) £ R an, auf dem
die von lhnen gefundene Reihe f tatsachlich darstellt.

Hinweis Stellen Sie f’ als Reihe dar und integrieren Sie anschlieBend.

(b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihe:

i E+1)(k+2)x
k=0

Welche Funktion stellt diese auf ihrem Konvergenzkreis dar?

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir betrachten die Ableitung:

, 2 T 1 T — 2\" & (—1)k g2kt
=213 (m) :5;(7) X

Der Konvergenzkreis dieser Reihe ist offenbar K := (—2,2). Diese Reihe integrieren
wir auf K gliedweise:

k 2k+1

_ S (_1>k 2k+-2
/Z 2. 4k x_kz:o2-4~(2k+2)x e

Die Integrationskonstante erhalten wir einfach durch Punkteinsetzung: f(0) = In(4) =
C' = In(4). Somit stimmt f auf K mit der Reihe

- (=1)" 2k+2
In(4) + Z k11 92410
iiberein und K kann nicht groBer gewahlt werden.

(b) Wir bestimmen den Konvergenzkreis der angegebenen Reihe mit den Quotientenkrite-

riums:
1+1/k

Yoo 143k

Wir integrieren die Reihe nun zweimal hintereinander auf dem Konvergenzkreis (—1,1) :

/(/i(kﬁ—l—l)(k—i—Q)g;kdx) dx:/i((l{;_i_z)xk—&-l) 4 Cdr

Jim [y /o] =

2

<Z :Ek) +Cix 4+ Cy = 191% + Ciz + Cox := g(x).

geom. Reihe
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Wir leiten nun die mit dieser Reihe auf (—1, 1) iibereinstimmende gefundene geschlos-
sen Darstellung g zweimal ab:

Somit ist also

> (k+1)(k+2)2* =2/(1 - x)°
k=0

fir z € (—1,1).

Aufgabe H 22. Reihendarstellung eines Integralwerts
Fir m,n € N gilt die folgende Integralformel

/01 2" ()" de = (—1)" —————

Zeigen Sie mit dieser Formel, dass

1 00
/ rdr=—) (=k)F=1-1/4+1/27—1/256 % ...
0

k=1
gilt.

Hinweis: Schreiben Sie die zu integrierende Funktion mit Hilfe der exp-Funktion geeignet
um und verwenden Sie die Exponentialreihe.

Losungshinweise hierzu: Wir nutzen den ersten Hinweis aus: =¥ = exp(z - Inz) und
erinnern uns an die Exponentialreihe: exp(z) = > 7, 2" /k!, z € R.

/Ola:xdx = /Olexp(x-ln:zc)da::/01 (iW)

k=0
00

1 1
= E(/ :Bk-(lnzv)ch)
Exp.reihe ist abs. Konv. #=0 0
— 1
() ()
()5

k=1

g,
Formel furm=n=k

L it

e
Il
—
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 23. Nullstellenmenge skizzieren
Sei a € R beliebig.

(a) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge N := {(z,y) € R?| f(z,y) =0} von
[ R = R: (2,y) = ay(y — a)(—4 + 42® + )

in Abhangigkeit von a € R.
(b) Fertigen Sie jeweils eine Skizze der Nullstellenmenge fiir o € {—1,0,1,2}.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Funktion f ist ein Produkt, deshalb ist sie gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich
Null ist.

zy =0 = x=0odery=0
y—a=20 = y=q«
—4+42°+y*=0 = Ellipse E = {(x,y) € R* | 2?2 +¢y*/4 =1}

Die Nullstellenmenge N besteht also aus den z- und y-Achsen, der Geraden y = « und
der Ellipse E = {(z,y) € R* | 2* + y*/4 = 1}.
(b)

2

2

1 1
a=20

0 0

-1

-1
‘- 1\/
-2 . : _ol . .
-2 1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
2 2 5
o =
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Aufgabe H 24. Stetigkeit
Uberpriifen Sie die folgenden Behauptungen:
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(a)
222y

FRA{0,0} = B: (@y) =

wird durch f(0,0) := 0 auf ganz R? stetig fortgesetzt.

(b) Fir
3
JRANAO,0} = R: (2y) = s

existiert liH(l) f(x, ax) fiir jedes a € R, aber f lasst sich nicht auf R? stetig fortsetzen.
xr—

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir benutzen die ¢, Definition 4.2.6 zum Nachweis der Stetigkeit im Ursprung.

_ Byl o 12+l

x,y) — (0,0)] = < = 3|y| < 3|(z,y)|.
|f(z,y) — (0,0)] PRI S PN [yl = 3(z, )|
Wiahlt man also € = §/3, so folgt die Behauptung.
(b)
_ o wx(ax)® ozt oz 0
o) = P e T a1

Fiir alle Folgen (ay)ren aus R?, die auf den Geraden der Form y = az,a € R gegen
(0,0) konvergieren gilt also klim f(ag) = 0.

Wir betrachten nun die Folge (bi)ren = (1/k, (1/k)Y3)pen:

ey — R (AR R
Jm f(bn) = Jim (1/k)2 + 4 ((1/k)1/3)° W 57K 175

Somit ist klim flag) # klim f(bg). Damit kann f im Ursprung nicht stetig sein.

Aufgabe H 25. Partielle Ableitungen von Polynomen aus R?
Gegeben seien Polynome p: R? — R vom Totalgrad < 2,

p(z,y) = a+bx + cy + da® + exy + [y

mit Koeffizienten a,b,c,d, e, f € R.
Welche dieser Polynome erfiillen die folgenden Bedingungen?

dp 9*p 9*p
(a) a—x(%y) =0, (b) (ax)z(x7y):()v W(I,y) =0,
9% 9% Pp

Lésungshinweise hierzu:
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(a) Aus
dp

folgt
b+ 2dx +ey = 0.

Da dies fiir alle (z,y) € R? gelten muss, erhalten wir mit Koeffizientenvergleich:
b =d = e = 0. Die gesuchten Polynome haben damit die Form

p(z,y) =a+cy+ [y’

(b) Es gilt
Ip
ag_x(x7 y) =2d=0
Ip
agy(‘r7y) 2f - 07

woraus man erkennt, dass d = f = 0. Die gesuchten Polynome haben also die Form

p(z,y) = a+br+ cy+ exy

(c) Es gilt
dp dp B B
2, (oY) + —azy(w,y) =2d+2f=1
i =e=1
Ox Oy -

Daraus folgt e = 1 und f = 1/2 — d. Die gesuchten Polynome haben daher die Form

p(z,y) = a+br+ cy + di® + zy + (1/2 — d)y?

Aufgabe H 26. Plot eines Funktionsgraphen

Es sei
2

f:R* = R: (z,y) — y*- e~ %Y
gegeben.
(a) Visualisieren Sie T'(f) mit einem Computerprogramm lhrer Wahl.

(b) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge von f. Zeichnen Sie diese, sowie die beiden Punkte
M, = (0,1, f(0,1)) und M_ = (0,—1, f(0,—1)) von Hand in lhren Plot ein.
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Losungshinweise hierzu:

(a)

"’l
=

=
ST
LT F
A e ey L By,
.' -

e
.ﬂrr.!?’m.‘!

Y

Ty
o

03—
025 —
02—
015 —

04—
035 —

01—

005 —

0 < y =0, d.h. die Nullstellenmenge von f ist die x-Achse. Die beiden

Punkte, sowie die Nullstellenmenge sind im obigen Plot rot hervorgehoben.

(b) y? eV
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 27.

Bestimmen Sie den Gradienten V f und die Richtungsableitung 0, f(zo) im Punkt z in
Richtung v in den folgenden Fillen:

(@) flx,y) =2y, 7o = (1,2), “:(%%)
(6) flos) =sine?) 4200, ro=(00,1), 0= (o )

Bestimmen Sie in (c) die Richtung und den Wert des steilsten Anstiegs an der Stelle z.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

waf=( 2 ) wanaa=( 2 ) @nan-( 2 e (1) =-v2

(b)

21 cos x? 0
grad f = 2|, (erad )(0,0,1)= | 1],
e¥ 1
0 1 1
0,f)(0,0,1) = 1 Je—| 1 | =+v3/2.
(0,) (0,0,1) ! il /
(c)
yze® e
grad f = [ zer |, (gadfy(L1n={ ¢ | .
ye”® e
e 1 1
of)(1,1,1) = e e —| -1 | =—¢/V3.
(0uf) (1,1,1) ‘ il /

Die Anstieg ist am groBten wenn als Richtung der normierte Gradient verwendet wird,

also w = (1/v/3,1/4/3,1/4/3)" und der Wert ist 3¢/v/3 .
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Aufgabe H 28.

Bestimmen Sie mit Hilfe einer linearen Approximation Naherungswerte fiir

60'05

(a) 2.05'9 (b) VI12+1.92+ 205 (© 57

Benutzen Sie dazu jeweils ein Taylor-Polynom (erster Stufe) mit dem nachstgelegenen ganz-
zahligen Entwicklungspunkt.

Losungshinweise hierzu:
(a) Man muss mit der linearen Taylor-Approximation sowohl 2.05 als auch 1.9 ann&hern,
deshalb bekommt man eine Funktion in zwei Veranderlichen. Der Entwicklungspunkt
ist hierbei (2,2).
f(z,y) = a¥ = exp(yIn(z))
Fiir eine lineare Approximation werden noch die ersten partiellen Ableitungen benétigt.

fo(z,y) = exp(yln(z)) - % = % Y
fy(z,y) = exp(yln(z)) - In(zr) = In(x) - 2¥
Damit erhalt man das lineare Taylor-Polynom
Ti(f, (z,9),(2,2)) = f(2’2)+f:c(2,2>(x—2)+fy(2’2)(y_2)
4+4(x —2) +4-In(2)(y - 2).

Nun setzt man x = 2.05 und y = 1.9 ein.
4
T1(f,(2.05,1.9),(2,2)) =4+4-0.056+4-1In(2) - (-0.1) = — — —In(2) ~ 3.923

Der exakte Wert ist 2.05!9 ~ 3.911.

(b) Nun miissen drei Werte approximiert werden. Es handelt sich also hierbei um eine
lineare Taylor-Approximation in drei Variablen. In diesem Aufgabenteil ist der Ent-
wicklungspunkt (1,2,2). Die restlichen Schritte sind wie im Aufgabenteil (a), mit der
Anderung, dass man dieses Mal 3 partielle erste Ableitungen bendtigt.

flr,y,2z) = a2+ y?+ 22

1/2

1 _
f;t(xuy7z) = §($2+y2+22) 2z

1 _
fo(z,y,2) = 5(:'32+y2+22) Y29y

1 _
folwy,2) = = (@@ +07+22) P2z

2
T(f (2,y,2),(1,2,2)) = f(1,2,2) + f(1,2,2)(x = 1) + f,(1,2,2)(y — 2)
+£.(1,2,2)(z — 2)

To(f. (29,2). (1L2.2) = 3+ (= 1)+ 2(y—2) + =(2 — 2)

3 3 3
1 2 2
Ti(f.(11,1.9,2.05),(1,1,2)) = 3+5-01—2-0.1+3-005=3
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Der exakte Wert ist v/1.12 + 1.92 4+ 2.052 ~ 3.004.

(c) In diesem Fall handelt es sich wieder um eine Taylor-Approximation in zwei Variablen.
Dabei ist der Entwicklungspunkt (0,2). Die Funktion, die approximiert werden soll,
ist:

_ exp(z)
f(xa y) - y

Nun berechnet man den Naherungswert analog wie im a)-Teil.

PR )
)
. _ex;(x)
Ty, (), (02) = 7(0.2)+ £:(0,2)(x —0) + £,(0,2)(y )
T/ (20).0.2) = 45 0- -2
T1(f, (0.05,2.1),(0,2)) = %+%-0.O5—}1(2.1—2):0.5

Der exakte Wert ist w ~ 0.5006.

Aufgabe H 29.

Bestimmen Sie alle flachen Punkte des Graphen der Funktion
flz,y) =2 —3zy* — 32> + 3y° + 4 +y— 1.

Welchen Typ haben die anderen Punkte?
Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an den Punkt (1,1, f(1,1)) und die Ma-
trixdarstellung der Schmiegquadrik im Punkt (2,0, f(2,0)).

Losungshinweise hierzu: Die Bedingung fiir einen flachen Punkt lautet, daB die Schmieg-
quadrik an den Punkt eine Ebene ist.
Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Hessematrix im Punkt die Nullmatrix ist.

Der Gradient ist
grad f(z,y) = (32% — 3y* — 6z + 4, —62y + 6y + 1)T
und die Hessematrix lautet:
men=(£5) ("0 o)
Es muss also © = 1 und y = 0 gelten und somit ist (1,0,1) der einzige flache Punkt des
Graphen.
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In allen anderen Fallen ist die Determinante der Hesse-Matrix negativ, die Matrix hat dann
also zwei Eigenwerte mit unterschiedlichem Vorzeichen. Daher sind alle anderen Punkte des
Graphen hyperbolisch.

Fiir o =1,y = 1ist f(1,1) =2 und grad f(1,1) = (=2,1)".

Die Tagentialebene hat also die Gleichung

z=T(f,(z,y),(L,1)=2—-2(x—1)+1(y—1) bzw. 22 —y+2—-3=10.

Fiir z =2,y = 0 ist £(2,0) =3, grad f(2,0) = (4,1)" und

H(2,0) = (3_06) .

Die Schmiegquadrik wird durch die Gleichung

z:3+4(x—2)+y+g(x—2)2—gy2

beschrieben. Umgewandelt in Matrix-Schreibweise mit v = (z,y, 2) ist dies v" Av+2a"v +
c=0 mit

600 -8
A= 0-60 | ,a= 1| ,c=14.
000 1
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 30.
Gegeben ist die Funktion

fla,y) = (z —2y" + 3)(z = 5).
Bestimmen und skizzieren Sie die Gebiete in der z-y-Ebene, in denen f positiv bzw. negativ
ist. Bestimmen Sie alle kritischen Punkte sowie deren Typ.

Lésungshinweise hierzu:
flr,y)=0,falls 2 —2y> +3=0=2=-3+2y* oder s —5=0=2=>5

Yy
® o
.
[ r6.2)
® | © ® _
\PI(I,O) z
@ e

Fiir die kritischen Punkte gilt:

fo = 20—24°—-2=0 und
fy = —4dxy+20y =0

= P =(1,0,-16), P, = (5,2,0), P5 = (5,-2,0)

Mit einer Umgebungsbetrachtung folgt aus der Skizze, dass P, ein lokales Minimum ist, und
P,, P3 Sattelpunkte sind.
Alternativ kann man den Typ der kritischen Punkte auch mit der Hesse-Matrix

fxy fyy —4y —4x + 20

bestimmen.

Aufgabe H 31.
Ein Tetraeder hat die Ecken

A=(0,0,0), B=(2,0,00, C=(0,3,0), D=(0,0,4).

(a) Bestimmen Sie den Raumpunkt P, fiir den die Summe S der Quadrate der Entfer-
nungen von den Ecken des Tetraeders minimal ist, und berechnen Sie S.
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(b) Wo liegt der gesuchte Punkt, wenn man zusatzlich fordert, dass er auf der Kugel mit
der Gleichung 22 + 4% + 22 = 1 liegen soll?
Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Summe der Quadrate des Abstands ist

Sz, y,2) = (=074 (y—07>+ (=074 (z -2+ (y—0)*+ (2 = 0)°
=07+ (y =3+ (2 = 0 + (2 = 0)° + (y = 0)* + (= — 4)°
= da® +4y* + 22° — 4z — 6y — 82+ 29

Der Gradient ist
grad S(z,y,2) = (8¢ — 4,8y — 6,82 — 8)'

und setzt man dessen Komponenten zu 0 erhdlt man den kritischen Punkt (1/2,3/4,1)
mit S(1/2,3/4,1) = 87/4. Da die Funktion ein Minimum besitzen muss, mus dies am
einzigen kritischen Punkt angenommen werden.

(b) Die Nebenbedingung g(z,v,2) = 2* + 3*> + 2> — 1 hat den Gradienten
grad g(z,y, z) = (21,2y,22)"

und die Bedingung grad S + Agrad g = 0 liefert

1
8+ 2\

(x,y,2) = (4,6,8) .

Setzt man dies in die Nebenbedingung ein, erhadlt man eine quadratische Gleichung fiir
A

AN% + 32\ + 64 = 116

mit den Losungen
Ao =—4+4V7.

Die kritischen Stellen sind i
+——(2,3,4
4ﬁ( )

und da die Punkte A, B,C und D nicht negative Koordinaten haben ist Abstand bei
dem kritischen Punkt mit positiven Koordinaten kleiner.

Aufgabe H 32.
Bestimmen Sie mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren den Abstand der Geraden
G={(z,y) eR*|y=2—-1}

von der Parabel
P={(z,y) eR* |y =2 +2}.
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Hinweis: Es ist der Abstand zwischen zwei Punkten P, = (z1,y1) und P, = (x2,12) zu
minimieren, von denen der eine die Geradengleichung und der andere die Parabelgleichung
erfillt, die zu minimierende Funktion hat also vier Variablen.

Losungshinweise hierzu:
Fiir einen Punkt (z1,y1) auf g und (z2,y2) auf p ist

(21— 22)* + (Y1 — y2)°
zu minimieren, wobei die Nebenbedingungen
gixi—y—1=0, p:aj—yp+2=0

erfiillt sein miissen.
Es ergeben sich die Lagrange-Bedingungen

201 —z9)+ A = 0, (1)
—2(z1 —x2) + 222 = 0, (2)
s — )~ A = 0, 3)
=201 —y)—p = 0, (4)
zi—y—1 = 0, (5)
55—y +2 = 0. (6)

Aus der dritten und vierten Gleichungen folgt durch Addition A = —p und dies fiihrt mit der
Addition der ersten beiden Gleichungen auf

>\+2,UZE2:O:>>\—2)\ZE2:O:>)\:O\/£U2:1/2

Ist \ = u = 0 folgt daraus, dass ein Schnittpunkt existiert, aber die Gleichung 22 +2 = v —1
hat keine (reelle) Losung. Es ist also x5 = 1/2 und damit y» = 1/4+2 = 9/4.

Einsetzen in die erste Gleichung liefert nun 22y = 1 — A und mit der Gleichung der Geraden
ist 2y =1—-A—2=-A—-1.

Setzt man alles in die dritte Gleichung ein ist

“A=1-9/2—XA=0=\=—11/4,

und damit z; = 15/8 und y; = 7/8 .

Der Abstand ist
5 1\* (/7 9\°
\/(§—§) +(§_Z) —11/(4\/5).
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 33. Ableiten in Polarkoordinaten
Es sei eine Funktion

(D)) () s

gegeben. Weiter wird eine Funktion
g: RT x [0,27) — R?: < " > — ( TCQS<¢) )
% rsin(yp)

definiert.
(a) Zeigen Sie, dass die folgende Gleichung gilt:

(oo )= (o, oy (520)

(b) Folgern Sie mit (a), dass folgendes gilt:
wneo=(555) = (S0 Faxd ) (o0 )

Losungshinweise hierzu:
(a) Mit der Kettenregel fiir die Jakobi-Matrix erhalten wir:

B cos(p) —rsin(p)
(o0 (To9)) = o fy00) ( Gnis) Tomils
Durch Transponieren der Matrizen erhalten wir das gewiinschte Ergebniss.

cos(p) sin(ep)
—rsin(p) rcos(cp)) erhalten

( frog ) _ ( cos(ip) — sin(p) ) ( (fo9) )
fyog sin(p) 3 cos(yp) (fog)s
Aufgabe H 34. Kettenregel

Gegeben sind die Funktionen

(b) Durch links Multiplikation der Inversen Matrix zu (

wir

T T T
f:(RY)? — R%: T > T und
z3 xTs3
1
+ Yo
: (RT)? — R*: 9 y.l
9: (BY) ( Y2 sin (y1)
In (y2)
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(a) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrizen Jf (z1, x2,x3) und Jg (y1,y2).

(b) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix der Komposition J(g o f) (x1,xe,x3) direkt und mit
Hilfe der Kettenregel.

Lésungshinweise hierzu:

(@)
To X1 0
Jf(@ymg,ms) = 1L _22
T3 x%
0 0
1 1
Jg(y1,y2) = | cos(y) 0
1
O N
Y2
(b)
0 0 0
1 o)
— N ’
J(go f) (w1, 32, 73) cos(z1x2)r2 cos(ziza)rr 0
1
0 4 -
xs3 I3

Aufgabe H 35. Potential
Gegeben ist das Vektorfeld

8z In(y) + e~
: - 2. (7 2
fi RxR"™ — R*: ( ) — x
Yy a?— +afxreV
Y
mit a, 5 € R.
(a) Fiir welche «v und /3 besitzt das Vektorfeld ein Potential?
(b) Bestimmen Sie fiir die oben bestimmten « und 5 die Menge aller Potentiale.
Hinweis: Ohne Probe taugt die schonste Rechnung nix.

Losungshinweise hierzu:
(a) Damit ein Potential existieren kann muss folgendes gelten

0 x x 0 S’
—(8zIn(y) +e¥) =8~ —e ¥ =2a*~ +afe ¥ = —(a*— + afBe”?
S (Ben() + ) =57 : Gl )
Somit muss a8 = —1 und o = 4 gelten. Es existiert also ein potential fiir (o, 3) €
1 1
2,—2), (~2, =)}
(@23, (-2}
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(b) Es reicht ein Potential zu berechnen, da die Werte o und af in beiden Fillen iiber-
einstimmen. Ein Potential ist somit gegeben durch

2
Ulr,y) =4— — e
)
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 36. Potential, Kurvenintegral
Gegeben ist das Vektorfeld

ISHRS

iR xRt xR =R (2, y, 2) — (a

mit a € R.
(a) Berechnen Sie rot f und div f.

(b) Bestimmen Sie, fiir welche Werte von « die Funktion f ein Potential besitzt und
berechnen Sie ein solches.

(c) Berechnen Sie jeweils fiir « = 0 und o = 1 das Kurvenintegral von f langs K, wobei
K parametrisiert wird durch

Ci -1 = Kt (), 1, sin(m) )T .

Losungshinweise hierzu:

(a)
0
- 11
rot f = a1 und divf=—az (—2 — —2)
0 S

(b) Fiir & = 1 erhalten wir rot f = 0. Somit existiert ein Potential zu f fiir & = 1. Ein
solches ist dann gegeben durch

U(z,y,z) = zIn(zy)

(c) Fir a« = 1 existiert ein Potential und da die Kurve K geschlossen ist, ist
[y f(x) @dx =0. Fir & =0 erhalten wir:

/Kf(x) odr = /1f(0(t)) o C'(t)dt = /1 sin(7t) 4 7t* cos(mt)dt = % —9

Aufgabe H 37. Kurvenintegrale reellwertiger Funktionen
2 2
Durch den Kreis K = < (z,y) € Rﬂ% + yz = 1} sei ein Draht, mit konstanter Massen-

dichte o(z,y) = 3, beschrieben.
(a) Geben Sie 2 mdégliche Parametrisierungen des Drahtes an.
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(b) Berechnen Sie die Masse des Drahtes, die durch das Kurvenintegral / o(s)ds gege-

_ K
ben ist.

Losungshinweise hierzu:
2 2

(a) Der Kreis % + yz = 1 wird durch
C(t) = @Z?SEQ) mit  0<t<2r

und durch

) = @22@) mit  w<t<nr

parametrisiert.

(b)

gf(s)ds = ?f(C(t)) S|C'(t)|dt = f3\/4 (sin(t))® + 4 (cos(t))* d t
= 73\/Zdt: 127

Aufgabe H 38. Identitit fiir Differentialoperatoren
Verifizieren Sie fiir stetig differenzierbare Funktionen f: R* — R und g,h: R® — R3
folgende ldentitaten:

(a) grad(geh) = (Jg)'h+ (Jh)'g

(b) rot(fg) = frotg—g x grad f
Die obigen Identitdten gelten iibrigens auch fiir ebene Vektorfelder, wenn man fiir Vektoren
a,b € R? mit a = (a1,ay) und b= (by,by) definiert a x b := ayby — asb;.

Lésungshinweise hierzu:
(a)

(g1h1) 2 + (g2h2)s + (93h3) s
grad(ge h) = | (gih1)y + (g2h2)y + (g3hs)y
(g1h1)2 + (92h2) . + (g3hs).

g1(P1)z + hi(91)z + 92(h2)s + ho(g2)e + g3(hs)z + h3(g3)s
= | g1(h)y +hi(g1)y + g2(h2)y + ha(g2)y + g3(hs)y + hs(gs)y
Gg1(h1)> + ha(g1)- + g2(h2). + ha(92)- + g3(h3)- + hs(g3)-

hi(91)e + h2(g2)e + h3(g3)e 91(f1)z + 92(f2)e + 93(f3)e
= | ha(gr)y + ha(g2)y +ha(gs)y | + | 91(f1)y +92(f2)y + g3(f3)y
hi(g1): + ha(g2)= + hs3(g3)- 91(f1)z + g2(f2). + 93(f3)-

= (Jg9)'h+(Jh)'g
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(b)

(f93)y - (f92)z

rot(fg) = (fg1): — (f93)a

(f92):c - (fgl)y
F(g3)y + 95y — f(92): — 92(f)- )
flg1)z +91(f)z = f(g3)z — 93(f)
f(92)z + 92(f)e — f(gl)y - gl(f)y
f(g3)y — f(g2)- —93(f)y + g2(f)-
f(gl)z - f(g3)ac - _gl(f)z + g3(f)ac = frotg — g x grad f
f —92(f)z + 91(f)y
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