D. Garmatter 15. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

C. Apprich, B. Krinn v .

1. Hormer. M. Werth Hoéhere Mathematik 2 M. Stroppel
Sommersemester 2014

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 46. Konvergenz und Werte von Reihen
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und geben Sie ihren Wert an, falls er
existiert.

- - 3k - 3
(a) Z 32k+1 (b) ;_31 okt ; Bk + 13k +7)

Lésungshinweise hierzu:

(a)

S sy
32k+1 3 9
=0 3 3z \Y
Konvergent als geometrische Reihe mit ¢ = 7/9 < 1 und Reihenwert

1 1 3
31-7/9 2
(b) s
- - 1 T 1 7 o= 1
> > _
k=—1. /9, n= n=
>7

Bestimmt divergent gegen +oo mit harmonischer Reihe als Minorante.

A
(c) Der Ansatz (3k+1)3(3k+7) =T T 3k+7 fiihrt auf
—~ (3k+1) 3k+7 2 — 3k+1 3k+2)+1/)

Betrachtet man nun die Partialsummenfolge

"1 1 1
o = Z§(3k+1_3(k+2)+1)

k=4
1/1 1 1 1 1 1 1 1
2\13 19 16 22 19 3n+1)+1 3n+1 3n+2)+1

heben sich alle Terme bis auf die ersten beiden positiven und die letzten beiden nega-
tiven auf, und der Grenziibergang liefert als Reihenwert (1/13 + 1/16)/2 = 29/416.

Aufgabe H 47. Parameterabhingige Reihe
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Reihe
e
‘= Ia!J J!

in Abhangigkeit von dem Parameter a € R~ {0}.

Lésungshinweise hierzu: Fiir a > 0 ist |a| = a und somit

SEITES (ETEN ET |
‘= lali - 4! = al - j! ‘= 4! a’
Fir a < 0 gilt |a| = —a und
Z W_j'—f:w:i{l—(—l)j}
= lap-J! = (o)t HL a

In beiden Féllen ist der erste Teil absolut konvergent (Exponentialreihe).

Die Summe ist also wegen (1.9.3) genau dann konvergent, wenn dies fiir den zweiten Teil
gilt. Dies ist jeweils eine geometrische Reihe, die genau fiir |1/a| < 1, also fiir |a] > 1
konvergiert.

Aufgabe H 48. Stetigkeit
Gegeben sind die folgenden Funktionen f;: D; — R, j € {1,2}:
z + |z| r? — 3+ 2

0 , 9
fi(x) = or " 7 , folx) =< 23 — 622+ 11z — 6 T7
O, :U:O —1’ x:z

(a) Bestimmen Sie jeweils den maximalen Definitionsbereich D; € R, fiir den die Abbil-
dungsvorschrift sinnvoll ist. Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f; und f5.

(b) Finden Sie zu jedem 0 <& < 1 ein § > 0 so, dass fo(Us(2) N D) & U.(f2(2)).
(c) Existiert zu jedem £ > 0 ein § > 0 so, dass f1(Us(0) N Dy) € U.(f1(0)) gilt?
(d) Ist die Funktion f; stetig an der Stelle x = 07 Ist f, stetig an der Stelle z = 27

Lésungshinweise hierzu:
(@) e Das Schaubild von f;

0.8

0.6

04r

0.2r

-0.2
-3
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b)

(c)

(d)

e Das Schaubild von f,

5

Die Funktion f; kann auf ganz R definiert werden, d.h. D; = R. Fiir f, formt man
Zahler und Nenner um:

v —3r4+2=(z—1)(z —2), 23— 622 +11lx —6 = (z — 1)(z — 2)(x — 3),

und da eine gesonderte Vorschrift fiir x = 2 existiert, ist der maximale Definitions-
bereich Dy = R\ {1,3}. (Die Funktion ist an = 1 zwar stetig fortsetzbar, aber
dennoch nicht definiert.)

f2(Us(2) N Dy) € U.(f2(2)) gilt, wenn fiir alle z-Werte, die weniger als § von 2
entfernt liegen der Abstand des Bildes fy(x) von f3(2) kleiner ¢ ist.

Das § muss also so klein gewahlt werden, dass fiir jedes = € Us(2) N Dy der Abstand
f2(x) — f2(2)] <& wird.

Esist fir 6 <1 und z € Us(2)

o
1—46"

1 r—2

'—(1—(95—2))
daz—2€(=4,0)auf 1—(z—2)e(1—90,1+9) fihrt.

Das § muss also so gewihlt werden, dass - <&, dh. § /(1 +¢) < 1.

|f2(z) — f2(2)] =

) -

<

Weil fiir alle z > 0
[f1(z) = f1(0)] = [fi(z)] = 1
gilt, existiert zu e € (0, 1] kein 6 > 0 mit fo(Us(0) N Ds) € U.(f2(0)).
Die ¢-9-Definition der Stetigkeit liefert mit den vorigen beiden Aufgabenteilen:
Die Funktion f; ist nicht stetig an = = 0 und f5 ist stetig an = = 2.

Aufgabe H 49. Sierpiriski-Dreieck

Gegeben sei ein gleichseitiges weiBes Dreieck der Seitenlinge 1 (Schritt 0). Die Verbin-
dungsstrecken der Seitenmittelpunkte bilden ein kleineres Dreieck, das schwarz eingefarbt
wird (Schritt 1). Wiederholt man diesen Vorgang fiir alle nun vorhandenen weiBen Dreiecke,
so erhdlt man die unten abgebildete Folge geometrischer Figuren.
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(a) Bestimmen Sie fiir n € N die Anzahl der im n-ten Schritt neu entstehenden schwarzen
Dreiecke sowie die Seitenlange und den Flacheninhalt eines solchen Dreiecks.

(b) Geben Sie die Gesamtlange L,, aller Seiten aller nach n Schritten vorhandenen schwarzen
Dreiecke an und berechnen Sie den Grenzwert von L,, fiir n — co.

(c) Geben Sie die Gesamtflache A,, aller nach n Schritten vorhandenen schwarzen Dreiecke
an und berechnen Sie den Grenzwert von A,, fiir n — oc.

Y

Schritt 0 Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3

Losungshinweise hierzu: Wir benutzen die bekannten Formeln

V3 | 2
(= 3s, h—7s und a_§Sh_TS

&

fir den Umfang ¢, die Hohe h und den Fliacheninhalt a eines gleichseitigen Dreiecks mit
Seitenlange s. Zur Vereinfachung setzen wir ¢ := i\/g

(a) Pro Schritt entstehen aus jedem weiBen Dreieck drei weiBe und ein schwarzes Dreieck,
jeweils mit halber Seitenlange. Ausgehend von einem weiBen Dreieck mit Seitenlange 1

sind nach n Schritten insgesamt 3" weiBe Dreiecke mit Seitenlinge (3)™ vorhanden.

2
Die Anzahl m,, der im n—ten Schritt neu entstehenden schwarzen Dreiecke ist gleich
der Zahl der nach dem (n — 1)—ten Schritt insgesamt vorhandenen weiBen Dreiecke,
also m,, = 3. Die neuen schwarzen Dreiecke haben die Seitenlange s, = (3)", und
fir ihren Umfang /¢,, bzw. Flacheninhalt a,, ergibt sich

by =35, =3-(3)" und  a,=gqsi=q-(3)"=q-(})"

(b) L, ist die Summe der Umfange aller vom ersten bis zum n—ten Schritt entstandenen
schwarzen Dreiecke, d. h.

n n

Ln:m1€1+m2€2++mn€n:Zm]€J:Z3]_13(%)]22(%)3

j=1 j=1 j=1
Nach Lemma 1.9.1 konvergiert

lim L, =Y ()

n—o0
J=1

nicht, da die Reihenglieder (%)J keine Nullfolge bilden. Da alle Reihenglieder positiv
sind, ist L,, bestimmt divergent gegen +o0.
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(c) A, ist die Summe der Flacheninhalte aller vom ersten bis zum n—ten Schritt entstan-
denen schwarzen Dreiecke, d. h.

An:ml-a1+mg-a2+...+mn~an:ij-aj:Z3j_1-q-(i)j:% (3).
j=1 J=1

Wegen |§1| < 1 folgt mit der Formel fiir die geometrische Reihe (Beispiel 1.8.4):

im 4= 13  =3(S @ - @) =4(1 25 1) =e=1v8

J=0

o

Jj=1

Das ist gerade der Flacheninhalt des weiBen Ausgangsdreiecks!
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16. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

C. Apprich, B. Krinn . .
J Hamer. M. Werth Hoéhere Mathematik 2 M. Stroppel

Sommersemester 2014

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 50. Einseitige Funktionsgrenzwerte
Gegeben sei die Abbildung

(a)
(b)
(c)

(d)

xt —5xd — 322+ 17x — 10

R —2,1,5} > R: x —
SRS A{2.15) g (23 + 322 — 4)|z — 5|

Ist f stetig?
Zerlegen Sie Zahler und Nenner soweit wie moglich in Faktoren.

Bestimmen Sie jeweils die links- und rechtsseitigen Grenzwerte an den Liicken des
Definitionsbereiches. An welchen Stellen ist f stetig ergdanzbar?

Skizzieren Sie den Graphen von f.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Nach Satz 1.12.3 sind die Polynomfunktionen
fi:R—=R: w2t —52° — 322 + 172 — 10
und
forR=R:zw2°+32% — 4
stetig. Da
o — 5| = —x+5 fir x<b
- x—5 fir 225
und

lim —z+5= lim z—5=0
x—5—0 x—54+0

gilt, ist die Funktion B: R — R: x + |z — 5| ebenfalls stetig. Nach Satz 1.12.4 (2.)
ist die Funktion
N:R—R: 2z (2° + 32° — 4)|z — 5|

stetig. Da die Funktion NV im gesamten Definitionsbereich von f nicht Null wird (siehe
Teil (b)), ist nach Satz 1.12.4 (3.) die Funktion [ stetig.

Das Polynom X* —5X3 — 3X? + 17X — 10 hat Nullstellen bei X; = -2, X, =1
und X3 = 5. Polynomdivision ergibt
X' —5X? —3X2 4+ 17X — 10 = (X +2)(X —5)(X — 1)%.

Das Polynom X?+3X2—4 hat die Nullstellen X; = —2 und X5 = 1. Polynomdivision
ergibt
X3 43X2—4=(X-1)(X+2).
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16. Gruppeniibung
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(x 4+ 2)|x — 5]

lim
r——240

(x — 1)(z + 2)2%|z — 5|

Hier ist f nicht stetig erganzbar, da lim f(x) nicht existiert.

lim
z——240

lim f(z) =

z——240

T——2

e bei x =1:

=i
=71
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Il
o
|00
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=
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Hier ist f stetig ergdnzbar durch den Wert f(1) = 0.

e bei z =05

<t | b~
_
I
— |
[
ale
ol
| |+
5|5
()
=
=1
8
I
o —
|00
—
| _
8
=
ol
| |+
8| B
=
+ | |
8|8
o

@) =

lim

T—5—

z—5+40

nicht existiert.
r—5

Hier ist f nicht stetig erganzbar, da lim f(x)

Seite 7
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16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 51. Funktionsgrenzwerte

Berechnen Sie folgende Grenzwerte (ohne Verwendung der Regel von |'Hospital, aber unter
Verwendung der Stetigkeit der Wurzelfunktion).

. S5at — 1322 — 1322 4+ 21z (b) lim x
@ }Eg —3at 4 4x° + 152? — 5w + 15 2=0 /474 + 312 — 4zt + Ha?
. (COS(Q:))4 — 13 Sin(x) + COS(Z‘) d) . Il
(C) xEIJPoo z4+3 1723419 ( ) x—1>I.|I_loo Sln(x) + Il( n(x))
= T 133+ 11z

L6ésungshinweise hierzu:

(a)

, Szt — 1323 — 1322 + 21z . (2 =3)(bx® + 22% — Tx)
lim = lim
=3 =324 4+ 423 4+ 1522 — br + 15 «=3 (v — 3)(—323 — ba? — b)
IRt
131

(b) Vereinfachen wir zunichst wie folgt
T x

VAt £ 322 — 4zt + 522 |z| (\/4562 +3— V42 + 5)'

Um den Betrag aufzulosen, miissen wir zwischen dem links- und dem rechtsseitigen
Limes unterscheiden, d.h.

x -1
lim
2200 |z| (V422 + 3 — V42? +5)

= lim
—0-0 /422 + 3 — /422 + 5

—1
= —F+=>0
V3-5
I x 1
im =
2=040 || (V422 + 3 — V42?4 5)

= Vs v s
RRE
Ein Funktionsgrenzwert an der Stelle 0 existiert also nicht.
(c) Zunichst schatzen wir fiir > 0 den Betrag wie folgt ab

(cos(x))* — 13sin(z) + cos(x) _ |(cos(z))* — 13 sin(z) + cos(z)]

443 + 1723419 443 + 1723419
x2 13z3+11z 2 13z3+11z
15
<
= z443 + 1723419
z2 1323 +11x

15(13z* + 1122)
(a1 1 3)(1322 + 11) + (172" + 192)
- 1952% + 16527
1326 4 2824 4 3922 + 192 + 33
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Da gilt
1952 + 16522

li =0
s—+oo 1326 + 2820 + 3922 + 107 + 33
konnen wir folgern, dass auch
fim ((:08(317))44 —13 sin(g:c) +cos(x) _ 0
B 243 | 1729419

2 13234112

gilt.
(d)
i (sin(z) + In(in(2))) 2 Tim_(i(in(z)) — 1

= 00,

da der Logarithmus unbeschrankt und monoton ist.

Aufgabe H 52. Stetigkeit und Folgen
Gegeben sei die Funktion

S(x)
sin(l) firz #0 il
R — R: z?
JiR= ‘”H{ 0 firz=0
Ihr Computerplot ist rechts dargestellt. '
1 0.5 0] 0.5 1

~0.5]

(a) Berechnen Sie fiir die Folge (ay)nen

1+4n
lim a, und lim f(ay,).

mit a, = 1/ —2— die Grenzwerte

(b) Finden Sie eine Folge (b,)neny mit lim b, = 0 sowie lim f(b,) = —1.
n—oo n—oo

(c) Finden Sie eine Folge (¢;)nen mit lim ¢, = 0 so, dass (f(cn))nen divergiert.
n—oo

(d) Ist f stetig im Punkt 2z = 07 Entscheiden Sie dies unter Verwendung von 1.10.3.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

i [ - fim o
1m = 1m =
n—00 1—|—4n n%001+4n ’
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(b) Fiir die Folge (b,)nen mit b, =

2 .
3 gilt

2 2

lim f(b,) =

n—oo

und

(c) Die Folge (¢p)nen mit
fiir gerades n
fiir ungerades n

— an
Cp = b

hat den Grenzwert hm ¢, = 0, da sowohl die Teilfolge, die aus den Folgengliedern

mit geradem Index besteht als auch die Teilfolge, die aus den Folgengliedern mit
ungeradem Index besteht, gegen den Grenzwert 0 konvergiert. Es gilt

B 1 fiir gerades n
flen) = { —1 fiir ungerades n

Die Folge (f(cn)),ey hat also zwei verschiedene Haufungspunkte und konvergiert

nicht.

(d)
(an),en die Bedingung hm flan) = £(0)
1.10.3 .

Die Funktion f ist unstetig im Punkt x = 0, da die gegen 0 konvergierende Folge
= 0 nicht erfiillt, vergleiche Definition
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17. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer

C. Apprich, B. Krinn . .
) Hamer. M. Werth Hoéhere Mathematik 2 M. Stroppel

Sommersemester 2014

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 53. Gleichheitsproblem

(a)

(b)

Besitzt die Gleichung sin(z) + 2x = 2* mehrere reelle Losungen?

In2)x

Lésungshinweise hierzu: Ja. Seien nimlich f(z) : R — R : 2+ 2% = ¢l und

g(x) : R —=R: 2z~ sin(x) + 22. Mit

£(0)=1>0=g(0), f(g :2%<22<1+7r:g(g),

f(r)=2">2°> 0427 = g(m)
hat die stetige (!) Abbildung f — ¢ : R — R mindestens zwei Vorzeichenwechsel und
damit hat f — g nach dem Zwischenwertsatz mindestens zwei Nullstellen in R.
Seien die folgenden Funktionen gegeben:

1
f:(0,400) > R:z—1In(z) und g:R—>R:z+— —Za:+2cos(:c)+2.

Zeigen Sie, dass die Gleichung f(z) = g(x) im Intervall (0,+0c0) mindestens drei

Losungen hat. Sie diirfen dabei benutzen, dass In auf R stetig ist.

Lésungshinweise hierzu: Wir zeigen, dass die stetige (!) Abbildung f—g : (0, +00) —
R mindestens drei Vorzeichenwechsel hat. Es gilt

lim f(x) =—-00<4= lim g(x) und lim f(z) =+o0 > —o0 = lim g(x).

rz—0+ r—0+ T—00 T—00

An den Stelle x; = 7 gilt
™
f(z1) =In(m) >0 > e g(z1).

An der Stelle xy = 27 gilt

Fls) = In(27) € 2 < 4 — )]

Dabei gilt (1) mit €? > (2,7)* > 7 > 27.

Also haben wir: f(x)— g(x) ist kleiner 0 fiir z nahe 0, groBer 0 fiir x = 7, kleiner 0
fir x = 2w, groBer O fiir x nahe bei oo — mit anderen Worten: die stetige Abbildung
f—g¢:(0,+00) — R hat mindestens drei Vorzeichenwechsel und damit nach dem
Zwischenwertsatz auch mindestens drei Nullstellen, wie behauptet.

Aufgabe H 54. Umbkehrfunktionen
Gegeben sind die Mengen M = R~ {—1/2,0,v/2} und N = R ~ {0} und die Funktionen

T 1 1
M—->N: 2z~ —— T N—->M: 2~ —— — + 2.
/ . 2 — g2’ g v 2.CE+V4£E2+
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(a) Berechnen Sie f(g(z)). Ist g die Umkehrfunktion von f7

(b)

(d)

Losungshinweise hierzu: Es gilt

1 1 1 1
——+\/—2+2 ——+\/—2+2
2z 4z 2x 4z
flg(x)) =

5 = = .
2 (Lt [mr2) 2 (—+y/&+2)+2-2

Nein! Es reicht nicht zu zeigen, dass f(g(z)) = « fiir alle z € N gilt. Wie in Definition

1.13.7 festgelegt, muss man ebenfalls iiberpriifen, dass g(f(x)) = x fiir alle x € M ist.

Es gilt beispielsweise an der Stelle v = —1 : g(f(—1)) =g(—1) = %+\/g =2 —1.

Geben Sie Teilmengen N € N und M C M so an, dass die jeweiligen Einschrinkungen
von f und g Umkehrfunktionen voneinander sind.

L6sungshinweise hierzu: Es gilt

(2 — 22)° 2—x 22 +2\°

o)) = o w(557)
— a? x + 2
2z 2|m|

Schrankt man also f auf M = {xE]R‘ x>0,x7é\/§} C M einund g auf N = N,
so sind die jeweiligen Einschrankungen von f und g Umkehrfunktionen voneinander.
Denn es gilt fiir z > 0

2—22 2?2 +2

Bestimmen Sie z1_1>¥)1J1r0g( x).

L6sungshinweise hierzu: Es gilt

lim g(z) = lim 4/— +2——= lim
2—0+0 2—0+0 | 4x 2x 2-0+0 ﬁ +24+ %
, 2 : 2r
= 11{)110 = hgno
x—0+ /4x2+2+ 1x r—0-+ T /4i2+2_|_29;

2x
= hm —_— —
x—040 / +2 2+

Skizzieren Sie die Graphen von f und g und markieren Sie die Graphen der Ein-
schrankungen aus (b).

Losungshinweise hierzu Wir bezeichnen die Einschrinkung von f auf M mit
qg: M — R: 2 — =25. Dann sind im linken Bild die Funktionen f und ¢ zu sehen
und im rechten B|Id |st d|e Einschrankung ¢ in griin dargestellt.
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Aufgabe H 55. Potenzreihen

Geben Sie fiir die folgenden Potenzreihen die Koeffizienten a; und den Entwicklungspunkt
2o fiir die Darstellung in der Form von Definition 1.14.2 an. Bestimmen Sie den Konvergenz-
radius. Geben Sie an, fiir welche z € R die Reihen konvergieren:

@ > (2) CINSFR

(2n)! (1. . "
_ d (22 _6iy —
(c) ; (2 +3 — V2i)" (d) ; o (2 = 6iz —9)
Losungshinweise hierzu: Eine Potenzreihe hat nach Definition 1.14.2 die Darstellung
a;(z — 2),
j=0

d.h. die Reihen miissen entsprechend umgeformt werden.

(a)

> (=na (2)" = S0k e o

Somit ist z9g =0 und a; = % fir j =2n+1,n € N und sonst a; = 0.

Da mj_m W = lim, 00 2”*{/1/_71 = 1 ist der Konvergenzradius o = 1.
Gesonderte Randbetrachtung: Sowohl fiir —1 als auch fiir 1 ergibt sich die alternierende
harmonische Reihe. Die Reihe ist also fiir die Randpunkte konvergent und das reelle
Konvergenzintervall ist [—1,1].

(b) Die Reihe muss nicht umgeformt werden. Es ist zp =0, ag =0 und a; =
Die Quotienten der Koeffizientenfolge sind

2<J2>7~7 > 0.

| _ GADI2YY G411+l
a; T 93+1)? ;! T 9241 T 9j 9j+1
——

<1

und somit ist der Konvergenzradius ¢ = oo und die Folge auf ganz R konvergent.
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(c)

2(2n1> (z+3—V20)" Z n' (=3 4+ V2i)"

n=1 n—1

Somit ist ag = 0, a; = %j >0 und 2o = —3 + V/2i.

Mit dem Quotientenkriterium folgt aus

2+l 2(n+1)2n+1)
(n+1)! (2n)! n+1

der Konvergenzradius ¢ = 0 und es gibt kein z € R, fiir das die Reihe konvergiert.

(d)

An1

=4n+ 2 — +o0,
aTL

i (%(22 — 6iz — 9))n = i 5; (z — 3i)*

n=3 n=3
Hier ist also 2o = 3i und a; =577 fiir j =6,8,... und sonst a; = 0.
Mit dem Wurzelkriterium folgt aus

._7 | = . 2n — . —
lim {/la| = lim %/lag,| = lim 1/5=1/5

der Konvergenzradius o = 5.

Gesonderte Randbetrachtung: Der Kreis um 3i mit Radius 5 schneidet die reelle Achse
bei —4 und 4, und fiir beide Werte haben dann alle Reihenglieder den Betrag 1, bilden
also keine Nullfolge.

Das reelle Konvergenzintervall ist somit (—4,4).

Aufgabe H 56. Potenzreihen?
Gegeben sind die Reihen f(z) = > o (2* — 22+ 1) und g(z) = Z (22 — 22— 1)k,
k

(a) Bestimmen Sie die Reihenwerte f(0), f(2),4(0), g(2) .

(b) Bestatigen Sie mit Hilfe der Dreiecksungleichung, dass fiir zwei Punkte a und b in
einem Kreis auch deren Mittelpunkt (a + b)/2 im selben Kreis liegt:
Va,b,z € C,Vr e RT: a € Uy (20) ANb € Up(z9) = 2 € U,(20).

(c) Formen Sie f(z) in eine Potenzreihe um. Begriinden Sie mit Hilfe der ersten beiden
Aufgabenteile, warum f(1) konvergiert, ohne die Reihe selbst zu untersuchen.

(d) Uberpriifen Sie, dass g(1) nicht konvergiert. Begriinden Sie damit und mit den ersten
beiden Aufgabenteilen, dass sich g(z) nicht in eine Potenzreihe umformen lasst.

Lésungshinweise hierzu:
(@) Esist f(0) = f(2) = §(1/2)’C und der Grenzwert dieser geometrischen Reihe ist
-1/ =2.
Des weiteren ist g(0) = g(2) = i(—l/Q)k und der Grenzwert dieser geometrischen
Reihe ist 1/(1+1/2) —2/3.
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(b) Mit der Dreiecksungleichung folgt

a+b 1 1 ror

2

a—zy b— 2z
2 2

a — 2o
2

A

‘b—ZO

— 2 5

2 2 2 2

Der Mittelpunkt (a + b)/2 hat somit einen Abstand von z, der kleiner als r ist, liegt
also im Kreis.

(c) N N
f(z)zZ%(f—QZ—i—l 22—1 z— 1)
k=0 k=0

Potenzreihen haben einen Konvergenzkreis. Da 1 = (0 4 2)/2, liegt 1 im Kreis der
auch 0 und 2 enthalt, und da f dort konvergiert, muss es dies auch an 1 tun.

(Da 0,1 und 2 auf einer Geraden liegen, konnen Sie nicht alle auf dem Rand des
Kreises liegen. D.h. auch wenn 0 und 2 Kreisrandpunkte sind, ist 1 im Kreisinneren.)

(d) Setzt man 1 in g ein ergibt sich > (—1)* und diese Reihe konvergiert nicht (keine

k=0
Nullfolge).
Potenzreihen haben einen Konvergenzkreis. Da 1 = (0 + 2)/2 liegt 1 in jedem Kreis
der auch 0 und 2 enthilt. Da g an 0 und 2 konvergiert, nicht aber an 1, kann es
keinen Konvergenzkreis geben und somit ist g keine Potenzreihe.
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1 Hérmer M. Werth Hohere Mathematik 2 M. Stroppel

Sommersemester 2014

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 57. Ableitungen
Gegeben seien die Funktionen

f: RS — R: x> y/z cosh(x), g:RT = R: 2+ (22)**  und
h: RN {3} 2 R: 2z Inl—2z].

(a) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen.

(b) Bestimmen Sie jeweils die erste und die zweite Ableitung. Geben Sie den Definitions-
bereich dieser Ableitungsfunktionen an.

(c) Leiten Sie durch vollstindige Induktion eine allgemeine Formel fiir A (z) her.

Losungshinweise hierzu:
(a) Graphen der Funktionen f, g und h auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich:

A A
5 51
4 44
3 f 3 ;
2 21
1 1
— X = T
0 1 2 0 1 2 3
A
21
|
|
|
14 h
|
|
|
T T T T T = T
-2 1 0\t N 2 3
|
-1 1 :
|
|
|
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(b) Fir f erhdlt man mit der Produktregel und der Quotientenregel:

flx) = \/Esinhgﬁ—cgf/; _ 2zsin zﬂi/;cos z
2x sinh h
2y/x (2z cosh x + 3sinh x) — xsinha + coshx
f(x) = NG
4x

_ (4:L‘2_1)COShJ}—|—4$SiHhZL" fir alle € RY

dx\/x

Wegen ligr}ro f'(x) = 400 muss der Punkt x = 0 ausgeschlossen werden.
z—

Aus der Darstellung g(z) = e 57n(22) folgt mit der Kettenregel und der Produktregel:

_ Laine) (1 1 2 _ z/3 (1 1
g(x) = esvin@) (3 In(22) + 32- &) = (22) / (3 + 5 In(22)),
=g(z)

(@) = g(@) 5 2+g@) (E+3mEe) = @) L+ (F+ 1)),

fir alle z € RT. Fiir h ergibt sich mit der Kettenregel und der Quotientenregel:

W(z) = ——2 und  B'(z) = —(1_;“%)2,

fir alle z € R\ {3}

(c) Mit der Quotientenregel folgt weiter:

16 96
B _ B4 - -
(z) 11— 223" (z) (1—22)1"
—1)an
Vermutung: h(n) (.’L’) = —% .

Beweis durch vollstandige Induktion:

9 12!
Firn =1 st K0() = W) = —=5 = ~go

—1lan
@ Ist R (z) = —% wahr, so liefert die Quotientenregel:
— 2 n
h(”“)(a:) _ (1—-22)"-0—(n—1)!2"-n(1—22)""1(-2)
(1 —2x)%n
7’L' 2n+1 \/
(1= 22)nH!

Aufgabe H 58. Potenzreihen
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Sei f: [~1,400) = R: z — +/1+ x. Geben Sie mit Hilfe von 1.14.16 eine Potenzreihe
fir f auf (—1,1) an. Geben Sie die Partialsummen Sy, S;, Ss und S5 der Potenzreihe an.
Zeichnen Sie die Graphen von f, Sy, Sy und S5 auf [—1,2] in ein Schaubild.

Lésungshinweise hierzu: Nach 1.14.16 gilt fir z € (—1,1)

€/1+—x=(1+x)i:§j@)xn.

n=0

Die ersten Partialsummen sind

0 /1 1
n=0
5 = z(;)xn_HZx
n=0
2 1
1 1 3
S2 = Z(é)x":“zw—g—zﬁ
n=0
3. /1
2 3 7
Sy = <4>x”—l+—x——x2 —a?
—\n 4 32 128

Aufgabe H 59. Differenzierbarkeit
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(a) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen

, fir x =20

f T R>R:z— Ve i v= und
—\/—x, fir x <0

g R=>R: oz xlz|+|z—1].

(b) Untersuchen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, ob f an der Stelle 2o = 0 und
g an den Stellen zp = 0 und x; = 1 differenzierbar ist.

(c) Finden Sie ein Polynom p so, dass die Funktion

2 . <
h:R—>R:z— In (2 + 2%) er r <1
p(x) fir z>1

zweimal differenzierbar, aber nicht dreimal differenzierbar ist.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Graphen der Funktionen f und g¢:

Zum Zeichnen von g verwendet man die betragsfreie Darstellung

22—z +1, fir  £0
g(z) = > —x+1, firo<z<1
> +ar—1, fir z > 1

(b) Fiir den Differenzenquotienten von f bei xo = 0 gilt

o F@ =S VA=V

im — =
z=zo+0 T — Xg 25040 x —0 2—040 /T

—+00.
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Da kein endlicher rechtsseitiger Grenzwert vorliegt, existiert auch

f,<$0) — lim f(.?ﬁ) B f(xO)

T—x0 r — T

nicht, d. h. f ist bei g = 0 nicht differenzierbar. Im Fall der Funktion g ergibt sich:

- 2_p41)—1
o SO Z9@0) g, @mr DI oy -
x—x0+0 r — Xo z—040 x x—040
= 2t —r41)—1
T L7 T Gt B N R | S
z—x0—0 T — X z—0-0 T z—0-0
d.h. g ist bei zp =0 differenzierbar mit ¢'(zo) = lim 9(x) = 9lwo) _ —1.

T—T0 T — X

An der Stelle 1 =1 ist g nicht differenzierbar, denn es gilt:

- 24 —1)—1
A2 G0 R T e s ) B S T S
rz—x1+0 xr— T x—140 r—1 x—140
- 2 _z41)—1
lim M = lim (@ —z+1) = lim z = 1.
rz—x1—0 xr— T x—1-0 r—1 x—1-0

(c) Wir berechnen zunachst die Ableitungen der Funktion

I: (—00,1] = R: =z 1In(2+2%).

Das ergibt
2
I': (—o0,1] > R: =z ’
2 4 22
4 — 222
I": (00,1 = R: -
( o0, ] x (2 + x2)2
1623 122

" (=00, 1 R: —
(=00, 1] = xr—>(2+$2)3 (2 + 22)?

Fiir p wahlen wir ein Polynom vom Grad 2 (es wird sich am Ende der Rechnung
herausstellen, dass das geniigt). Um die Rechnung einfacher zu gestalten, setzen wir
mit

p(z) =alr —1)> +blx—1)+c

an. Damit die Funktion h stetig ist (diese Eigenschaft muss erfiillt sein, damit h
differenzierbar werden kann), muss

lim h(z) = lim h(z)

x—1—-0 r—140

gelten. Daraus erhalten wir die Bedingung

- 2\ _ 1 12 _
xglirioln(2+m)—xgrlr}roa(x D +bz—1)+c
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und daraus ¢ = In(3). Nun wollen wir mit Hilfe des Differenzenquotienten an der Stelle
xo = 1 dafiir sorgen, dass h differenzierbar ist. Dafiir soll gelten

h@) = k(1) k()= h()

210 z—1 z—1+0 z—1
Wir erhalten
In(2 2y —1 — 1) +blzx—1
lim n(2+a7) = In3) = lim alw Z )" +b(x—1) = lim (a(z—1)+b)=0b.
z—1—0 x—1 z—1+0 x—1 z—1+0

Da die Funktion [ differenzierbar und die Funktion [’ stetig ist, gilt

In(2 + z?) — In(3) _ )= 2
3

lim

z—1-0 r—1

und wir erhalten b = % Damit hat h die Ableitung

2x
. <
W:R—=>R:z~— 2 + x2 fir z=1
2a(x — 1)+ 2 fir z>1

Damit h zweimal differenzierbar wird, betrachten wir den Differenzenquotienten von
h' an der Stelle 2o = 1.

lim = lim
z—1-0 r—1 =140 r—1
2x 2 2 9
lim 2422 3 _ lim 2(1(1’ — 1) -+ :—3
z—1-0 g — 1 z—140 r—1
l//(l) — 2a
1
- = q
9
Also ergibt sich
2 1 5 4 1
p(z) :ln(?))—i—g(x—1)+§($_1)2:1n(3)_§+§x+§$2
und g
— 2z
, <
PR —=R:z— < (24 22)2 fir 2 =1
2 fir x>1

9
Diese Funktion A" ist an der Stelle zy = 1 nicht differenzierbar, denn

h// _ h// 1 2
lim —(x) (1) =1"(1) = __O
z—1—0 x—1 27
und h”(ZE) . h”(l)
lm ———~= =0
z—140 x—1

sind verschieden.
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Aufgabe H 60. Formel von Euler und de Moivre

(a) Schreiben Sie f(z) = (sin(z))?*(cos(z))? als Linearkombination von Funktionen der
Form sin(mz) und cos(nz), mit m, n € Ny .

(b) Schreiben Sie g(x) = sin(4z) als Linearkombination von Termen der Form (sin(x))’ (cos(z))*
mit j, k e NO .

1

(c) Leiten Sie die folgenden Formeln her:

cos(z + y) N cos(z — y)

cos(z) cos(y) = 5 5 und
cos(z) + cos(y) = 2COS($ i y> cos(x g y), fur alle z,y € R.
Lésungshinweise hierzu:
(a) Nach Einsetzen der Formeln aus (1.14.18),
sin(z) = 4 (e —e™) und cos(z) = L(e" +e),
folgt mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes
(sin(z))? = —1(e¥—e™)* = —1(® —24e7 M) und

(cos(z))® = L(e"+e™)® = 1(e 43¢ + 37 4 ),

Ausmultiplizieren und Zusammenfassen liefert

(sin(x))z(cos(:v))g’ — _LQ (GZix — 24 e—2ix)(eSix + 3eiz + 3e—ia: + e—Six)
— _% (_zeix o zefi:v + e3i:p + ef3iac + eE)i:v + ef5im>
£ cos(z) — 15 cos(3x) — 7= cos(5a).

(b) Wir schreiben sin(4x) = Im[cos(4x) + isin(4z)] = Im(e"'®) und erhalten wegen

e = (") = (cos(z) +isin(x))*
= (cos(z))* + 4i(cos(x))? sin(z) — 6(cos(z))?(sin(z))?
— 4i cos(z) (sin(z))® + (sin(z))*

die Formel sin(4z) = 4sin(z)(cos(z))* — 4(sin(z))? cos(x).
Diese Darstellung ist nicht eindeutig; beispielsweise kann sin(z)(cos(z))? durch
sin(z) cos(z)(1 — (sin(z))?) = sin(z) cos(x) — (sin(x))? cos(x)

ersetzt oder der gesamte Term mit 1 = (sin(x))? + (cos(x))? multipliziert werden.
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(c) Mit cos(z) = % (e +e7™*) und cos(y) = 1(e¥+e™¥) ergibt sich

cos(z) cos(y) = 1 (e™ +e ) (e¥ +e7V)

ei(+y) + e—i(z+y) elz—y) + e i@—y) COS(x + y) COS(LE — y)

B 4 * 4 2 2
Die zweite Formel folgt aus der ersten, denn es ist
T+y r—y
— cos(—5= + =~ coSs
+y>cos(w y) _ (5 2)+ (
2 2 2

+ —
5 — =)

2cos(x

= cos(x) + cos(y).
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Sommersemester 2014

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 61.
Gegeben ist die Funktion

(a)

(b)

sinh(z)
cosh(z)
Bestimmen Sie die Ableitung von tanh. Untersuchen Sie tanh auf Nullstellen, Extre-

malstellen und Monotonie. Bestimmen Sie lim tanh(z) und lim tanh(z). Skizzie-
T—+00 T——00

ren Sie den Graphen von tanh und geben Sie den Wertebereich an.

tanh: R - R: z —

Losungshinweise hierzu: Beziiglich der Ableitung gilt:
(cosh(z))? — (sinh(x))? Beispiel 233 1 50
(cosh(z))? B (cosh(z))? '

Extremalstellen gibt es daher nach Lemma 2.4.2 keine, da tanh’(z) > 0, Vo € R. We-
gen Satz 2.4.8 ist tanh auf ganz R streng monoton steigend. Beziiglich der Nullstellen

gilt:

tanh’(z) =

1
tanh(z) = 0 < sinh(z) =0 & §(ex —e N =0ec"=c"sr=0.

Beziiglich der Grenzwerte gilt

tanh(z) = sinh(z) e —e™® _ e —1 .2
cosh(z) e*+e® 241 e +1
und damit
lim tanh(z) = lim 1- — 2 =1
z—+00 T—+00 e’ + 1
bzw.
lim tanh(z) = lim 1— 2 —1.

Der Wertebereich ist Wi = {x € R | -1 <z < 1}.

Es ist artanh definiert als die Umkehrfunktion von tanh. Skizzieren Sie den Graphen
von artanh und geben Sie den Definitionsbereich und den Wertebereich an. Begriinden
Sie, dass Satz 2.3.1 anwendbar ist, und berechnen Sie damit die Ableitung von artanh.

L6sungshinweise hierzu: Der Definitionsbereich von artanh ist der Wertebereich von
tanh, also Darganh = Wiann = {x € R | =1 < 2 < 1}. Genauso ist der Wertebereich
von artanh der Definitionsbereich von tanh also W tanh = Diann = R.

Zur Anwendbarkeit von Satz 2.3.1: Nach (a) ist tanh streng monoton und stetig, an
jeder Stelle differenzierbar mit Ableitung ungleich 0. Somit ist der Satz anwendbar und
fiir die Ableitung gilt mit yo = tanh(zy):

1 1 1
~ tanh’(xz9) 1— (tanh(xg))? 1 -9

4 artanh(y)
dy )
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(c) Beweisen Sie:

1 1
artanh(z) = = In e .
2 1—=z
Hinweis: Satz 2.4.6 aus der Vorlesung kann dabei helfen.
Losungshinweise hierzu: Mit dem (b)-Teil gilt

1
1 — 22

artanh’(x) =

und wir berechnen:

(1—-z)+(1+x)

i(lln(lnw:))_l (1—2)2
dz \ 2 11—z 2 =
Cll-z 2
T 2142 (1—2)?
1 1

Nach Satz 2.4.6 gilt dann

1 1
artanh(z) = §1n (1—|—x) +c.
-z

Setzt man in diese ldentitdt x = 0 ein, so folgt

1 1+0 .
c= iln (m) + ¢ = arsinh(0) = 0

und damit ist artanh(z) = 1 In (12£) bewiesen.

Q+z)(1—-2) 1-22°
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Aufgabe H 62. Monotonie und Mittelwertsatz
(a) Zeigen Sie, dass fir z € R \ {1} gilt:
1
l—=—<In(z)<z-—1.
x
Skizzieren Sie die Graphen dieser drei Funktionen in ein Koordinatensystem.

L6sungshinweise hierzu: Zunichst stellen wir fest, dass fiir z = 1 alle drei Funk-
tionen den Wert 0 annehmen. Betrachten wir nun die Ableitungen der Funktionen, so

erhalten wir
1 1
—>=>1,
x x
fir 0 <x <1, sowie
1 1
-3 < - <1,
x x
fir x > 1.
Mit Hilfe der Kennzeichnung monotoner Funktionen folgern wir nun, dass die Diffe-
renzfunktion In(z) — 1 — < fiir z < 1 monoton fallt und fiir > 1 monoton steigt.

Da die Differenz an der Stelle 1 gerade 0 ist, ist die Differenzfunktion In(z) — 1 — 1
also fiir alle z € RT ~ {1} positiv. Damit haben wir die erste Ungleichung gezeigt.
Analog dazu gilt fiir die Differenzfunktion (x — 1) — In(x), dass diese fir z < 1
monoton fallt und fiir x > 1 monoton steigt. Wiederrum gilt somit die Ungleichung,
da die Differenz an der Stelle 1 gerade 0 ist.

2}
.
[ — x-1
f 3C | — I
_1:
i —  1-1x
_2:

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass fiir z,y € Rt gilt:
|cos (e7*) — cos (e7¥)| < |z —y].
Begriinden Sie auBerdem, dass Gleichheit nur fiir x =y gilt.

Lésungshinweise hierzu: Wir betrachten die Funktion f: R — R: x — cos (e™).
Mit dem Mittelwertsatz folgt, dass ein £ € [z, y] existiert, so dass

cos (e7*) — cos (e7Y)
r—Yy

= /')
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gilt. Einsetzen der Ableitung der Funktion f und durchmultiplizieren mit (x —vy) liefert
die Gleichheit

cos (e7*) —cos (e7¥) = (z — y)(—e ¢ - (—sin(e™?))).
Diese Gleichheit liefert insbesondere die Gleichheit der Betrage
|cos (e7*) — cos (e7¥)| = |z —y] - ‘e_§| : ‘Sin(e_§)| :

Da fiir £ € RT gilt, dass |e¢| < 1 und |sin(e™®)| < 1 ist, gilt die behauptete
Ungleichung

|cos (™) — cos (e7¥)| < |z —y].
Gleichheit kann hier nur in zwei Féllen gelten: Zum Einen, wenn |z — y| = 0 ist, was

gerade bedeutet, dass z = y ist. Zum Anderen, wenn |e~¢| - |sin(e™)| = 1 ist, was
aber fiir x € R™ niemals erfiillt ist.

Aufgabe H 63. Funktionsgrenzwerte und Regel von I'Hospital
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte.

(a) lim (sin(z))?

20 sin(z?)

Losungshinweise hierzu: Der Ausdruck ist von der Form ,,%“, daher erhalten wir
durch mehrfaches Anwenden der Regel von I'Hospital:

i (sin(z))? o 2 cos(x) sin(x)
=0 sin(x?)  2—0 2z cos(x?)
cos(x) sin(x)
=0 1z cos(z?)
iy (008(2))? — (sin())”
20 cos(x?) — 222 sin(z?)
=1

x2e”

(b) lim

T—+00 (eac — 1)2

Lésungshinweise hierzu: Der Ausdruck ist von der Form ,, % “ daher erhalten wir

durch mehrfaches Anwenden der Regel von I'Hospital:
) ree® ) 2xe® + x2e”
lim — = lim ————
z—too (7 — 1)2  a—+oo 2e%(e — 1)
%+ 2z
im
z—+o00 2% — 2
20+ 2
= lim
z—too  2eT

=0
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1 1
li -
(c) 20 (.CE In(z + 1))
L6sungshinweise hierzu: Der Ausdruck ist von der Form ,, 00 — o0 “, daher formen

wir diesen zunachst in einen Bruch um. AnschlieBend kann die Regel von I'Hospital
angewandt werden:

. 1 1 . In(z+1)—x
Im(-——— | =lim————
20 \z  In(x+1) =0 xln(x +1)
1
1

= lim ot
=0 In(z +1) + 35

l—2z-1
= lim
20 (x+ 1) In(x + 1)+
—1
wlir(l)ln(x+1)+§—ﬁ+1

@ lm (sin(m)_ 1 )

2—0—0 3 2

L6sungshinweise hierzu: Der Ausdruck ist ebenfalls von der Form , 00 — 0 “, da-
her formen wir diesen zunachst in einen Bruch um. AnschlieBend kann die Regel von
I'Hospital angewandt werden:

lim (sin(:l:) _i) oy, (@)~

z—0—0 T3 T2 z—0—-0 3
’ cos(z) — 1
= 1i
2—0-0 32
. —sin(x
= lim (z)
—0—0 6x
. — cos(x
= lim (z)
—0—0 6
1
6
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 64. Extremwerte
Das graue Dreieck wird durch die y-Achse sowie

durch die Tangente und Normale an den Graphen der
Funktion f: R — R: 2 — 2* im Punkt P begrenzt.

Y2

Bestimmen Sie y; und y, in Abhangigkeit von der x- P
Koordinate von P. Fiir welches x,;, > 0 wird der
Flacheninhalt F' des Dreiecks am kleinsten, und wie
groB ist der minimale Wert F,;,7

Y1
Losungshinweise hierzu: Die Steigung der Tangente bzw. Normale in Punkt P = (z,y)

1
ist 423 bzw. aEE Folglich ist

§=1y+ 4237 — 2)
eine Gleichung fiir die Tangente und

_ i

y=y-+ 4—373(1’ — )

eine Gleichung fiir die Normale.
Verwendet man y = x? und setzt jeweils Z = 0 in die Gleichungen ein, erhilt man als
Schnittpunkte

—1 1

y1:x4—|—4x3(—gj):—3$4’ y2:x4—|—@(—l’):l‘4+—

Der Flacheninhalt des grauen Dreiecks ist

T T 1 1
F(x)==(ys — =" (42t + —— ) =22+ — .
() =502 =) 2(‘75 +4x2> SR
Aus .
0=F'(z) =10z* — —
folgt

xo = +/1/80 (=~ 0,4817)
als einzige positive Nullstelle der Ableitung.
Da F(x) — 400 fiir x — 0 oder  — +00, muss an x, ein Minimum vorliegen, und der
zugehorige Flacheninhalt ist
1

1 3
Fou,=—(2e54+=)=-=-V80 ~0,3114).
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Dass dieses Minimum global ist, begriindet sich wie folgt: da F”(x) auf (0,z0) und (zg, c0)

keine Nullstellen hat, ist F'(x) auf diesen Intervallen streng monoton. Da lig}ro F(z) =400
T—

muss sie auf (0, zo) fallen. Entsprechend muss sie auf (0, +00) steigen, da lim F'(x) = 400.
T—00

Daher ist F(x) — F(x) = 0 fir alle z € R* und somit liegt an z( ein globales Minimum
vor.

Aufgabe H 65. Taylorpolynom
Sei f: R — R: z+ cosh(z).

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T(f, z, o), x¢ € R.

Losungshinweise hierzu: Um das Taylorpolynom 4. Stufe samt Restglied angeben
zu konnen, brauchen wir die ersten fiinf Ableitungen von f.

[l@) = f"(@) = [fO(a) = sih(x),  ["(2) = fD(2) = cosh(z)

Das gesuchte Taylorpolynom 4. Stufe lautet dann wie folgt:

4 (k) 7o) 4 ) " o )
Ty(f, z,z0) = Z / k(' >3c = f(xo) + f (o) (x — o) + # (x — xg)
1 To 5 (4) Zo A
—i—f é )(x—xo) +—f 251 )(m—xo)
_ COSh(x(]) (1 + (ﬁ —2«750) + (LL’ ;fO) ) +sinh(9c0) ((.I' B xo) +

(b) Skizzieren Sie die Graphen von f(z) und Ty(f,z,0) in ein Koordinatensystem.

L6ésungshinweise hierzu:
Fiir 9 = 0 ist cosh(0) =1 und sinh(0) = 0 und Somit Ty(f,z,0) =1+ %2 + ;’—z :

)

(c) Berechnen Sie T4(f,1,0). Verwenden Sie das Restglied R,(f,z,0), um eine Schranke
fir den Fehler |f(1) — T4(f,1,0)| zu erhalten.
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L6ésungshinweise hierzu: Eine mogliche Naherung fiir cosh1 ist gegeben durch
T4(f7 17 O) '
Ti(f,1,0) =14+ 1/2+1/24 = 37/24.

Das Restglied R, lautet

_ f(S)(O 5 _ sinh(§) 5
Ralw) = =507 = =50
wobei ¢ € [0, z]. Wir wahlen nun x = 1 und erhalten mit sinh(§) < sinh(1) < 3/2
und eine mogliche Restgliedabschatzung durch

1
<

Der Fehler |f(1) — Ty(f,1,0)]| ist also kleiner als 0,0125.

(d) Bestimmen Sie die Potenzreihe von f unter Verwendung der Exponentialreihe.
Losungshinweise hierzu: die Potenzreihe der Exponentialreihe ist
k

7z
ewzzg
k=0

Da cosh(z) = (e* + e *)/2 ist ergibt sich

N T e AR = el G LN
k:o(HjL k! ):k: TE:Z(QH)!

0 n=0

Aufgabe H 66. Partielle Integration

(a) Leiten Sie durch partielle Integration eine Stammfunktion fiir
f:(0,400) > R:z+ 23In(x) her.

(b) Leiten Sie durch partielle Integration eine Stammfunktion fiir
f:R—R:xz~— z®arctan(x) her.

(c) Berechnen Sie die Integrale
2 T
/ (n(z)* dz  und / 2 (cos(2))? da.
1 0

Lésungshinweise hierzu:
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(a) Mit u/(x) = 2® und v(x) = In(z) ergibt sich

/xS In(z) de = /u’(x)v(a:) dr = [u(z)v(z)] — /u(x) V'(z) dz
= Hz‘lln(aj)} - /iﬁ-édx = Ex‘iln(x)} - i/cc?’ dz

— Exﬂn(w)} _ i{}lafl} _ Bxﬂn(x) _ 1—16354}

(b) Mit «/(z) = 2% und v(z) = arctan(x) ergibt sich mittels Polynomdivision
[ #?arctan(z)dz = [ arctan(x)] i 1+x2 dz
= [La*arctan(z)] @@+ gy
[4 4 1+:1:
= [fo*arctan(z)] — —fx -1+ Hlmz dz
= [fz'arctan(z) — 52% 4+ {2 — ] arctan(z)] .
1 1

(c) Linkes Integral: Mit partieller Integration wird unter Verwendung von P 68 (a)

[(In(z))*dz = [1-(In(z))*dx
= [z(In(x))*] — [z - 3(In(z))?L dz
= [z(In(z))*] =3 [ 1 (In(z) 2da:
= [z(n(2))’] = 3[z(In(2))’] + 3 [ = 2In(w); dz
= [z(In(2))*] = 3[z(In(x))*] + 6[x In(z) — 2]
= [z(In(x))? — 3z(In(z))? 4 62 In(z) — 6] .
Also wird

/12(1n(x))3 dz = 2(In(2))* — 6(In(2))* + 12In(2) — 6 .

Rechtes Integral: Partielle Integration mit «'(z) = cos(z) und v(z) = x cos(z) liefert

/Oﬂ:c(cos(x»Q dz = /Oﬂu’(:c)v(x) dz = [u(z)v(z)]y —/07r w(z) V' (z) da

also

sin(z) (cos(x) — zsin(z)) dzx

J
J

i sin(x) cos(z) dx + /Owa: (sin(z))? dz .
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Mit der Stammfunktion
1
— (sin(x))Q]

/ sin(z) cos(x) dz = {2

aus Beispiel 3.2.4 sowie der Darstellung (sin(x))? = 1 — (cos(x))? folgt dann

/Wx (cos(z))* dz = —[1 (sin(ac))ﬂgr +/7rx (1 — (cos())?) dz
0 —— Jo

=0

_ /Oﬁxdx —/Oﬂx(cos(a:))z dz |

™ 1 ™ 7T2
dr = —/ de = —.
/Ox(cos(x)) x 2, x dz 1

Aufgabe H 67. Integrationsformel

Also ist letztlich

Beweisen Sie, dass fiir jede differenzierbare Funktion f die Formel
x)f(x
f(x)f'(x) ; dr — [ 1—|—(f(x))2}
V14 (f(2))

gilt, und berechnen Sie hiermit die Integrale
/2 in(2 1 2 2z
sin(2x) dz und (*+x)e
0o /14 (cos(x))? 1 V1 a2e?

Losungshinweise hierzu: Durch Ableiten der rechten Seite mit der Kettenregel erhalt man

d 2 _ 1 4 )2 = ! 2f(x) f (z
a VITU@E =g 1+ (f(2))? gz V) = 5 1+ (f(2))? 2 ()f (),

d.h. G(z) = \/1+ (f(z))? ist eine Stammfunktion von g(z) =

dx .

Fir f(z) = cos(z) ist
flz)f'(x) —cos(x) sin(z) 1 sin(2x)

JTrU@)?2 VIt os@)? 2+ /17 (cos@)’

also
/2 sin(2x) B Y /2 B
0 1+ (cos(x))? do = -2 [ L+ (cos(z)) }0 = 2(VI-v2) = 2v2-2

Fir f(x) = ze® ergibt sich
f@)f'(x)  xe”-(ze” +e) (22 +x) e

1+ (f(x))? Vitazer T4 aZe®’

und damit

1 (2 P 1 -1
Wrad - [izes] - re-vizer = Slyive.
VI daten - ’
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 68. Integration durch Substitution

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a) /(arctan(z;))3d$

1+z

Lésungshinweise hierzu: Substitution ¢ = arctan(z), 4t =

/ (arctan(a))®

14 22

Jdt
dx

2 dt

4

arctan(x)4]

= e T T

t dzx

In(2)
(b) / el d g
0
dt

L6sungshinweise hierzu: Substitution ¢ = e”, L=e".

z=In(2)
In(2) . .
/ =) d gy = / e e dy
0

=0

t=2

= / e dt

t=1
= [~}

:—e_2+e = 5
e

©) / sin(In(z)) d 2
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Lésungshinweise hierzu: Substitution ¢ = In(z), 4L =1 2 = ¢’

/sin(ln(:z:))dx = /sin(t) cetdt
= [—e' - cos(t)] +/et - cos(t) dt
_ [—et - cos(t)] + [e - sin(t)] — / ! sin(t) d
Damit folgt
/ sin(In(z)) dz = %[—et - cos(t) + ¢ - sin(¢)]

= %[—x -cos(In(xz)) + z - sin(In(x))]

- g[sin(ln(x)) — cos(In(x))]

Lésungshinweise hierzu: Substitution x = sin(t),

Q.

7 = cos(t).

[oW

x . sin(t) .
/ V1— 22 4 1 — (sin(t))?
_ / sin(t) cos(t) y

cos(t)

_ / sin(t) dt

[— cos(t)]

cos(arcsin(x))]

V/1 — (sin(arcsin(z)))?]
Vi

cos(t)dt

[_
[_

Aufgabe H 69. Partialbruchzerlegung

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

.TZ
P —
(a) /m4—|—8x2+15 !

(b) / 22% + 1023 + 1822 + 14z + 3

d
x4+ 523 + 922 + T + 2 v

1
(C) /(1’2+2x+5)2 da
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Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Wir berechnen zunichst die Nullstellen des Nenners. Dazu substituieren wir u = 22
und erhalten die Gleichung u? + 8u + 15 = 0. Diese Gleichung hat die Lésungen
uy; = —3 und up, = —5. Das Polynom lasst sich also zu

vt + 82 + 15 =u* +8u+ 15 = (u+3)(u+5) = (2> + 3) (2> + 5)
faktorisieren. Der Ansatz zur Partialbruchzerlegung lautet demnach (nach 3.4.5):

22 _A+Bx C+Dz
4+ 822 4+15 22+ 3 x24+5

Daraus ergibt sich
=(B+D)x* + (A+C)r* + (5B +3D)x + 54+ 3C

und das Gleichungssystem

B+D = 0
A+C =1
5B+3D = 0
5A+3C = 0.

Die Losung dieses Gleichungssystems ist

3 5
A=-2 B=0 C=2 D=0
2’ 2

und wir erhalten mit der Formel aus 3.4.9

v s
/x4—|—8x2+15 v /:c2+3+

1 1
() (L)

_ [— arctan <%) - \/73 arctan <%)] .

2x* + 1023 4+ 1822 + 14z + 3 1
—21 .
2+ 523 4922 + T + 2 d + 523 + 922 + T + 2

dz

Polynomdivision ergibt

Das Polynom z* + 52 + 922 4 72 + 2 hat eine dreifache Nullstelle bei —1 und eine
(einfache) Nullstelle bei —2. Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung lautet also

1 B 1 A, B O d
pt 45034922 + T +2  (r+1B3(x+2) z+1 (24+1)2 (2+1)3 z+2°
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Wir erhalten

l=Alz+1)*(z+2)+Bx+1)(z+2)+C(x+2)+ D(x + 1)

und daraus
A=1, B=-1 C=1 D=-1.
Das ergibt
224 4+ 1023 + 1822 + 142 + 3 1 1 1 1
de = 2+ — + — dx
xt + 53 + 922 4+ Tr + 2 zr+1 (z+1)2 (413 x+2
1 1
= |2 1 1 — —1 2|0 .
{“““ T e et @

(c) Nach der Formel aus 3.4.9 gilt

/ 1 de = YA((_1
@+2c+52 " T g 2
1

1
8
1 z+1 1 r+1
- [1_6 arctan (T) T8 @15 51

Aufgabe H 70. Universalsubstitution
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

1
(a) /cos(x)—i—sin(x) da
1
(b) / cos(@) (1 - sin(z)) ¥

Losungshinweise hierzu:

(a)
1 2
de = d
/COS(:E)—l—sin(x) v /1—u u 14w
1—|—u2 1+ u?
B /u2—2u—1
/ 1
= du
\/§u+\/§—1 V2(u—-v2-1

\u+\/§—1\—%ln|u—\/§—1]]]

‘tan —l—\/i—l‘——ln‘tan( )—\/5—1”

S

4
T

%I
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(b)

/ cos(z) i sn() O T

1 1
~1 1 1 2

d
-1 u—|—1+(u+1)2+(u+1)3 N

u
1 1 1 1
e —1+=In|u+1]— _
2n|u \+2n|u+| —— (u+1)21
1
2

1 1

tan (5) +1  (tan (%) + 1)

Aufgabe H71. Formel von Euler und de Moivre

(a) Berechnen Sie das folgende Integral. /(sin(:z:))z(cos(:c))3 dz

Hinweis: vergleiche Aufgabe H 60.
(b) Fir m, n € Ny sei

f:R = R: 2 (sin(z))*(cos(x))*,
Sm: R — R: x + sin(mz),
¢n: R—= R: z+— cos(nx).

Schreiben Sie f als Linearkombination der Funktionen cq, s1, ¢1, S, Co, . . .

(c) Berechnen Sie das folgende Integral. /(sin(x))g(cos(m))4 dzx

Losungshinweise hierzu:

(a)
/ (sin(z))%(cos(x))? dz = / %Cos(x) - 1—16008(3x) - 1—16005(5:6) dz
1 1 1
= [g sin(z) — 5 sin(3z) — 20 sin(5x)
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(b)

i) e’ = (%@ —e) (R 1)

SRR SR S S s 1 o5ip 1 g5, 31 g, 31
~ 128 128¢ T 138 128° 128° T 128
31 ir+ 31 —ix
——e —e
128 128

I L. 3 . 3 .
= ~u sin(7z) — ol sin(bzx) + o sin(3z) + o sin(z)

—3iz

(c)

/(Sin(x))3(cos(a:'))4 de = /_6%1 sin(7x) — 6_14 sin(bx) + %Sin(?ﬁﬁ) + %sin(aﬁ) dzx

1 1 3 3
- | — — 2 cos(3z) — —
{488 cos(7x) + 390 cos(5x) 93 cos(3x) 199 cos(x)
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 72. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren, und berechnen Sie
gegebenenfalls deren Werte.

g 1 ™ +o00
1 1 sin(x) 2 3t*
(a)/.—dx (b)/—dx (c)/—+—dx (d)/ dt
S cos(x) — 1 1416
J sinfa) J Ve | cos(a) ~1 J
Lésungshinweise hierzu:

(a) Der Integrand 1/sin(z) ist nicht definiert in —7, 0 und 7. Zur Konvergenzuntersu-
chung unterteilen wir das Integral also wie folgt.

Jus

T —% 0 P} iy
1 1 1 1 1
——dr= | ——d —d —d —d
/ sin(x) v / sin(x) Sl / sin(x) v / sin(x) v / sin(x) v
- - -5 0 z

Das fragliche Integral konvergiert genau dann, wenn alle vier Teilintegrale konvergieren.

us

2

d x uber-

Dies ist aber nicht der Fall. Wir wollen uns von der Divergenz von / -
sin(x)
0
zeugen. Es gilt
1

lim Sinl(x) = lim — S 1
z—0+0 P z—0+0 s1n(m)
; 1
Nach dem Grenzwertkriterium 3.7.11 konvergiert also / n(z) d x genau dann, wenn
sin(x
0

jus

1
/— d x konvergiert. Das ist nicht der Fall, denn
T

0

a—0-+0

3
1 s
/de: lim [In|z|]2 = 400
0

Alternative Losung: Mit der Universalsubstitution aus Aufgabe P 73 gilt

/sinl(x)dx:/l—;il(tg)) 1+(i(x))2du:/$du: [ln‘tan (%)H
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Wir betrachten:

Wl

/ - 1 dz = lim [ln‘tan (f) }
= sin(x) a—m—0 2
2
a
= lim I tan (3 )] -1
= lim In <tan (2)) )
a—m—0 2

Dieser Grenzwert existiert nicht, da dort tan gegen oo strebt.

o ()

(b) Zuerst teilen wir das Integral auf, um den Betrag weglassen zu kénnen, und erhalten

dx +

Nun berechnen wir die beiden Integrale getrennt:

hm / \/T—I—l a—1>i—nll—0 [—2 —(z+ 1)} L= 2V/2,
1

1
1 ) 1
N S R 1+/ P =, dim |2Va ] —2v2
1

Insgesamt erhalten wir

1
{ﬁdx:mHﬂ:m_

(c) Wir integrieren zuerst unbestimmt die einzelnen Integrale. Es folgt

/ %dx = 2[In fz[] = [In (2?)]

und mit der Substitution u = cos(z) — 1 folgt weiter

[ ) = [ L= )] = i eosta) — 1)

cos(x) u  —sin(x)

Zusammen ergibt sich

/%%—%dx: {ln PR
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Wir berechnen

Tr . Tr . 2
/ _sin(@) _ + dx = lim _sin(z) +—dx
cos(z) — 1 a—0+0 | cos(x) —1 =«
0 a
2 ™ 2 ™
= lim |In|———|| = lim |In{——
a—0+0 cos(x) —1|], a—0+0 1 —cos(z)/ ],

2 a’
1 — cos(m) a—0+0 1 — cos(a)

7T2 CL2
=In|{—|—-In{ Im —— |.
2 a—0+0 1 — cos(a)

Fiir den zweiten Term ergibt sich mit der Regel von I'Hospital

2
lim ¢ lim '2a = lim 2

= 2.
a=0+0 1 — cos(a)  a—0+0sin(a)  a—0+0 cos(a)

Gesamt ergibt sich

/% Zarw(T) e ().

Bemerkung zum Grenzwert:

Eine Alternative, wie man lim —1 bestimmen kann, ware den Grenzwert von
a—0+0 1—cos(a)
1—cos(a)

37— zu bestimmen, indem man die Taylorreihe von cos(a) verwendet. Denn es ist
cos(a) =1 —ta> + La* — ..., womit %@ =1 1g2 4 st und fir @ gegen
0 lediglich 1/2 als Grenzwert verblelbt

(d) Mit der Substitution 3 = u gilt

3t? 321 1 5
/1+t6dt:/1+u2§du:/1+u2du:[arctan(t )] -

Mit der Achsensymmetrie der Funktion ergibt sich

+oo +oo a
312 3¢ 32 4
/1+t6dt:2/1+ dt_2all>r—{loo T dt—QGEriloo[arctan(t )}0:71
e 0 4

Aufgabe H 73. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie die folgenden Integrale auf KonvergenZ'
+00 +oo

()/wdx ()/x4—|—x2dx ()/x+3dx (d)/%dx

0
Losungshinweise hierzu:
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sin(z) cos(z)

e$

1
ev

(a) Esist <

+oo
1
im Intervall [0, +00) und das Integral /—dx konver-
e.’,U
0

+oo
giert nach Beispiel 3.7.12. Somit ist /

0

sin(z) cos(z) dz nach dem Majorantenkrite-
efE

rium 3.7.5 absolut konvergent.
Achtung: Das Grenzwertkriterium ist hier nicht anwendbar, da die Funktion wegen
sin(x) cos(x) nicht positiv ist auf dem Intervall!

(b) Wir definieren
1
g R—-R:x+— -
Dann gilt

g(x) ) 2+ 1

I — =
3000 (22 — 20 1 1) /(@ 1 22)  as0-022 — 2z 4 1

)2

Da g(x) und % auf dem Intervall [—1,0) positiv und stetig sind, hat nach Satz
rt+

3.7.11

xt + 12
-1 _

0
—1)? 1
/u d x dasselbe Konvergenzverhalten wie /—2 dz.

x
1

z* + 22

0 1 0
. . ) 1 1 ) (x —1)2
Aber nach Beispiel 3.7.9 divergiert — dz = — d x, womit auch ——dz
T z
] 0

~1
divergiert.

(c) Wir teilen das Integral auf und erhalten

too 343 Vo343 too 343
" dz= | ——dz+ ~ " dz.
0 \/l‘s—i-l 0 \/l’s—f—l 1 \/Z‘S—i—l

Das Integral konvergiert nicht, denn

+oo 3 3 a 3 3
v dz = lim vt lim

a 3
L T2 g2 / S P
1 vVad+1 a—+too J1 /a® + 1 a—+oo J1 /a8 + a8

_ @ 1 do— i Ina B
R M LN by | e

Alternativlosung mit Grenzwertkriterium:

Es wird wieder das Integral aufgeteilt und es wird nur der Summand / T3 dx
1 x° +

betrachtet. Wir definieren

1
g R—->R:x— —.
x
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Dann gilt
. g(x) o311+ 1/a8
lim = lim =—Y—__ 77 1
w00 (3 4 3) /(24y/1 + 1/28)  wotoo 2?43
Da ¢(z) und z+3 auf dem Intervall [1,+00) positiv und stetig sind, hat nach
x) und —— au rv , +00 itiv u ig sind,
g VaE 1 P ¢
Satz 3.7.11
+oo 3 3 +ool
S d x dasselbe Konvergenzverhalten wie / —dux.
VvVt +1 x
1 1
Aber es gilt
-i-oo1
—dz= lim [l 1= lim 1 - 0= .
/ ~de= lim In(z)]] Jm n(a) +00
1
T a3 43

Damit divergiert auch das urspriingliche Integral

———duz.

1 Vat+1

(d) Wir bestimmen zuerst die Nullstellen von 22 — 2z — 1. Diese sind 71, = 1 + /2.
Damit teilen wir das Integral auf

+00 1+v2 400
/ZE2—2ZL‘—1d /x2—2x—1d +/:1c2—2x—1d
——————dz = —————dxz ——dux.
(24 1)3 (24 1)3 (24 1)3
0 0 1+v2
I+v2 )
—2r—1 — 2z —1
Das Integral / ﬁ d x konvergiert (Satz 3.5.5), weil die Funktion ﬁ
0
o : r? -2z —1 ,
stetig ist auf dem Intervall [0,1 4+ v/2]. Wir bemerken, dass ~—————— > 0 ist auf
(.]}'2 + 1)3
dem Intervall [1 + /2, +00). Weiterhin gilt fiir z > 0
m2—2x—1_ r? —2r—1 <x2_1

(22 +1)3  25+32'4+322+1 7 ab

+oo
1 : .
Das Integral / de konvergiert, denn es gilt

1+v2
a 1 —37¢@ 1
lim —dz = lim {—x—} -
a=too 14 BT a—+00 3 143 3(1 + \/5)3

Mit Hilfe des Majoranten-Kriteriums 3.7.5 erhalten wir die Konvergenz des Integrals
+oo +oo
22 -2z —1
—————dux.
@+ 1) GRS

2 _2r—1
/ i, V7Y Insgesamt konvergiert auch /
1+v2 0

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 44



22. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Alternativlosung mit Grenzwertkriterium:
N 2?2 —2x—1
Es wird wieder das Integral aufgeteilt und es wird nur der Summand / —————dx
(.TZ + 1)3
1+v2
betrachtet (der andere Summand konvergiert wie zuvor schon begriindet). Wir definie-

ren

1
g R=>Riz— —.
x

Dann gilt

2 2 4
lim g(x) — i © +3+3/22 +1/x

=1
o—too (22 — 20— 1)/(25 4+ 32 + 322 +1)  a—+o 2?2 —2r—1

2 _2r—1
Da g(z) und % auf dem Intervall [1 + /2, +00) positiv und stetig sind,
x
hat nach Satz 3.7.11
a2 _or -1 T
/ T 28 2 44 dasselbe Konvergenzverhalten wie / —duz.
(% +1)° x?
1+v2 1+v2

+o0
1
Wie schon oben nachgerechnet, konvergiert das Integral / — dz und damit das
x

1+v2
gesamte Integral.

Aufgabe H 74. Ober- und Untersummen

1
Gegeben seien f:[0,1] - R: 2z — (/sin(rz) und [ := / f(z) dz.
0
(a) Skizzieren Sie das Schaubild von f.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Ober- und Untersummen von f zu den Partitionen

pP:={0,3,2,1} und Q:={0,%,2,1}

373 676

jeweils eine obere und eine untere Schranke fiir I.
(c) Finden Sie eine Verfeinerung R von @ mit S(f, R) — S(f,R) £0,3.

Hinweis: Zur Auswertung von f konnen elektronische Hilfsmittel benutzt werden.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Das Schaubild von f:[0,1] - R : 2 — (/sin(7mz) hat die folgende Gestalt:
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A
1 -
f
— @
0 1 1
2
(b) Mit den Funktionswerten f(0) = fiA) =1,
f(3) ,/sm (3) = \/g 0.930605
und
f(l = é = Sin E 2 ~ 0.707107

ergeben sich die Untersummen (hellgraue Rechte ke)
S(f,P) = +f(0) + 5 /(3) + 5 f(1) = 0.310202 und
5(£,Q) = 50 +3/() + gf(l) ~ 0.471405,

sowie die Obersummen (hellgraue + dunkelgraue Rechtecke)
S(f.P) = sf(3) +3f(3) +3/f(3) ~ 0953737 und

§
S(.Q) = 21 + 3F() + 11(E) ~ 0002369

vgl. die nachfolgenden Abbildungen.
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Mit der Partition P kann der Wert von I durch 0.310201 < I < 0.953738 einge-
grenzt werden. Mit @) folgt die (bessere) Abschétzung 0.471404 < I < 0.902370.

(c) Die Verfeinerung R := P U Q = {O, ) 3 , 3 5 1} von (Q liefert die Schranken
S(f.R) = :f00) + /) +3/(G)+3:/C3) + ( ) ~ 0.545904  und
S(LR) = 5f(@) +5fG) +3/(3) +5/G

die wegen S(f,R) — S(f,R) =~ 0.333333 noch zu weit auseinanderliegen. Durch
Einfligen weiterer Punkte kann eine Differenz < 0,3 erreicht werden. So ist z. B. fiir
die Partition R : {0, 117123 5 1}

674’3 3’476’

) + Lf(3) ~ 0879237,

S(f,R) ~ 0.568202 und  S(f,R) ~ 0.864286
mit S(f,R) — S(f,R) ~ 0.296084, und fir R := {0,5,%,4 2 3 1l 1% gt

S(f,R) ~ 0.630694 und S(f,R) ~ 0.846177
mit S(f,R) — S(f,R) ~ 0.215482.
Aufgabe H 75. Differentiation und Integration von Potenzreihen
(a) Berechnen Sie den Konvergenzradius ¢ der Potenzreihe

o0 n

u(r) = -

2_n '

Bestimmen Sie durch gliedweises Differenzieren eine Potenzreihendarstellung von " ().

(b) Stellen Sie v/(z) und wu(z) auf (—p,0) in geschlossener Form dar.

(c) Stellen Sie v(x) = / sin(s?) ds als Potenzreihe dar.
0

Lésungshinweise hierzu:

[e.9]

1 1
(a) Esist u(z) = ;anx”, mit a, = = n=1) fir ne N, n22.

Fiir den Konvergenzradius o gilt nach 1.14.7

1 .
— = lim
Q n—-4o0o

-1 -1
= limmz lim = =1
nﬁ+m>01%—1)n n—+oomn + 1

Qp41
G,

9

also o = 1. Gliedweises Differenzieren gemaB Satz 3.8.4 liefert dann

o0 o0

u'(z) = Znan:v"_l = Znilxn_l und
n=2 n=2

u'(z) = 3 n(n—1)a,x Zx” 2 ix”
n=2 n=2 n=0
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(b) Bei u”(x) handelt es sich um die geometrische Reihe, d.h. es ist

- 1
= Zx” = , fir z € (—1,1),
1—x
n=0
vgl. Beispiel 3.8.8. Durch Integrieren erhalt man zunachst

u'(x) = / ) dt = / Edt = [-In|1—t]]; = —In(1—2),

und hieraus folgt durch partielle Integration

u(z) = / W (t) dt = —/ In(1—1) dt — —/ 1 In(1—1) dt
0 0 0
= —[tin(1—1)] Tt dt = In(1 — ) o —1dt
= n 0 T = —zln x T
= —zln(l—2) —[-Inj1—¢t{—t]; = —zIn(l—2z) +In(l —z) +z
= 2+ (1 —2)In(1 —2),
fir alle = € (—1,1). Hierbei wurde beriicksichtigt, dass u(0) = «/(0) = 0 gelten
muss und 1 —xz fir —1 <z <1 immer positiv ist.

(c) Einsetzen von z = s? in die aus Definition 1.14.17 bekannte Sinusreihe

Sin(Z) = Z m 2n+l fur a||e z € (C,
n=0
liefert die Reihendarstellung
sin(s?) = Z ﬂ gin+2 fir alle s e R
£~ (2n+1)! ’ .

Durch gliedweise Integration gemaB Satz 3.8.4 ergibt sich

_ )ds = 4n+2d
v(x) /Osm s /Z 2n—|— s

— (=" /’” 4nt2 . (-1)" 4nt3
— n ds = n
;(Qn—{—l)! ;T 7;(4%3)(2%1)!"’3 ’

fir alle z € R.

Trainingstipp: Scheinklausur HM Il vom 17. 6. 2006:

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/infomat/HM-Stroppel-Material/
scheinklausuren/2006_06_17_SoSe06_HM2.pdf

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 48



D. Garmatter 23. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer
C. Apprich, B. Krinn

J. Hérner. M. Werth Hﬁhere Mathematik 2 M. Stroppel

Sommersemester 2014

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 76. Ableitungen

Bestimmen Sie den Gradienten V[ und die Richtungsableitung 0,f(P)in den folgenden
Fallen:
(L)'

(@) flz,y)=y*—2", P =(3,4), v=1
(b) f(x,y,2) = cos(y?) + ze™, P=(0,0,7), wv= \/Lg (1,1,2)
(c) f(z,y,2) =In(zyze), P=(1,1,1), v = \/ig(l,—l,—l)T.

Bestimmen Sie auBerdem in (b) alle zweiten partiellen Ableitungen.

Losungshinweise hierzu:
(a)
—2x

med f= (5 ) = (L) @anea=( 7 )
(6)

yze™ 0
grad f = —2ysin(y?) + zze®™ | , (grad f)(0,0,7)=1[ 0 |,
ey 1
0 1 1
@0 0,071 = [0 ]e—={1]=v23.
1 V6 2

Die zweiten partiellen Ableitungen sind

foz = Y22 | f,, = —2sin(y?) — 4y° cos(v?) + 2°2e™, f.. =0
sowie (unter Verwendung des Satz von Schwarz)

foo = foy = 2" +ayze™ | fo. = fux =ye™, fyo = fo = 2™

(c) Esist In(zyze*) =Inz +Iny + Inz + = und daher

1+2 2
gradf = i ) (grad f) (17 17 1) = 1 )
1
1 1
1 1
(8’Uf) (17171) = 1 o — _1 :O
1 \/3 —1
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Aufgabe H 77. Funktionen in 2 Vleranderlichen
Finden Sie Funktionen f;: R? — R fiir j € {1,2,3,4} mit folgenden Eigenschaften:
(@) f1(0,0)=1, fi(1,5)=3 wund fi(2,2)=7
(b) Die Niveaumenge von f> zum Niveau 1 ist {(z,y) € R?| 2? + y* = 1}, die Niveau-
menge von f> zum Niveau 4 ist {(z,y) € R?| 22 +y* =2} und f, ist stetig.
(c) fs ist an jeder Stelle (zg,y0) € R* \ {(0,0)} stetig und an der Stelle (0,0) unstetig.
(d) Die Ableitung von f; an der Stelle (1, 1) in Richtung %(1, 1)" ist 4 und die Ableitung
von fy an der Stelle (1,1) in Richtung \/ig(l,—l)T ist 5.

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Funktion

1 fir (z,y)=(0,0)

2 . 3 fir (2,y9)=(1,5)

PR BED2 T i (o) = 2.2)
17 sonst

erfiillt offenbar die geforderten Eigenschaften.

(b) Die Funktion
f2: R2 5 R: (z,9) — (22 + )2

erfiillt die geforderten Eigenschaften, denn zum Niveau 1 ergibt sich

f2(x7y) =1
($2 +y2)2 —
2y = 1
und zum Niveau 4 ergibt sich
f2(x7y> =4
(562 +y2>2 —
2?4yt = 2.

(c) Die Funktion

. 2 . 1 fur (iL‘,y) = (070)
fs: R* = R: (z,y) — { 17 sonst

ist fiir (x,y) # (0,0) stetig. An der Stelle (0, 0) ist sie nicht stetig, denn fiir die Folge
(@n) ey Mit a, = (£,0) gilt lim a, = (0,0) und
n—oo

n—o0

lim £ (a,) = lim f (%0) =17 # £(0,0).

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 50



23. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Wir wollen eine eine stetig differenzierbare Funktion f, konstruieren. Deren Gradienten
an der Stelle (1,1) bezeichnen wir mit (a,b)". Die beiden Bedingungen ergeben dann

()52 ()= e () (8) -

Dieses lineare Gleichungssystem hat die Lésung @ = 2v/2, b= —1v2. W
9

also eine Funktion f;, die an der Stelle (1,1) den Gradienten ( 2%) hat. Die
T2

Funktion 9 )
fi: R? = R: (z,y) — 5\/520 — ix/ﬁy
hat diese Eigenschaft.

Aufgabe H 78. Nullstellenmenge skizzieren

(a) Fertigen Sie jeweils eine Skizze der Nullstellenmenge und Vorzeichenverteilung von
fo: R? 5 R: (2,y) = 2(2® + y* — 22 — 2y + 1) (y° — ax?®)

fir a € {—1,0,1,4} an.

(b) Begriinden Sie mit Hilfe der Skizze und Satz 4.2.18, dass f; mindestens 3 lokale
Extremstellen hat.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Funktion f ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist.

flay) =z((z =1+ (y—1)* = 1)(y — Vaz)(y + Vox)

Die Nullstellenmenge besteht also aus der y-Achse, dem Kreis um (1,1) mit Radius 1 und
den Geraden y = ++/ax fiir a > 0 bzw. der z-Achse fiir « = 0. An jedem dieser Teile
findet ein Vorzeichenwechsel statt mit Ausnahme der z-Achse im Fall « = 0 (Doppelgerade
bzw. ,doppelte Nullstelle").
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a=-—1 a=0

Skizzen:

(b) Der Kreis, die y-Achse und die erste Winkelhalbierende definieren drei voneinander
getrennte kompakte Mengen. Nach Satz 4.2.18 muss auf jeder dieser Mengen das Maximum
und Minimum angenommen werden. Der Rand gehort aber jeweils zur Nullstellenmenge also
muss im Inneren jeweils noch ein Extremum liegen (je nach Vorzeichen ein Maximum bei
,+" oder ein Minimum bei ,,-").

Aufgabe H 79. Stetigkeit und Folgen
Gegeben sei die Funktion
2wy°
[R5 R: (z,y) = 22440 fir (z,y) # (0,0)
0 fir (z,y) = (0,0)

(a) Skizzieren Sie die Niveaumengen von f zu den Niveaus 0 und 1.

(b) Berechnen Sie fiir die Folge (ay)nen mit a, = (o5, L) die Grenzwerte lim a, und

. n—0o0
25, F(on).
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n—oo

(0,0) so, dass (f(cn))nen divergiert.

(0,0) sowie lim f(b,) =0.
y=0

oder

n—oo
n—oo
293
x? 4+ yf
221>
x=0

—
I I I I I I I I I I, I I I I I I I I
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
\\,\\\,\J\\,\\\,\\,\\,\\J\\,\\L\J\\,\\\,\J\\,\\J\\,\\,\\J\\
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
\\T\Ly\\,\\.\\\.\\,\\f\L\\T\‘4,\\.\\#\\,\\T\L\\,\\f\\,\\
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
I | | | | | ! | I | | | | ! | | | |
| | | | | | | | | 1 | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
A e ) I I A E R e e R e e
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
R S R | R g U e [ E L e s
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
it ettt ety Ht et it S i SO0 Bt it Bt Sl e Rt et i Bl
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
il e e B e A e A e - - -4 -—I-—t -4 - —I=-—+ - - =
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
\\,\\F\L\\F\L\\,\\F\L\\,\\AA\L\\T\P\\,\\F\L\\,\\F\L\\
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
e A
| 1 | I 1 | I [ | | I 1 | I 1 | 1 |
| | | | | | | | | O, | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | |
2\L\\m_._\\ﬁ\r\\fm,fm\,\\\f\r\ \\F\r\\,\mA\\r\\fL\\Aﬂ\\F\
| | | | | | | | | 1 | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
\\,\\4\\,\\_\\4\\,\\ﬂ\J\\,\\;\\,\\_\\4\\,\\ﬁ\1‘\\,\\ﬂ\J\\
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
B T ST B B B P o T R A B B B et i T T SR I
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | I 2, | | | | | | | |
S e et B s S I o i H A R
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
il e i Bl s S e A e - -4 -—-I-——t -4 - —1-—-ft - - =
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
\\,\\F\L\\F\L\\,\\F\L\\,\\A\L\\T\P\\,\\F\L\\,\\F\L\\
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
S e e ol Hlt e A S A ety St Sl il Eentt el ity Bl
| | | | | | | | | 4, | | | | | | | |
\\T\+\\,\\T\\.\\,\\T\L\\T\‘\_\,\\T\Jf\\,\\T\L\\,\\*\i\\
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | 1 | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | | |

Die Niveaumenge besteht also aus den beiden Koordinatenachsen.

(c) Finden Sie eine Folge (b,)neny mit lim b,
(d) Finden Sie eine Folge (¢;)nen mit lim ¢,
(a) Wir berechnen die Niveaumenge zum Niveau 0:

(e) Ist f stetig im Punkt (0,0)?

23. Gruppeniibung
L6sungshinweise hierzu:

Seite 53

1
= 2% =22y +4°

= (z—¢*)

3

20y = 2t +4f°

x? 490

Wir berechnen die Niveaumenge zum Niveau 1:
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23. Gruppeniibung

(b)

, lim
3o n

lim
n—oo M

e
e
3
< =
[
—~ ~—
e
= Il
N~—
S &
Q ?
: A
Q N
—~ .Ll“._
< o0
=)
Il e °
S (ORI
bw 80 mo
— -
£ .3 <
+ =
—_ He
oY) Y
—
g
e S
—|
SN—" /J\I\

(c) Fir die Folge (by)nen mit by,
(d) Fir die Folge (¢,)nen mit ¢,

fir n gerade
0 fiir n ungerade

1

fe ={

Daher hat die Folge (f(cy)),cny zwei Haufungspunkte und ist divergent.

(e) Die Funktion nach 4.2.7 ist nicht stetig an der Stelle (0,0), da die gegen (0,0) kon-

nen aus dem vorhergehenden Aufgabenteil divergiert.

)

Cn

(

vergente Folge

Seite 54
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 80. Taylorpolynom

In der Relativitatstheorie wird die Energie E eines Teilchens der Masse m in Abhangigkeit
von der Geschwindigkeit beschrieben durch

E:R* - R:v— E(v) =

wobei v = (v1, v2, v3) den Geschwindigkeitsvektor und ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet.
Berechnen Sie das Taylorpolynom der Funktion E der Stufe 2

(a) um den Entwicklungspunkt v = (0,0,0).
(b) um den Entwicklungspunkt v = (5,0,0).

Losungshinweise hierzu: Der Gradient und die Hesse-Matrix von E sind

m U1
VE@W) = ——— | v und
NERECITR, W
SWU% + m 3muive 3muivs
3muive 3mv% + m 3mugvs
3muivs 3muavs vag + m

mit (v]v) = v} + v3 4 v3.
Einsetzen der Stelle (0,0,0) ergibt

1 1
Ty(E,v,(0,0,0)) = mc® + 5m (v|v) =mc® + 3™ (v 4+ v3 +v3) .

Einsetzen der Stelle (3,0,0) ergibt
& 2 4 c 4 c\2
T (E,v, <—,0,0>> = —mc®+ ——=mc (v — —) +——=m (2 <v — —) + v3 +U2) .
’ 2 V3 3v3 V' 2/ T 3y3 b2 2

Aufgabe H 81. [Lokale Extrema

Bestimmen Sie jeweils alle kritischen Stellen von f. Bestimmen Sie deren Typ: welche sind
lokale Maximalstellen, welche sind lokale Minimalstellen, welche sind Sattelpunkte?

(@) f:R*—>R:(z,y)— (x —y?)(z? —4).
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(b) f:RZ—=R: (z,y) — exp(223 + 3y* — 6zy).
(c) [ R = R: (v,y,2) = 2®>+ 9>+ 2% +ay* + yz.

Lésungshinweise hierzu:
(@) Mit f(x,y) = (z —y?)(2® — 4) = —2%y* + 2 + 4y* — 4z gilt:

—2xy? + 3x? — 4)

gradf(x, y) = < 8y _ 2l’2y

—2y% + 6r —dx

Nullsetzen des Gradienten ergibt die kritischen Stellen P, = (1/4/3,0), P, = (—+/4/3,0),
Py = (2,4/2) und P, = (2, —/2). Einsetzen in die Hessematrix ergibt:

Hf(h) = (12/0\/5 8—08/3>

ist positiv definit (nur positive Eigenwerte). Es liegt ein lokales Minimum vor.

Hf(P) = (_120/\/§ 8 —08/3)

ist indefinit (negative Determinante). Es liegt ein Sattelpunkt vor.

HF(Py) — (_88\/5 —SOﬂ)

ist indefinit (negative Determinante). Es liegt ein Sattelpunkt vor.

Hi(h) = (8\8/5 8\0@)

ist indefinit (negative Determinante). Es liegt ein Sattelpunkt vor.
(b) Mit f(z,y) = exp(22® + 3y* — 6zy) gilt:

2
_ (223 +3y% —6zy) 6z~ — 6y
gradf(x7y> € (63/—6:13‘)’

R 12 4 (62" - 6 0 (000~ 6)).

—6 + (622 — 6y)(6y — 62) 6 + (6y — 6z)°

Nullsetzen des Gradienten ergibt die kritischen Stellen P, = (0,0) und P, = (1,1).
Einsetzen in die Hessematrix ergibt:

Hf(P) = (—06 _66)

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 56



24. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

ist indefinit (negative Determinante). Es liegt ein Sattelpunkt vor.

= (2 )

hat positive Determinante und f,.(P,) > 0. Nach 4.5.8 liegt ein lokales Minimum vor.
(c) Mit f(z,y,2) =22 +9° + 22 + 2y® + yz gilt:

2z + y?

grad f(z,y,2) = | 2y + 22y + 2 |,
2z +y
2 2y 0
Hf(z,y,2) = |2y 242z 1
0 1 2

NuIIsetzen des Gradienten erg|bt die kr|t|schen Stellen P1 (0,0,0),

(—=3/4,4/3/2,—1/24/3/2) und P3; = (—3/4,—+/3 1/2\/ . Einsetzen in

die Hessematrix ergibt:

Hf(Pl) =

O O N
=N O
N = O

Die Eigenwerte dieser Matrix sind A\; = 1, Ay = 2, A3 = 3. Somit ist die Matrix positiv
definit und es liegt ein lokales Minimum vor.

2 V6 0
Hf(R)=[+v6 1/2 1
0 1 2

Die Eigenwerte dieser Matrix sind A\ = 4, Ao = 2, A3 = —3/2. Somit ist die Matrix
indefinit und es liegt ein Sattelpunkt vor.

2 -6
Hf(P)= | —v6 1/2
0 1

o = O

Die Eigenwerte dieser Matrix sind Ay = 4, Ay = 2, A3 = —3/2. Somit ist die Matrix
indefinit und es liegt ein Sattelpunkt vor.

Aufgabe H 82. Lokale Extrema und Nullstellenmenge
Gegeben ist die Funktion

fiR? =R (z,y) — o' + 2272 — 2202 + o — 292 + 1.
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x2+y271 =0
T

15

05

-05F

-15}

ol L L L L L L L L L
-25 -2 -15 -1 -0.5 0 05 1 15 2 25

(a) Bestimmen und skizzieren Sie die Nullstellenmenge N und die Vorzeichenverteilung
von f.

(b) Bestimmen Sie grad f und Hf. Fiir welche P € N ist det(Hf(P)) =07

(c) Bestimmen Sie nun alle kritischen Stellen von f und geben Sie deren Typ an.

Losungshinweise hierzu: Wir schreiben zuerst
flay) =t + 2% — 2%+t — 22+ 1= (P +12 - 1)

(a) Wegen f(z,y) = (z2+y2 —1)> = 0 ist die Nullstellenmenge gerade N = {(z,y) €
R? | 22 +y* = 1} der Einheitskreis (es liegen doppelte Nullstellen vor). Das Vorzeichen
der Funktion f ist fiir alle (z,y) € R? positiv (vgl. Bild).

(b) Mit f(z,y) = (22 + 1% —1)* gilt:

4o (2% +y* — 1))

gradf(x7y> = (4y (x2 +y2 _ 1)

(A4 y*—1)+ 822 8y
Hf(z,y) = < 8y 4(x?+y*—1)+8y*) "

Somit gilt fiir alle P € N
det(Hf(P)) = 82* 8y* — 8y S8xy = 0.

(c) Nullsetzen des Gradienten ergibt die Menge der kritischen Stellen {P € R* | P €
NV P =(0,0)}. Somit sind alle P € N und der Punkt (0,0) kritische Stellen von
f. Da det(Hf(P)) =0 fiir alle P € N betrachten wir das Vorzeichen der Funktion.
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Dieses ist auBerhalb von N immer positiv, womit alle P € N absolute Minima sind.
Fiir den Punkt (0,0) betrachten wir die Hessematrix

Hf(0,0) = (‘04 _04) |

Diese hat nur negative Eigenwerte und ist damit negativ definit. Es liegt also ein lokales
Maximum vor.

Aufgabe H 83. Taylorpolynom

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 zur Funktion

FiR2{(z,y) €R? |z +y =0} — R: (x,y)Hi;z

um den Entwicklungspunkt (1,1).

Losungshinweise hierzu: Wir berechnen den Gradienten von f:

2y
(z +y)?

grad f(z,y) =
2x

(z +y)?

Und die Hessematrix:

4y 2(z —y)
(z+y)?  (v+y)?

(x+y)? (x+y)?

Einsetzen des Entwicklungspunktes (1,1) ergibt
1 1 1 , 1 ,
2 2 4 4
(b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 3 zur Funktion
1
g:R? = R: (2,) — ga:?’ — 2?4y — 12

um den Entwicklungspunkt (—1,—1). Begriinden Sie, dass das zugehérige Restglied
verschwindet.

Hinweis: Benutzen Sie 4.4.19 .
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L6sungshinweise hierzu: Nach 4.4.19 ist die Taylorentwicklung eindeutig. Das be-
deutet, dass die Umschreibung von g(x,y) in der Form

2 3

gla,y) = a+bo(w+1>+b1(y+1)+2cj(m+ D7 (y+1)"7 4 di(a+ D) (y+1)°7F,

a, by, b1, cj, d, € R, nichts anders als das Bestimmen des Taylorpolynoms dritter Stufe
ist. Durch die Substitution von v =z + 1 (also 2 = u—1) und v = y + 1 (also
y = v — 1) in der Funktion g(x,y), kdnnen wir obige Umschreibung leicht erhalten.
Es gilt damit

g(x,y) =g(u—1,v-1)
1

:g(u—l)?’—(u—1)2+(v—1)3—12(v—1)
1
:g(u3—3u2+3u—1)—(u2—2u+1)+(03—30+3”0—1)—12v+12

1 1
:§u3—u2+u—g—u2+2u—1+v3—3v2+3v—1—12v+12

29 1
:§+3u—9v—2u2—3v2+§u3+v3

:?+3(:p+1)—9(y+1)—2(x+1)2—3(y+1)2+%(x+1>3+(y+1)3

Das Restglied verschwindet, da g(x,y) als Polynom dritten Grades durch das Taylorpo-
lynom der Stufe 3 exakt beschrieben wird. Alle partiellen Ableitungen vierter Ordnung
sind gleich null und somit gibt es keine Terme vierter Ordnung.
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Sommersemester 2014

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 84. Extrema auch mit Nebenbedingung
Ein Tetraeder hat die Ecken

(a)

(b)
(c)

(d)

A=(0,0,0), B=(1,0,0), C=(0,3,0), D=(0,0,5).
Bestimmen Sie die Funktion S: R®* — R: P — S(P), die die Summe der Quadrate
der Entfernungen eines Punktes P von den Ecken des Tetraeders angibt.
Bestimmen Sie den Punkt R, fiir den S minimal ist.

Bestimmen Sie den Punkt K auf der Kugel mit der Gleichung 22 + 4% + 22 = 1, fiir
den S minimal ist.

Welcher der Werte S(R) oder S(K) ist der groBere?

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

(c)

Die Summe der Quadrate des Abstands ist fiir P = (z,y, 2)

S(x,y,2) = (=072 +(y—02+(z—-0>+(x—1)2+(y—0)>2+ (2 —0)?
@ =02+ (y—3+ (2= 07+ (x —0)>+ (y — 0)* + (2 — 5)*
= 4o +4y* +42* — 22— 6y — 102+ 35
= 4z —1/4)? +4(y — 3/4)* +4(z — 5/4)* + 105 /4

Der Gradient ist
grad S(x,y,z) = (8¢ — 2,8y — 6,82 — 10)T ,

und setzt man dessen Komponenten zu 0 erhidlt man den kritischen Punkt R :
(1/4,3/4,5/4) mit S(1/4,3/4,5/4) = 105/4. Da die Funktion ein Minimum besitzen
muss (stetig und nach unten beschrankt, beliebig groB fiir geniigend weit entfernte
Punkte), muss dies am einzigen kritischen Punkt angenommen werden. Man sieht dies
auch an der quadratisch erganzten Darstellung der Funktion S. Fiir r verschwinden
die Klammer-Terme und die Konstante als Minimalwert bleibt.

Die Nebenbedingung g(z,y,2) = 2® + 3> + 2% — 1 hat den Gradienten
grad g(z,y, z) = (2,2y,22)"

und die Bedingung grad S + Agrad g = 0 liefert

1
2.6.10).
8+2>\(” )

Setzt man dies in die Nebenbedingung ein, erhalt man eine quadratische Gleichung fiir
A

(x,y,z) =

AX% + 32\ + 64 = 140
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mit den Losungen
Ao =—4+V35.

Die kritischen Stellen sind |
+——(1,3,5
/—35< )

und da die Punkte A, B,C und D nicht negative Koordinaten haben ist Abstand bei
dem kritischen Punkt mit positiven Koordinaten kleiner.

(d) Da S(K) die Funktion auf einer kleineren Menge minimiert (nur die Punkte, die die
Nebenbedingung erfiillen) muss das Minimum auf der groBeren Menge S(R) kleiner
sein.

Aufgabe H 85. Abstand zweier Mengen
Die Gerade GG und die Ellipse E sind gegeben durch

G={(wy) R’ [z+3y=06} und E={(z,y) €R*|o*+9y" =9}

Skizzieren Sie G und E. Bestimmen Sie mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren den Abstand
von G und E.

Hinweis: Es ist der Abstand zwischen zwei Punkten P, = (x1,y;) und P, = (x2,y2) zu
minimieren, von denen der eine die Geradengleichung und der andere die Ellipsengleichung
erfiillt — die zu minimierende Funktion hat also vier Variablen. Da die Wurzelfunktion streng
monoton wachst, kann statt des Abstands auch das Quadrat des Abstands minimiert werden.

Lésungshinweise hierzu:
Skizze:

\m
Y
S

Fiir einen Punkt (z1,71) € G und (29,y2) € E ist
(1 = 22)* + (11 — 12)°
zu minimieren, wobei die Nebenbedingungen
T +3y —6=0, 253+9y5—-9=0

erfillt sein miissen.
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Es ergeben sich die Lagrange-Bedingungen

2(5(,’1 —IQ) + A =

\)

0
—2(x1 — @) +2uxs = 0
2(y1 —y2) +3X = 0,

0
0
0

N

—2(y1 —y2) + 18uy. =
1 +3y1 —6 =
3+ 9y —9 =

N N /SN /S A/
t w
~— — — — ~— ~—

(6

Da die Gerade die Ellipse nicht schneidet (Skizze oder Einsetzen der Geradengleichung in die
Ellipsengleichung fiihrt auf keine reelle Lésung) ist x1 # xo oder y; # y2 und damit mussen
A # 0 und p # 0 sein.

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt A\ = —2uzs und aus dem zweiten Paar 3\ =
—18uy, . Daraus ergibt sich 6purs = 18uys bzw. x5 = 3ys.

Eingesetzt in die Ellipsengleichung folgt daraus y, = £1/v/2 und zy = +3/v/2, wobei das
globale Minimum an der Stelle im ersten Quadranten angenommen wird.

Auflosen der ersten und dritten Gleichung nach x; bzw. x5 und Einsetzen in die Geraden-

gleichung ergibt A\ = % (\% — 6) und damit x; = % + % und y; = % + %.

Fiir den minimalen Abstand ergibt sich dann 3(2 — v/2)/v/10

Bemerkung: Falls die Methode von Lagrange nicht verlangt ware, ware auch folgende
Begriindung moglich:

Die Punkte auf den Parallelen zur Geraden G haben jeweils den gleichen Abstand.

Es ist also der Punkt auf der Ellipse zu suchen, an dem die Tangente die Steigung der Geraden,
—1/3, hat. Mit y = f(z) = V9 —22%/3 ist f'(z) = —x/(3v9 — 22) und Gleichsetzen mit
—1/3 liefert © = £3/+/2. Einsetzen in f und Parallelverschiebung liefert dann den y-Wert
und den zweiten Punkt.

Aufgabe H 86. Jacobi—-Matrizen
(a) Bestimmen Sie Jf (z,y,z) und Jf (1,2,3) fiir die Funktion

3 , 7 xy sin(mz)
fTRE—=R*: |y]| +— :

Z sin(mxyz)

(b) Bestimmen Sie total differenzierbare Funktionen g, h : R? — R? so, dass

2 1 322 -2
Jg(1,1) = (_1 3), Jh(z,y) = <2§y xz>’ fiir alle (z,y) € R?,

und A(1,1) = (1,1)". Geben Sie J(goh)(1,1) an.

Losungshinweise hierzu:
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(a) Durch partielles Differenzieren der Komponentenfunktionen

x x
fi: R —=R: [y |~ aysin(rz) und fo: RP = R: [y |~ sin(rzyz)
z z

nach z,y und z erhalt man

ysin(mz) xsin(7z) Ty cos(mz)
myzcos(mryz) maxzcos(mryz) waycos(mryz)

Jf(fv,y72)=<

und Einsetzen von (z,y,z) = (1,2, 3) liefert

0O 0 -2«
Jf(17273): or 3w o |-

(b) Nach Beispiel 4.7.5 besitzt die Funktion

oo (0)=(5) () = (52)

in jedem Punkt (x,y)" € R*> — und damit auch in (1,1)" — die Jacobi-Matrix

Jg(z,y) = (_f ;)

Die Komponentenfunktionen von h : R? — R?: (1:) s (hl (z,v) ) miissen
y ha(z,y)

Oh(z,y) _ 50 Ollzy) _ oy Oha(z,y) _ 20y Oha(z,y) _ 2

Ox dy ’ Ox ’ oy
erfiillen. Aus der ersten Bedingung folgt durch Integration nach z
hi(z,y) = 2° + c(y),

mit einem nur von y abhangigen Term c¢(y), den wir als differenzierbare Funktion von
y auffassen. Die zweite Bedingung lautet dann

Ohy(z,y) ,
d.h. ¢(y) = —y*+ ¢, mit einer von x und y unabhingigen Konstanten ¢.

Auf gleiche Weise erhdlt man aus der dritten Bedingung durch Integration nach x

ho(z,y) = 2y + d(y),
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und aus der vierten Bedingung

8h2(l’, y)

9 2>+ d(y) = 2°

folgt d'(y) = 0, also d(y) = d, mit einer Konstanten d. Insgesamt ist

_ (zy)\ _ (2P -yPre
hle.y) = <h2(5’3>y) ~\ y+d )0
und die zusitzliche Bedingung h(1,1) = (1,1) liefert ¢=1 und d = 0.
Mit Hilfe der Kettenregel 4.8.3 ergibt sich schlieBlich

Jgoh)(1,1) = (Jg(h(1,1)))(JA(1,1)) = (Jg(1,1))(JA(1,1))
B 2 1 3 -2 (8 =3
-1 3 2 1) \3 5 )
Aufgabe H 87. Tangente und Tangentialebene
Gegeben seien die Funktion f:R3> — R : (x,y,2) — 2?+3*—2? und die Ebene F : z = 2.
(@) Um was fiir ein geometrisches Objekt handelt es sich bei der Niveaumenge
N = {(z,y,2) € R?| f(w,y,2) =1} 7

(b) Berechnen Sie die Tangentialebenen an N in den Punkten (1,0,0) und (2,1,2).
(c) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der Tangente an £ N N im Punkt (2,1,2).

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Bedingung

flay,z) =1 = 2+y-22=1 <= 22— -y +1=0

entspricht der affinen Normalform eines einschaligen Hyperboloids in den Koordinaten
(x1,m9,23) = (2,2,y), vgl. ,Lineare Algebra und Geometrie", Klassifikation 6.3.7.

(b) Wegen f(1,0,0) = f(2,1,2) =1 liegen die Punkte (1,0,0) und (2,1,2) auf N.
Die gesuchten Tangentialebenen kdnnen nun wie in Beispiel 4.9.4.2 bestimmt werden.
Der Normalenvektor der Ebene ist dabei stets der Gradient

gradf(x,y, Z) = (21‘, va _22)T

von f an der jeweiligen Beriihrstelle. Fiir die Tangentialebene in (1,0,0) erhalt man
auf diese Weise die Gleichung

grad £(1,0,0) e (x — 1,y = 0,2—0)" = 0 <= (2,0,0)" e (z—1,y,2)" =0,
d.h. 2z —2 =0, also F; : x = 1. Fiir die Tangentialebene in (2,1,2) muss
grad £(2,1,2)e(2—=2,y—1,2—2) = 0 < (4,2, —4) e(z—2,y—1,2—2)" =0
und damit 4z + 2y — 4z — 2 = 0 gelten; dies liefert Fy : 20 +y — 22 = 1.
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(c) Die Punkte der Schnittmenge E N N erfiillen die beiden Bedingungen
z =2 und Pyt -2 =1
und somit auch die Gleichung 22 + y? = 1+ 22 = 5. Es handelt sich bei EN N also

um einen Kreis in der Ebene E : z = 2 mit Mittelpunkt (0,0,2) und Radius v/5.

Die Tangente an E N N im Punkt (2,1,2) kann z. B. als Schnittgerade der Tangen-
tialebene Fy aus (b) mit E bestimmt werden. Hierzu 16st man die Gleichung von E,
nach y auf und erhilt mit x = ¢ und z = 2 die Parameterdarstellung

T T t 0 1
g: Y = 1—2x+ 22 = 5—2t = 5|1+t 2|, teR.
z z 2 2 0

Alternativ kann man auch den Kreis X = N N durch die Funktion

/5 cos(s)
C:[0,2n] = R®: s+ | /Bsin(s)
2

parametrisieren und die Tangente im Punkt (2,1,2)" = C(arctan(3)) als Gerade mit
Stiitzvektor (2,1,2)" und Richtungsvektor

—+/5sin(arctan(3)) -1
C'(arctan(3)) = | /5 cos(arctan(3)) = (2)
0

ansetzen. Dies liefert dieselbe Gerade, wobei zu beachten ist, dass die Parameterdar-
stellung von Geraden nur bis auf Skalierung des Richtungsvektors mit einem Faktor
= 0 und Verschiebung des Stiitzpunktes langs der Geraden eindeutig ist.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 88. Kurven

Geben Sie jeweils eine Parametrisierung der abgebildeten Kurven an.

Stiick eines Kreises um
von (—3,2)" nach (1,2

~1,2)" Streckenzug von (0,0)" iiber
(—=1,3)" und (2,4)" nach (0,0)"
x

~—
—

Berechnen Sie das Kurvenintegral des Feldes v: R? — R?: (z,5)" + (—y,z)" lings der
beiden Kurven.

Losungshinweise hierzu: Eine mogliche Parametrisierung des Kreisausschnittes K ist

cfon R o (500,

Der Streckenzug K, lasst sich beispielsweise wie folgt parametrisieren:

([ ¢
) te0,1],
3t

3t—4
Cy:[0,3] = R?: ¢+ 4 te(1,2],
t+2

—2t+6
+ ) te(23].

—4t + 12

\

Um die Kurvenintegrale wa v(x) e dz bestimmen zu konnen, werden die Ableitungen der
Parametrisierungen bendtigt. Diese sind

et (L0)

und
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3
3
C}:[0,3] = R*: t 1) te(1,2),

Damit erhalt man

4 — 4sin(t) + 2 cos(t) dt

= [4t + 4 cos(t) + 2sin(t)]]
= (47 + 4 cos(m) + 2sin(m)) — (0 + 4 cos(0) + 2sin(0))

und

/KQv(x).dx: i

/1
/

3

V(Cs(t)) o Ch(t) dt

o

1

REE e[ ((%))- (1)

| REE N E
L)) G-

| 2 +/2 (f‘gt_:g)g.(j)dt
/03t—3tdt+/1 —3t—6+3t—4dt+/2 —8t +24 + 8t — 24d1¢

1 2 3
/ Odt+/ —10dt—i—/ 0dt
0 1 2

=—10

(t)

U(Cg( dt+/ Cg(t) C, )dt+/ (CQ(t))OOé(t)dt
3t
—t
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Aufgabe H 89. Potential

Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation der folgenden Vektorfelder.

5y? + Swy?2?

v1: R = R3: (2,9, 2)" - o 102y
102%y%2
5y% + Sxy??
2
vy: R* = R3: (2,9, z)T — e™? 102y
102232

Untersuchen Sie, ob die Vektorfelder ein Potential besitzen. Berechnen Sie ein Potential, falls
das moglich ist. Ist dieses Potential eine harmonische Funktion?

Losungshinweise hierzu: Die Divergenz der beiden Vektorfelder berechnet sich zu
5y + bry?2?
2
dive; = div | €™ 10zy
102222
— e (5922 + 5ry22t) + 7 (52 2%) + 7% (10z) + 72 (202%y%22) + ™% (1022y?)
= 5’ (42?y? 2% + 2% + zy?2t + 22 4 2y22%)
und
5y% + Sxy?2?
2
divvy, = div | e** 10zy
1022132
= ™ (5y%2% + 5ryPzt) + o (5y22%) + "% (102) + € (202%y%22) + e (102%)
= 5e“2(4x3y222 + 22%% + wy? 2t + 20 + 2y%27) .
Die Rotation der beiden Vektorfelder berechnet sich zu
5y + Hry?2?
2
rot v; = rot [ e** 10zy
10222
2022y 2 — 202%yz

=™ | 102122 + 102%y%2% + 102y®2 — 102222 — 202y~
102y2? 4 10y — 10y — 10zy=>
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und

5y% + by’ 2>
2
rot v, = rot | e** 10zy
1022932
30222z — 2022y
2
=e" 10xy%2 + 10229223 + 102y?2 — 10229323 — 202932
10zy2z? + 10y — 10y — 10zy2?
30222z — 202%yz
2
e”* —102%y323 + 102%y%23 — 202y32 + 202922
0

Da R? einfach zusammenhingend ist, hat also v; ein Potential und v, hat keines. Ein

Potential von v; ist
2
Up: R* = R: (2,y, 2) — ™ bay?,

was durch eine Probe bestatigt werden kann.
Das Potential U; kann keine harmonische Funktion sein, da die Divergenz von v; nicht null
ist.

Aufgabe H 90. Potential und Kurvenintegrale
Gegeben seien fiir € R und r € Rt das Vektorfeld

go: R? = R?: (:):1) o (—I2> + e*1¥2 (xZ)
) X1 I

sowie die Parametrisierung des Kreises K, durch C.,: [0,27] — R?: ¢t > r <(S:os(t)) .

in(t)
(a) Bestimmen Sie, fiir welche oo € R das Vektorfeld g, ein Potential hat, und geben Sie
fiir diese « ein Potential an.

Lésungshinweise hierzu: Bestimmung der Rotation:

8 (goc)2 i a (ga)l
83171 81‘2

= (a—i—xl:@e‘“” +e“’1x2) — (—oc—l—xlxge““” —|—e‘”1$2) =2«

rot g, =

Da RR? einfach zusammenhingend ist, ist die Existenz eines Potentials dquivalent zu
rot g, = 0. Damit existiert genau dann ein Potential, wenn o = 0 ist.

Nun ist fir & = 0 noch ein Potential zu bestimmen. Es ist (go)1(x1,2) = z2€"72,
also

U(ZE‘I, IQ) = /(go)l(l‘hxg) dIl = /Ig@xl:m dl’l = ™17 + C($2).
Aus der Bedingung U,,(x1,22) = (go)2(x1, 22) ergibt sich

1172 4 ¢, (x9) = X112
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und somit ¢,,(z2) = 0. Daraus folgt, dass c¢(x2) = C' konstant ist. Wir erhalten das
Potential
U:R* = R: (21, 79) — "™ + C,

wobei C' € R eine beliebige Konstante ist.

(b) Bestimmen Sie fiir jedes o € R und jedes r € R™ das Kurvenintegral ]{ ga(x)ed .

Lésungshinweise hierzu: Da K, ein geschlossener Weg liber ein konservatives Vek-
torfeld (also eines mit Potential) ist, ergibt sich sofort

/Tgo(x).dx:O.

Es bleibt noch fKT go(x)ed z fiir @ # 0 zu berechnen. Dazu wird zuerst C’ bestimmt:
s (—sin(t)
) =r < cos(t) )

—X
9o (1, 72) = gol(w1, 22) + ( If) :

Es gilt

Das lasst sich benutzen, um das zu berechnende Integral zu vereinfachen:

/Tga(:c).dxz/T (gg(m)+a( B )) da
Z/Tgo(w).dx—i-/ra( _§j>.dx
o

Aufgabe H91. Zusatzaufgabe

Finden Sie einen real existierenden Sattelpunkt, moglichst auf dem Campus der Universitat

Stuttgart. Schicken Sie ein selbst gemachtes Foto samt genauer Ortsangabe an
wettbewerb@lexmath.uni-stuttgart.de

Die besten Einsendungen werden pramiert.
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D. Garmatter 27. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer
C. Apprich, B. Krinn

J. Hérner, M. Werth Hohere Mathematik 2 M. Stroppel

Sommersemester 2014

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 92. Potential mittels Kurvenintegral
(a) Gegeben seien die vier Punkte
P =(0,0,0), P,=(a,0,0), P3=(a,b,0), P,=(a,bc).

Finden Sie fiir i € {1,2,3} Parametrisierungen C; von Kurven, welche vom Punkt P,
zum Punkt P;,, laufen.

Lésungshinweise hierzu: Mogliche Parametrisierungen der Kurven K; und deren
Ableitungen lauten

Cy(t) = (at,0,0)", te0,1], Ci(t)=(a,0,0),
Cy(t) = (a,bt,0)", te0,1], C4t)=(0,b,0),
Cs(t) = (a,b,ct)”, te[0,1], C4(t)=(0,0,¢)".
(b) Berechnen Sie ein Potential U des Vektorfeldes
g RS R (5,y,2) = (y+z, 042 5+9),
indem Sie die Wegintegrale von ¢ iiber C;, C5 und C5 summieren.

Losungshinweise hierzu: Wir bestimmen das Potential im Punkt (a, b, c):

U@@@:/mq@%qwﬁ+/m@@%@@ﬁ+/ﬁ@@%%®ﬁ

1 1

:/Odt+ab/1dt+(a+b)c/1dt:ab+ac—l—bc.

0 0 0

Im Punkt (x,y,2) erhalten wir U(z,y,2) = 2y + zz + yz.
(c) Bestimmen Sie grad U.

L6ésungshinweise hierzu: Wir machen die Probe und erhalten

gradU(z,y,2) = (y+ 2z, 2+ 2,2 +y)" .

Aufgabe H 93. Kurvenintegrale
Gegeben seien das Vektorfeld

_ 2 2
v R~ 0 LR2. (M H% 3x2+2:c1+a:2 |
0 T2 7+ x5 \ Ty +2{T2 + Ty
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sowie die Kurve K, parametrisiert durch

c:p2r] — 't (Gl

(a) Bestimmen Sie die Rotation von v.

Losungshinweise hierzu: Wir schreiben das Vektorfeld zuerst um und erhalten:

2

v (351) _ | 2%+ 22
— )
X2
p) 2 + )

x] + 25

Als Rotation erhalten wir

. Ovy  Ovy a2+ a5 — 223 223 — a2 — a3
rot v = — =
2 22 2 22
Ory  Oxg (22 + 22) (22 + 22)

(b) Bestimmen Sie j{ v(z)edux.
K

Losungshinweise hierzu: Es gilt
27 27 27 2
f o(z) e dz = / o(C(H)) « C'(8) dt = / 1di —/ sin(t)dt+/ sin(t) cos(t) d t
K 0 0 0 0
1 271
=27+ 0+ 5/ sin(2t)dt = 27,
0
(c) Besitzt die Einschrankung von v auf R x R* ein Potential? Geben Sie, falls moglich,

ein solches Potential an.

Losungshinweise hierzu: Ja! Denn R x R* ist einfach zusammenhingend und
rot v = 0. Damit existiert nach Satz 5.1.5 ein Potential fiir v. Wir geben dieses an
und machen dann eine Probe:

1
U(xy,29) = o1 + —22 — arctan (ﬂ) ,
2 T2

(d) Besitzt v ein Potential? Geben Sie, falls moglich, ein solches Potential an.

Lésungshinweise hierzu: Nein! Denn wir finden im Definitionsbereich R? \ { (8) }

von v eine Kurve K mit j{ v(xz)edx # 0, vergleiche (b). Damit kann nach 5.3.14
K
kein Potential fiir v existieren.

Wichtig: Die Begriindung, dass R? {(8)} nicht einfach zusammenhangend ist,

ist nicht ausreichend!
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Aufgabe H94. Lange von Kurven

Skizzieren Sie die durch die folgenden Funktionen parametrisierten Kurven und berechnen
Sie jeweils ihre Lange.

(a) C:[0,7] — R?: t — (cos(2t),sin(2t))"

(b) C:[0,1] = R?: t s (t, 137 Hinweis: Aufgabe P 72 (d)
(c) C:[-1,1] = R?: ¢t (cosh(t),t)"

(d) C:[0,2] — R3: t s (cos(nt),sin(nt), )"

Lésungshinweise hierzu: Wir bezeichnen die in den Aufgabenteilen (a), (b), (c) und (d)
angegebenen Parametrisierungen mit C,Cy, C5 bzw. CY.

(a) y (b) v

A A

1 K1 1_

(Einheitskreislinie) (Parabelbogen)

Die Einheitskreislinie besitzt die (aus der Elementargeometrie bekannte) Kurvenlange

LK) = /Oﬂyc;(m dt = /OW (‘22;2@2 )’ dt = /Oﬂz dt = o

Die Lange des Parabelbogens betragt

v = [Ciesorar = [

1
< L >’dt = / V1442 dt
0

2t

1 2

= 5/ V1+u? du [Substitution 2t = ]
0

1[1 1 ?

=3 [5 uvu?+ 1+ 5 arsinh u} [Aufgabe P72 (d)]
0

1

= (2v/5 + arsinh(2))  (~ 1,4789).
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() v (d) g

(Kettenlinie) (Schraubenlinie)

Fiir die Lange der Kettenlinie ergibt sich

K):/_llycg(t)]dt:/_ll (Smh )’dt—/\/Tdt

_/ cosh(t) dt = [sinh(t)]', = sinh(1) —sinh(-1) = e—% (~ 2,3504),

und als Lange der Schraubenlinie erhalt man

—T sm

2
Ky) = / |Cy ()] dt = mcos(m dt
0

2
:/\/w2+1dt = 2V +1 (=~ 6,5938).
0

Aufgabe H 95. Zirkulation und Ausfluss

Die Geschwindigkeitsfelder zweier Stromungen seien durch

T

fiR? = R?: (u,0)" — (—u,—v) und  g:R? = R?%: (u,0) = (—0,0)"

gegeben. Sei auBerdem E die geschlossene Kurve mit Parametrisierung

‘ 9 cos(t) — 2sin(t)
C:[0,27] =R : ¢+ ( 2in(t) + cos(t) ) .

(a) Welche Punkte auf E haben maximalen bzw. minimalen Abstand vom Ursprung?

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 75



27. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b) Skizzieren Sie die Kurve E.

(c) Berechnen Sie fiir jedes der beiden Geschwindigkeitsfelder die Zirkulation langs £ und
den Ausfluss durch E.

Losungshinweise hierzu:
(a) Der Abstand des allgemeinen Kurvenpunktes C(t) € E' vom Ursprung betragt

a0 = [co- ()] =|(Gif))] = vewr Gor
= +/(cos(t) — 2sin(t))2 + (2sin(t) + cos(t))? = 1/2(cos(t))2 + 8(sin(t))2

= /2(cos(t))? + 2(sin(t))2 + 6(sin(t))2 = /2 + 6(sin(t))?,

fur t € [0,27]. Der Term unter der Wurzel ist immer positiv und nimmt im Intervall
[0,27] bei ¢; = 2 und t; = 2° den maximalen Wert 2 + 6 = 8 sowie bei t3 = 0,
ty = m und t5 = 27 den minimalen Wert 2+ 0 = 2 an. Da die Wurzelfunktion streng

monoton wachsend ist, besitzen die Punkte

P=Ct) =CE) =(-22)" ud P =Ct)=CE)=(2-2)
den maximalen Abstand /8 = 2v/2 und die Punkte
Py = C(t3) = C(0) = (1,1)T und P, =C(ty) = C(n) = (—1,—1)T

den minimalen Abstand /2 vom Ursprung. Der Punkt P; = C(t5) = C(2n) = (1,1)"
stimmt aufgrund der Periodizitat der Sinus- und Cosinusfunktion mit P; iiberein.
(b) Die Abbildung zeigt die Kurve E und die Punkte P; bis P :

Y

P, A

P

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 76



27. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

[Um nachzuweisen, dass E eine Ellipse ist, kann man C(t) in der Form
o = (Gatrrenn ) = (1 1) (o 2) (o)
v (ol T (G ) () reen

schreiben. Die Kurve E geht also aus der durch

C:[0,27] > R? 1t <Cf>s(t>)

sin(t)

parametrisierten Einheitskreislinie durch eine Streckung um den Faktor 2 in y—Richtung
und eine anschlieBende Drehstreckung mit Winkel T und Streckfaktor /2 hervor.]

(c) Zirkulation von f langs E :

z0.6) = [ rcm- (G ) a

- () - (o ey )
= /0 %—Gsin(t) cos(t) dt = [3(cos(t))?]2" = 3—3 = 0.
Ausfluss von f durch E :
e = [ (G ) o
g

f(c
jKéx%ﬁﬂ%)@ﬁﬁxﬁow
[

Zirkulation von ¢ langs E :

sin(t))? — 4(cos(t))? dt = /02ﬂ—4 dt = —8m.

t

Z(g, E) = (

/
) /027r ( (2 sin(t)o+ cos(t))> . (—25228(8)—_2;&5;;)) dt
/

dt

2+ 5sin(t) cos(t) dt = [2¢+ g(sim(t))?}i7r = 47— 0 = 4.
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Ausfluss von g durch E :

[ (). ()
_ /0 T (sin(1))? — 2(cos(t))? — Bsin(t) cos(t) dt

2m
:/ —2cos(2t) — 2sin(2t) dt [vgl. 1.14.21]
0

— [—sin(Qt)—i—%cos(Qt)](?)W — %_ - 0.

Y

Aufgabe H 96. Stetigkeit & Integration

Gegeben seien die Menge L := {0, 7, m, %'}, das Intervall D = [0, Zf] und die Funktion

sin(2z)

DL —R: —
Jo N T T i 20))

cos(z).

(a) Skizzieren Sie die Graphen von g.

Loésungshinweise hierzu:

9(x)
15F

0.5

-0.51

-15}

(b) Geben Sie eine auf ganz D rechtsseitig stetige Funktion f: D — R an, welche g
fortsetzt, d.h. f |p=g.

L6sungshinweise hierzu: Wir wollen g in den Punkten aus L durch die rechtsseitigen
Grenzwerte erganzen. Dazu rechnen wir mit L'Hospital

lim g(z) = lim sin(?m) cos(x) ~ lim 2 cos(2x) cos(z) — sin(2x) sin(x)
T—740 e—m+0 | sin(27)] z—7+0 2 cos(2x)

= -1
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(c)

(d)

Genauso erhalt man

lim g(z)=1, lim g¢(z) =0, lim g(x)=0.

2010 2= I30 r—31 40

Somit ist die Funktion f(z), definiert durch

1, =0,

-1 rT=m
fl@):=q,." v 5n Tm

07 xe{§7%7%7

g(x), x€DN\L,

auf ganz D rechtsseitig stetig. Der Wert bei %r kann hierbei beliebig gewahlt werden.
Ist f stetig?
Lésungshinweise hierzu: Nein! In Aufgabenteil (b) haben wir schon

lim f(z)=-1

r—m+0
berechnet. Nun gilt fiir den linksseitigen Grenzwert allerdings

in(2
lim f(x)= lim sin(2z) cos(x) x) cos(x) = lim
z—m7—0 z—7—0 | Sln(23§')| z—7—0 —2 COS(2ZL’)

2 cos(2x) cos(x) — sin(2z) sin(x)

=1,

womit f an der Stelle © = 7 nicht stetig ist.
ks
T
Berechnen Sie/ f(x)dz.
0

Losungshinweise hierzu: Wir unterteilen das Intervall D in die vier Teilintervalle

- B o)) [ 2]

in(2
Wir stellen damit fiir den Term M folgendes Verhalten fest:
| sin(2x)|
1, T E [O, %) ,
sin(2z) ) -1, z¢€ [%,ﬂ') ,
| sin(2z)| 1, zelr?¥),
-1, ze[§, T

Somit berechnen wir das Integral

/OTf(x)dx:/Ogcos(x)da:—[fcos(:v)dx+/ﬁ2cos(x)dx_/g:cos(x)dx

=1+1—-1-—[si A =14 -—"-—1=-
+ [Sm(x)]%, + 5 5
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Aufgabe H 97. Integration

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a) / 22 sin(22) dz

32% — 122% + 3z — 8
(c)/I x°+3x da

322 +2

o f

Lésungshinweise hierzu:
(a) Durch zweimalige partielle Integration ergibt sich

/ 2 sin(22) de = [2% - (1 cos(22))] — / 2 - (1 cos(22)) de
= [-12%cos(22)] + / x - cos(2x) dz
= [-12%cos(22)] + [z - §sin(22)] —/1 - sin(2z) dx
= [~12°cos(2z) + 1 asin(2z) + 1 cos(2z)].

4

(b) Mit Hilfe der Substitution €* = u, e* dz = du, erhalt man

e’ 1
—dx = ——— du = J[arsinh(u)|] = |arsinh(e")],
[ 7t = [ g e = et = furinne)
vgl. die Stammfunktionentabelle in 3.1.7.
(c) Polynomdivision liefert
3z3 — 1222 + 32 — 8 T
=x—4+ .
322 +2 322 +2

Mit der Substitution 322 + 2 = u, 6z dx = du, folgt

x 1 (1 1 1 )

wobei beriicksichtigt wurde, dass 322 + 2 > 0, fiir alle € R. Insgesamt ist also

33 — 1222 4+ 32 — 8
/x T4+ 3z dx:/x—4+

dx

T
327 + 2 322 + 2

1 1
= [5 o? —dx + 5 In(3z% + 2)} .

Aufgabe H 98.

Gegeben seien f:R?> = R: (z,y) — 2 —y+2 und K = {(z,y) € R?|2® +y? = 1}.
(a) Skizzieren Sie den Graphen der Einschrankung von f auf K.
(b) Berechnen Sie die Extrema von f auf K mit der Multiplikatormethode von Lagrange.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 80



27. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(c) Berechnen Sie diese Extrema mit Hilfe einer geeigneten Parametrisierung von K.

(d) Zeichnen Sie die gefundenen Extrema in die Skizze ein.

Losungshinweise hierzu:

(a) Der Graph I' der Einschrankung von f auf die Einheitskreislinie K besteht aus allen
Punkten (z,y,z) € R mit (x,y) € K und z = f(z,y).

(b) Um die Extrema der Funktion f unter der Nebenbedingung g(z,y) := 2?2 +¢y*—1 =0
zu bestimmen, stellt man gemaB 4.6.3 das Gleichungssystem

grad f(z,y) + A grad g(z,y) =
g9(z,y) =0
auf, das wegen grad f(z,y) = (1,—1)" und grad g(z,y) = (2x,2y)" die Form

1+2xA =0
—142yA =0
x2+y2 =1
besitzt. Aus den ersten beiden Gleichungen folgt © = —5; und y = 5%, und durch
Einsetzen in die dritte Gleichung erhdlt man
1 1 1 1 1
=1 = =1 = M= = A=t
e e 3% 5 2= * 5
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Fir A\ = \% ergibt sich z; = —% 2 und y; = %\/5 und damit der Punkt

P = (z,11) = (—%\/5,%\/5) eK mit Funktionswert  f(z1,11) = 2 — V2,

und fiir Ay = _\/Li ist xo9 = % 2 und gy, = —%\/5 was den Punkt

Py = (12,902) = (%\/_,—%\/5) e K mit Funktionswert  f(zs,12) = 2+ v/2

liefert. Da hierdurch alle Extrema auf der kompakten Menge K erfasst werden, nimmt
f in P, sein globales Minimum und in P; sein globales Maximum auf K an.

(c) Die Einheitskreislinie K l3sst sich durch

C:[0,2n] = R?: ¢+ (ijé;))

parametrisieren. Wir untersuchen nun die Funktion
h:=foC:[0,2n] - R:t— f(C(t)) = cos(t) —sin(t) + 2,

die jedem Parameter ¢ € [0, 27] den Wert von f im Punkt C(t) zuordnet, auf lokale
Extrema. Aus der Bedingung

h'(t) = —sin(t) —cos(t) = 0 <= sin(t) = —cos(t) <= tan(t) = —1

ergeben sich t; = 2T und ¢, = %’T als mogliche Extremstellen im Intervall (0, 27).

Zur Feststellung des Typs berechnen wir h”(t) = — cos(t) + sin(¢) und erhalten
W'(t) = B'(3) = V2 > 0,
d.h. ein lokales Minimum im Punkt P, = C(t;) = C(¥) = (—3v/2,3v/2)", und
W'(t) = B'(ZF) = —V2 < 0,
d.h. ein lokales Maximum im Punkt P, = C(t5) = C(ZF) = (3v2,—-3v2)".
Die zugehorigen extremalen Funktionswerte sind
h(th) = f(P) = —3vV2—3V2+2=2-v2  und
ht) = f(P) = 22+ 1vV2+2 =24 V2.

Wegen h(0) = h(27) = 3 und 2 — /2 < 3 < 2+ /2 tritt im Anfangs- und Endpunkt
der geschlossenen Kurve K kein weiteres lokales Extremum auf.

(d) Die Extrema von f auf K sind in der Abbildung in (@) als blaue Punkte eingezeichnet.
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