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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 56. Konvergenz und absolute Konvergenz von Reihen

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

(a) Z \/—Jr \/nT (b) Z (1;;21”)”

(© X057 (d) Z 2

Lésungshinweise hierzu:
(a) Diese Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium 1.9.5: ist a,, = (—1)”#,
dann ist die Folge (|a;|)jen eine Nullfolge und monoton fallend: wegen v/n +1 = /n

und /n > /n— 1 ist |a,41] = ﬁhﬁ < f+1ﬁ = |an|.
Die Reihe ist nicht absolut konvergent, denn fiir n € N gilt fh/f > 7 >

1
2n!

. 1 . - - . 1
also ist Zl 5- eine divergente Minorante fiir Zl VT
n= n=

Wurzel- und Quotientenkriterium sind hier keine Hilfe, denn es gilt lim {/|a,| =
n—oo

lim [=] =1,
n—0o0

(b) Hier eignet sich das Wurzel-Kriterium: sei a, = (32", dann ist

— 142" _— 27" 41 27"4+1 1
lim {/|a,| = lim . lim T lim T2 <1,

n—00 n—oo 2n+1 n—00 2 n—oo 2

also konvergiert die Reihe absolut, insbesondere ist die Reihe damit auch konvergent.

(c) Diese Reihe ist nicht konvergent, also auch nicht absolut konvergent: die Folge

n_ n_Vn

VTR TS
vn

konvergiert nicht gegen 0, also kann die Reihe nach Lemma 1.9.1 nicht konvergieren.

(d) Hier eignet sich das Quotienten-Kriterium: mit a,, = (232! ist

| (@2n+2)!0 (2n) 2n+1)2n+2) n®*
a, | (n+1)2t2 (2n)! (n+ 1)2n+2 (2n)!
~(2n+1)(2n+2) n2"
B (n+1)2 (n+1)%
_ (2n+1)(2n+2) n \"\"
B (n+1)? n+1
Fiir n — oo konvergiert % gegen 4, (-4)" = (1+1l)n gegen <, also ist
lim || = ;12 < 1, somit ist die Reihe konvergent und absolut konvergent.
n— 00 n
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14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 57. Grenzwerte von Reihen

Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen konvergieren, und bestimmen Sie deren Grenzwerte.

@ > () (%~ V)

> 1 2 Tm((1 + i)™
(©) ; (k+1)! (d) 2%

Losungshinweise hierzu: Man beachte: kann man den Wert einer Reihe konkret aus-
rechnen, dann konvergiert die Reihe. Ausrechnen kann man die Grenzwerte z. B., indem
man sie auf bekannte Reihen zuriickfiihrt oder indem man eine geschlossene Form fiir die
Partialsummen findet.

(a) Die Reihe lasst sich umschreiben in eine geometrische Reihe mit ¢ = —3/4.

=~ (=3)m 3 &N (3)" . 3 (3" 3 o 3\"
nz o =5 2 gm = — (22" __S'H(_Z>

(b) Man kann die n-te Partialsumme konkret ausrechnen:

n

(V35— UT5) + (V35 — T) + (V25— V3B) + - + (V3 — "VT5)
= /25 — "W/25 = 25 — "W/25,

n—oo

daher gilt > (¥/25 — "/25) = lim S, = 25 — 1 = 24 (vgl. Beispiel 1.5.7).
n=1

(c) Diese Reihe lasst sich durch Indexverschiebung auf die Exponentialreihe zuriickfiihren
(mit l=k+1):

k=1

(d) Hier lohnt es sich, die ersten Summanden auszurechnen, um eine GesetzmaBigkeit zu
erkennen: Es ist
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14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

In(1+) _ _ )
el Imm -
1m< L
s ()L
imilm B
P = () - 57

Man erkennt, dass sich die Eintrage nach vier Schritten wiederholen, jeweils mit —4%
multipliziert. Wir rechnen das nach:

Im((141)"™)  Im((1+i)*Q+1)") Im(—=4(1+1i)") 1 Im((1+ 1)”)

An+4 o An+4 An+4 - 43 4n

Somit Idsst sich die Reihe in drei (geometrische!) Teilreihen aufteilen (der vierte Fall
n € 4N liefert keinen Beitrag zum Imaginarteil):

~Im((1+1)") 1« " 1 " 1S 1\"
> —axlm) s lm) te2xls
n=0 k=0 k=0 k=0
1 1 1\ 1\"
(i) 2 (n)
131 2
32 1+L4 5

Hier sollte man nun doch zeigen, dass die Reihe absolut konvergiert, sonst darf man

nicht umordnen! Es ist
cla+ir (@)

- 4n 4

’Im((l +1)")
o

o n

und die Reihe ) <\/T§> konvergiert, denn es handelt sich um eine geometrische Reihe.
n=0

Nach dem Majoranten-Kriterium ist auch unsere gesuchte Reihe absolut konvergent.

Zusatz: Mit etwas mehr Theorie geht's einfacher: Betrachtet man auch komplexe Rei-
hen (vgl. 1.14.1), dann kann man den Wert der Reihe so berechnen:

i1m1+1 Im<i(1ii>n>—lm<ﬁ)—3

n= n=0 4

(S8
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14. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 58. Stetigkeit
Gegeben sind die folgenden Funktionen f;: D; — R fiir j € {1,2}:

o 2 — 6 + 8
fiir £ > 0 fi 5
he = {:16 ooy @)= T =02 260 -2 et

—1 firx =2
(a) Bestimmen Sie jeweils den maximalen Definitionsbereich D; € R, fiir den die Abbil-
dungsvorschrift sinnvoll ist. Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f; und f5.
(b) Finden Sie zu jedem € > 0 ein § > 0 so, dass fo(Us(2) N Dq) & U(f2(2)) ist.
(c) Existiert zu jedem £ > 0 ein § > 0 so, dass f1(Us(0) N Dy) € U(f1(0)) gilt?
(d) Ist die Funktion f; stetig an der Stelle x = 07 Ist f, stetig an der Stelle z = 27
L6ésungshinweise hierzu:
(a) e Das Schaubild von f;

—

SO

e Das Schaubild von f,

|

—
pvd

|
|
\
\
|
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(b)

(c)

(d)

Die Funktion f; kann auf ganz R definiert werden, d.h. D; = R. Fiir f; formt man
Zahler und Nenner um:

7 — 62 +8 = (z —2)(z — 4), 2% — 927 + 260 — 24 = (z — 2)(x — 3)(z — 4),

und da eine gesonderte Vorschrift flir x = 2 existiert, ist der maximale Definitions-
bereich Dy = R ~\ {3,4}. (Die Funktion ist an x = 4 zwar stetig fortsetzbar, aber
dennoch nicht definiert.)

f2(Us(2) N Dy) € U.(f2(2)) gilt, wenn fiir alle z-Werte, die weniger als § von 2
entfernt liegen, der Abstand des Bildes fy(z) von f2(2) kleiner ¢ ist.

Das § muss also so klein gewahlt werden, dass fiir jedes = € Us(2) N Dy der Abstand
|fo(@) = f2(2)] < & wird.

Fir 0 <1 und x € Us(2) verwenden wir die Abkiirzung h := z —2. Dann gilt h < ¢,
und

1 h—1
0| =[]
||| <

|[f2(2) = f2(2)] = [ 2(2+ 1) = f2(2)]

I
DO
+
>
|
wo
I

T

Es geniigt also 0 so zu wihlen, dass ;25 < e, dh. §<e/(1+¢) < 1.

Weil fiir alle 0 < z < %

|fi(x) = f1(0)] = |z — 1] 2

[NSRE

gilt, existiert zu ¢ € (0,1) kein § > 0 mit f,(Us(0) N Dy) € U-(f1(0)).
Die e-0-Definition der Stetigkeit liefert mit den vorigen beiden Aufgabenteilen:
Die Funktion f; ist nicht stetig an © = 0 und f5 ist stetig an z = 2.

Aufgabe H 59. Grenzwerte

Gegeben ist die Folge (a,)nen, mit a, =

(a)

(b)

(c)

(V2+ (1)
3n '
Bestimmen Sie folgende Werte, falls existent.

(1) lim a, (2) lim la,| (3) lim ]a,| (4) lim /]a,]
n—oo n—oo n—oo n—oo
®) m, () o,
Aus welchen der Aufgabenteile unter (@) lasst sich eine Konvergenzaussage iiber die

o0
Reihe > ay ableiten?
k=0

An41 An+1 An41

(7) lim

n—oo

n n an

Bestimmen Sie den Wert der Reihe > ay.
k=0
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Loésungshinweise hierzu: Es gilt

\/— n
o {( 23“) falls n gerade

falls n ungerade

. ‘/53“ falls n gerade
lanl =93 v oy d
: alls n ungerade
s \/53 L <f+1) falls n gerade
an, ‘/53“ <*[+1> falls n ungerade

(a) Wegen 0 < a, < (@) und Y21 < 1 gilt lim @, = 0 (Sandwichsatz). Der
n—oo
Grenzwert lim {/|a,| existiert offensichtlich nicht, es gilt lim {/|a,| = @ und
n—oo n—oo
E_m Van| = ‘/53’1 (vgl. 1.9.21 Beispiel).
. Qnp, . . . . Q .
Die Folge = spaltet sich auf in zwei Teilfolgen: 2hil (fir n gerade) kon-
Qp A2k
a
vergiert gegen 0 wegen ? T <1 2ht2 konvergiert bestimmt gegen +oco. Also:
2+ A2k+1
T |Qn . G,
lim existiert nicht, Iim |—| = o0, lim |[—| =0.
n—o0 | Qp n—o0 | Qp n—oo | Qn

(b) Wegen n@ Vlan| = @ < 1 folgt aus dem Wourzel-Kriterium, dass die Reihe
konvergiert, alle anderen Werte liefern keine Information:

lim a,, = 0 ist eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung, es gibt Reihen
n—oo

mit dieser Eigenschaft, z. B. die harmonische Reihe, die nicht konvergieren.

Ebenso gibt es divergente Reihen, bei denen sich die Werte in Teil (2), (4), (5), (6) und
(7) jeweils genauso verhalten wie unsere Reihe, d. h. auch aus diesen Informationen
kann man ebenfalls keine Konvergenzaussage ableiten. Ein Beispiel fiir eine solche

divergente Reihe ist > by mit

) qr falls n gerade
o (‘/53’1> falls n ungerade
mit ¢ > 1.
(c) Aus dem Wourzel-Kriterium folgt, dass die Reihe absolut konvergiert, also darf man
umordnen:
20 20+1
- - - 2 (V2+1 > (V2-1
S o= Sos Yo =3 () 3
k=0 1=0 1=0 1=0 1=0

YR AN RCETA RN IR
() () £ (05
1 V2 -1 1
:1_<ﬁ9+1>2+< 3 )’1_@—1)2

9
6 3
— ? + 5\/5
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 60. Grenzwerte und Stetigkeit
Sei @ 2 0 ein reeller Parameter. Sei

Vi —2—Var+7 fir x = 2
Jar R =R — § 4(23 — 22% — 32 + 6)
2—x

(a) Bestimmen Sie lir}rl fa(z). Fiir welche « liegt dieser Grenzwert in R?
T—r—+00

fir x < 2.

(b) Bestimmen Sie die Nullstellen von f, in Abhangigkeit von «.
(c) Bestimmen Sie «y so, dass f,, in zp = 2 stetig ist.
(d) Skizzieren Sie den Graphen von f,, auf dem Intervall [—2,20].

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt

lim fo(z)= lim <\/:1: 2 Var+ 7)

r—r—+00 r—r-+00
. (Ve —2—Var+7) (Vo -2+ Var +7)
= lim
@—4-00 Vr—2+var+7
~ lim (1—a)z—9
z—too \/x — 24+ axr + 7
: (1—-aw) 9
= lim vV —
2400 \/1—24—\/04—1—1 Vi —2++Vaxr+7T
—o0, a>1
=40, a=1
+o00, a<l1.

Das heiBt, fiir « = 1 liegt der Grenzwert in R.
(b) Wir betrachten zunachst den Fall z = 2:

Vr—2=vVar+7
Sr—2=axr+7

9
Sr=——  «aFl.
-«

Die Bedingung = = 2 ist dabei nur fiir o € [0, 1) erfiillt.
Betrachte nun den Fall 2 < 2:

4(x® — 2% — 3z + 6)
2—x
4(z* — 3)(x — 2)
2—x
& —4(x*-3)=0
Sr==2V3<2
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Es ergeben sich insgesamt die Nullstellen z; » = +/3,undim Fall o € [0, 1) zusatzlich

die Nullstelle z3 = %.

(c) Der links- und rechtsseitige Grenzwert von f,, soll an der Stelle xy = 2 iibereinstim-
men:

(d) Der Graph von f ist in der folgenden Abbildung dargestellt:

15

10 7

_10 | | | |

Aufgabe H 61. Funktionsgrenzwerte

Untersuchen Sie folgende Funktionsgrenzwerte.

, > — 10z + 5 . Ve —=2—/Tzx+5 . 2% +sin(2?)
@) i s () Am Vor () im —5

, x 2tan(x)
d) 1
(d) 20 (tan(?):p) * 3z )

Lésungshinweise hierzu:
(a) lim v’ =10z +5 . > — 10z +5
=533 —Te2 =5+ 75  2—5 (x —5)%(x +3)
www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 8
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

. Nr—=2—-Tx+5 11 7T 5\ 1-T
(b) lim = lim Y e e _
z—+o00 V2 z—+00 2 2 2x V2

. 2% +sin(2?) _ x? sin(z?)

(”xE%—EZH—“uE%(ﬂ+1+ﬂ+1)—L
Der erste Summand strebt nach Satz 1.11.8 gegen 1 und der zweite Summand mit
der Sandwichabschitzung gegen 0 (vgl. Bsp. 1.12.8).

(d)

x 2 tan(a:))

, 1 3z 2 tan(z)
lim + -
z—0 \ tan(3x) 3x

0 (3 tan(3z) N 3

1 1 2 t
Y (R S B L C
3 lim, o % 3250 o

Grenzwerte der Form lirr(l]tanT(y) = 1 sind nach Bsp. 1.12.5 bekannt.
Y—

Aufgabe H 62. Eigenschaften stetiger Funktionen
Gegeben seien die Funktionen
2
=1
(a) Zeigen Sie, dass f in (1,2),in (2,3) und in (3,4) je mindestens eine Nullstelle besitzt.
Wieviele reelle Nullstellen besitzt f insgesamt?

fiR—=R:z+ 20° —142° + 302 — 19 und g: (1,4+00) = R: 2 —

(b) Zeigen Sie, dass die Gleichung f(z) = g(x) mindestens eine reelle Losung x > 1 hat.
(c) An wievielen Stellen z € R ist f(2z) doppelt so groB wie f(x)?
(d) Nimmt f + g auf [2,4) ein Minimum an? Nimmt ¢ auf (2, 3] ein Maximum an?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Als Polynom ist f auf ganz R stetig, vgl. 1.12.3. Anhand der Funktionswerte

fF)=-1<0, f(2)=1>0, fB)=-1<0 und fA)=5>0

erkennt man, dass f auf jedem der Intervalle I; = (1,2), I, = (2,3) und I3 = (3,4)
das Vorzeichen wechselt. Nach dem Nullstellensatz von Bolzano 1.13.5 besitzt f in
jedem dieser Intervalle mindestens eine Nullstelle.

Da die Intervalle Iy, I, und I3 keine gemeinsamen Punkte enthalten, sind die drei
gefundenen (reellen) Nullstellen paarweise verschieden. Aus dem Fundamentalsatz der
Algebra 0.4.5 folgt, dass ein Polynom vom Grad 3 nicht mehr als drei (komplexe oder
reelle) Nullstellen besitzen kann. f hat also genau drei reelle Nullstellen.

(b) Als gebrochen rationale Funktion, deren Nenner keine Nullstelle im Definitionsbereich
M = (1,+00) besitzt, ist g nach Satz 1.12.4.3 stetig auf M. Wertet man g an den
Stellen x = 3 und x = 4 aus, so ergibt sich

1 2
g3 =1>-1=f3) und g4 =2 <5=f(4).
Die als Differenz zweier stetiger Funktionen ebenfalls stetige Funktion
h: M - R:z— f(z)—g(z)

nimmt also bei x = 3 einen negativen und bei z = 4 einen positiven Wert an.
Nach dem Nullstellensatz von Bolzano existiert mindestens ein £ € (3,4) & M mit

hE) =0 < f(§) —g(§) =0 & f(§) =g(£).
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(c) Die Funktion v: R — R: z — f(2z) =2+ (22)3 — 14 - (22)? + 30 - 2z — 19 ist als
Hintereinanderausfiihrung der stetigen Funktionen w: R — R: x + 22 und f stetig,
und damit ist auch u: R — R: z +— v(z) —2f(z) = f(2z) —2f(z) stetig auf R, vgl.

Satz 1.12.4. Auswerten an den Stellen z = -1, =0, z = g und z = 2 liefert

):_

so dass u nach dem Nullstellensatz von Bolzano in jedem der Intervalle J; = (—1,0),
Jy = (0,2) und J5 = (2,2) mindestens eine Nullstelle besitzt. Es gibt also (paarweise
verschiedene) Stellen & € (—1,0), & € (0,2) und & € (2,2) mit

u(ép) =0 < f(28) —2f(&) =0 & f(28) = 2f (&), fiir k € {1,2,3}.

[S][SY]
NJEN]

u(—=1)=-21<0, u(0)=19>0, u <0 und u(2)=3>0,

Da mit f auch u ein Polynom vom Grad 3 ist, gibt es genau drei Stellen in R, an
denen f(2z) doppelt so groB ist wie f(z).

(d) s:= f+ g ist nach Satz 1.12.4.1 stetig auf [2,4] € (1, +00) und nimmt daher nach
dem WeierstraBschen Satz 1.13.12 ein Minimum an. Es gibt also ein £ € [2,4] mit
s(€) < s(x) fir alle x € [2,4]. Wegen

2
S(4) = J(4) +9(4) = 5+ 2 >3 = f(2)+¢(2) = 5(2
wird das Minimum nicht bei z = 4, sondern im Intervall [2,4) angenommen.

Die Funktion ¢ ist streng monoton fallend. Daher gibt es zu jedem & € (2,3] eine
Stelle = im offenen Intervall (2,¢), so dass g(x) > ¢g(§). Somit kann ¢ auf (2, 3] kein
Maximum annehmen.

Aufgabe H 63. Abschnittsweise definierte Umkehrfunktion
Die Funktion f: R — R sei gegeben durch

1—+v1—2 firxz< -3
9 _
flz) = $+§ fir -3 <z <2

22 — 6z +8 firz=>2.

(a) Finden Sie ein Intervall I = (—a,a) maximaler Liange so, dass die Einschrankung
g: I — f(I): x— f(z) von f auf I injektiv ist.
(b) Bestimmen Sie einen (abschnittsweise definierten) Funktionsterm fiir g=%: f(I) — I.

(c) Skizzieren Sie die Graphen von g und ¢g7'.

Losungshinweise hierzu:
(a) Die gebrochenrationale Funktion
2—x )

(=3.2) 2 R: 2z — = —1
f2: (=3,2) T3 T

ist auf dem Intervall (—3,2) streng monoton fallend und wegen x + 3 # 0 stetig, vgl.
1.12.4.3. Das quadratische Polynom

f3:[2,40) 2 R:iz— 2> —6x+8 = (v —3)* -1
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(b)

(c)

ist fiir 2 < < 3 streng monoton fallend und fiir x = 3 streng monoton wachsend
(und nach 1.12.3 ebenfalls stetig). An der Stelle = = 2 gehen f, und f3 wegen

, _2—z  2-2 )

stetig ineinander liber. Durch Einschranken der gegebenen Funktion f auf das Intervall
I = (—3,3) erhilt man also eine stetige, streng monoton fallende und daher injektive
Funktion g, deren Werte wegen

i ) = oo wnd i ule) =

im offenen Intervall f(I) = (—1,400) liegen. Unabhangig davon, wie f fiir x = —3
definiert ist, ginge bei Wahl eines Intervalls (—a,a) mit a > 3 im Bereich 3 <z < a
die Monotonie — und damit die Injektivitat — verloren, vgl. Satz 1.13.11.

Fir z € (—=3,2) & y=g(z) = fo(z) € (0,400) ergibt sich durch Auflésen nach x:

1+—5 & y+1 —5 & o+3 —5 & 3+ > 273y
= — = T = xr = — - .
4 z+3 Y z+3 y+1 y+1  y+1

Fir z € [2,3) & y=g(x) = f3(x) € (—1,0] erhélt man
y=1>—6r+8 < 932—6:17+(8—y):0 S r=3+\y+1,

und da der Graph von g den Punkt (z,y) = (2,0) enthalten muss, entspricht die
Losung © = 3 — \/y + 1 dem richtigen Ast der Parabel. Insgesamt haben wir:

3-VyT1 fir-1<y<0
gt (=1,400) = (=3,3): y — 2 -3y
y+1

fir y > 0.

1

Die Graphen von g und g~ sind in der folgenden Abbildung dargestellt:
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 64. Konvergenzradien von Potenzreihen

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihe > a,z" fiir:

n=1
(i) a,=n"" i) an= (- 2"
(b) Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen und skizzieren Sie die
Konvergenzkreise. Untersuchen Sie, fiir welche Werte von z € R die Reihen konver-
gieren bzw. divergieren.

()222—1 I)g?)zn—:_l

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir wenden 1.14.7 an und erhalten fiir den Konvergenzradius p :

(i) lim Yla,| = lim {/n~" = lim n~!'=0, also p=+4o0.

n—oo

(ii) lim {/]a,| = lim |(i - i)(ns) " = lim i — —|(n2) = lim [ (—4)2+ 12](n)

n—o0 n—oo n—o0 n—o0

n2

= lim (1+ %)% = lim /(1 + %)™,

n—oo n—oo

Da ((1 + =5 )(n ))neN eine Teilfolge von ((1 + l)n)neN ist, ergibt sich

n

lim (1+5)") = lim (1+2)" =¢  (vgl. 1.2.8 und 1.2.9),

n—oo n—oo
d.h. Tim {/[a,] = (1+ %)™ = V&, und damit p = % .
(b) (i) Um 1.14.7 anwenden zu kdnnen, schreiben wir die Potenzreihe in der Form
(22D 29" ¢
= an(z — 20)",
I PRSI
t d 2 W
mit zo = 5 und a, = ——— . Wegen
v N
. Ap+1 . 2t \/n2 + 1 . n?+1
li = lim =2lm/ ———— =

hat die Potenzreihe den Konvergenzradius p = % . Ihr Konvergenzkreis ist also
Uy(z0) ={z€C]| |z— %| < %} (siehe Abbildung).

Betrachtet man nur die Punkte 2z € R auf der reellen Achse, so ist die Potenzreihe
fir 0 < z < 1 (absolut) konvergent und fiir z < 0 oder x > 1 divergent. Im
Randpunkt z = 0 ergibt sich die alternierende Reihe

U ET S
— Vn?+1 — Vn?+1 = n2+1’
n= n= n= \ ~ ,
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Hohere Mathematik 2

(ii)

die nach dem Leibniz—Kriterium 1.9.5 konvergiert (denn (b, ),en ist eine positive,
monoton fallende Nullfolge). Fiir 2 = 1 erhalt man

1 1
SV
d. h. die Reihe besitzt die harmonische Reihe als divergente Minorante und ist

damit selbst divergent. Insgesamt konvergiert die Potenzreihe also fiir z € [0,1).

Im (z)

M A

Im (2)

[N
\
\
\
|
/
/
/
-
Wl
—

D=
M

Aus .
= (32 + %)” 3"(z >
= an(z — 29)",
ST e
3" o
erhalten wir zg 5 und a,, = m , so ergibt sich aus
n(n
lim Ant1) _ lim 3”+1n(n +1) = im ﬂ =
n—oo | Gy, n—oo 3"(n + 1)(n + 2) n—oo n? 4 3n + 2

der Konvergenzradius p = % Der Konvergenzkreis

Uyz0) ={2€C| |2+ | < i} (siehe Abbildung)

der Potenzreihe hat den Rand

oU( {ze@}|z+6|—3}

Dieser Rand schneidet die reelle Achse in den Punkten + %\/3 Somit liegt fiir
2| < 1./3 (absolute) Konvergenz und fiir |z| > %v/3 Divergenz vor. In den

dRanc?lpunkten z = i%\/g gilt |2+ 4| =3 also [3z+ 3| =3]z+ | =1, und
amit

(3z+3)" Z]3z+2|n =
n+1 (n+1)

Die Reihe besitzt demnach eine konvergente Majorante (vgl. Beispiel 1.8.2) und
ist nach dem Majoranten—Kriterium 1.9.10 konvergent. Insgesamt konvergiert die
Potenzreihe fiir alle z € R mit |z| < 1v/3.

> |8

n=1
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16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 65. Formel von Euler und de Moivre

Schreiben Sie f unter Verwendung der Formel von Euler und de Moivre als Linearkombination
von Funktionen der Form sin(ax) und Funktionen der Form cos(bx), wobei a, b € Nj .

(a) f(x)=sin(z)’ (c) f(x) = sin(z)* cos(2z)
(b) f(z) = sin(5x) cos(3x)? (d) f(z) = (cos(2x) +isin(2x))?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Mit der binomischen Formel (a +b)" = >, (;)a*b"~" erhalten wir

iz —iz\ 3 )
sin(x)3 = (l) = _—.1(—6_3”6 + 3e” 2wgic _ go—ivglie + esm)
(¥ — e 4 3e7 — 3e™) = —1sin(3z) + Zsin(x)

(b) Esist

5iz __ ,—biz 3ix —3iz\ 2
sin(5z) cos(3z)? = ° 2.e : (e —|—2e )
1

Six e—5iz) . (eGia: + 2631;Be—3iac + e—Gix))
Siz __ 6751:):) . (eGim ) efGix))
(2651$ . —5133 + ellia; . e—llia; + e—ia: . eia:)

(2 SlIl<5l’) + sin(11z) — sin(z)) .

)

A,_\
@

=

(c) Wir verwenden wieder die binomische Formel und erhalten:

iz —iz\4 2z —2iz
sin(z)?* cos(2z) = (e - > R
1

2

(e=4ie — gedirelr 4 Go—2irgli _ go—ingdin 4 giir) (oRir | o=2ir)
(e= 4 e41m 4727 — %7 4 6) . (%7 4 =)

(727 4 Te2r _ gefin _ ge=div 4 ofiz 4 o~bir _g)

-5 (7Tcos(2r) — 4 cos(4x) + cos(6x) — 4)

(d) Es gilt nach Euler und de Moivre

2ix —2ix 2ix _ —2ix 3
(cos(22) +isin(2e)) = (T 4T °
2 2i
_ % (em 4o 2in 4 g2z ef2ix)3
= %(262196)3 = % = cos(62) + isin(6x).

Aufgabe H 66. Wie hangt ps., mit py und p, zusammen?
Gegeben seien die Abbildungen

> . _ 4 firn=0
f:Upf(O)—>(C:z>—>nz%anz mit  a, = _32 firn > 1 und

n

U, (0) = C i b2 mit b 9 furn=0
: —-C:zm " e .
9: U, (0) ¥ — N m! 2% firn = 1.
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16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(a) Berechnen Sie die Konvergenzradien p; von f, p, von g und ps, von f-g.

(b) Stellen Sie f, g und f - g als gebrochen rationale Funktionen von z dar.

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Konvergenzradien p; und p, werden durch die abweichende Definition der Folgen-
glieder ag und by nicht beeinflusst. Es ist
3TL

. 1 .
“lmgm g wd

27’L

1m
n—oo 2nt1

bn+1
bn

Qp41
Qp,

lim

n—o0

)

N | —

also py =3 und p, = 2.
Die Potenzreihe zu f - g ist nach 1.14.11.4 durch

f(2)g(z) = chz" mit Cpn = Zak bo_r, firalle neNg,
n=0

k=0

gegeben und in jedem Fall fiir alle z € C mit |z| < min (py, p,) = 2 konvergent. Wir
untersuchen durch direktes Betrachten der Koeffizienten c¢,, ob die Potenzreihe nur
fiir diese z konvergiert oder ob ihr tatsachlicher Konvergenzradius py., groBer als 2
ist. Mit Hilfe der geometrischen Summenformel aus Beispiel 1.8.4 ergibt sich

n—1 n—1
3 2 3 2
Cp = aobn—i—Zakbn,k—i—anbo = 42_n — gm _93_n
k=1 k=1
12 6”2‘1 28 18 12 6 |2\ _ | _ 18
So2n —2n3k 3 2n o on |43 3
1— (2
12 6 [T 3 . 18 12 6, 3.2 | 18
- oon on 1_§ 3n v m 3n 3n
2 18 18 6 18
= - + —— = =0, fur alle n > 1.

on gn T ogn T oon o 3n
Wegen lim {/|c,| = 0 besitzt die Potenzreihe fiir f - g den Konvergenzradius +oc.
n—oo

Wie die Summe f + g (vgl. Aufgabe P52) kann also auch das Produkt f - g zweier
Potenzreihen einen Konvergenzradius besitzen, der groBer ist als das Minimum der
Konvergenzradien der Reihen f und g.

(b) Durch Anwenden der geometrischen Summenformel erhalt man die Darstellungen

=, 92 2. /z2\" 1
SRV N e (-):4—2 _ 1
— 12
R Y R S
3—=z 3—=z z—3
(z)—9+§:3z”—9+3§:<5)"—9+3 S
/ n=1 2" n=1 2 1._ %
2 6 6z — 18
pr— —1: p—
9+3[2—z } 6+2—z z—2"
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16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

fir |z| < py bzw. |z| < p,. Fiir die Produktpotenzreihe gilt
_ 62—12 62—18 6(2—2) 6(2—3)
1(2)9(z) = z—3 z2—2  z-3 z—2
in Ubereinstimmung mit co+c1z+co2® + ... =agby+ 024+ 022 +...=4-9 = 36.
Aufgabe H 67. Potenzreihen

= 306,

Bestimmen Sie den Konvergenzkreis K der Potenzreihe f(z). Geben Sie fiir f(z) einen
geschlossenen Funktionsterm an. Bestimmen Sie die Partialsummen S;(z) und Ss(z) der
Potenzreihe f(z). Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen z — f(x), = — Si(x) und
x +— Sy(x) fir € KNR in dasselbe Koordinatensystem.

n=1 n=1

(@) f(2)

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen den Konvergenzradius p mit Hilfe des Quotientenkriteriums. Mit Koef-
fizienten a,, = % ergibt dies
n! , 1

= lim —— = lim =
n—00 (n—l—l)! n—oon + 1

Der Konvergenzradius ist p = 400. Also ist der Konvergenzkreis K = C. Vergleicht
man f(z) mit der Exponentialreihe aus Beispiel 1.14.10, so erkennt man

i) = U ;!"‘)" _ (Z a ;ﬁ") 1= exp(l—2)—1.

Die n-te Partialsumme S, ist nach Definition 1.8.1 gegeben durch

Somit erhalten wir

Si(z) =1—2z und  So(2) = (1—2)+3(1—2)%

Skizze:

4t i f(x)
7 |]--- Su(@)
........ So(z)

9 |

- i |

0l |

_2 | |

—1 0 1 2 3 4

xr
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(b) Nach Definition 1.14.14 ist
<1/3) 3 G- (3-n+1)

n n!

Um den Konvergenzradius zu bestimmen, formen wir f(z) um:
= (1/3 —~..(1/3
flz)=>Y_ ( é )(22— 1)" :Zzn( ZL ><z— .
n=1 n=1

Wir wenden das Quotientenkriterium an:
2n+1 ( 1/3)

1
=N
lim |2 lim [t — iy 2.3
n—00 | Qy, n—00 2”( 7/13) n—00 n+1
2
5 2
= lim |—3— — - = 10-2] = 2.
n—oo |M 4+ 1 1+ =
Folglich ist der Konvergenzradius p = % und der Konvergenzkreis

K={z€eC| |z—%| <i}.

Als nachstes vergleichen wir die Potenzreihe mit Beispiel 1.14.16 und setzen
z:=2z—1.Fir z € K gilt |z] <1 und somit

f: (1/3)5”: (1473)3 = (22)5.

n

wl=

n=0

Demnach erhalten wir

() = i <17/13> (22— 1)" = (i (f’) (22 — 1>"> 1

n=1 n=0

I
—~

[\

I\
S~—

Wl

|
—_

Die Partialsummen lauten

Si(z) = 3(22—1) und Sa(z) = $(22 — 1) — §(2z — 1)°.

Skizze fir r € KNR = (0, 1):

[ [ [ . f(x)
* |-+ si@)
ol e So ()
- i ]
—0.5 |- :
1l |
0 0.5 1
x
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Sommersemester 2016

Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 68. Ableitungen

Bestimmen Sie den maximalen reellen Definitionsbereich von f. Bestimmen Sie den maxi-
malen reellen Definitionsbereich von f’ und von f”. Berechnen Sie f’ und f”.

(@) flz) = 1% (b) f(z) = =H
(c) flz) =/ (d) f(z) = In(tan(z)?)

Lésungshinweise hierzu:
(a) Der Definitionsbereich ist gegeben durch Dy = R ~ {—1,1} und die Ableitungen
berechnen sich wie folgt:

/ 1 ! 2x

f(z) = <1—:):2) =0

by (20 N 21—a®)? 2031~ a?) (<2x) _ 6a? 42
o= <<1 )2> a (1 —a2)4 T (1—22)3

Fir f' und f” ergibt sich derselbe Definitonsbereich wie fiir f.

b) Der Definitionsbereich ist gegeben durch Dy = R ~ {k7 |k € Z}. Wir bekommen fiir
!
die Ableitungen folgendes

— 2

fw) = _sin;(x)
fiw) = (_ sini(x)), - QSE;S((;))

f" und f” haben jeweils D =R\ {kn |k € Z} N Dy = Dy als Definitionsbereich.

(c) Der Definitionsbereich ist gegeben durch Dy = R. Wir I6sen die Wurzel /(z + 1) =
|z + 1| im Zahler auf (je nach dem Vorzeichen von x + 1) und schreiben

-1
I2 - = —(x+ 1)+ 1)7Y2 fir x< -1
re+

fz) =
r+1 5 12 g
= (x+ D (22 + 172 fiir 2>—1
xre+

Fir z < —1 berechnen wir mit Hilfe der Quotientenregel

(2 1 2z
<_($+1)> _—— Jr(erl)%c?ﬂ)%
%
2

d d
d_xf(x):@

(22 + 1) (22 + 1)
_—(:1: +1)+(.¢1:+1);E: r—1
(22 +1)2 (a2 +1)2

Analog berechnen wir die Ableitung fiir z > —1 (dabei dndert sich nur das Vorzeichen),
und erhalten

—1
ol e
() = (24 1)2
11—z .
— fir x> —-1.
(a2 + 1)}
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17. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

An der Stelle x = —1 ist der Nenner von f(z) nicht differenzierbar, weil die Wurzel-
funktion bei Null nicht differenzierbar ist.

Die zweite Ableitung berechnen wir wieder mit Hilfe der Quotientenregel als

Cd [ z-1 ) @+ — (-1t 1): 2
da \ (22 +1)2 (22 4+ 1)2
?+1-3 -1z  —22°+3z+1

(z2 +1)3 (22 +1)3

£'(x) = <L @)

Analog berechnen wir die zweite Ableitung fiir z > —1 (dabei dndert sich wieder nur
das Vorzeichen), und erhalten

222 +3x+1
fir z < -1
(22 + 1)
f'(x) =
222 —3r—1 .
———  fir > -1
(22 +1)3

Die Ableitungen f’ und f” haben jeweils D = R~ {—1} als Definitionsbereich.

d) Der Definitionsbereich ist gegeben durch Dy = R~ {¥* |k € Z}. Wir bekommen fiir
! 2
die Ableitungen folgendes

L2

fle) = sin(x) cos(x)

"p) — 2 (sin®(z) — cos’(z)) 2 2
fle) = sin(r)cos?(z)  cos?(x)  sin®(x)

f/ und f” haben jeweils D =R\ {% |k € Z} N D; = D; als Definitionsbereich.
Aufgabe H 69. Differenzierbarkeit
(a) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen

-V  firx =20
V- fir x <0

g: R>R:xr—a+ x|z —2].

f:]R—>R:xl—>{ und

(b) Untersuchen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, ob f an der Stelle o = 0 und
g an den Stellen xqg = 0 und x; = 2 differenzierbar ist.

(c) Finden Sie ein Polynom p so, dass die Funktion

In(2+|z|) fir <0

h:R—>R:CEI—>{ p(@) fir 750

zweimal differenzierbar, aber nicht dreimal differenzierbar ist.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Graphen der Funktionen f und ¢:

y Y

64
1

f(x) 4

+ + g(x)
G i 27 9
_14, T
—1 1 2 3

Zum Zeichnen von g verwendet man die betragsfreie Darstellung

22—z, fir <0
g(x) = —r?+3z, fir0<z<2
22—z, fir ©z > 2

(b) Fiir den Differenzenquotienten von f bei xo = 0 gilt

f(@) = f(=o) lim M = lim 1 = —00.

lim —F————— = _

a—zo+0 T — X z—0+0 1 —0 =040 /T

Da kein endlicher rechtsseitiger Grenzwert vorliegt, existiert auch

f/(xo) — lim f(ﬂ?) B f(ﬂfo)

T—x0 r — Tg

nicht, d. h. f ist bei g = 0 nicht differenzierbar. Im Fall der Funktion g ergibt sich:

— —224+32) -0
im 2@ —glw) (et 4 30) = lim (—z+3) = 3,
x—xo+0 T — X x—040 x x—040
2
— —x)—0
m YW =9 o @m0 =0 o) = o1
z—x0—0 T — X z—0—-0 xT z—0—-0

d.h. g ist bei xqg = 0 nicht differenzierbar.

An der Stelle x1 = 2 ist g nicht differenzierbar, denn es gilt:

lim 9(517):9(5”1) _ lim ($2—f%—2
z—z1+0 T4 =240 T
= lim &2 = gip (2 41) = 3,
z—2+40 z—2+40
lim 9@ gy, (2Pese)=2
rz—r1—0 TTI z—2-0 z—2
= lim T2 — i (1) = 1
z—2-0 z z—2—0
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(c) Wir berechnen zunichst die Ableitungen der Funktion

I: (—00,0)] > R: 2z~ 1In2—2x).

Das ergibt
1
I': (—00,0] =» R: a:r—>$_21
I": (—o00,0] = R: x%—m
2
": (—o00,0] = R: xr—>($_2)3

Fiir p wahlen wir ein Polynom vom Grad 2 (es wird sich am Ende der Rechnung
herausstellen, dass das geniigt). Um die Rechnung einfacher zu gestalten, setzen wir
mit

p(z) = ax® + bz +c
an. Damit die Funktion h stetig ist (diese Eigenschaft muss erfiillt sein, damit A
differenzierbar werden kann), muss

gelten. Daraus erhalten wir die Bedingung

lim In(2—2)= lim az®+br+c
z—0-0 z—0+0

und daraus ¢ = In(2). Nun wollen wir mit Hilfe des Differenzenquotienten an der Stelle
xo = 0 dafiir sorgen, dass h differenzierbar ist. Dafiir soll gelten

lim h(z) — h(0) ~ im h(z) — h(0) .
x—0—0 x x—040 x
Wir erhalten
In(2 —z) — In(2 24+b
i RE=2) =@ g e et b) = b,
z—0—0 x rz—040 x x—040

Da die Funktion [ differenzierbar und die Funktion [’ stetig ist, gilt

lip =2 —In@) _ 0 p—

2—0—0 T 2

und wir erhalten b = —%. Damit hat h die Ableitung
1

W-RoR:gm{ 7—2

an—% fir x>0

Damit h zweimal differenzierbar wird, betrachten wir den Differenzenquotienten von
h' an der Stelle 2o = 0.

lim = lim
£—0-0 z z—0+0 T
1 1 1,1
T3 2ax — 5 + 3
) 2 .
lim £ = lim 22
z0-0 z—0+0 z
I"(0) = 2a
1
— = a.
8
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Also ergibt sich

1 1
=1In(2) — =z — =2?
pl) = n(2) - 52— <
und

1 .

- fir <0
' R—>R:x— (x—2)

—1 fuir >0

1
Diese Funktion A" ist an der Stelle 2y = 0 nicht differenzierbar, denn

W) = h0) ]
dp o 0=
Und h//(aj) _ h//(o)
lm ——~ =0
x—040 X

sind verschieden.

Aufgabe H 70. Mehrfaches Ableiten

Seien a, b € RT. Bestimmen Sie jeweils eine Formel fiir die angegebene n-te Ableitung,
wobei n € Ny . Beweisen Sie diese Formel mit vollstandiger Induktion.

(@) ()" (sinh(az) — cosh(az)) (b) ()" ze®, wobei 2 > 0
(c) (£)"a", wobei 2 >0 (d) ()" 2=, wobei x # ¢

a—bx

Losungshinweise hierzu:

(a) Wir wollen mit vollstandiger Induktion zeigen, dass die folgende Gleichung gilt.

(%)” (sinh(az) — cosh(ax)) = (—a)" (sinh(ax) — cosh(az))

Fiir n = 1 gilt (sinh(ax) — cosh(az))’ = (—a) (sinh(az) — cosh(ax)).
@ Dann gilt fiir die (n + 1)-te Ableitung:

((—a)™ (sinh(ax) — cosh(az)))" = (—a)"** (sinh(ax) — cosh(az))

(b) Wir wollen mit vollstdndiger Induktion zeigen, dass die folgende Gleichung gilt.

d " T ac+ T
— | ze® = ne® + ze
dzx

Fiir n =1 gilt (ze*) = e” + ze®.
@ Dann gilt fiir die n 4 1-te Ableitung:
(ne” + ze®) = ne” +e* + xe” = (n + 1)e” + ze”
(c) Wir wollen mit vollstindiger Induktion zeigen, dass die folgende Gleichung gilt.

(%)na—m = (—In(a))"a"®
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Fir n =1 gilt (a"”), = (e_’”ln(“))/ = —In(a) e @ = —In(a)a™".

@ Dann gilt fiir die n 4 1-te Ableitung:

(- n(a))"a~) = (= In(a))" (~In(a)) @~ = (~In(a))"" a*
(d) Und noch einmal:
1 ) nlb"
(a — bx) ~ (a — bx)™t

: I\ —1-(=b 11p!
Fir n =1 gilt = = :
i & (a—bx) (a —bx)?>  (a— bx)H!

@ Dann gilt fiir die n + 1-te Ableitung

nlb” " 0—nlb"(n+1)(a—bx)"(=b)  (n+ 1)t
(a — bz)n+l o (a — bx)2n+2 o (a — bx)n+?
Aufgabe H 71. Differentiation der Umkehrfunktion

(a) Uberpriifen Sie, ob f: R — R: 2 — In(4-+e*) streng monoton ist. Bestimmen Sie den
Wertebereich f(R). Berechnen Sie die Umkehrfunktion f~! und bestimmen Sie damit

% ~!(y), ohne Verwendung von Satz 2.3.1. Bestimmen Sie abermals %f‘l(y), nun
unter Verwendung von Satz 2.3.1. Vergleichen Sie die Ergebnisse.
(b) Sei I :=[-0,5, 4,5]. Gegeben sei die differenzierbare und streng monotone Funktion
f: I — R mit
[« /@) 7@ |

0 1 3

1 2 0,5

2 23 02

3 3 1,5

4 6 4

Wir betrachten f~': f(I) — I. Berechnen Sie (f~)" (1) und (f~1)"(2).
Skizzieren Sie die Graphen von f und von f~! niherungsweise.

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Exponentialfunktion ist streng monoton wachsend und stets positiv, die Logarith-
musfunktion ist streng monoton wachsend. Daraus folgt

e © R—R'
In(4+e*) : R— (In(4+0),00) = (In(4),00) .

Die Umkehrfunktion lautet somit

In (e — 4
£ (In(4),00) = R: y > %
und die Ableitung der Umkehrfunktion ergibt sich zu
d _ d In(e? —4 ey
— ) = — ( ) :
dy dy 2 2(ev —4)
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oder mit Verwendung von Satz 2.3.1 zu

R ey

d 4
d_yf (y)

y=F (o) C ff(mg) 220 2(ev —4)

(b) (i) Der Funktionswert yo = 1 ergibt sich fiir 2o = 0, damit ist die Ableitung der

Umbkehrfunktion an der Stelle f(0)

Ay 1
dyf (y) Y=F(0) f’(O) 3 '

(i) Der Funktionswert y; = 2 ergibt sich fiir z; = 1, damit ist die Ableitung der

Umkehrfunktion an der Stelle f(1)

d
@f (y)

Graphen der Funktionen f und f~!:

y

8
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 72. Differentialquotient und I'Hospital

(a) Berechnen Sie lim te(~*").
t—+o0

(b) Sei f: R — R definiert durch f(z) := e fiir £ € R~ {0} und f(0) := 0.
Berechnen Sie f/(0) mittels Differentialquotienten.
Hinweis: Verwenden Sie (a).

(c) Sei g: R = R: x+— (22)*) Ist g stetigin =07
Bestimmen Sie ¢/(0) mittels Differentialquotienten. Ist ¢’ differenzierbar in . =07

Lésungshinweise hierzu:
(a) Nach der Regel von I'Hospital ist

/
m e — lim b — fim B
e Jm ey = lim (e R vEey

(b) Fiir den Differentialquotienten von f bei o = 0 gilt nach Substitution A = 1/t

_ 1 4
h _ 1 (*t)
lim M = lim e’ = lim ©

= lim teC") =
h—0+0 h h—04+0 h t—+o00 e 0

t——+00

und nach Substitution h = —1/t

h—0-0 h T ho0-0 h t—+00 z t—-+oo
Die Funktion f ist differenzierbar bei zq =0, mit f'(0) = 0.
(c) Fir den Grenzwert von g bei o =0 gilt

im (22) (%) = Jim e2Mn(leha® — ( 2)_ . 2In(jz])
glcl_r%(x) —glcl_r%e = exp 3161_r>1%)21n(|x|)x = exp 9161_r>r(1) in

T

2
= exp (lim _iz) = exp <lim —x2> =e’=1 (=0%.

z—0 —-= z—0
T

Die Funktion g ist stetig. Fiir den Differentialquotienten von g bei xy = 0 gilt

!/
2 ?In(|R]) _
-1 h2 (h?) -1 2h?In(lh|) __ 1 e2h”1 1
¢'(0) = lim gth) ~1 = lim (1) —lim e = lim ( - )
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 (h)
2h2In(|h|)
e (hIn(k) +20) . 1(0+0)
h—0 1 h—0 1

Die Funktion ¢ ist differenzierbar bei zq = 0, mit ¢’(0) = 0.
Fiir den Differentialquotienten von ¢’ bei xq = 0 gilt

/ _ 212 In(|h|)
i 9 (h) =0 i 8 (4h1In(|h]) + 2h)
h—0 h h—0 h
= lim ¢ ("D (41n(|h)) + 2)
h—0

=1(—00+2)=—00.

g’ ist bei xq = 0 nicht differenzierbar.
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Aufgabe H 73. Mittelwertsatz, Monotonie und Funktionsgrenzwerte
Wir betrachten die Funktion f: R* — R: 2z (1+ %)x
(a) Zeigen Sie, dass fiir z € R gilt:

1 1 1
<In (1 + —) < —.
1+ x x
Hinweis: Wenden Sie den Mittelwertsatz auf h: [z,z + 1] — R: ¢t — In(¢) an.
(b) Bestimmen Sie L f(x).
(c) Zeigen Sie mit (@) und (b), dass f streng monoton wachsend ist.

(d) Berechnen Sie lim zIn(1+ 1) unter Verwendung von (a).

r—r-+00

Berechnen Sie damit lim (1 + %)x

T—+00

Lésungshinweise hierzu:
(a) Sei z € R*. Die Logarithmusfunktion ist auf dem Intervall [z,z 4 1] & R* stetig
und differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz 2.4.4 existiert ein (von z abhangiges)
§=¢&(x) € (z,x+ 1) so, dass

h(z+1) — h(x) 1 In(z+1)—In(x) r+1 1
(€) (x+1)—=x < 13 1 "\ " +$
Aus © < £ <x+ 1 folgt
1 1 1
< =< =, und damit ! < In 1—1—l <l.
r+1 & x r+1 x x

(b) Wir schreiben f(z) = (1 + %)x = e*(1+3) | Nach der Kettenregel ist

d 1(1+l) d 1 1 Q? d 1
4 — eorln(l+g n{1+-)| =(14+—-) — |zln{1+ -
dxf(x) e dxxn +x +x dxxn +x ,

und mit der Produktregel folgt

1
L SR RN B S
dzx z z 1_|_l T r+1
xr

d 1Y’ 1 1
so dass insgesamt T (x) ( +x> {n( +x> x—l—l} gilt

(c) Nach (a) ist In(1+ %) > -1 5o dass

z+1
d 1 1
&f(x) = e@n(l+3) [111(14—5) - x—i—l} > 0, fir alle 2 > 0,
N e’ S ~ /
>0 >0

gilt. GemaB 2.4.8 ist f streng monoton wachsend.
(d) Aus ﬁ <In(1+ %) < % folgt xiﬂ <zln(l+ % < 1, fiir alle z > 0.

_l’_
Wegen mEIJPoo xiﬂ = 1 muss dann auch xgrfoox In(1+ %) = 1 sein (Sandwichsatz!).
Daraus folgt lim (1 -+ l)x = lim e?m(+3) — ol — ¢,
T—+00 £ T—+00

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 26



18. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 74. Regel von I'Hospital
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte.

1 T 2 4% — 2:Jc+3 16
(a) lim In(e” +7) (b) lim il
z—+oo  xln(z) =2 (z—2)°
(sin(2z))” 1\
lim ———— d) Il <1 — —)
() 201 — cosh(z) (d) 2450 er
Losungshinweise hierzu:
(a) Es liegt Situation U, vor.
iy (o7 +2?) (In(e” +2?))’ i
im —— = o Tl e
z—too  xIn(x) oo (x ln(gj))/ z—+oo In(z) + 1
e’ + 2 1
= lim - lim ————
z—too €% + 2 zotoo In(z) 4 1
(e + 2z) 1

lim

T —+00 (ex —+ x2)

LNy

e’ +2
= lim - lim ————
z—+00 e + 20 z—+oo In(z) + 1
(e +2) 1
e 1 —_ . m ———
z—+00 (em + 233) T—r+00 ln(x) +1
v 1
x—lgloo er 4+ 2 a:—lgloo In(z) + 1
(b) Es liegt Situation Ny vor.

4% —27+3 4 16 27 — 4)° 27 — 4)%) 2(2° —4)2%In(2
lim + = ( ) = lim (( )), = lim ( )2°In(2)
z—2 (:L‘ — 2)2 z—2 (:L‘ — 2)2 z—2 ((1‘ — 2)2) z—2 2(,1‘ — 2)

oT _ z A
= lim - lim 2% In(2) = lim (274 lim 2% In(2)
=2 r — 2 292 z—2 (x — 2)’ z—2
In(2)2*
i P 97 1n(2) = 41n(2) - 41n(2) = 161n(2)°.
r—2 1 x—2

(c) Es liegt Situation N vor.

[ (sin(e)? ((sin(22))*)" . 4sin(2z) cos(2)
2=0 1 — cosh(z) 20 (1 — cosh(z)) #=0  —sinh(x)

B sin(2x) .

=l ) :1013%(—4 cos(2x))

= (sm(2x)) - lim (—4 cos(2z))

z—0 (smh( )) x—0
2cos(2z) .
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(d) Nach Umformung liegt Situation N, o, vor.

(e®) _ AT
lim <1 — lx) = lim exp (ex In (1 — e_m)) = exp ( lim —ln(l © ))

x—+400 e T—+00 r—+00 ez
e—.ﬁU
In(1—e™®)) (1 — x)
= exp ( lim M) =exp | lim AT 7
T—>400 (e_x) T—~400 —e 7

=ex li -1 =e!
=exp | lim — | =e .
z—+oo | — e~ %

Aufgabe H 75. Taylorentwicklung und Fehlerabschatzung
Sei f:R— R: x> ze'™® gegeben.
(a) Leiten Sie mittels vollstandiger Induktion eine Formel fiir ™ (z) fiir n € Ny her.

(b) Geben Sie das Taylorpolynom T5(f,z,1) und die Taylorreihe T'(f,x,1) an. Zeigen
Sie durch Abschitzen des Restglieds, dass T'(f,z,1) = f(z) fir alle z € R ist.

(c) Bestimmen Sie ein C' > 0 so, dass
\f(z) — Ts(f,2,1)] £ Clz — 1|* fiir alle x € [0,2] ist.
(d) Bestimmen Sie ein a € (0,1) so, dass

\f(z) — T3(f,2,1)| £107* firalle z € [1 —a,1 +a] ist.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die ersten drei Ableitungen von f(z) = ze'™® lauten

flay=(1Q-a)e™,  fla)=(x-2)e"  f"a)=B-a)e ",
was die Vermutung nahelegt, dass
() = (=1)*(z —n)e'™®, firalle z € R, n e Ny,
gilt. Wir beweisen diese Formel durch vollstandige Induktion:
Fir n =0 ist fO(2) = f(z) =2e!™ = (=1)°(z — 0)e!™®.
@ Ist die Formel fiir die n—te Ableitung korrekt, so folgt
fr0 @) = f @) = (DM~ (el
= (-1)"(1—z+n)e™™ = (=1)"z—(n+1)]e" v
(b) Setzt man f*)(1) = (—=1)*(1 — k) in die Definition des Taylorpolynoms n—ter Stufe

und der Taylorreihe von f um den Entwicklungspunkt xy = 1 ein, so erhalt man

To(f,x,1) = i f(k];(l) (z—1)* = i w (x —1)*, insbesondere
k=0 ' k=0 '

Ts(f,z,1) = Zm(x—nk = 1—%(x—1)2+%(37—1)3, und

K
o fk) © (—1)k(1 —
() = 3 W @y = S EELE e
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(d)

vgl. Definition 2.6.2 und 2.6.6. Das Restglied nach Lagrange hat die Form

fOrD (¢ ) 1) (E—n—1)el¢ )
(n+1()!)(‘7”_1)+ - = (<n—|—1)! A

mit einem £ = £, 1 zwischen min(1,z) und max(1,x), vgl. Bemerkung 2.6.3.2.

R.(f,z,1) =

Um nachzuweisen, dass die Funktion f auf ganz R durch ihre Taylorreihe dargestellt
wird, muss nach Satz 2.6.7 gezeigt werden, dass hm R,.(f,z,1) =0 fiir jedes fest
gewahlte x € R gilt. Hierzu betrachten wir

1) (¢ —n—1)el¢ .
Ra(foay) =[S e o Ve D gy
(n+ 1!
—n—1)el ¢ 1 A
_ (5 n )e | 1|n+1 5 el—§ |l‘—1| ‘33' ’
(n+1)! n+1 n!
Aus & > min(1,2) folgt e!=¢ < e!™™n(12)  Dies liefert die Abschitzung
E—n—1| 1 |z — 1]
S 1 O min (1,x) -1
und da e!~min(12) \x — 1| nicht von n abhingt und
1—
m (S o P i S 21 sowe
_ 1
lim lz= 11" =0 (vgl. Beispiel 1.5.9)
n—00 n!
gilt, muss auch
. _q|n
lim g elfmm(l,x) ‘l‘ . 1‘ |I | -0
n—oo| n-+1 n!

und damit gemaB der obigen Abschatzung lim R, (f,z,1) =0 sein.
n—oo
Fir n =3 und z € [0,2] ist

— 4)el—¢
@) = Ta(f, 2, 1)] = |R(fox,1)] = \%

|JJ_ 1|4a

mit einem & =&, ; im Intervall (min(1,z), max(1,z)) € (0,2). Aus 0 < £ < 2 folgt
|€ — 4| < 4 und wegen der Monotonie der Exponentialfunktion e!=¢ < e! = e, so dass

(~ 0,4530)

4! 41 = 4 6

und damit die gewiinschte Ungleichung mit C := % gilt.

Fir 0 <a<1ist [l —a,1+a] € (0,2), so dass die Abschitzung aus (c) benutzt
werden kann. Fiir z € [1 —a,1+a] ist z —1 € [—a,a], d.h. |[x — 1] < a und

Cler —1* < Ca*.
10_

Aus der Bedingung Ca* < 107 folgt a* < , also

/104 1 if
\/ - ~ 0,1219).
C 10

Die Abschatzung ist somit fiir jedes positive a § 0 C/; giiltig.

S
A
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Bemerkung: Bei der Bestimmung der Konstanten in (c) und (d) wurde mehrmals mehr
oder weniger grob abgeschatzt, so dass man nicht die optimalen Werte fiir C' und
a erhdlt. Genauere analytische bzw. numerische Untersuchungen zeigen, dass die Ab-
schitzung in (c) sogar mit C' = é gilt und das groBtmogliche a etwa 0,1663 ist.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 76. Stammfunktion, Kurvendiskussion
Sei
f:R—=R: 2+ (cos(3z))?* — 1.
(a) Bestimmen Sie Nullstellen und lokale Extrema von f.

(b) Bestimmen Sie eine Stammfunktion F' von f.
Bestimmen Sie eine Stammfunktion G' von F'.

(c) Skizzieren Sie die Graphen von f, F' und G in dasselbe Schaubild.

(d) An welchen Stellen besitzt ' Wendepunkte?
An welchen Stellen besitzt G Wendepunkte?

Losungshinweise hierzu:
(a) Zur Bestimmung der Nullstellen betrachten wir

flx)=0
& cos(3r)* =1
& cos(3x) = £1

2

& 3 = T ,nEL
(2n+ 1w
2 2n+1

S e gﬂn, 3 mnely,.

Esist f'(x) = —2cos(3z)-3sin(3z) = —6 cos(3x) sin(3z) = —3sin(6x). Notwendige
Bedingung fiir Extrema:

f'ly) =0
< sin(6y) =0
Sy e {%,n € Z} )

Mit Lemma 2.7.1 folgt, da fiir y mit geraden n bei f’' ein Vorzeichenwechsel von
negativ nach positiv und bei ungeraden n ein Vorzeichenwechsel von positiv nach
negativ vorliegt, dass fiir y mit n gerade die Funktion f ein lokales Minimum und fiir
n ungerade ein lokales Maximum aufweist.

(b)
/COS(Bm)2 —1ldz = /%(COS(GZL‘) +1)—1dz
1
= / 5((:05(690) —1)dz

1
= E(sin(&c) —6x)+¢, ceR.
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Da eine Stammfunktion gefragt ist, wahlen wir ¢ = 0 und erhalten

F(z) = %(sin(()’x) — 6x).

Diese Wahl fiir ¢ ist naheliegend, da wir nun bei der Bestimmung von G keinen linearen
Teil beachten miissen. Es ergibt sich

/F(:c)dx:/%(sin(&c)—&c)dx

1 1
=0 cos(6x) — ZxQ +¢, ceR

Da wieder nur eine Stammfunktion gefragt ist, wahlen wir ¢ = 0 und erhalten

1 1
G(z) = —rg cos(6x) — 1:162.

(c)

-_—f

-—F

—]

(d) Die Funktion F' besitzt an genau den Stellen Wendepunkte, an denen die Funktion
f lokale Extrema besitzt (vgl. Definition 2.7.4). Diese Stellen wurden in Aufgabenteil
(a) bestimmt. Weiterhin besitzt G genau an den Stellen Wendepunkte, an denen die
Ableitung G’ = F lokale Extrema besitzt. In Frage dafiir kommen die Nullstellen von
F" = f. Argumentiert man wieder mit Lemma 2.7.1 folgt, dass es keine Wendepunkte
gibt, da bei keiner Nullstelle von f ein Vorzeichenwechsel vorliegt.
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Aufgabe H 77. Integration durch Substitution

Bestimmen Sie folgende Integrale.

1
(a) / e da

T arctan — arctan(x)
(b) / x2 +z—1 d

(c) / Cossmggus

(d) /1 mdx ,  wobei tanh(z) := 2;2}11(:0 fuir z € R

T

Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

xarctan(z) — arctan(z) _ (x — 1) arctan(x)
/ dz / dz

-2+ —1 (x —1)(x2+1)
:/arctan(:v) da
2?2 +1

mit v = arctan(z), 9% = 1/(2? 4 1)

dz

(c)

/(Sin(s))3 — sin(s) ds— sin(s)((sin(s))? — 1) ds— / — sin(s)(cos(s))? d
5 — (cos(s))3 /b — (cos(s))? /5 — (cos(s))?

mit u = (cos(s))?,du = —3(cos(s))?sin(s) d s

S

1
= | ———du
/3\/5—u
2 2
:—51/5—u—|—c:—§ 5—(cos(x))®+e¢, ceR.
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(d)

2

2
T x cosh(z?)
/tanh(xQ)dm_/ sinh(z?) du
1

1

mit u = sinh(2?), 4% = 2 cosh(z?)

rdx
sinh(4) .
/ 1 . |:11 ( ):| sinh(4)
= —du=|=In(u
, 2u 2 sinh(1)
sinh(1)

Aufgabe H 78. Partielle Integration
Bestimmen Sie die folgenden Integrale.

(a) /lgﬁln(x)dx (b) /(—2x2+4x+1)cos(2x)dx
©) /0 Cecosonyde (d) / arcsin(z) d 2

Losungshinweise hierzu:

(a) In der folgenden Lésung wird zuerst eine Stammfunktion bestimmt und dann die Gren-
zen eingesetzt. Selbstverstandlich kann man die Grenzen auch schon wahrend der Rech-
nung einsetzen, dann ldsst sich aber nicht durch Ableiten {iberpriifen, ob man richtig
gerechnet hat!

2 2 1
/ﬁln(w)dxz —~x3/2~ln(x)} —/—~a:3/2-—dx
~— ——~ 3 3 T

f'@) g(x) ]

32 ln(x)} - /; 224

4
2?7 n(z) — §x3/2] :

T 1T 1
WIN Wl

0 2 4 51"
Vrin(z)dx = 3" %2 . In(z) — 51:3/2]
1

4 2 4
~27-1n(9)—§~27—§~1n(1)—|—§:36-111(3)—

104
9

Wl o
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(b)

(—29&2 +4x + 1) cos(2z)dx
~~ 7 N——

9(z) f'(@)

[ 00?44z 1) %sin(2x)} —/(—4x+4)-%sin(2x)dx

\

[(—2% + 22 + 1) sin(22)] —i—/(:c—l)-Qsin(Z:c)dx
(z) '(z)

[(—2% + 22 + 1)sin(2z)] + [(z — 1) - (— cos(2z))] — [ 1-(—cos(2z))dx

[(—2% + 2z + 1)sin(2z)] + [(z — 1) - (— cos(2z))] + [3 sin(2z)]
[(—2% + 22 + 1) sin(2z) + (1 — z) cos(2x)]

(c) Hier wieder zuerst die Stammfunktion, dann die Grenzen einsetzen, aber man darf auch
die Grenzen schon vorher einsetzen.

/ & cos(2r) da = [e” cos(2x)] - / e - (—2sin(2z)) dz

F'@ g

= [e” cos(2x)]+/\ef_/-2s,in(2x)dx

w@ ()

= [e” cos(2z) 4 €* - 2sin(2x)] — /e”” ~4dcos(2z)dz
Nun kann man die Gleichung nach dem gesuchten Integral auflosen und erhalt
/e“c cos(2z) dx = [Le"(cos(2z) + 2sin(2z))]
Einsetzen der Grenzen liefert
i 1, =« : : 1 oez
/ e’ cos(2x)dx = = (e (cos(Z) + 2sin(%)) — 1 - (cos(0) + 2sin(0))) = g-(264 —1)
0

(d) Beachte: laut Tabelle 3.1.7 ist die Ableitung von g(z) = arcsin(z) gegeben durch

g() = 7=

/arcsin(x) do = 1 -arcsin(z)dx
f'(@)
v 9(z)

= [z arcsin(z)] — /x \/11_71,2 dz
= [z arcsin(z)] — / _% ' %du

= [xarcsin(z)] + [\/ﬂ]

— [x arcsin(x) + m]

(wobei im dritten Schritt substituiert wurde: u =1 — 2%, % = —2z )
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Aufgabe H 79. Potenzreihen
(a) Sei f: (—1,1) - R: .+ In(1 — x). Bestimmen Sie

F:(—l,l)—>R:xr—>/$f(t)dt.

(b) Weiter sei die Funktion

n

- x
g(—p,p)%R%HZm
n=2
gegeben. Bestimmen Sie den Konvergenzradius p und die Ableitungen ¢’ und ¢”.
(c) Bestimmen Sie f'(x)+g"(x). Bestimmen Sie f(z)+¢'(z). Bestimmen Sie F'(z)+g(z).

Bestimmen Sie einen geschlossenen Ausdruck fiir g(x).

Lésungshinweise hierzu:

(a)
F(x):/ ln(l—t)dt:/ 1 -In(1—1¢t)dt
0 0 N ~——
OO
[t-In(1—t)]" /gﬁt ELIpH
= - In — — N
O Jy 11—t
1—t
=z -1In(1 / —_— = —dt
1—t 1—t
=z-In(1—z)—[t+1In(l—1t)];
::p-ln(l—x)—x—ln(l—x)
Alternative Losung: Wer den Trick beim dritten “=" nicht sieht, kann auch in der

ersten Zeile mit u = 1 — ¢ substituieren, und dann auf —In(u) = (—1)In(u) partielle
Integration anwenden.

(b) Fiir a, = ﬁ ist lim,, o | "751;)171 = 1, also ist p = 1. Somit ist

die Potenzreihe auf dem Intervall (—1,1) = U;(0) konvergent und nach 2.6.10 kann
man sie beliebig oft ableiten, und zwar

an+1| = hmn—)oo
an

/( ) i =1 ixn
x f— f— —
J —n— 1 —~n
g//($) _ an—l o an
n=1 n=0
(c) ¢"(x)=>" U:v = L ist die geometrische Reihe, f'(z) = ==, also f'(z)+¢"(z) =

0 fir z € (=1,1). f(x)+¢ ( ) ist eine Stammfunktion davon, also konstant. Wegen
f(0)+4'(0) = In(1)+>",7, % = 0 ist diese Konstante gleich 0, also f(z)+g'(z) = 0.
F(x) 4 g(z) ist eine Stammfunktion davon, also ist F'(z) + g(z) = ¢ konstant. Es

folgt ¢ = F(0) 4+ ¢g(0) = 0, also F(z) + g(x) =0 und damit

g(x)=—=F(z)=—z-In(l —2) + =+ In(l — x)
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Hinweis: Dass ¢'(z) = —f(x) = —In(1 — z) ist, wird schon in 1.14.9 Beispiel erwdhnt, in
2.6.13 wird die Reihe ausgerechnet, allerdings wird der Defininitionsbereich hier zur Abschatzung
des Restglieds eingeschrinkt auf das Intervall [—1,1].

Setzt man dies voraus, kann man ¢ auch mit Hilfe von Partialbruchzerlegung ausrechnen:

n=2 = n=2 n=2
00
l.nJrl "
Z n n
n=1 n=2
00 [e's)
z" z"
=x- E — — —+z
n

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 37



C. Apprich, F. Gaspoz 20. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Kiinzer
L. Ostrowski, J. Magiera

F. Stoll. M. Werth Hohere Mathematik 2 M. Stroppel

Sommersemester 2016

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 80. Integration durch Partialbruchzerlegung
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

+1/v3 o c 17z
(a) /_1/\/?; (332+1)(1:+1)2dx () /1+:c3
2 T
®) [ e @ [ Grrats

Losungshinweise hierzu:

(a) Vor der Partialbruchzerlegung muss zunichst eine Polynomdivision durchgefiihrt wer-
den, um eine gebrochen rationale Funktion zu erhalten, bei der der Grad des Zahlers
kleiner als der des Nenners ist:

2’ ((2° + 1)(z +1)%)
= 2P (203 4227 + 204+ 1) = x—2+%
x® 4+ 224 +22% + 222 +
— 2% —22% — 222 —
— — 22t — 4a® — 4% — 4o — 2
223 + 222 + 32 + 2

Jetzt die Partialbruchzerlegung: Der Ansatz
223 + 22 + 3z + 2 A B Cx+D
@1 0@ 1?2 2+l @rlf ' &11
fihrt auf 223 + 222 +32+2 = (A4 C)2®+ (A+ B+2C+ D)a* + (A+C+2D)z +
(A4 B+ D) und damit auf das lineare Gleichungssystem

1 01 02
1 1 2
1 01
1 1 0
mit der eindeutigen Lésung (A, B,C, D) = (2,—1,0,1). Es gilt also
2x3+2x2+3x+2_ 2 1 n 1
(z24+1)(z+1)2  z+1 2@+1)2 2@2+1)

SchlieBlich integrieren wir:

N = N =
N W N

+1/v3 25 +1/f 2x3—}-2x2+3x+2
2 2 ;- dz
RN (24 1)(x +1)2 1/\[ (2 4+ 1)(x +1)
g r+1 2@ +12 2@2+1) "
+1/V3
1 1
[ 2x+21n|x+1|—|—— arctan( )
2(x+1) -1/V3
V3 om
—0- 2 Lome A
7t n(2+v3) - = + 5
11v3

=——+21 (2+\/§)+%.
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b) Die Substitution u = 22 liefert 1+ 2% + 2% = u? + u + 1 = (u + H3)(y + =1V3)
2 2
Es gilt —1Y3 = ¢=57 und —15Y3 = e5™. Die komplexen Nullstellen des Nen-

2

: g iy 20 lp Lo 2 .
nerpolynoms sind also e 3™, —e 3™ = e3™, e3™ und —e3™ = e73™. Wir fas-
sen diese zu konjugiert komplexen Paaren zusammen und erhalten 1 + 22 4+ 2% =

1 1 2 . 2 .
<($ —e3™)(x — e’ﬁ’”)> ((x —e3™)(x — 6’57”)> =@ —z+1) (2> +x+1) als re-

elle Faktorisierung des Nennerpolynoms. Partialbruchzerlegung liefert den Ansatz

2 Ar + B N Cx+D
142242t 22—2+1 2242+1

und daraus das LGS

1 0 1 00
1 1 -1 110
11 1 —-11/0
01 0 112
das die eindeutige Losung (A, B,C, D) = (—1,1,1,1) hat. Also gilt

2 —x+1 z+1

T+22424 22—241 2242+1°

Wir integrieren:

/#dx:/ 2 dx
1+ 22 + 24 (2 =2+ 1)(22+2+1)
:/ 1—2x . x+1 da
?—x+1 22+2x+1
1 201\ _ 1,
:{%arctan< 7 )—5 n|z® —x + 1

1 (2:1: +1
+—arctan

V3 V3

(c) Esgilt 23 +1 = (x+1)(2* — z + 1). Partialbruchzerlegung ergibt:

1
)+§ln|x2+x+1|

x? a bx +c¢

(x+1)(22 =2+ 1) x+1+x2—x—i—l

- _ 1 o3 _2 . _ 1 :
Einsetzen der Werte a = 3, b= 5, c = —3 ergibt

1 2z + —3 1 1
17 2 2 S dr=17|=1 |4+ -Injz® —x+1
/x+1+$2—x+1 ’ e+ g —e 1

1
=17 g(ln]x%—l] + In |2 —$+1])}

=17 %(m (z4+1)(2® —z + 1>|>}

1
= 37 [In|z® + 1]

Schnellere Alternative ist die Substitution mit 2* = u (und $% = 32?):

17 [ 1 17 \
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(d) Wir beginnen wie in 3.4.7.1

20+ 2

| wra
($2+2$—{—4)3x

1
T2 /(;1:2+2:1:+4)3

2
dx_/(g:2+2x+4)3d:”

~
I

I Lemma:3.4.8.2 -1
2(x2 4 2z + 4)?

1
I1I1=2 d
/(x2+2x+4)3 ‘

Lemma 3.4.9.2 \/_ 1
ac+1 27 mdu
Y=
Lemma:3.4.9.2 2@ §/;du—|—
27 \4 ) (u?+1)?
3414 V3

-~

11

)

ey Y3 (_ 1 {arctan( )+U2L+1] + [ﬁ])

V3(z +1)

3V3(z + 1)

o832 (255

Insgesamt ist das Ergebnis:

/ x d 1 -1
==
(22 + 2z +4)3 2 [2(22 422+ 4)?

V3 (3
_9¥Y =
57 | 3 arctan (

3V3(z + 1) )]

+4(Z’2 + 2z + 4)?

- [—g arctan (x;gl) -

Aufgabe H 81. Ober- und Untersummen

2+ 2z +4

)

A(2? + 22+ 4)?

ﬂx2+2:1:+4_

2 4+ 2z +4

)+ \/g(:v+1)>

r+1 1 r+4
12 (22 + 2z + 4)?

3
Gegeben seien f:[0,3] > R: 2~ (x —2)?+ 1 sowie [ := / f(x) dx
0

(a) Skizzieren Sie das Schaubild von f.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Ober- und Untersummen von f zu den Partitionen

P:={0,1,2,3} und

- {073’3’ }

jeweils eine obere und eine untere Schranke fiir 1. Bestimmen Sie I.

(c) Finden Sie eine Partition R = {0, a,b,3} so, dass S(f,

R) > S(f,Q) ist.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Skizze:

(b) Die Funktion f ist auf dem Interval [0, 2] monoton fallend und auf dem Interval |2, 3]
monoton steigend. Daher ist die Obersumme von f zur Partition P gegeben durch

S(f,P) = Sk (z — w51
k=1
=f0)-1-0)+f(1)-2-1D)+f3)-83=2)=5+24+2=09.

Unter Ausnutzung der Monotonie erhalt man die Untersumme
3
S(f, P) = Z[k () — 1)

- :(1)-(1—0)+f(2)-(2—1)+f(2)-(3—2):2+1+1:4.

Fiir die Partition () haben wir

__ 25 2 13 2 5 121
= 2.2 182 9.5 _ 121y 415

Der genaue Wert des Integrals [ ist

3
/0(1'—2)2+1d:v: [%I3—2$2+59§}g:6.
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rtitionen P und Q:

Skizzen der Ober- und Untersummen von f zu den Pa

I I I I T T T I I I I I T T T

51 15l 5 |
I I S

4t 1 4t |
3 1 3 |
2 f 1 2t |
1 11 |
O I | | | | | 0\ I I | | | | | |

0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

T T

c) Wir wihlen die Partition R = {0, 2,1,3} und erhalten
(c)

)9
S(LR)=f(3) 3+ /1) 1=+ f(2)-B-1)
=B 41+2=%=4625
In diesem Fall gilt also S(f, R) > S(f,Q).

Aufgabe H 82. Integrale und Flicheninhalte
Gegeben seien die Funktionen f: [0,3] = R: x — 42 — 2% und g,: [0,3] = R: 2 — =+«
fir a € R.

(a) Skizzieren Sie das Schaubild von f, g 1, g1 und g3.

[ [ [ [
6 [ a
4 L i
g-1(z)
| | g91(x)
2 i — g3(2)
I | [— fl@)
O L i
| | | | | | | | | | | | | | |
0O 05 1 15 2 25 3
Losungshinweise hierzu: x

(b) Bestimmen Sie die Teilmenge I € R der Elemente «, fiir welche

{z €[0,3]| f(z) = galz)} # 0
ist.

Losungshinweise hierzu: Wir setzen die Funktionswerte gleich und erhalten:

f(x) = ga(®)

— 4dr—’ =1+«
— 0=z’-3r+4+«
34++v9—-4
> 371/2:%
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Nun miissen wir entscheiden, wann (mindestens ein) solches = existiert und im Intervall
[0, 3] liegt.

o Fir a > % ist die Diskriminante negativ, d.h. es existiert kein solches x.

e Fiir a <0 ist ;1 > 3 und x5 < 0, d.h. nicht im gewiinschten Intervall.

e Fiir a € [0, 9] existiert ein solches z im Intervall [0, 3].

Damit ist I = [0, 2].
(c) Bestimmen Sie fiir jedes o € I die Menge {z € [0,3] | f(z) = ga(2)}.

Lésungshinweise hierzu: Wie im vorherigen Teil bereits gerechnet, gilt fiir a € I =

0, ]
3+v0—4da 3 \/9—407}
2 2 ‘

4

{2 €0,3] | F(x) = gala)} = {

(Der Spezialfall o = %, also 3+V29_4°‘ = 3_V3_4°‘, ist mit dieser Schreibweise ebenfalls
abgedeckt!)

(d) Fiir @ € I schlieBen die Graphen von f und g, die Flache F, ein.
Bestimmen Sie deren Inhalt.

Losungshinweise hierzu: Mit dem bisher Errechneten miissen wir nun also fiir o €
das folgende Integral 16sen:

3+v9—4a 3+v9—4a
2 2

— — — 2_
| f@ = gardo= [ 1o (ot a)da
2 2
3+v9—4da
:/ —2? 43z —adx
3-/0—7a
2
34+/9=4a
= —1$3+§$2—04x 2
B 3 2 3-/9"a
2
1 3
= (9 —4a)? .
£(9— 4o)

Aufgabe H 83. Integrale

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a) / m:}jﬁdx ©) / sin(z)" cos(2z) da

1 8
(b) /2x2+4x+26 dz (d) /4+x4dx

Hinweis: (c): Siehe H 65.
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Lésungshinweise hierzu:

xT

-

o = €' Wir erhalten, mit
X

(a) Wir wenden die Transformation ¢ = e” an. Also is

cosh(z) = 3(e” +e™7),

632 t2 t4
——dz=4 | —— dt=4 | ———— dt
/ cosh(z)? v / 1242+ ¢2 / 4+ 21241

2t + 1 2% 4 2 1
=4 [1-——dt=4[1- dt
/ tr+2t2 4+ 1 / (124 1)? + (12 4+1)2

2 1 3 1
:4/1_t2+1+(t2+1)2 dt:4{t—§arctan(t)+§~

t
2 +1

2e”
= |4e” — 6 arct o
{e arctan(e )+e%+1]

Fiir den vorletzten Schritt siehe Lemma 3.4.9 und Beispiel 3.4.14.

(b) Dieses Integral ist von der Form wie in Lemma 3.4.9 (mit Faktor ). Dabei ist 3 = 2

2
und v = 12. Also setzen wir A = 12 und u = % = % Einsetzen in die Formel

von Lemma 3.4.9 ergibt

/m de =1 \/Lgarctan (u)] = [ﬁ arctan <%>] :
(c) In H 65 haben wir gezeigt, dass
sin(z)* cos(2z) = & (7 cos(2x) — 4 cos(4x) + cos(6z) — 4)
gilt. Ferner gilt fiir a € R
/cos(a:p) dz = [Lsin(ax)] .
Damit erhalten erhalten wir als Lésung

/sin(:v)4 cos(2z) do = 15 / 7cos(2x) — 4 cos(4x) + cos(6x) —4 dx

=1 [Z sin(2z) — sin(4x) + 1 sin(6x) — 4x}

16 L2 6
= [ sin(22) — 15 sin(4x) + g5 sin(6z) — x| .

(d) Zunichst betrachten wir das Polynom p(z) = 2%+ 4. Die (komplexen) Nullstellen von
p(z) sind 1 +1, 1 —i, —1+1 und —1 — i. Damit zerfallt p(x) in die komplexen
Linearfaktoren

ple)=(x—-1-i)-(x—14+1) - (x+1—-1)- (x+1+1).

Multipliziert man die Linearfaktoren zu den komplex konjugierten Nullstellen (1 £ i
sowie —1 £ 1), so erhalten wir die reelle Faktorisierung

p(z) = (2% — 20 +2) - (2° + 22 + 2).
Als nachstes fiihren wir eine Partialbruchzerlegung aus:

1 1 Az + B Cx+D

p(z) (22— 22 +2)- (224 2z + 2) x2—2x+2+;p2+2x+2‘
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Multiplikation mit (2? — 2z + 2) - (z* + 22 + 2) und Koeffizientenvergleich liefert

(
A:—é, B = i, C’:% und D = }1. Somit erhalten wir

/ 8 d / —x+ 2 L T+ 2 q
—dz = T
4 + x4 2 —2x+2 22420+ 2

Um Lemma 3.4.8 anwenden zu konnen, miissen wir die Terme zuerst in die entspre-
chende Form bringen:

/ —r+2 T+ 2
+ dx

2 —2x+2 22420+ 2
27 — 2 1 . 242 1

= [ =1, 1,
_/ 2 x2—2x+2+x2—2x+2+2 w2+2w—|—2+x2+2w+2
= [-1In(|2® — 2z 4 2|) + arctan(z — 1) + 3 In(|2® + 2z + 2|) + arctan(z + 1)]

dx

Wobei wir im letzten Schritt Lemma 3.4.8 und Lemma 3.4.9 verwendet haben.
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 84. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren und berechnen Sie
gegebenenfalls deren Werte.

2 teo g 1 oo 2 41
(a) /Ooxe dz (b)/ Rl e e R (c)/ - 1da

+o0
(d) / sin(t)e"* dt in Abhingigkeit vom Parameter o € R
0

Lésungshinweise hierzu:
(a) Beachte: die Funktion xe™® ist stetig auf ganz R, das Problem ist also die untere
Grenze —o0.
Die Funktion xe™® divergiert fiir x+ — —oo bestimmt gegen —oco, insbesondere
ist —re ™ = 1 fur 2 < —1, somit ist f:ololda; eine divergente Minorante fiir
fﬁ re " dx, somit existiert auch dieses Integral nicht, es folgt leicht, dass auch

f ~% d x nicht existiert.
_OO

Oder: er berechnen eine Stammfunktion von ze~* mit Hilfe partieller Integration (die
in H 85 nitzlich sein wird):

/xe””dx = [~ze™"] - /1 (—e)dx = [—(z+1)e ]
Also ist

2 2
/ ze *dz = lim ze Tdux
— 00 a—r—00 o

= lim [—(x—i—l)e’ﬂi = —3e*+ lim (a+1)e™®

a——00 a——00

2
Dieser Grenzwert existiert nicht, also auch nicht das Integral / ze *dzx.

(b) Der Integrand ist auf dem Intervall (0,00) stetig, aber an der Stelle 0 nicht definiert.
Die Problemstellen sind also die beiden Grenzen 0 und +oo. Es gilt (Substitution

u=In(z+1), 4= 1)
[l
1 1 1
/‘<x+1><1n<x+1>> dx:/‘ﬁd“: H - {m}

Eine Stammfunktion von x% m

dx ist somit [ - ﬂ . Also gilt

1
In(z+1)

/+OO 1 1
— — dx
o 22 (x4 1)(In(z+1))2
o 1 N 1 1
N 6—1>Too In(g+1) p 3010 In(a+1) «
0
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Den zweiten Grenzwert kann man mit zweifacher Anwendung der Regel von |'Hospital

berechnen:
, 1 1 _ a—In(a+1) , 1- -4
lm (——— =)= lim ———= = lim
a=0+0 \In(a +1) « a—0+0  aln(a+1) a=0+0 In(a+1) + 255
: a+1-1
= lim
a=0+0 (a+1)In(a+1)+
l 2
= lim
a—0+0 (a4 1)In(a+ 1)+«
1 1

I _ =
05040 In(o+1) + 25 +1 2

Im dritten Schritt wurde mit o + 1 erweitert. Also ergibt sich insgesamt

teol 1 dpe L
/0 2 @+mE+neE T T2

(c) Der Integrand ist stetig auf (2,00), das Problem ist also die obere Grenze +oc. Eine
Stammfunktion des vorderen Teils erhilt man mit Hilfe der Substitution uv = 22 + z,

%:2:64—1:
2¢ + 1
— d=x du=[Vu|l=[Vz2+=zx
[ s e = [ gmdu= i = W)
Somit ist
oo 9r 41 B
———— —1dz= lim [\/xQ—l—x—x]
/2 2V +x B—+o00 9

= hm \/527 B)+2—+6

v BB =B8R+ B+B)

_51—1>I—POO EoE +2-6
. s

= dim —/32 +B+2 V6

— lim —+2—\/6
5—>+oo,/52+ﬁ+ﬁ
1

— lim —+2—\/6
p=+oo 1+4+1

1

— - 12 6:—— 6

5+ V6 5 V6

(d) Der Integrand ist stetig, Problem ist die obere Grenze +o00. Die Stammfunktion be-
rechnet man mit Hilfe zweifacher partieller Integration:

/sin(t)e_o‘tdt = [—cos(t)e™ ] — /acos(t)e_o‘tdt

= [—cos(t)e™™ — asin(t)e "] — /a2 sin(t)e”* dt
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Lost man nach dem gesuchten Integral auf, dann erhalt man

o 1 B o
/sm(t)e fdt = a2 [— cos(t)e " — asin(t)e™ ']
Also ist
o0 1
/0 sin(t)e™ dt = ﬁEI:FOO (1 Y (—cos(B)e ™ — asin(B)e ™’ + 1))

Ist a > 0, dann ist limg_, o, e~®® = 0, also existiert das gesuchte Integral und es gilt

+o0 1
/ sin(t)e”* dt =
0

1+ a?
+o0
Ist « = 0, dann existiert das Integral / sin(t)dt = ﬁlim (—cos(B)+1) nicht. Ist
—+00

0

a < 0 dann gilt fir 8 =27n mit n € N
—cos(B)e™ — asin(B)e™ +1 =¥ 41

Dieser Term konvergiert fiir n — oo gegen —oo, also kann auch das Integral nicht
konvergieren.
Hinweis: Das Integral, das hier berechnet wurde, ist die Laplace-Transformierte der
Sinusfunktion.

Aufgabe H 85. Konvergenz

Untersuchen Sie, ob die folgenden Integrale konvergieren.

(a)/o - r*—x—1 do (b)/_oo|cos(x)|+|sin(x)|dx

—4x? + 5 — 2 |z| + 1

©) /Olﬂ%xgdm (d) /0+ooe_rln(1+x)dx

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt 23 —422452—2 = (z—1)2(z—2), das heiBt, die Funktion f(z) = 2=

. . .- C a’—4z?+50-2
ist im Intervall [0,1) stetig und positiv. Wir konnen also das Grenzwertkriterium an-

wenden. Als Vergleichsfunktion wahlen wir g(z) = ﬁ Dann ist

w L@ oy Bl
e=1-0 g(x) =->1-0 x —2 ’
S | _ |
also hat / 3 d x das gleiche Konvergenzverhalten wie / ———dux,
o v3—4x?+5xr—2 o (x—1)2

divergiert also.
(b) Wegen |cos(x)| £ 1 ist (cos(z))? < |cos(z)], gleiches gilt fiir sin(z), also ist

| cos(x)| + | sin(z)|
|z| + 1

(cos(z))? + (sin(x))? _ 1
x| +1 || +1

1\

+oo 1 +o0 1 +o0 1
Das Integral / ——dx = / d x existiert nicht, also ist / dzx
o lzl+1 o zT+1 o w+1

7 | cos(x)| + | sin(x)] dx, das daher

eine divergente Minorante fiir das Integral /

|z| + 1
+o0 ;
ebenfalls nicht existiert. Somit existiert auch / |cos(:v|)||1|1s1n(x)| d z nicht.
oo x
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(c) Die Problemstelle ist die obere Grenze 1, an der der Integrand eine Polstelle hat.
Esgilt 1 —2* = (1 4+ 2 + 2%)(1 — z), die Vermutung ist also, dass das Integral

1
dasselbe Konvergenzverhalten hat wie das Integral / dx (das laut Vorlesung
0

1
V1—=x

existiert). Wir wenden das Grenzwertkriterium an, es gilt:

= . -z , 1 1

lim = lim ——=lim ———=— >0

2—1-0 \/11_7 T 51041 — 23 a0 ltata? V3

somit existiert das Integral /
& \/1 — x?’
(d) Das Problem ist hier die obere Grenze +o00. Vermutung: das Integral hat dasselbe
+oo
Konvergenzverhalten wie / e “xdx. Dazu wenden wir das Grenzwertkriterium
an: 0 )
“?In(1 In(1 Toa
i S UFe) g WlFe) g T

T——400 e Ty T—>+00 T z—+oo 1

Fiir die zweite Gleichung wurde die Regel von I'Hospital verwendet. Das Grenzwertkrite-
rium besagt nun zwar nicht, dass beide Integrale dasselbe Konvergenzverhalten haben,

+00 +oo
aber aus der Konvergenz von / e “zdx folgt die von / e “In(l +z)dx.
0 0

+oo
Wir untersuchen e “zdz. Wir haben bereits in H 84 (a) eine Stammfunktion

berechnet, also

/+Ooe_””xdx: lim [—(a:+1)e‘$]§ = hm ( (B+1)e?+1)
0 B—+o00

1 1
= lim —6—'— +1= lm (——|+1=1
B—+o00 ef B—+oo ef

Fiir das vorletzte Gleichheitszeichen wurde die Regel von I'Hospital verwendet. Somit

+o0
existiert dieses Integral, also auch das Integral / e "In(l1+2x)dx.
0

Aufgabe H 86. Integralkriterium

+o0 0
Untersuchen Sie das Integral f(x) dz und die Reihe Zf(n) fur

2
1 2mx cos(2mx) — sin(27x)

(b) f(z)= 2

3 —x T

(@) f(x)=

auf Konvergenz, und bestimmen Sie gegebenenfalls die zugehorigen Werte.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Funktion f ist fiir z = 2 positiv und wegen
1— 322
fla) = 55 < 0

(7 =y

(streng) monoton fallend. Nach Satz 3.8.1 haben das angegebene uneigentliche Integral
und die zugehorige Reihe das gleiche Konvergenzverhalten.
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Um die Partialbruchzerlegung von f(z) zu bestimmen, wahlt man den Ansatz

1 A B C
Jx) = z(z+1)(z—1) T -1 N T * x+1
Az(x+ 1)+ Bz —1)(x + 1) + Cz(x — 1)
z(x+1)(z —1)
(A+B+C)a*+(A-C)z—B
x(z+1)(x —1) ’

vgl. 3.4.5. Koeffizientenvergleich liefert

A+B+C=0, A—-C=0, —B=1, also B=-1, A—C’—%.

Damit ergibt sich

+Oof( ) d li g = + ! d
z)dzr = lim —_— — —+ —— dz
9 Botoo Jo 20 —1) = 2(x+1)
.1 1 g
= lim |zInjzr—1]—Injz|+ zIn|z + 1]
B—~+o0 _2 2 9
_1 /8
= 622100 3 (In(x — 1)+ In(z + 1) —2In x)] 2
r _ B B
= lim 1ln (z=Dle+1) = lim 1ln 1—i
p—++00 _2 x? 9 B—too | 2 x? 9
) 1 1 1 3 1 3 1
—_— —

—Inl=0

Das uneigentliche Integral ist konvergent. Nach Satz 3.8.1 muss auch die Reihe kon-
vergieren, allerdings nicht notwendig gegen denselben Wert. Mit Hilfe der Partialbruch-
zerlegung von f(n) ergibt sich (, Teleskopreihe”, vgl. Beweis zu Beispiel 1.8.2):

S st = Jim Y- (555 — 3+ 55

m—r 00

Il

=

|
|MS
7N

3

| | =
—

|
Sl— =

= lim
m—oo 2

| —
]z
VR
3
| —
—
|
S|
|
3

11 1 & 1 1 " 1 1 1 1
= lim - [=—= - =] - — = - —
msoo 2\ 1 2+;(n—1 n) ;<n—1 n) m m+1>
o1 1 1 1 11 1
= lim -— 1-=-] -/ - — — .2 = =

Bemerkung: Die Konvergenz der Reihe kann auch mit dem Majoranten—Kriterium
nachgewiesen werden:

1 1 1 =1 _ -
DT )= 1) < 1= 2 und ;ﬁ konvergiert, vgl. Beispiel 1.8.2.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 50




21. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b) Die Funktion f ist weder positiv noch monoton fallend, denn es ist

2t -1 -0 27

f(n) = — s = > 0 und
1 2n+1)m-(=1)—0 27 ,
f(n—i—§)= (n+%)2 = _n+% < 0, fir n e N.

Satz 3.8.1 ist also nicht anwendbar, weshalb das uneigentliche Integral und die Reihe
ein unterschiedliches Konvergenzverhalten besitzen konnen. Fiir das Integral gilt

—+00

f(z) dz = lim

2 fortoo Jo x

B B o
— lim U de_/ de}
B—too | [y x 9 x?

Das rechte Integral kann durch partielle Integration gemaB 3.2.2 umgeformt werden.

P omx cos(2mz) — sin(27x)
2

dzx

Mit f'(z) = # und g(x) = sin(27x) ergibt sich
B sin(27x) sin(27z)]” B o cos(2mz)
- " dxg = |—~ B S e
/2 x? ) [ x ]2 i /2 z .

so dass insgesamt

+Oof(a;) Lo — Tim [/Q’BM dz + {MF_/Q[BM d:c]

2 B—+00 X X 2 iy
. 8 . )
~ lim {Sm(%rx)} — lim (sm(27r6) _SlIl(47T)> _ 0
B—+00 x 9 B—+o00 16 2

gilt, d. h. das uneigentliche Integral konvergiert und hat den Wert 0. Dagegen ist

0o 00 o 0o 1

n=2

als Vielfaches der harmonischen Reihe divergent, vgl. Beispiel 1.8.5.

Aufgabe H 87. Modell: Parabolische Quadrik als Funktionsgraph
Fir (r,s) € R? betrachten wir f.: R? = R: (21, 22) > ra? + sz3.
Fir t € R sei N,(r,s) die Niveaumenge von f,., zum Niveau t.
Das in der Prasenziibung benutzte Modell stellt einen Ausschnitt
des Graphen der Funktion f_;; dar. Dargestellt ist der Bereich
(x1,22) € [-1,1] x [=1,1]. Sie finden das Modell auch unter:
www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /01
(a) Zeichnen Sie fiir (r,s) € {(1,0),(—4,1),(1,4)} jeweils die Niveaumengen N;(r, s) fiir
t e {—4,0,4}.

(b) Bestimmen Sie die Gestalt des Graphen I'(f, ) in Abhingigkeit von (r,s) € R?.

(c) Bestimmen Sie (r,s) € R? so, dass f, ¢ folgenden achsenparallelen Schnitt besitzt:
{1, 22, frs(1,22)) | 2 € R} ={(L,u—1,u* —2u+3)| ueR}.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Fir (r,s) = (1,0) ist fio(x1,22) = 23 . Die Gleichung 22 = t besitzt fir t < 0
keine reelle Losung, d.h. N;(0,1) ist leer. Fiir ¢ = 0 existiert nur die Lésung x; = 0,
d.h. Ny(0,1) ist eine Gerade. Im Fall ¢t > 0 gibt es zwei Lésungen 7, = =+/%, d.h.
N;(0,1) ist ein Paar paralleler Geraden.

Fir (r,s) = (=4,1) ist f_41(z1,72) = —4a? + 23, Die Gleichung —42? + 23 =1t
besitzt fiir t = 0 die Losungen xo = £+ 21, d.h. No(—4,1) ist ein Paar sich schnei-
dender Geraden. Fiir ¢ # 0 beschreibt —4z? + 22 = ¢ eine Hyperbel mit Asymptoten
To = £ 2x1, wobei die beiden Hyperbelaste im Fall ¢t > 0 im oberen und unteren Feld
und im Fall £ < 0 im linken und rechten Feld zwischen den Asymptoten liegen.

Fir (r,s) = (1,4) ist fi4(z1,22) = 23 + 423. Die Gleichung z? + 422 = t besitzt fiir
t < 0 keine reelle Losung, d.h. N;(1,4) ist leer. Fiir ¢ = 0 existiert nur die Losung
(x1,22) = (0,0), d.h. Ny(1,4) enthélt nur den Nullpunkt. Im Fall ¢ > 0 beschreibt
22 + 422 =t eine Ellipse mit Halbachsen a = v/t und b= \/t/2.

Die Abbildung zeigt jeweils N_4(r, s) in blau, Ny(r,s) in griin und Ny(r,s) in rot.

(r,;8)=(1,0) (r,;8)=(-4,1) (r,s)=(1,4)

3 3 \\/ 3
2 2 2

1 1 1
0 0 0
1 -1 1

-2 -2 /—\ -2
-3 -3 -3
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(b) Fir (r,s) # (0,0) kann der Graph T'(f,.5) € R® von f, als Quadrik mit der Gleichung

T3 = ra’ 4 sr bzw. ra? + sr3 — 13 = 0

aufgefasst werden. Anhand der Vorzeichenverteilung erkennt man, dass I'(f. ) ein ...
o elliptisches Paraboloid ist, wenn r und s dasselbe Vorzeichen haben,

e hyperbolisches Paraboloid ist, wenn r und s verschiedene Vorzeichen haben,

o parabolischer Zylinder ist, wenn genau einer der Parameter r, s Null ist,

vgl. , Lineare Algebra und Geometrie”, Klassifikation 6.3.7 und 6.3.8.

Fir r =s =0 hat I'(f,5) die Gestalt einer Ebene.
(Dieser Spezialfall wird in der linearen Algebra nicht als Quadrik klassifiziert.)

(c) Einsetzen von x5 = u — 1 liefert die Bedingung
{Lu—-1,fs(Lbu=1)| veR} = {(1,u—1,u"—2u+3)| ueR},

d.h.esmuss f,s(L,u—1)=r+s(u—1)>=u* —2u+ 3 fir alle u € R gelten. Aus
r+ su? —2su+ s = u? — 2u + 3 folgt durch Koeffizientenvergleich s =1 und r = 2.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 88. Stetigkeit
Lasst sich die Funktion f im Ursprung stetig fortsetzen?
sin(x?) — sin(y)?
x? + y?
ot +yt
72+ 22
Hinweis: Ist f(x,y) < 2% +y* ? Falls fiir ¢ > 0 sich |(z,y) — (0,0)| < y/ ergibt, ist
dann |f(z,y) — 0| <e?

(@) f:RE{(0,0)} = R: (z,y) —

(b) f:R2~{(0,0)} = R: (z,y) —

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Folgen (}L,O) ney und (0,%)nEN konvergieren gegen (0,0). Aus dem bekannten

Grenzwert lim Smw(x) =1 (siehe 1.12.5) ergeben sich die Funktionsgrenzwerte

z—0
1
11mf( ):hmM—l

n—oo

und

1 0 —sin (1)
hmf((),—)z thS”):—l.
n

n—0o0

Diese Grenzwerte sind verschieden. Also ist die Funktion im Ursprung nicht stetig
erganzbar.

(b) Fiir beliebige reelle Zahlen z,y gilt x? + 2y* = z* und daher 2+2 > < 1. Im ganzen
Definitionsbereich gilt deswegen

2 2

oy
= 2?4 2y? Y + 2y — v

xt + y4
x? + 2y?

Sei £ > 0 gegeben. Fiir |(x,y) — (0,0)] < /¢ ist
[f(,y) =0 S a” +y* Se.
Also lasst sich die Funktion durch den Funktionswert O stetig fortsetzen.

Aufgabe H 89. Ableitungen

Bestimmen Sie jeweils den Gradienten V f(P), die Hessematrix Hf(P) und die Richtungs-
ableitung 0, f(P).

(a) flz,y,2)=a*+e 7V, P=(1,0,-1), v=1(1,-2,2)
(b) f(z,y,2)=exp(ln((z+y)?*+1)+z—-1), P=(1,1,1), wv= \/Lg (—1,—-1,-1)
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Lésungshinweise hierzu:

(a) Esist
3x? 3
Viwy2) = | =dye v | VL0 ={ 0 |,
322y 3¢
3 1 1
(0uf) (1,0,-1) = 0 ° 3 —2 | =1-2e¢
—3e 2
Als Hessematrix ergibt sich
Hf(z,y,2)=| 0 (9" —6y)e ™ v  9y?z2e =V
O 9y2z2e—z3—y3 (924 . 62) e_z3_y3
und damit
6 0 O
0 0 15e

(b) Wir vereinfachen die Funktion. Esist exp(In ((z + y)? + 1) + 2 — 1) = ((z + y)* + 1) e* L.

Damit gilt
(z+y)+1 5
Viyz) = ¢ 20+y) |, VALLY)=]| 4],
2 (z+y) 4
5 1
(a’uf) (17]-7]-) - 4 [ L —1 — _E

Als Hessematrix ergibt sich

(z4+y)*+1 2(z+y) 2(z+y)

Hf(z,y,2)=e"" [ 2(z+y) 2 2
2 (z+vy) 2 2
und damit
5 4 4
Hf(1,1,1)=| 4 2 2
4 2 2

Aufgabe H 90. Lokale Extremstellen

Sei f:R? > R: (z,y)—~ (z—22+(wy—22-1)(y—2)(y+z—4).
(a) Bestimmen Sie die Niveaumenge von f zum Niveau 0.
(b) Betrachten Sie die folgenden Teilmengen des R?.

M, = {(:B,y)E]RQ} (x—2)°+ (y—2)* <1}, MQ::{(:B,y)E]R2| y >},
M = {(:B,y)E]Rﬂ yg:p}, M, = {(z,y)G]RQ} y§4—x},
My = {(:B,y)E]RQ} y<4—=x}.
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(c)
(d)

Skizzieren Sie die Mengen

N1 I:MlmMgﬂM4, N2 Z:MlﬂMgmM5,
N3 ::M1HM3HM4, N4 Z:M1HM3HM5.

Welche dieser Mengen M; und N, sind kompakt?
Welches Vorzeichen hat f auf N7 fiir i € {1,2,3,4}7

Hat die eingeschrankte Funktion f|x,: N3 — R ein Maximum? Wird dieses Maximum
auf N3 oder auf N3 angenommen?
Hat die eingeschrankte Funktion f|y,: N3 — R ein Minimum? Wird dieses Minimum
auf ON3 oder auf Ny angenommen?

L6ésungshinweise hierzu:

(a)
(b)

(c)
(d)

Die Nullstellenmenge ist {(z,y) € R?| f(z,y) =0}
={(z,y) eR*| z=yV((@-22+(y—2 =1 V(z+y=4)}.
Die Menge M, ist die Kreisscheibe (einschlieBlich Rand) vom Radius 1 um (2,2), die

Mengen My, Ms, My und M; sind Halbebenen (teils mit, teils ohne Rand), die durch
Geraden durch den Mittelpunkt der Kreisscheibe abgetrennt werden.

Die fraglichen Schnittmengen ergeben sich damit als die farbig markierten Kreisseg-
mente in der folgenden Skizze:

31

Die Mengen M; und Nj3 sind kompakt. Die Mengen My, M3, My, M5 sind unbe-
schrankt und daher nicht kompakt, die Mengen N;, Ny und Ny sind nicht abgeschlos-
sen.

Siehe Skizze aus Teil (b).

Da N3 kompakt ist, gilt nach dem Satz vom Minimum und Maximum 4.2.18, dass
die eingeschrankte Funktion f|x, ein Maximum und ein Minimum hat. Da ON; zur
Nullstellenmenge von f und damit auch zu der von f|y, gehort und f auf Nj positives
Vorzeichen hat, wird das Minimum auf dem Rand 9/N3 angenommen und das Maximum
im Innern Ny
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Aufgabe H91. Taylorpolynome
(a) Sei f: R? - R: (z,y) > sin(zy).
Bestimmen Sie T1(f, (z,y),(0,0)) und T5(f, (x,y),(0,0)).

Skizzieren Sie die Graphen der durch f(t,t), T1(f, (t,t),(0,0)) und T5(f, (¢,1), (0,0))
auf ¢t € [—2,2] definierten Funktionen in ein Koordinatensystem.

(b) Sei D:=R*~ {(z,y) e R*| 2 =y}.Sei f: D= R: (z,y) —

Bestimmen Sie T1(f, (x,y), (—1,1)) und Ta(f, (z,y),(—1,1)).

Skizzieren Sie die Graphen der durch f(—1,t), T7(f, (—1,¢),(—1,1)) und
To(f,(—1,t),(—1,1)) auf t € [0,2] definierten Funktionen in ein Koordinatensystem.

Tr+y
T—1y

Lésungshinweise hierzu:

(a) Es gilt
g s = (L)
1150 (i Lot )
grad f(0,0) = (8) H(0,0) = <(1) é) |
Daher ist

Tu(f, (z, ), (0,0) =0+ (0,007« (z,y)" =

Ta(f, (z,y),(0,0)) = 0+ (0,007« (z,9)" +

N = O

(2,9) ((1) (1)) (2,9)" = ay.

Die Graphen der durch f(t,t), Ti(f, (t,t),(0,0)) und T5(f, (¢,1),(0,0))
auf ¢t € [—2,2] definierten Funktionen sind in der folgenden Abbildung dargestellt.

41

(b) Es gilt

o) =5 (52) en = os (Lacley )

1 _1
wad -1 = (1), miein = ()
2 2
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Damit ist
Ti(f, (2,9), (-1,1) = 0+ (=1/2,-1/2) s (z+ 1y = 1)" = _%1. _ %y
To(f, (z,y),(—1,1)) =0+ (=1/2,-1/2)" e (z + 1,y — 1)
+%(w+1,y—1) _0% (%)) (z+1y—1)
= —%w - %y - i(a: +1)° + i(y —1)%

(c) Die Graphen der durch f(—1,t), Ti(f,(—1,t),(=1,1)) und Ta(f,(—1,%),(—1,1))
auf ¢t € [0, 2] definierten Funktionen sind in der folgenden Abbildung dargestellt.

11

0.5 1

-0.5-
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 92. Schmiegquadrik und Minimalstelle
Sei
f:R? =5 R: (z,y) — ¥ — 3xe? + 3¢¥ + 2° — 327 + 3.
(a) Bestimmen Sie Vf(x,y) und Hf (x,y).
(b) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von f und deren Typ.

(c) Bestimmen Sie die Tangentialebene und die Schmiegquadrik an den Graphen von f
im Punkt (2,0).

(d) Ist der Punkt (2,0) eine globale Minimalstelle von f?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt

_ (—3e¥+32* — 62 +3 (6 —6 —3eY
Vf(l‘, y) - < 3631/ — 3xeY + 3eY ) ’ Hf(ZL“, y) B ( —3e¥ 963y — 3xeY + Sey) '
(b) Fiir die kritischen Stellen berechnen wir
B —e¥+ a2 -2z +1 (x—1)%\  [e¥
viwp =0 (CWT) - ( )= ()= (&)
o e\ o (0
r ) \1 + ezy x)  \2)°

Wir machen die Probe und setzen (z,y) = (2,0) in den Gradienten ein:

VF(2.0) = (—3 Jg 1_26—+1§ + 3) _ (8) _

Es gibt also nur eine kritische Stelle (x,y) = (2,0). Die Hesse-Matrix in diesem Punkt

lautet
Hf(2,0) = (_63 _63)

Wir bestimmen die Eigenwerte:

Xur2.0)(A) = A = ASp(Hf(2,0)) + det(Hf(2,0)) = \> = 12A +27 =0
<~ )\1 =9, )\2 = 3.

Beide Eigenwerte sind positiv, damit ist die Hesse-Matrix an der Stelle (2,0) positiv
definit und es handelt sich bei der kritischen Stelle um ein lokales Minimum.

Alternativ mit 4.5.8: d((2,0)) = 27 > 0 A f,.((2,0)) = 6 > 0. Es handelt sich also
um ein lokales Minimum.

(c) Die Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (2,0) ist gegeben durch:

2= T(f, (2,9), (2,0) = f(2,0) + (= 2,y = 0)" « Vf(2,0) = 0.
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Die Schmiegquadrik an den Graphen von f im Punkt (2,0) lautet

z = TQ(fv (C(J,y), (270)) - Tl(f7 (ZL‘,y), (270)) + %(‘T - Q’y - O) Hf(270) (:L‘ - 27y - O)T

— 0+ %(m— 2,) (_63 _63) (x—2,9)

=3((x =2 = (x = 2)y + 7).
(d) Der Punkt (2,0) ist keine globale Minimalstelle von f, da z.B.

lim f(z,0) = —o0,

T—>—00
oder f(—10,0) = —1296 < f(2,0).

Aufgabe H 93. Lokale Extrema und Nullstellenmenge
Gegeben ist die Funktion

f:R* = R: (z,y) — (2 + 2y* — 22)?
(a) Bestimmen und skizzieren Sie die Nullstellenmenge N und die Vorzeichenverteilung
von f.
(b) Bestimmen Sie grad f und Hf.
(c) Bestimmen Sie det(Hf(z,y)) — 96 f(z,y). Fiir welche P € N ist det(Hf(P)) =07?

(d) Bestimmen Sie nun alle kritischen Stellen von f und geben Sie deren Typ an.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Nullstellenmenge N von f ist gegeben durch

N ={(e,y) €| 2?42 — 20 = 0} = {(w.y) € B*[ (x = 1) +2° = 1}.

Diese Menge beschreibt eine Ellipse mit Mittelpunkt (1,0) und den Halbachsen a =1
und b = \/Li Die Funktion f ist offensichtlich tiberall nicht negativ, damit ergibt sich
die, in die Skizze eingetragene, Vorzeichenverteilung. In der folgenden Abbildung ist
die Nullstellenmenge dargestellt.

.

+ N
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(b) Esist

2 2 _ —
grad f(z,y) = (2@8&22 | 2y229i)(22xg;y 2)) ’

(222 — 2)? + 4(x* + 2y* — 22) 8(2x — 2)y
Hf(z,y) = ( 8(2x — 2)y 8(x2 + 2y% — 22) + 32y2> ‘

(c) Die Determinante der Hesse-Matrix lautet:

det(Hf (z,y)) = 16(2? 4 2y — 22) (22 — 2)? + 32(2* + 2y* — 22)?
+ 64(22 — 2)%y* + 128(2* + 2y* — 22)y* — 64(2x — 2)*y?
= 96(x* + 2y° — 27)% + 64(2* + 2y* — 2x).

Damit folgt
det(Hf (z,y)) = 96f(x, y) + 64(2” + 2y° — 2x).
Es gilt f(P) = 0 und det(Hf(P)) = 96f(P) — 0 = 0 fir P € N. Daher ist
det(Hf(P)) =0 fir alle P € N.
(d) Wir betrachten

grad f(z,y) =0
und unterscheiden die folgenden Fille:

v* +2y* —2r =0, also (x,y) € N (1)
2?4+ 2y? — 22 #0, dann miissen 2z — 2 = 0 und y = 0 gelten, (2)
also (z,y) = (1,0).

Die in (Il) gefundenen Punkte bilden die Nullstellenmenge N, also die Ellipse. Der in
() gefundene Punkt ist der Mittelpunkt (1,0) der Ellipse.

Da f(z,y) = 0 fiir alle (z,y) € R? und f(P) =0 fiir P € N sind die Punkte in der
Nullstellenmenge globale Minimalstellen.

Wir miissen also nur noch den Mittelpunkt betrachen. Die Hesse-Matrix im Punkt

(1,0) lautet
Hf(1,0) = <_04 _08)

Sie ist offensichtlich negativ definit und damit liegt ein lokales Maximum an der Stelle
(1,0) vor. Es handelt sich nicht um ein globales Maximum, da z.B.

lim f(z,0) = +o0.

T—r—+00
Aufgabe H94. Minimierung mit Nebenbedingung
Seien a,b,c,d € RT Parameter mit a® + b + ¢ = 4.

Sei E:={(z,y,2) ER*| av + by +cz=d}.

(a) Die Funktion f: R* — R: (z,y,2) — 2®+y*+ 2% hat ein Minimum auf der Ebene F.
Bestimmen Sie dieses mit der Methode von Lagrange.

(b) Bestimmen Sie die Hessesche Normalform von E. Bestimmen Sie damit den Abstand
des Ursprungs von der Ebene E.
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(c)

Bestimmen Sie den Punkt auf £ mit minimalem Abstand vom Ursprung unter Ver-

wendung von (@). Bestimmen Sie hiermit abermals den Abstand des Ursprungs von

der Ebene FE.

Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Die Nebenbedingung (z,y, z) € E wird durch die Funktion
g R =R : (2,9,2) = ar+by+cz—d
beschrieben. Die Gradienten von f und g lauten

2z a

grad f(z,y,2) = | 2y | , grad g(z,y, 2) =
2z

Somit erhalten wir die Lagrange-Bedingungen

2¢ + Aa =0
2y +Ab =0
224+ Xc=0
ar +by+cz=d
Aus den ersten drei Gleichungen erhalten wir 2 = —1X\a, y = —3Ab und z = —3Ac.

Eingesetzt in die Ebenengleichung ergibt

~Ma* +b*+ %) =2d
Mit der Bedingung a® + b% + c? = 4 ergibt dies \ = —%d. Damit erhalten wir mit den
ersten drei Gleichungen

z = 1da y = 1db z = 1de. (3)

In f eingesetzt liefert dies (wieder mit a® + b* + ¢* = 4)

d? 2 2 2 d?
flx,y,2) = E(& +b°4c*) = T
Die Ebene E ist bereits in Normalenform, mit der Normalen n = (a, b, c)", angegeben.
Um die Hessesche Normalform der Ebene E zu erhalten miissen wir die Normale noch
normieren, d.h.

|n]] = Va2 + b2 4 2 = 2, (4)

wobei wir wieder a? + b? + ¢ = 4 ausgenutzt haben. Also lautet die Hessesche
Normalform von E

a b c, __d

Den Abstand vom Ursprung ist g wie man nun einfach ablesen kann.

Da die Wurzelfunktion streng monoton wachst, kann statt des Abstands auch das Qua-
drat des Abstands minimiert werden. Genau das wird von der Funktion f beschrieben,
damit haben wir den Punkt auf E mit minimalen Abstand vom Ursprung bereits in
(a) bestimmt — siehe (3)). Der minimale Abstand ist also die Wurzel des minimalen
Werts von f aus (a) und demnach £.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 61



23. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 95. Abstand zweier Mengen
Die Gerade GG und die Ellipse E sind gegeben durch

G={(z,y) eR*| z+3y=12} und FE={(u,v) € R?| 4u*+ 9 =36} .

(a) Zeichnen Sie G und E in ein Koordinatensystem.

(b) Erstellen Sie das Gleichungssystem nach Lagrange fiir die Bestimmung der Extrema
des Quadrats des Abstands (z — u)? + (y — v)? unter den beiden Nebenbedingungen
(x,y) € G und (u,v) € E.

(c) Es gibt ein Punktepaar ((z,y), (u,v)) € G x E mit minimalem Abstand voneinan-
der. Bestimmen Sie dieses Paar mittels (b). Zeichnen Sie dieses Punktepaar in die
Zeichnung aus (a) ein.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Skizze:

—92 L i

| |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

(b) Fiir einen Punkt (z,y) € G und (u,v) € E ist
flxy,u,0) = (x —u)’ + (y —v)?
zu minimieren, wobei die Nebenbedingungen
r+3y—12=0, 4u®>+9%?—-36=0

erfiillt sein miissen. Es ergeben sich somit die Lagrange-Bedingungen

2 —u)+A=0 (5)

20y —v) + 31 =0 (6)
—2(z —u) +8uu =0 (7)
—2(y—v)+18uv =0 (8)
r+3y—12=0 9)

4u® +9v* — 36 = 0 (10)

(c) Da die Gerade die Ellipse nicht schneidet (das sieht man aus der Skizze, oder weil
Einsetzen der Geradengleichung in die Ellipsengleichung auf keine reelle Losung fiihrt)
ist x # u oder y # v und damit miissen A # 0 und p # 0 sein.

Aus den Gleichungen (B)) & ([7) folgt A = —8uwu und aus (@) & (8) 3\ = —18uw.

Daraus ergibt sich 3uv = 4pu bzw. v = Fu.
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Eingesetzt in die Ellipsengleichung (I0) folgt daraus u = £3/v/5 und v = +4//5,
wobei das globale Minimum an der Stelle im ersten Quadranten angenommen wird
(siehe Skizze). Somit betrachten wir u = 3/v/5 und v = 4//5.

Auflésen von Gleichung (Bl) nach A und Einsetzen in (@) ergibt y — v = 3z — 3u.
Auflésen nach x bzw. y und Einsetzen in die Geradengleichung (@) ergibt = = g—i—f’—ox/g

und y:%—‘l/—og mit )\:—%+\%.

Skizze:
4l
3L
9 I i
1l |
0L i
1L |
9L | | | | | | ]
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 96. Jacobi—Matrizen
Die Funktionen f: R?® — R3 und ¢g: R3 — R? seien gegeben durch

2y+z
e 1 31n(5 + v2w?)

f(z,y,2) = | arctan(zz) —y — z und g(u,v,w) = ( ) .
x — 2cos(2+ yz) uwy 3 + v*
Berechnen Sie Jf(z,v,2), Jg(u,v,w), J(go f)(0,—1,2) und J(fo fo f)(0,1,-2).

Losungshinweise hierzu: Durch Anwenden der Regeln fiir partielle Ableitungen erhalt man

0 o) o)
L@y2) L@y By

9 9 9
) = | Ly ey Ly
9 9 9
a—f (2,y,2) a_]; (z,y,2) % (z,y,2)
0 2e2y+z e2y+z
z Xz
- —= ~1 — 1
1+ 2222 1+ 2222 und

1 2z8in(2 4+ yz) 2ysin(2 + yz)

0 0
S (U, v,w) % (u, v, w) % (u,v,w)
Jg(u,v,w) = 90 905

Mit der Kettenregel 4.8.3 fiir vektorwertige Funktionen ergibt sich

J(go /)(0,-1,2) = Jg(f(0,-1,2)) - Jf(0,-1,2) = Jg(0,-1,-2)-Jf(0,-1,2)

g -8 _4 0 2 1 20 8 8
= 3 2 -1 -1 | = 3.3 3]
—4 0 1 0 o0 0 —8 —4

Es gilt f(0,1,—2) = (0,1,—2), d.h. der Punkt (0,1, —2) wird durch f auf sich selbst
abgebildet. Zweimaliges Anwenden der Kettenregel auf fo fo f=(fo f)o f liefert somit
‘](f © f o f)(07 L, _2) = J(f © f)(f(0> 1, _2)) ’ ‘]f(()? 1, _2)
= J(f © f)(07 L, _2) ) Jf(07 L, _2)
= Jf(f(0,1,-2)) - Jf(0,1,-2) - Jf(0,1,-2)
= Jf(0,1,-2)- Jf(0,1,-2) - Jf(0,1,-2) = (Jf(0,1,-2))".
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Nach Einsetzen von (z,y,z2) = (0,1,—2) in Jf(z,y, z) erhalten wir die gesuchte Matrix

3

0 2 1 2 —4 —1
J(fofof)0,1,-2) = | =2 -1 -1 | = 5 5 4
1 0 0 3 -2 -2

Aufgabe H 97. Lineare Approximation
(a) Wir betrachten die Funktion

3ZE1 + (1’2 + ZE3)2 — X3 )

‘R x R x RT — R2: T
/ X IR X (21, 22, 3) ( (xy +1)% —day + x%

Bestimmen Sie die lineare Approximation Ly, : R x R x RT — R? von f
im Punkt @ = (1,0,2)".

(b) Bestimmen Sie eine Konstante ¢ € RT so, dass fiir alle ¢ € (0,1) und alle
x = (1,79, 73)" € U.(a) die Abschitzung |f(z) — L. (7)| < ce? gilt.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Jacobi-Matrix von f an der Stelle z = (z1,29,23)" € R xR x R* lautet

0 0 0
L@ L@ L@

@) G2 2@
3 2(&32 + LUg.) 2(5(?2 + .T3) —1
B 2(z1+ 1) —4 —%

Die lineare Approximation von f im Punkt a hat nach Satz 4.7.2 die Gestalt
Lio(z) = fla) + Jf(a)(x —a),
und durch Einsetzen von a = (1,0,2)" in f und Jf ergibt sich

o)+ (1 ) (3
Lf7a s - + 1 Lo — O

g 1 -4 - T3 — 2
(b) Ausmultiplizieren liefert

Lo 5+ 3(x1 — 1) +4xe + 3(z3 — 2)
a\l) =
4 54 d(xy — 1) — Ay — 5 (25— 2)

3$1+4ZE2+3Z‘3—4
41’1-4[)&'2—%5{]34—2 '

Wir betrachten die Differenz

31’1 + (CL’Q +IL’3)2 — T3 3371 +4l‘2 + 31‘3 —4
(:E1—|—1)2—4CE2+% 41‘1—4ZE2—%£L‘3—|—2

_ (vg + x3)? — 4wy — dx3 + 4 . < di (z) )
($1+1)2+%—41’1+%I3—2 ‘ dg(l’)
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und fassen beiden Komponenten nach Potenzen von 21 —1, x5 und x3—2 zusammen:
_ 2 _ 2 2
di(z) = (vg+x3)° — 4oy —dxg +4 = x5+ 20903 + a5 — 4oy — dag + 4
= ZE% + 2$Q(I3 — 2) -+ (.Tg — 2)2,

2 4 4
dy(2) = (I1+1)2+x%3_4x1+%$3—2 T 2x3;3+

(x3 —2)*
2!1,‘3 :

= (z1—1)*+
Aus der Annahme z € U.(a) & (21 — 1)? + (23 — 0)* + (z3 — 2)* < &2 folgt
(1 —1)* < &2, 75 < g und (z3 —2)* < &2

bzw. |r1 — 1| <¢e, |z2| <e und |z3 —2| < e, vgl. Definition 4.2.1.
Der Betrag von d;(z) kann damit durch

|di(z)] £ 25+ 2|za||ws — 2| + (23 — 2)? < 2+ 2c-e+¢% = 4¢?

abgeschatzt werden. Wegen |23 — 2| < e < 1 ist auBerdem z3 > 1, und damit

_9)\2
da(x §9€1—12+(x3 2) <€2+l€2<252.
2 2

Insgesamt ergibt sich die Abschatzung
(@) = Lya(2)] = di(2)? +da(2)? < /(422 + (272 = V20&%,

und damit die gewiinschte Aussage mit ¢ := /20 = 2v/5 (= 4,4721).

Bemerkung: Wie schon bei Aufgabe H75 ergibt sich auch hier aufgrund mehrerer groBziigi-
ger Abschatzungen nicht der optimale Wert fiir die Konstante. Numerische Berech-
nungen lassen vermuten, dass das kleinstmogliche ¢, mit dem die Abschatzung noch
gilt, im Bereich zwischen 2 und 2,1 liegt.

Aufgabe H 98. Tangente und Tangentialebene
Gegeben seien f:R3 — R : (z,y,2) — 2° — y?> — 42% und die Ebene F : z = —2.

(@) Um was fiir ein geometrisches Objekt handelt es sich bei der Niveaumenge
N = {(z,y,2) ER| f(a,y,2) = —4} ?

Sind (0,0,1) und (—2,2,—1) in N enthalten?
(b) Berechnen Sie die Tangentialebenen an N in den Punkten (0,0,1) und (—2,2,—1).
(c) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der Tangente an EN N im Punkt (—2,2, —1).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Bedingung

flr,y,z) = -4 <= 22—y =42t = 4 = PPy -4 +4=0

entspricht der affinen Normalform eines einschaligen Hyperboloids in den Koordinaten
(21,29, 13) = (% T, % y,z), vgl. ,Lineare Algebra und Geometrie", Klassifikation 6.3.7.
Wegen f(0,0,1) = f(—2,2,—1) = —4 liegen die Punkte (0,0,1) und (—2,2,—1)
in der Niveaumenge N.
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(b) Die gesuchten Tangentialebenen konnen nun wie in Beispiel 4.9.4.2 bestimmt werden.
Der Normalenvektor der Ebene ist dabei stets der Gradient

gradf(xu Y, Z) = (21:’ _va _8Z)T

von f an der jeweiligen Beriihrstelle. Fiir die Tangentialebene in (0,0, 1) erhélt man
auf diese Weise die Gleichung

grad £(0,0,1) e (z — 0,y —0,2—1)"T =0 <= (0,0,—8)" o (z,y,2—1)" = 0,
d.h. —82+8 =0, also F; : z = 1. Fiir die Tangentialebene in (—2,2, —1) muss
grad f(—2,2, =D e (z+2,y— 2,2+ 1) = (=4, -4,8) e (2 4+2,y—2,2+1)" =0

und damit —4x — 4y + 82 + 8 = 0 gelten; dies liefert Fy @z +y — 22 = 2.
(c) Die Punkte der Schnittmenge E N N erfiillen die beiden Bedingungen

r = -2 und 2 —y?— 42> =4

und somit auch die Gleichung y* + 422 = 4+ 22 = 8. Es handelt sich bei ENN also
um eine Ellipse in der Ebene F : x = —2.

Die Tangente an EN N im Punkt (—2,2,—1) kann z. B. als Schnittgerade der Tan-
gentialebene Ey aus (b) mit £ bestimmt werden. Hierzu I6st man die Gleichung von

E5 nach y auf und erhdlt mit z =t und x = —2 die Parameterdarstellung
T T -2 -2 0

g: ly | = | 2—2+2z )| = | 4+2t | = 4 1+t 2], tekR
z z t 0 1

Aufgabe H 99. Geometrische Eigenschaften von Gradienten
Gegeben sei die Funktion f:R? = R: (z,y) — x(2? +y* — 1).

(a) Skizzieren Sie die Niveaumenge

No = {(z,y) € R*| f(z,y) = 0}.

(b) Berechnen Sie die Tangenten an Ny in den Punkten (\/Li’ \/Li) und (—%, —\%)
Fligen Sie diese Tangenten und die Gradienten in diesen Punkten zur Skizze aus (a)

hinzu.

(c) Bestimmen Sie grad f in den Punkten (0,—1) und (0,1). Was l&sst sich iiber die
Tangenten an Ny in diesen Punkten sagen?

(d) Sei Ny = {(z,y) € R?| f(z,y) = 6}. Liegen (V/6,1), (/6,—1) und (2,0) in Ng?
Berechnen und skizzieren Sie die Tangenten an Ny in diesen Punkten. Bestimmen Sie
alle y € R mit (%,y) € Ng und fiigen Sie diese Punkte der Skizze hinzu. Skizzieren
Sie nun Ng im Bereich [3,2] x [—2,2] niherungsweise.
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L6ésungshinweise hierzu:

(a)

(b) Berechne zuerst den Gradienten von f. Es ist
grad f(z,y) = (322 +¢> —1,2zy)".
Fiir die Tangente in (—\/ii, —\%) erhalt man auf diese Weise die Gleichung

1

gradf(_ _\/Lﬁ)'(x—i_\/Li’y_'—Tﬁ)T = (171)T°(x+\/L§7y+\/L§)T = 07

1
\/57
d.h. m+y—|—\/§:0, also Ty :y:—x—\/i. Fiir die Tangente in (\/Li’ ) muss

-

2

gradf(%u%).(x_%ay_%y’ - (1’1)T.($_\/L§7y_\%)1' - 07

und damit = + y — v/2 = 0 gelten; dies liefert Ty : y = —x + /2.
Y

& 1

(c) Der Gradient in den Punkten (0,—1) und (0,1) ist Null. Ny hat keine Tangenten in
diesen Punkten.
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(d) Die Punkte (v/6,1), (v/6,—1) und (2,0) liegen wegen
F(V6,1) = f(¥/6,—1) = £(2,0) = 6

in Ng. Fiir die Tangente in (3/6,1) muss
gradf<\3/671)'(x_ \3/673/_ 1)T = (3\:;/%72\3/6)-[.(‘%_ \3/67y_ 1>T = 07

und damit 3v/36 z + 26y — 2¢/6 — 18 = 0 gelten. Die Tangente in (\?/6, —1) muss

grad f(V/6,—1) e (z — V6,5 +1)T = (3V/36,-2V6)" e (x — V6,y+1)" = 0,

und damit 3v/36 z — 2/6 y — 2¢/6 — 18 = 0 erfiillen. Fiir die Tangente in (2,0) muss
grad f(2,0)e (z —2,y) =0 <= (11,0)" e (z—2,9)"

=0,

und damit 11x — 22 = 0 gelten; also = = 2.
T T
) in Ng sind <%,@) und (%,—@) :

f
[
[
[
I
I

11 ‘\“
\“\ N
~=

Yy="3
=
-~

3
an

Die Punkte (

<
|
o

\

Vi g
2
x=1.75 T =2
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 100. Parametrisierung, Potential, Kurvenintegral
Sei g: R? = R?: (z1,25)" — (e™ + 22,2 + 1),
(a) Bestimmen Sie die Rotation von g. Hat ¢ ein Potential?
Falls ja, geben Sie ein Potential U an. Ist U eine harmonische Funktion?
(b) Wir betrachten folgende Kurven von (0, —1) nach (0, 1).
Sei K ={(x1,22) € R?*| 2i+23=1, 21 20}.
Sei L = {(xl,arg) € R2’ ‘iL‘ll + ‘1’2’ = 1, T § O}
Sei M = {(z1,72) € R*| zy =23 -1, 7; £ 0}.
Skizzieren und parametrisieren Sie diese Kurven.
(c) Berechnen Sie die Kurvenintegrale von ¢ langs der Kurven aus (b) mittels der
Parametrisierungen aus (b).

(d) Verwenden Sie das Potential U, um die Kurvenintegrale aus (c) erneut zu berechnen.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Es gilt
0 0 11
rot g(z1, 22) = %(xlng) - ﬂ(xl,@) =5—5=0

8.172 3 3

Da der Definitionsbereich R? von g sicherlich einfach zusammenhingend ist, hat g

mit Satz 5.2.4. ein Potential.

Wir bestimmen ein Potential zu g, indem wir zunachst die erste Komponente nach x;

integrieren:

[U(z1,22)] = /Um(l’l,f@)dﬂﬂl = /exl + %dﬂ?l = [exl + ﬁxl] .

Wir setzen eine von x5 abhangige Konstante an, d.h.
x
U(xy,x9) = €™ + gle + c(z2).

Diese bestimmen wir durch Ableiten nach z,:

1 0
% + 1= ga(x1,2) = Upy (21, 72) = 371 + a—xQC(Iz)-

Es gilt ¢(x2) = xo + k, wobei wir die Integrationskonstante k& € R Null setzen, da nur

ein Potential gefragt ist. Insgesamt haben wir also
T2
U(xl,xg) = ™t + El’l + Zo.
Weiter ist

AU (z1,x2) = Upyzy (1, 22) + Upyn (T1, 2) = €™ + 0 #£ 0.

Folglich ist U keine harmonische Funktion.
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(b) Die Kurven sind in der folgenden Abbildung dargestellt.

[—K—1—M

Sie werden zum Beispiel parametrisiert durch:

o [55] 0 (i0)

(—=t—1,t)" fir t<0
Co: |[—1,1]: t—
2: [=11] {(t—l,t)T fir >0

Cs: [—1,1]: t (t2t_1).

Hinter C, steckt folgende Uberlegung: Es ist |zo| = 1 — |x1|. Da x; < 0 ist, gilt
|ZE1| = —T. Damit gllt ‘(L’Q| = ].+ZE1, also Tr = ZL’Q—]_ (fUI’ i) z O) bzw. Ty = —5132—1
(fiir 2o < 0). Wir wahlen an der Stelle von x5 unseren Parameter ¢ und lassen diesen
im ersten Fall von —1 bis 0 laufen und danach von 0 bis 1 um eine durchgangige
Parametrisierung zu erhalten. Man kann auch direkt anhand der Skizze erkennen, dass
sich L durch zwei Strecken parametrisieren l3sst.

(c) Wir benutzen die Parametrisierung:

/2 cos(t) sin(t) o
K e\ B+ 1 cos(t)

w/2 ¢
:/ —e“) gin(t) — sin(1)” COS() + cos(t) dt

—n/2 3

:/0 e« gin(¢ dt+/ ™™ gin(t )dt+/7r/2&(2t)+cos(t)dt
—7/2 0 —7/2 3

(Subst. u = Cos(t), au = —sin(t))

:/1eudu+ e du+{sm(2t + sin(¢ )rﬂ =0+2=2.
0 —7/2

(Man kénnte f / —e(®) gin(t) = 0 auch damit begriinden, dass der Integrand eine
ungerade Funkt|on ist.)
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2 1,]° 1 2
P £2 -1 g2y 2y
[e +3 3 1—1— +3 +3 )
e l42—etl=2
1 t2—1 t
e + 2t
/j\49<x).dx:/1(t2_1+1).<1)dt
1 2 2 —
= 2tet 71 242 1d¢t
/_1 e 3 + 3 +
1

(Man kénnte fjl 2te”~1dt = 0 auch damit begriinden, dass der Integrand eine un-
gerade Funktion ist.)

(d) Wir nutzen unser Potential:

/Kg(l“) edz =U(Cy(r/2)) = U(Ci(-7/2)) = U(0,1) = U(0,—1)
=+ 1—("—1)=2.

/L 9(x) « dx = U(Co(1)) — U(Cy(=1)) = U(0,1) — U(0, ~1)
=4+ 1—("—1)=2.

/Mg@:) dz = U(Cy(1) = U(Cy(=1)) = U(0, 1) — U(0, —1)
=" +1—-(e"—1)=2.
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Aufgabe H 101. Kurvenintegrale
Gegeben seien die Vektorfelder
f:iR2 = R%: (2, 29)" = (22, 23)"
g: R3 = R3: (w1, 29, 23)" = (€™ + 22, 6" + 22, e™ + 22)"
h: R* = R*: (21, 19, 23, 24)" — (e + 22, e 4 22, e + 22,0)" .
Sei die Kurve K| parametrisiert durch Cy: [1,2] — R?: ¢ ~ (1,e")". Sei die Kurve K,

parametrisiert durch Cs: [0,1] — R3: ¢+ (£,12,¢%). Sei die Kurve K3 parametrisiert durch
Cs: [0,1] — R*: t — (¢,#2,t%, €% cos(t))" . Berechnen Sie die folgenden Kurvenintegrale.
(a) / f@)edz  (b) / g2 edz  (c) / h(z) e da
K K> K3
(d) Welches dieser Integrale lasst sich auch ohne Parametrisierung berechnen?
Fiihren Sie auch diese Berechnung durch.

Losungshinweise hierzu:

(a), (b), (c)

i f(x).dx:/lz (elm)(gt) dt:/12e3tdt

2
:[131&} _lg 14

(& = —€ — —€ .

3], 3 3

L/ ettt 1 ! 2 3
/ g(x).dx:/ <et2+t6).(2g>dt:/ el - t*  2te” + 267 + 3t + 3t dt
Ko 0 etBth2 3t 0

1 1 1
et+4t4+2t7dt+/ 2tet2dt+/ 32! dt
0 0 0

1

1 1
/ et+4t4+2t7dt—|—/ e“du+/ edu
0 0 0

t 45 181 u1l u
il AR + [e"]o + [
0

1 39
et — 4 2e—1)=3e— 2.
e+20+ (e—1)=3e 50

1 ettt 1 1
/ h(z)edz = / ) o2 dt = / ef 4 4 2te!” + 217 + 3% + 3+ dt
K3 0 e’ (‘)"t %(e‘% cos(t)) 0

39
— 30— 2,
°7 90

Wir verzichten im letzten Integral auf die Berechnung von - (e¥ cos(t)), da dieser

Term sowieso beim Skalarprodukt auf die Null des ersten Faktors trifft. Es ergibt sich
damit das gleiche Integral wie bei K.

(d) Es kommt ein alternativer Losungsweg mit Hilfe von Potentialen in Frage. Wir berech-

nen
0 0
rot f(xly'TQ) = a_xlxg — 8—@1’% = 0.
ooy (67 +af) — 52-(e + 3) 0 — 2 s
rot g(x1, T2, T3) = a%g(exl +22) — a%l(ex3 +2) | =(0-22 | =-2|xy
8%:1(6932 +a3) — aia;Q(exl + 3) 0 — 2z T
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Offenbar verschwindet rot g(zy, s, z3) nicht fiir alle (z1, 72, 23) € R3, also besitzt
g kein Potential. Wenn wir zu g kein Potential finden konnen, so finden wir sicher-
lich auch keines zu h. Die Rotation von f verschwindet iiberall und R? ist einfach
zusammenhangend, also besitzt f ein Potential.

Um dieses zu bestimmen, integrieren wir die erste Komponente nach z;:

1
/x%dxl = gazf + c(x2).

Wir differenzieren nach x5 und vergleichen mit der zweiten Komponente:

d 1 !
d_[EQ (gl’? + C(JIQ)) = C/(LCQ) = ﬂfg

1
= c(xq) = §x§ + k, (wir wahlen k& = 0).

Wir erhalten damit das Potential
Los, 3
U(ZEl,ZEQ) = g(l’l + ZL'Q).
Nun berechnen wir mit Hilfe des Potentials das Kurvenintegral aus (a)

(z)edz = U(C,(2)) —U(C1(1)) = U(1,e*) — U(1,e")

K

(1+e°—1-¢") = %(e6 —e?).

W =

Aufgabe H 102. Parametrisierung, Kurvenintegral

Gegeben seien die Menge M = {(z1, 9, 23) € R®| (v — 1) + 23 = 22},
die Ebene E = {(x1, %9, z3) € R¥| 23 = 2} und das Vektorfeld

T —31'2 -+ 4.’13'3 —6
g R =R | x| — 422 + 3wy + 422 + 8
T3 —42% — 39 — 423 + 813+ 1

(a) Parametrisieren Sie die Kurve K = M N E.
Sei ferner K* die Kurve K, nur rickwarts durchlaufen. Parametrisieren Sie K*.

(b) Berechnen Sie 7{9(93) « d . Berechnen Sie ]{ g(x)edu.

K *

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Kurven K und K* werden parametrisiert durch:

2cos(t) +1
C: [0,27] = R*: t — 2sin(t)
2
2cos(2m —t) + 1
C*: [0,27] = R®: t — 2sin(2m — t)
2
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(b)

27 —6sin(t)+2 —2sin(t)
/ g(x) edr = / 28416 cos(t)+6 sin(t) . 2 cos(t) dt
K 0 —16 cos(t)—6sin(t)—3 0

27
= / 12 — 4sin(t) 4 56 cos(t) + 20 cos(t)* + 12 cos(t) sin(t) d
0

= 447.

Aufgabe H 103. Potential
Berechnen Sie jeweils das Potential U von f, das U(0,0,0) = 17 erfiillt.
—y sin(zy)eY?
(a) f:R> = R3: (2,y,2)" — | (zcos(wy) — zsin(zy))e¥* + 2
ycos(zy)e?” +y + 1

cos(z +y+z) +yzsin(z +y + z2)
(b) f:R> =R (z,y,2)" — ™. | cos(z +y+2)+azsin(z +y+ 2)
cos(z+y+ z) + zysin(r +y + 2)

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen das Potential. Es ist

Ulx,y,z) = /—y sin(zy)e¥* dx = cos(zy)e¥” + c1(y, 2)

Diesen Ausdruck leiten wir nach y ab

dU

d
- sin(zy)e’* 4 z cos(zy)e?” + ﬁ(:yu z)
Y

dy
= —zsin(xy)e’” + zcos(zy)e”” + z = fo(x,y, 2).

Es folgt

c(y,z) = /zdy =yz + ca(2).

Ableiten nach z ergibt

dU deg

_— Yz -

1, = yeoszy)e” +y+ ——(2)
=ycos(zy)e”” +y+1 = f3(z,y, 2).

Es folgt

62(z)2/1d22z+c.

Nun berechnen wir
17 =U(0,0,0) = cos(0)e” + 0+ 0+c=1+c.
Das Potential U ist somit

U:R? = R: (2, z)T — cos(zy)e”” + yz + z + 16.
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(b) Wir berechnen das Potential. Es ist

U(z,y,2) = /COS(OC + 9 4 2)e™? +yzsin(x +y + 2)e™ dx

=sin(z +y + 2)e™* + ¢1(y, 2)

Diesen Ausdruck leiten wir nach y ab
dU
dy
= cos(z +y + 2)e"™* + xzsin(z + y + 2)e™*
- f2 (xa Y, Z)

Es folgt

iy, z) = c(2).
Ableiten nach z ergibt

dU
dz
=cos(z+y+ z)e

= f3<x>y7 Z)

Tyz Tyz

+ zysin(z +y + 2)e

Es folgt cy(2) = c.
Nun berechnen wir

17 = U(0,0,0) = sin(0)e’ + ¢ = c.
Das Potential U ist somit

U: R = R: (2,y,2) — e™sin(z+y + 2) + 17.

d
— =cos(x +y + 2)e™* + xzsin(z + y + 2)e™* + d—cl(y, 2)
)

d
— =cos(z+y+ 2)e"™* + zysin(z + y + 2)e™* + d—c(z)
2
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Sommersemester 2016

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 104. Kurvenintegrale

142
12 -3t

(a) Skizzieren Sie die durch C': [0,3] — R?: ¢ — ( e

) parametrisierte Kurve K .

Berechnen Sie /f(:v)odx und /|f(s)\ds fur
K K
—4x —2y+9
2 +y + 20 ’

(b) Berechnen Sie L(K) sowie /f(s) ds und /Vf(x).d:p fur
K K

f:R* = R%: (2,9) —

=

f:R® % R: (z,y,2) — 22° —y — 3z

el(sint + cost)

und die durch C': [0,71] = R3: t — | e(sint — cost) | parametrisierte Kurve K.
t

e
Lésungshinweise hierzu:
(a) Firalle t € [0, 3] ist
Y
_ A
C'(t) = t=3 ),
% e i
Mit Hilfe der auf K gelegenen Punkte -5 1 50 S
c) = (0,1)", C@1) = (-3,-1",
C<2) - (_47_5)T7 C(S) = <_gv_11)T -
und der zugehdrigen Tangentenrichtungen K
C/(O) = (_3a_1)T7 C/(l) = (_27_3>T7 1
C'(2) = (-1,-5)", C'(3) = (0,-7)"
]
ergibt sich die nebenstehende Skizze. ‘\

Bemerkung: K ist Teil der Parabel
P = {(z,y) € R?*| 42® + day +y* — 18z + 40y — 41 = 0} .

Fiir die gesuchten Kurvenintegrale gilt wegen f(C(t)) = & (14t +7, -7t +21)":

/Kf(x).dx :/ng(C(t)).O’(t)dt _ /03(2113>.(_t2;_31>dt

3
:/ 47 —10t—6dt = [3t— 52— 6t], = —27  und
0
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’ %+ 1
fons = foewmenan - £330
2t +1 3
:/ ( + ) dt:/5t2—2t+10dt
A A ;

= [3£ — ¢+ 10t], = 66.

(b) Fir alle t € [0, 7] ist

C1(t) el(sint + cost) + e'(cost — sint) 2¢! cost
C'(t) = | Cyt) | = | e'(sint —cost)+e(cost+sint) | = | 2e'sint
C4(t) el el

Wegen C'(t) # (0,...,0)" ist C regulir. Als Kurvenlinge ergibt sich gemaB 5.4.2

= / |IC'(t)] dt = / V/4e2t(cost)? + 4et(sint)? + et dt
0 0

:/ Vhe?t dt = \/5/ et dt = \/g[et]7r = V5(e" —1).
0 0

0

Das Kurvenintegral von f langs K hat nach Definition 5.4.1 den Wert

/f ds_/f ) IC'(1)] dt

= / (2¢" — €(sint — cost) — 3e'(sint + cost)) Vel dt
0

:2\/3</ e3tdt—2/ thsintdt—/ thcostdt).
0 0 0

In H 84 (d) wurde (fiir o = —2) gezeigt, dass

/thsintdt = {% th(2sint—cost)}.

Partielle Integration liefert

/e%costdt = [e%sint] —2/e2tsintdt = [

so dass insgesamt

e*(sint + 2 cos t)] :

U=

s

/ f(s)ds = 2v5 [% % — % ?!(2sint — cost) — %th(sint+2cost)]
K 0

1 2 o 2 T 1 2 2 2 o
=25 (5 e i) — (543 -3)) = §VBE-1)

gilt. Da f ein Potential fiir V f ist, ergibt sich nach Satz 5.3.10 auBerdem

/K Vf(@)eds = F(C(m) = F(C(0) = f(—em,e™e™) = f(1,—1,1)
= (27 — " +3¢") — 0 = 2(e +¢7).
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Aufgabe H 105. Hyperbel und Hyperbelfunktionen

Gegeben sei die Kurve K € R? mit der Parametrisierung
C: [1,2] = R2: t 5 (cosh(t), sinh(t)) .

(a) Ist K ist eine Teilmenge der Hyperbel H = {(z,y) € R?| 22 —y? =1} 7

(b) Ist C reguldr und doppelpunktfrei?

(c) Skizzieren Sie H und K in dasselbe Koordinatensystem.

(d) Berechnen Sie das Kurvenintegral der Funktion f: K — R: (z,y) — 6zy langs K.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist (C1(t))* — (Cq(t))* = (cosht)? — (sinht)* = 1, fiir alle t € R, vgl. Beispiel
2.3.3 (,,hyperbolischer Pythagoras*). Somit erfiillen alle Punkte C(t) = (Cy(t), Cy(t))"
der Kurve K die Gleichung der Hyperbel H, d.h. K ist in H enthalten.

(b) C ist stetig differenzierbar, mit C'(t) = (C}(t), C5(t))" = (sinht, cosht)". Wegen

|C"(t)] = +/(sinht)2 + (cosht)2 > /0 + (cosht)? = cosht > 0

ist C'(t) # (0,0)", fiir alle ¢ € [~1,2], d.h. C ist regular. Aus C4(t) = cosht > 0
folgt auBerdem, dass C5 streng monoton wachsend ist, so dass fiir ¢; # ty stets
Cy(t1) # Co(tz) und damit C(ty) # C(t2) gilt. C ist also auch doppelpunktfrei.

(c) Die nachstehende Zeichnung zeigt die Hyperbel H (schwarz) und die Kurve K (blau).
Die gestrichelten Linien sind die Asymptoten y = +x von H.

B <

3.7622
¢@) ~ < 3.6269 ) ’

1.5431
Ci=1) ~ <—1.1752 )

(d) Fiir das Kurvenintegral gilt nach Definition 5.4.1:

| reras = [ s a

= /2 6(cosh t)(sinht) \/(sinh )2 + (cosh )2 d .

-1
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Setze x(t) := (sinht)? + (cosht)?. Nach Beispiel 2.2.12 kann dies zu

z(t) = (e +e7)? = L (¥ +e) = cosh(2t)

NI

(et o e—t)2 +

ST

vereinfacht werden. Wegen
2'(t) = 2(sinh t)(cosh t) 4+ 2(cosh t)(sinh t) = 4(cosh t)(sinh t)

ist nach der Substitutionsregel 3.3.1

/6(cosht)(sinht) V/(sinht)2 4 (cosht)? dt = /g:v'(t) Va(t) dt
= /%\/de = [2%2] = [(cosh(2t))*?],
und damit

/Kf(s) ds = [(cosh(2t))3/2ﬁ1 — (cosh4)?? — (cosh(—2))*?

— (cosh4)*? — (cosh2)3? (= 135.4).

Aufgabe H 106. Lagrange
Seien a,b,c € RT gegeben. Wir betrachten das Ellipsoid

OREORIGEN

Bestimmen Sie den achsenparallelen Quader mit Ecken auf E mit groBtem Volumen.

E = {(x,y,z) eR?

Losungshinweise hierzu: Wir betrachten das Volumen des Quaders als Funktion des Eck-
punktes (z,y,z) im ersten Oktanten, d.h. z 2 0,y = 0,z = 0. Es gilt fiir das Volumen des
Quaders:

V(z,y,z) =2z -2y -2z = 8xyz.

Wir maximieren V' unter der Nebenbedinung

o= (5 () ()10

Die Félle x = 0, y = 0 oder z = 0 konnen wir ausschlieBen, da dann das Volumen Null
ergibt und damit sicherlich nicht maximal ist.
Mit Hilfe der Methode von Lagrange erhalten wir also

2

8yz + E/\x =0 (11)
2

8xz + ﬁ)\y =0 (12)
2

8xry + E)‘Z =0 (13)

()0 0o

Wir sehen direkt, dass A\ # 0 gelten muss, da sonst x,y oder z verschwinden miisste, und
diesen Fall haben wir bereits ausgeschlossen.
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Wir multiplizieren ([T bis (I3]) mit x, y bzw. z (beachte: alle ungleich Null, siehe oben)
und erhalten

2
8ryz + —/\ZL‘2 =0 (15)
8ryz + b2 )\y =0 (16)
8ryz + g/\z2 =0 (17)

N 2 Y\ 2 2\ 2
l Y Y -1=0. 18
(a) * (b) + (c) (18)
Nun addieren wir (I5]) bis (I7) und bekommen
2 Y2 2\ 2
2y + 2\ (<E> + (5> + (E) ) —0.
Die Klammer ergibt wegen (I8) gerade Eins, damit folgt
1
24xyz + 22 =0=zyz = —E)\.
Eingesetzt in (I3]) bis (IT) liefert das
8 T\ 2
—SA+2) <5) ~0
8 Y\ 2
“at2) (—) -
pt T2AG) =0
8 AN

Mit A # 0 und unter Beriicksichtigung der Annahmen a,b,¢ > 0 und x,y,z = 0 erhalten
wir:
a

b
T =—7, = =
3T

Das Volumen des Quaders ist dann

c
\/_ \/_
Aufgabe H 107. Ausgleichsgerade

Gegeben sind die Punkte (z1,v1), ..., (Tn, Yn) 6 R? mit 2y < 29 < --- <z, , wobei n > 2.
(a) Seien sy := Y77 x; und sy := Y77 | x7 . Bestimmen Sie den Cosinus des Winkels

s-

zwischen (z1, o, ... ,xn)T und (1,1,... 1) in Abhangigkeit von s; und s3 .
. . . . . ([ s2s
Folgern Sie, dass s2 < ns, ist. Invertieren Sie die Matrix 32 7;
1

(b) Fiir (a,b) € R? betrachten wir G,3: R — R: z + ax + b und die Summe der
Fehlerquadrate

n n

E(a,b) = > (Gapl;) —y;)* = > (azj +b—y;)*.

j=1 j=1
Bestimmen Sie (a,b) € R? so, dass E(a,b) minimal wird. Diesenfalls heiBt der Graph

von G, die Ausgleichsgerade der genannten Punkte.
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(c) Zeichnen Sie die Punkte (1,3), (2,4), (4,1) und ihre Ausgleichsgerade in dasselbe
Koordinatensystem.

Losungshinweise hierzu:
(a) Esist

(21, @9, xn) o (1,1, 1) = |(z1, 20, ..., 2,)"||(1,1,...,1) | cos ax
Z?:lxj 51

NN AT

= COStx =

Da cosa € [—1,1] gilt

) ST
(cosa)? = — < 1.

San
Es gilt dabei s = ns, <= cosa € {1,-1} <= «a € {0,7}. Fir a € {0,7}
ware aber (x1,29,...,2,) € R(1,1,...,1), im Widerspruch zur Annahme, dass die x;

paarweise verschieden sind. Also tritt der Fall der Gleichheit nicht auf, und wir haben
2

Si—ln < 1 und damit s? < ns,, wie behauptet.

Mit der Standardformel fiir die Invertierung von 2 x 2—Matrizen erhalten wir

—1
S92 S1 . 1 n —S1
1 n son — 7 \ =81 S2

(die Ungleichung s? < ns, sichert, dass der Nenner nicht Null wird).

(b) Wir bestimmen den Gradienten von E und lésen grad E(a,b) = 0:

Z 2(az; +b—yj)x; 2as9 + 2bs; —2 Z T;Y;
grad E(a,b) = | /=, = =,
Z 2(ax; +b—y;) 2a51 +2nb =2 Z Yj
j=1 j=1

j=1
Also gilt (nach Anwendung der inversen Matrix):
0 N D e
grad E(a,b) = = (7) = — = =
0 b nsy — s
P URE I
j=1 j=1

Es handelt sich bei der gefundenen Lésung um ein Minimum, da die Hesse-Matrix

HE (a,b) = 2( 2 °' ) positiv definit ist (in der Tat ist die Determinante 4(syn — s2)

positiv nach Teil (a), und die beiden Eigenwerte miissen positiv sein, weil die Spur
sy + n der Hesse-Matrix positiv ist).
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(c) Eingesetzt in unsere Formel aus (b) erhalten wir

81:1+2+4:7, 82:1+4—|—16:21

a= m(3(1-3+2-4—|—4-1) —7834+44+1)) = —1—411
b= m(—7(1-3+2-4+4-1)+21(3+4+1)) = g,
und damit die Gerade y = —%x + g :
Die Punkte und die Ausgleichsgerade sind in folgender Abbildung dargestellt.
a5
o o ° e
a5 |
3t o
25l
2l
151
1t o
*% 1 > 3 4 5
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