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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 40. Haufungspunkte, Konvergenz von Folgen und Reihen

Untersuchen Sie die Folge (a,)nen auf Haufungspunkte. Geben Sie jeweils eine Teilfolge an,
welche gegen den Haufungspunkt konvergiert.

Konvergiert die Folge (a,)nen? Konvergiert die Reihe > a,,?
n=1
nm

(@) @, = (-1 tan ("7 (b) @ — %cos<”2+ 2 w)

2n +4 '

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt
0 falls n =3k mit kK € N
a, =< —/3 falls n = 6k — 5 oder 6k — 4 mit k € N
V3 falls n = 6k — 2 oder 6k — 1 mit k € N.

Bemerkung: Anstatt 6k —5, 6k—4, 6k —2 und 6k —1 sind auch 6k+1, 6k+2, 6k+4,
und 6k 45 moglich. Hier wurde obige Notation verwendet, um die Elemente a1, a2, a4 und
as ebenfalls aufzufiihren.

Die Haufungspunkte sind 0, V3 und —/3.

Die Teilfolge (ask)ren konvergiert gegen den Haufungspunkt 0. Die Teilfolgen (agk—5)ken
und (agr—_s)ren konvergieren gegen den Hiufungspunkt —+/3. Die Teilfolgen (agr—_2)ren
und (agr—1)ren konvergieren gegen den Haufungspunkt /3.

Die Folge konvergiert nicht, da sie drei Haufungspunkte besitzt.

Die Folge (a,)nen ist keine Nullfolge darum konvergiert die Reihe > a,, nicht.

n=1

(b) Es gilt

n 2 % falls n gerade mit n =2k und k € N

1 (mr) {O falls n ungerade
a, = —cos | — | = K

S|

Wegen |a,| < — ist 0 der einzige Haufungspunkt und die Folge (a,)nen ist eine

Nullfolge.

Die Reihe > a, kann man wie folgt schreiben:

n=1
o0 o0 [ee]
E ap = E Qok + E A2k+1 =
n=1 k=1 k=1

00 1)k
;(l@)

ist eine monoton fallend Nullfolge. Daraus folgt nach Lemma 1.9.5,

N | —

(=1)*
k

Die Folge ’

dass die Reihe > a, konvergiert.

n=1
Aufgabe H 41. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz (im Teil [(b)] in Abhingigkeit vom
Parameter a € R™).
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(a) 222" + Z—f (b) g (a + %)n

© S (-0 (Vi Vi) @Y o

Lésungshinweise hierzu:

1
(a) Sei u, =272". Esist {/|u,| = 7 und daher

1
lim {/|u,| = 1< L.

n—oo

Nach 1.9.16 konvergiert folglich die Reihe 22_2”.
n=1

. 2 w1 1Y? R |
Sei v, = —. Es ist = —(1+ — ) und daraus folgt lim = - <1
" U, 7 n n—00 Uy, 7

12

Nach 1.9.13 konvergiert folglich die Reihe ) T;—n
n=1

00 12
. . _ n-—- o, . .
Die Reihe g 2 2"—1—% ist also konvergent als Summe von zwei konvergenten Reihen

n=1

(Satz 1.9.3).
1\" 1
(b) Sei u, = <a + —) . Esist {/|u,| = a+ — und daher
n n

lim /|u,| = a.
n—oo

Nach 1.9.16 konvergiert die Reihe fiir a < 1 und divergiert sie fiir a > 1. Fiir a = 1,

1 n
erhdlt man die Folge u, = <1+E> , die gegen e konvergiert und somit keine
Nullfolge ist. Darum divergiert die Reihe auch in diesem Fall.
(c) Sei w, = (—1)" (v/n — v/n—1). Wegen
(Vn—+vn—=1) (yn+vn-1) 1

|un| —= —=

(Va+vn—1) (Vi+vn—1)

ist die Folge |u,| monoton fallend mit

1

lim |u,| = lim =0

n—»00 ’ | n—00 (\/ﬁ + \/m)
folgt nach Lemma 1.9.5, dass die Reihe konvergiert.

_ e” 2e” 2 1 2 . : :
(d) Es ist cosh(21) S Gt em — o Iiem < o Die geometrische Reihe

E (—) konvergiert wegen — < 1. Nach 1.9.10 konvergiert die Reihe E _°
—\e e “— cosh(2n)

ebenfalls.

Aufgabe H 42. Geometrische Reihen
Konvergiert die Reihe? Berechnen Sie gegebenenfalls ihren Wert.
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@ S (6) 3 ety (2o)

k=3

Lésungshinweise hierzu:
_ 9k+1

. g . 3\" .,
(a) Sei akzwfurkeN. Es ist ak:—3~<z> . Wir haben

k=3 k=0 k=0 k=0 k=0

o] 3 k
Die Reihe > <Z> ist eine geometrische Reihe mit ¢ = —. Nach 1.8.4 haben wir

k=0

anrl
Zq T 1-q 1-¢

3 . . .

Fir |q| = - < 1 gilt hm ¢"1 = 0 nach 1.5.8. Daraus folgt dass die Reihe konvergiert

mit

W(_S)k+1_ 1 3\ 0 3\ ! 32_ 81
;2%_3 1—§1+3 1) ) e ly) =

k k
2 o /2

(b) Sei a;, = e *y/(2e)" fir k € N. Es ist a = \/j . Die Reihe >° \/j ist eine
€ k=0 €

geometrische Reihe mit ¢ = \/7 Nach 1.8.4 haben wir

n+1

DL e il et
0 q q

2
Fir |¢| = \/g < 1 gilt lim ¢"*' = 0 nach 1.5.8. Daraus folgt dass die Reihe

n—oo

0 k

2
Z\[E -
k=0

konvergiert mit

|
—
cﬁoy

Aufgabe H 43. Teleskopreihen
Konvergiert die Reihe? Berechnen Sie gegebenenfalls ihren Wert.

© k1 k‘2
@ 5T ® £ (=)
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Lésungshinweise hierzu:
nok—1 n 1

a) Sei S, = —_— = — — . Wir erhalten
(a) = k! kz::z (k—1)! &

< k-1
Esist > = lim S, = 1. Insbesondere konvergiert die Reihe.
k=1 n—o0

. n k2 n k E—1 ,
(b) Sei S, = kzzéln ((k gy 1)) = k:21n (k——i-l) —1In (T) . Wir erhalten

- (o)) () -+ ()

LS k2 1 1
Esi 1 =l =In(l)=In{= | =—-In{=) =1In(2).
sist S () = dm =m0 - (5) = < (3) = w2
Insbesondere konvergiert die Reihe.
Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/

Bitte geben Sie dort zunéchst lhre Matrikelnummer ein.

Die Losungen sind als ganze Zahlen oder als Dezimalzahlen mit einem Dezimalpunkt einzu-
geben. Sonstige Zeichen (wie zum Beispiel Klammern oder Operatoren wie / und ) diirfen
nicht benutzt werden.

AnschlieBend miissen Sie das per Email (an Ihre studentische Emailadresse) erhaltene Passwort
fiir die Onlinelibungen eintragen.

Innerhalb des Bearbeitungszeitraums konnen Sie lhre Eingaben beliebig oft wiederholen, wo-
bei die letzten Eingaben gewertet werden. Der Bearbeitungszeitraum endet mittwochs, nach
der Abgabe der schriftlichen Ubungen in den Ubungsgruppen, um 24:00 Uhr. Sie erhalten
fiir die Bearbeitung der Online-Aufgabe 0 bis 2 Punkte.
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 44. Stetigkeit
Gegeben sei die Funktion f: [—1,3] — R durch

-1 firxz <0
sig(x) - 2® firz <1 _ _ ]
flx)=1, ] mit  sig(z) =<0 firz=0 .
2 fir x > 1 .

v 1 firz >0

(a) Fertigen Sie eine Skizze des Graphen von f an. (Beachten Sie den Definitionsbereich.)
(b) Zeigen Sie mittels der £-§-Definition, dass f im Punkt 0 stetig ist.
(c) Zeigen Sie, dass f im Punkt 1 unstetig ist.

Losungshinweise hierzu:
(a) Esist
—z? fiirz € [-1,0)

flx)=<2z* firzel0,1]
2 fur z € (1, 3]

Damit lasst sich f skizzieren:

_y_‘_
2.-
,‘.
| [ | ] T bx
o A s 3 |
_4_

(b) Da die Funktion stiickweise definiert ist, machen wir eine Fallunterscheidung.
Der erste Fall betrachtet 0 < ¢ < 1, sodass der Funktionswert der Sprungstelle
(f(1) = 1; siehe Skizze) nicht in unserem c-Bereich liegt. Wir geben zwei Lésungsva-

rianten an:
Variante 1 Mittels Aquivalenzumformungen aus der gewiinschten Ungleichung:

If(z) = f0)| <ee|+2>—0|<e
sa?<e
& |z| < Ve
oz € (—8,0) mit 6 = /F
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Hinweis: Hier bei kdnnen wir auch aus der Rechnung ¢ < 1 folgern:
Damit f(z) = £2? gilt, muss = € [—1,1] erfiillen, also § < 1 gelten. Aus ¢ = §?
folgt nun ¢ £ 1
Variante 2 Man rit ein geschicktes § aus der Skizze, z.B. wahle § = . Dann gilt fiir alle
x € (—0,0)
1f(z) — f0)| =2 <8 =< e.

Auch hier sehen wir wieder aus der Rechnung, dass 0, < 1 gelten muss.

Nun betrachten wir den zweiten Fall £ > 1, sodass der Funktionswert der Sprungstelle
in unserem c-Bereich liegt. Wahle hier 6 = 1. Dann gilt fiir alle = € (-0, 9)

If(z) = fO)|=a*<1®=1<c¢.

Somit existiert fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 mit |f(z) — f(0)| < ¢ fiir alle = € (—6,0).
Nach der e-¢9-Definition ist f folglich stetig in xq = 0.

(c) Sei die Folge (a,), € N definiert durch a, = 1+ +. Dann konvergiert a, gegen 1
2 2
und die Folge f(a,) = 51 = —fl konvergiert gegen 2 # f(1) = 1. Somit ist f

unstetig in zg = 1.

Aufgabe H 45. Stetigkeit
Seien a,b € R Parameter. Wir betrachten die Funktionen f,g: R — R mit

sin(x +1) . i3
22— 1 firz <-1 bbe firz <b
—x
f(z) = und g(x) =
ar® +1 . .
poa] firz =2 —1 —cos(In(z?+1)) firz=b

(a) Berechnen Sie

x—l>l—nll—0f(x)7 x—l>1—Hll+0f(x>7 IEIOI109<$>, :L‘I—HJI-]&-Og(x)

(fiir die Funktion g in Abhangigkeit vom Parameter b).
(b) Fiir welche Werte des Parameters a ist f an der Stelle —1 stetig?
(c) Fiir welche Werte des Parameters b ist g an der Stelle 0 stetig?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt

i 1 i 1 1
) — G SROED o snGd D),
T——1-0 z——1-0 g% —1 z—=—-1-0 x+1 x—1

in(t 1 1 1
:(lim SIn())-(lim ):1-—:——,
t—0—0 ¢ z——-1-01 — 1 -2 2

) ar®+1 1—a
xi@%ﬂx) = o 2+1 2 7

lim, ,o_o—cos(In(2?+1)) = -1 firb<0

Vb2er
h_
VvV b2%e®

hmm_m_o =1 firb >0
b—x

lim g(x) — Jlim, 00 =lim, ,000=0 flirb=0 ’

z—0—0
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lim, 040 —cos(In (22 +1)) = -1 firb<0

lim g(z) = 4 Maoro—cos (In(2* + 1)) = =1 fiirb=0

x—0+0 </ b2€aj

limz_>0+0 — =1 fir b >0
b—x

(b) f ist genau dann stetig in —1, wenn z_l>1_rrl1_0f(x) = f(-1) = $_1>1_H11+0f(x) gilt. Nach
11— 1 1-—
Aufgabenteil (a) und mit f(—1) = Ta gilt dies genau dann, wenn 5= 3 ¢

also genau fiir a = 2.
(c) g ist genau dann stetig in 0, wenn liglog(:c) =g(0) = limog(x) gilt. Nach Aufga-
z—0—

z—0+
benteil (a) und mit

—1 firb=<0
0) = -
9(0) {1 firb >0
gilt dies genau fiir alle b # 0.

Aufgabe H 46. Grenzwerte von Funktionen

Untersuchen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.

. tan(3z) + 22 . 3t bt 42T -1 (1
(a) ocll)glo T (b) xl—l>r—noo {L‘4 — 71’7 + X +x.81n E
cos(x)+2 1
e .
Mo d) lim )
(C) wgr-ipoo ln(q;) ( ) z—0+0 \/932 - \/ZUQ ¥ 3z
Losungshinweise hierzu:
(a) . tan(3x) + 2? . sin(3x) 3 x
lim —————— = lim . —
2—0-0 2 z=0-0 3x  2cos(3x) 2
in(t
= | lim sin(?) -1 lim L + [ Lm z
t—0-0 ¢ 2—0-0 2 cos(3x) z—0—0 2
3 3
=1-—+0=-.
2 * 2
(b) o 3t 45t -1 e
lim +x-sin| —
a——oco  xt —Tx"+x x
. S+ E+1-%  sin(2)
= lim 4~ T T
3 5 1 .
S+241-1L t
(i EEBTIEY (g i)
T—>—00 5= 7+ =5 t—0-0
1 6
7 + 7
ecos(a:)+2 e3 3
Fii 1 gilt < . Zud ilt li = 0. Mit d
(c) Fir z > 1 gilt 0 < (o) = In) udem gilt lim (2] 0. Mit dem
ecos(:r:)+2

Sandwich-Kriterium folgt somit lim =0

r—+00 111(:(})
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(d) i 1 . Vit +Var+ 3z
200 V21— V22 + 3z 253040 (2 4+ x) — (22 + 3x)
. V- (Ve +1+ Vo +3)
z—040 —2x
o Vo F+l1+Vr+3
= lim =

z—0+0 —2\/5

Aufgabe H 47. Intervallhalbierungsmethode
Gegeben sei die Funktion f: [0,27] — R: x +— e™/3 4 sin(x).
(a) Skizzieren Sie den Graphen von f. (Beachten Sie den Definitionsbereich.)

(b) Zeigen Sie, dass f im Intervall [g, 37“] genau eine Nullstelle besitzt.

(c) Finden Sie mittels der Intervallhalbierungsmethode ein Intervall I = [a, b], das diese
Nullstelle enthalt und b — a < 0.4 erfiillt.

Hinweis: Funktionswerte diirfen mit einem Taschenrechner naherungsweise bestimmt
werden.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Man kann f mittels einer Wertetabelle oder als Summe der (bekannten) Funktionen
x> e "3 und 2 — sin(x) einzeichnen:

| 1 | | | | | | | | | . f
A 1 7 e e ! —
| ; [ |

(b) Die Funktion f ist als Verkniipfung stetiger Funktionen ebenfalls stetig und es gilt

T\ o 7/6 4 g; (f)>
f<2>—e>0 + sin 5 =21>0

3 3
f (%) — ¢ /2 4 sin <§) <el-1<0.

Le—l

und

. . . T 3T
Nach dem Nullstellensatz von Bolzano existiert somit eine Nullstelle im Intervall > 7) :

3
Weiterhin ist die Funktion z — sin(z) im Intervall (g, g) streng monoton fallend.
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Ebenso die Funktion z — e™*/3 da z — e® streng monoton wichst. Folglich ist f
ebenfalls streng monoton fallend und es folgt die Eindeutigkeit der Nullstelle.

3
c) Wir setzen a; = T und b; = —W. Dann gilt
2 2

f (al—;b1> = f(mr) =3 4sin(r) =3 >0.

a1+b1

Somit setzen wir as =

f<a2+b2) :f(S—W> :e_5”/12+sin(5—7r) < 1 —£< 1_\/§<O.

3
=7 und by =b; = g Es gilt jetzt

2 4 ~—— 4 e 2 2
<e-1 ~—
:_\/5/2 <1/2
b 5
Daher setzen wir a3 = as = 7 und b3 = GQ;L 2 — Zﬁ Nun gilt
b 9
FL2E) _p(2T) 2 0075 <0
2 8
b 9
Folglich setzen wir ay = a3 = 7 und by = ag;L L %
3,2 9
Es gilt nun by — a4 = g < ? = 0,4. Das gesuchte Intervall ist daher |:7T, g} .

Online-Aufgabe.

Sie finden |hre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 26.4.-2.5.) auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 48. Konvergenz von Potenzreihen

Schreiben Sie f(z) = > an(z — 20)™ mit geeigneten a, € C und z, € C.
n=0

Bestimmen Sie den Entwicklungspunkt und den Konvergenzradius von f(z).
Untersuchen Sie die Potenzreihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz in z = 1.

@) f(z) = (52 —1)* (b) f(z) = nl (iz 4204+ 1)"
k=0 n=1
Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist
oo oo i oo
Z (52 —i)? 252’“(2—5)2’“ = Z%(Z—Zo)n
k=0 k=0 n=0

mit Entwicklungspunkt zo = % und Koeffizienten

5" fiir n gerade
a, = .
0  fiir n ungerade

Es ist

0 fiir n ungerade

. 5 fiir n gerade
Vlan| = .

Somit ist lim {/|a,| = 5 und der Konvergenzradius ist p = %
n—-+00

i 4
Wegen |i — %’ =z > p ist die Reihe f im Punkt i divergent.
(b) Esist
OO in 0 j2n OO n .
f(z):Z:n2 (iz4+21+1) Znnz—i—Q—l Z n2” (z+2—1)

n=1 n=1
= E CLn Z — ZO

mit Entwicklungspunkt zy = —2 + 1 und Koeffizienten

0 firn=20
On =9 (=) . .
— firn #0

Es ist

. 0 firm=20
V |an| - 1 . .

T firn #0
www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 10
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1
=3 und der Konvergenzradius ist p = 2.

Somit ist nl_l}r_"l_loo Vlan| = nl_lgloo 2\/_

Wegen |i — (—2 +1)| = 2 = p lasst sich mittels des Konvergenzradius keine Aussage
iiber die Konvergenz treffen. Daher betrachten wir

n

= 5(21)" = <_$)n .

n=1

Diese Reihe ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent, jedoch nicht absolut konver-

=1
gent, da die harmonische Reihe Z — divergiert.
n

n=1

Aufgabe H 49. Formel von Euler und de Moivre

Schreiben Sie f(z) jeweils als Linearkombination von Funktionen der Form e"* mit n € Z.
Schreiben Sie sodann f(x) als Linearkombination von Funktionen der Form sin(nz) und
cos(mz) mit n € N und m € Ny.

(a) f(z) = (cos(3z))*sin(6z)
(b) f(z) = cos(2x) (sin(z))* + (cos(5z))* + (cos(z))? cos(2x)

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt

f(x) = (cos(3z))" sin(6x)

elSm +e i3z el6{17 —e i6x
2 21

= 1 (eilzx + 4e'%7 4 6 + o710 4 e*il%) ) (ei6x _ efiG;c)

321
_ i.eiISw_’_ieile i 6 i —i6z ie—iIQm - L.e—nsx
321 321 321 321 321 321
s —i18z L ii2s —i12z 9 6w —i6x
—321(e e )+8i(e e )—|—32i(e e %)
1 1 5
=16 sin(18z) + 1 sin(12z) + T sin(6x) .

(b) Es gilt

f(x) = cos(2z) (sin(x))* + (cos(5x))° + (cos(z))* cos(2z)
= cos(2z) ((sin(z ))? + (cos(.r))2) + (cos(5x))°
)+ (cos(52))°”

B ei2:r; + —i2z N 1590 +e—15:(3 3
B 2 2

= cos(2x

1. 1 _. 1. 3. 3 _. 1 .
— §el2x+56_12x—|—gell5x—|—§615I+§e_15x+§e_115x

— % (eiQm + e—in) 4 é (eil5r 4 e—i15m) 4 g (eifm + e—i5r)

1 3
= cos(2x) + 1 cos(15x) + 1 cos(bx) .
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Aufgabe H 50. Ableitungen
(a) Sei a € (0,+00). Bestimmen Sie die Ableitung von

f:(0,40) = R: 2 — (x —a)ln(z)

an der Stelle ¢y = a mittels des Differenzenquotienten.

(b) Bestimmen Sie fiir die folgenden reellwertigen Funktionen jeweils ein maximales Inter-
vall auf dem sie durch die gegebenen Terme definiert sind.
Berechnen Sie die Ableitungen mittels der Regeln aus 2.2.1, 2.2.3 und 2.2.5:

_ T\ oo - e qu oy Vv
(i) g(x) = Cos(§>sm($ ) (i) h(z) = (z +5)" (iii) j(z) = sin(z) cos(z) + 1

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist

f'(a) = lim @) = J(a) = lim (x=a)lnz) =0 = lim In(z) = In(a) .

r—a Tr— a r—a Tr—a T—a

(b) (i) Die Funktion g ist definiert auf ganz R; g : R - R : 2 — cos(%)sin(ﬁ). Die
Ableitung erhalt man mittels Anwendung der Produkt- und der Kettenregel:

g(x) = —sin(%) . % . sin(xz) + COS(;) . cos(xQ) - 2x
=2z cos(%) cos(xz) — %sin(%) sin(xQ) .

(ii) Die Funktion h ist definiert auf (=5, +00); h: (=5, +00) = R: x> (z+5)* =

e®m@+5)  Die Ableitung erhilt man mittels Anwendung der Produkt- und der
Kettenregel:
d x
B _ zln(z+5) _  zln(z+5) 1 5
(z) 2° e n(z+ )+x+5

" x
\/E
sin(z) cos(z) + 1
Die Ableitung erhalt man mittels Anwendung der Produkt- und der Quotienten-
regel: Hierfiir gibt es folgende 2 Varianten:
1. Variante Man bestimmt die Ableitung von j direkt iiber die angegebene Form.

(iii) Die Funktion j ist definiert auf [0,400); j: R - R: 2z

57 - (sin(z) cos(z) + 1) +v/x - (= cos(x) cos(x) + sin(z) sin(z)

-/
xT) =
7 (@) (sin(z) cos(x) 4 1)
_sin(z) cos(z) +1 — 2z (cos(z))® + 2z (sin(z))?
2/ (sin(z) cos(z) + 1)
2. Variante Man verwendet zunichst das Additionstheorem sin(z)cos(z) = 3 sin(2x)
2
und erhalt somit die Darstellung j(z) = % fir j. Diese leitet man
nun ab:
() = \/Lg(sin(Qx) +2) — 2/x (2cos(22)) _ sin(2z) — 4 cos(2x) + 2

(sin(2x) + 2)?  Vax(sin(22) + 2)2
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Aufgabe H 51. Kettenregel
(a) Differenzieren Sie ((cos(x))” + (sin(x))?) (exp (sin (2 — 1722 + cos(92)))).
(b) Es bezeichnen g,h: R — R die Polynomfunktionen g(z) = z* — 423 — 222 + 122 + 2
und h(z) = 2° + 22° + x.
Bestimmen Sie die Nullstellen der Ableitung von hog: R — R: 2 — h(g(x)).

Lésungshinweise hierzu:
(@) Man erhilt die Ableitung durch mehrfache Anwendung der Kettenregel:

% \(cos(x))2 + (sin(a:))Q)J (exp (sin (z* — 1727 + cos(9z))))

=1

_ iesin(:p3fl7x2+cos(9x))
dzx

= ofin(? 1T eos(0m)) ¢ (z° — 172% 4 cos(9z)) - (3z* — 34z — sin(9z) - 9)
= (32° — 34z — 9sin(9z)) - cos (2° — 172* + cos(9z)) - gsin(2 ~17zFcos(9))
(b) Es gilt (hog)(z) = (h og)(x)- ¢ (x). Somit sind die Nullstellen von (h o g)" genau
die Nullstellen von h’' o g und ¢'(z).
g (z) =42® — 122> — 4z +12=4 (2" = 32> — 2 + 3) ,
B (z) =52 + 622 + 1.
Somit gilt A/(z) > 0 fiir alle x € R. Insbesondere folgt (h'og)(z) = h' (g (z)) > 0 fir
alle x € R, also besitzt h'og keine Nullstellen. Fiir die Nullstellen von ¢’ sehen wir, dass
13—3-12—143 = 0 und erhalten mittels Polynomdivision und der Mitternachtsformel
42° —122% —dx + 12 =4 (2* = 32> — 2+ 3) = 4(z — 1) (¢* — 22 — 3)
=4z —-1)(z+1)(z—3).

Also besitzt ¢’ die Nullstellen —1,1 und 3 und nach Obigem besitzt die Ableitung von
h o g genau die gleichen Nullstellen.

Online-Aufgabe.

Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 3.5.-9.5.) auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 52. Ableitungen
Sei die Funktion f(x) =2 — 4 + arctan(z) In(z).

(a) Bestimmen Sie die maximale Teilmenge D € R, auf der f durch diesen Funktionsterm
definiert werden kann.

(b) Wo ist f differenzierbar?
(c) Berechnen Sie f" und f”.

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Wurzelfunktion ist auf [0,400) definiert, darum muss % — 4 = 0 sein. Diese
letzte Funktion ist gleich null fiir z = —2 und = 2 und ist = 0, wenn x < —2 oder
x 2> 2. Darum ist die Verkettung v/22 — 4 auf (—oo, —2] U [2, +00) definiert.
Die Logarithmusfunktion ist auf (0, +o00) definiert, darum muss = > 0 sein.
Der Definitionsbereich von arctan ist R.
Deswegen ist D = [2,400) die maximale Teilmenge, auf der f durch f(z) =
V22 — 4 + arctan(z) In(z) definiert werden kann.

(b) Die Verkettung +/z? — 4 ist auf (—oo, —2] U [2,+00) definiert. Aber, da die Wur-
zelfunktion an der Stelle 0 nicht differenzierbar ist, missen wir die Punkte heraus-
nehmen, an denen 22 — 4 null ist. Das heiBt, die Verkettung +/22 — 4 ist nur auf
(—o0, —2) U (2, +00) differenzierbar.

Tatsachlich sind die Logarithmusfunktion und arctan Funktionen auf ihrem ganzen
Definitionsbereich differenzierbar.

Darum ist die Funktion f auf dem Bereich (2, +00) differenzierbar.

(c) Die Ableitung von f ist:
1 1

1
/ p— . . . —_—
fllx) = 2z =1 + 22 In(x) + arctan(x) .
1 In(x)  arctan(z)
= z(2®—4)72 .
2 )7 1+ 22 T
Die zweite Ableitung von f ist:
@) = (@475 -4y

i (1+22)2 x?
= (22 —4)72 —2*(2? — 4) %—1—;
(1 + a?)
In(x) - 2z N 1 arctan(x)
(14222 z(1+2?) x?
T S 2 ~ In(z) 22 arctan(x).
z(1+22) (14 22)? x?

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 14
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Aufgabe H 53. Ableitungen einer Funktionsschar

22
Sei h:R =Rz —o o
x°+

a) Bestimmen Sie die Ableitung &' : R — R von h.
(a) g

mit d > 0.

(b) Bestimmen Sie das Verhalten von h und &’ fiir x gegen +oo.

(c) Bestimmen Sie fiir 4’ die Bereiche mit positiven bzw. negativen Funktionswerten.

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Ableitung von f ergibt sich mittels der Quotientenregel:

(e +1) - (2®+d)— (22* +2) -2 —a*+4de+d

B (z) =

(22 + d)? (224 4d)?
(b) Esist
242
lim A(z) = lim =2
z—to0 z—+too | + -3
1 14+%4+ 4
lim W'(r)= lim — —2% 2 =
T—Foo z—y+oo 2 (1 + %)

(c) Zunachst bestimmen wir die Nullstellen von A’ mit der Mitternachtsformel:

—4d + /(4d)? + 4d
W(z)=0s -2’ +4dz+d < 2 = _(2 Prad s viETd.

Wegen d > 0 ist die Diskriminante positiv(4d? + d > 0) und somit besitzt // immer
zwei verschiedene Nullstellen. Zudem ist der Nenner von A’ immer positiv (22 +d > 0,
also (v2+d)? > 0). Da (z°+d)* > 0 firalle + € R und lim —a*+4dwv+d = —oo0,

r—F00

gilt, besitzt A’ auf den Intervallen (—o0,2d — v4d? + d) und (2d 4+ v4d? + d, +0)
negative Funktionswerte und auf dem Intervall (2d—+/4d? + d, 2d++/4d? 4+ d) positive
Funktionswerte.

Bemerkung: Als alternative Begriindung zur Grenzwertbetrachtung kann hierfiir auch ver-
wendet werden, dass der Zihler von /' eine nach unten gedffnete Parabel ist.
Aufgabe H 54. Differenzierbarkeit und Tangente

Sei (m,p) € R? ein Parameterpaar mit p € (—2,2).
Wir betrachten die Funktion f: R — R mit

\/f—ﬁgm firz <0

fle) = - firz>0
¢+ pr+1

(a) Skizzieren Sie den Graphen von f fiir (m,p) € {(1,0),(0,—1)}.

(b) Fiir welche Parameterpaare (m,p) ist f an der Stelle 0 stetig?

(c) Fiir welche Parameterpaare (m,p) ist f an der Stelle 0 differenzierbar?

(d) Bestimmen Sie fiir den in (c) bestimmten Wert von (m,p) die Gleichung der Tangente
an den Graphen von f an der Stelle 0. Skizzieren Sie diese Tangente an den Graphen.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 15
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Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

(d)

Hier sind die Skizze.

v

“"’\

e B S !

Auf (—00,0) und (0, +o0) ist f durch die Verkniipfung von Funktionen definiert, die
auf ihrem gesamten Definitionsbereich auch stetig sind. Deswegen ist die Funktion f
auf R\{0} stetig. Wir berechnen dann die links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f
an der Stelle 0:

) 1
Jm f( )_xggiomJ“m_ler_f(O)
und 0 5
lim f(z)= —_——=—-=2
2040 x—>0+0 »?+pr+1 1

Die Funktion f ist an der Stelle 0 stetig nur wenn beide Grenzwerte den gleichen Wert
f(0) haben, das heiBt, nur fir m =1 ist f auch an der Stelle 0 stetig.

Die erste Bedingung an die Funktion f um an der Stelle 0 differenzierbar zu sein ist,
dass sie an der Stelle 0 stetig ist. Folglich muss m = 1 gelten. Dann ist die Funktion
f an der Stelle 0 differenzierbar wenn die links- und rechtsseitigen Grenzwerte des
Differenzenquotienten an der Stelle 0 existieren und dieselben sind. So berechnen wir

+1-2
lim ————= = lim —\/17 = 1 z

1
z—0-0  x —0 —0—0 x 200 V1 —x(1++1—2x)
1—-v1l-2z ) 1

= lim ——— = lim —

150-0 gv/T—xz  eo0-0/I—z(l+v/I—2) 2

und

f(fﬂ)—f( ) 2

2
r—040 €xr — x—040 €

—22% — 2px L —2x — 2p

= lim

= lim ———— = —2p.
=040 z(2?2 + pr+1)  a=040 22+ pr + 1 p

1
Das heiBt, f ist an der Stelle 0 differenzierbar, falls m =1 und p = ~1 gilt.
Die Gleichung der Tangente an den Graphen von f an der Stelle 0 ist dann y =

1(0) - (z —0) + f(0), das heiBt

X
)
Y 2+
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Aufgabe H 55. Ableitung der Umkehrfunktion
Sei f:R — R :z+ (cosh(x))s@).
(a) Bestimmen Sie die Ableitung von f.

(b) Zeigen Sie, dass f auf dem Intervall [0, g] streng monoton wachst und bestimmen

Sie damit ein Intervall 7 € R so, dass f : [0, g] — I bijektiv ist.

(c) Nach Aufgabenteil [(b)] gibt es eine Umkehrfunktion f~! : I — [og] 2u f. Be-
stimmen Sie die Geradengleichung der Tangenten an den Graphen von f~! im Punkt

() 5)

Gibt es eine Tangente an den Graphen von f~! im Punkt (1,0)?

Lésungshinweise hierzu:

(@) Zur Bestimmung der Ableitung schreiben wir f als natriirliche Exponentialfunktion
und wenden die Ketten und die Produktregel an:

_ 4
- dz

f'(x)

. . inh
esm(a:) In(cosh(z)) _ esm(a:) In(cosh(z)) | (COS(ZE) i IH(COSh([L')) + sin(as) . (Sjlor;h((z:)))

sin(x) sinh(z)

= [ cos(x) In(cosh(x ) (cosh(z))S®)
(cos) fcosh(a)) + =L ) (o)

(b) Zum Nachweis der Monotonie gibt es zwei Losungsvarianten:
1. Variante Wir verwenden die Ableitung f’ und zeigen, dass diese immer positiv ist (auBer
eventuell in den Randpunkten 0 und T.Seixe (O, g} Dann gilt cos(z) > 0,
cosh(z) > 1, sin(x) > 0, sinh(x) > 0 und es folgt

sin(x) sinh(z)

f'(x) = | cos(x) In(cosh(z)) + (Cosh(x))sin(x) -0
——— COSh(.I) —

Somit ist f streng monoton wachsend.

2. Variante Wir verwenden die Definition von streng monoton wachsend: Seien a,b € [0, %]
mit a < b. Dann gilt 1 < cosh(a) < cosh(b) und 0 < sin(a) < sin(b), da
cosh(0) =1, sin(0) = 0 und cosh und sin auf [0, Z] streng monoton wachsen.

)
Damit folgt

—~
~—

. 1 . 2 .
(cosh())™@ < (cosh(8))™ 2 (cosh(p))™®)

Dabei gilt in (1) Gleichheit genau dann, wenn a = 0 ist. In (2) ist keine Gleichheit
moglich, da cosh(b) > 1 gilt. Somit haben wir die strenge Monotonie von f
nachgewiesen.
. m 7T L s
Nun gilt f(0) = 1 und f<§> = cosh (5) Somit ist [ = [1,cosh <§>] das
gesuchte Intervall.
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(c) Esist (f!)" (cosh (%)) die Steigung der Tangenten. Diese berechnen wir mittels Satz
2.3.1. Weiter ist f~' (cosh (3)) =2 und

2

r(5)= (v ) e () = (3

ISIERINIE

und damit

-1 T — 1 = !
f <cosh <§>> = Iz (f_l (cosh (%)))  sinh (%) '

Damit erhalten wir die Tangente

t:R—)R:xH';(%)(x—COSh(g>> T_ 1 .x+z_cosh(

INIERINTE

)
sinh 2 sinh (g) 2 sinh (

Esist f7'(1) = 0 und f’(0) = 0. Somit l3sst sich die Ableitung von f~! an der Stelle

1 nicht mit Satz 2.3.1 bestimmen. Genauer ist f~' in 1 nicht differenzierbar und hat eine
senkrechte Tangente (es gilt lirr} |(f7")(z)| = 4+00). Diese senkrechte Tangente wird durch
r—r

die Gleichung x = 1 beschrieben.

Online-Aufgabe.

Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 10.5.-16.5.) auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 56. Die Regel von I'Hospital
Sei a € R ein Parameter. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

(a) lim ey

x — sin(z) cos(z) (b) lim z?

z—+o0 ax? + In(x)

Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Es gilt

lim 2 — sin(z) cos(x) = lim 2%~ = 0,
z—0 z—0

also konnen wir die Regel von I'Hospital anwenden. Es folgt

x — sin(z) cos(z)

: . 1—cos(2x)
lim =lim ——>——
z—0 rie~® 20 (322 — x3)e

falls der rechte Limes existiert. (Wir beniitzen hier sin(z) cos(z) = 1sin(2z) fiir die
Ableitung.)
Im Folgenden beniitzen wir noch zweimal die Regel von I'Hospital (in beiden Schritten

haben wir ein Problem der Form ,,%“) und erhalten
_ 1 — cos(2z) _ 2sin(2x)
lim = lim
2—0 3x2e™% — x3e™® 10 (6 — 622 + z3)e 7
~ lim 4 cos(2x) _ 2

2—=0 (6 — 18z 4+ 922 — 23)e=® 3

1
Beobachtung: man kann auch bemerken, dass lin(l] —— = 1. Dann kann man dasselben
z—0 e ¥

x — sin(z) cos(x)

Gedankengang wie oben machen aber nur fiir und die Ableitungen

23
werden einfacher.
Man beobachtet zuerst, dass, fiir = # 0, gilt
x? _ 1
ar? +In(z) ¢4 2@
x
Man kann dann die Regel von I'Hospital fiir den Term h;(f) benutzen, da lim,_, o, In(z) =
lim,_s 4o 22 = +00. Man erhilt
1 1 1
T LI VR S PR S

zo+oo 2 zo+00 2 z——too 212
und daraus folgt, dass lim, o #Tn(x) = % wenn a # 0.
Fiir a = 0 sieht man sofort, dass limz_>+oo#;(x) = limx_>+oo% = 400 (da

In(z)
22

lim, oo 22 = 0 und >0 fir z > 1).

Aufgabe H 57. Mehr Grenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.
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(a) lim sin?(x) (b) lim x — sin(z)

20 (1 — e?) z—+oo x + sin(x)

Losungshinweise hierzu:
(a) Man benutzt hier zweimal nacheinander die Regel von I'Hospital (in beiden Schritten
haben wir ein Problem der Form g) Wir erhalten
sin?(z) , sin(2x) . 2cos(22)

lim —————~ =lm——— = lim ——————— = —1.
2=0 (1l —e?) 2501 —e® —ze* a—0 —(2+ x)e”

Beobachtung: man kann auch bemerken, dass hr% sin(x)
T—r €T

= 1. Dann braucht man nur

einmal die Regel von I'Hospital um lir%M zu erklaren.
z— — et
(b) Es gilt
r—sin(z) 1- mnxﬂ

x + sin(x) - 1 4 s’
Aus dem Sandwichsatz folgt lim, szﬁ = 0. Wir erhalten dann

i P01
=400 r +sin(z) 1
Beachten Sie, dass die Regel von I'Hospital hier nicht gilt, da lim, ., 1 —sin(z) und
lim, 1 1 + sin(x) nicht existieren.

Aufgabe H 58. Taylorpolynome
Wir betrachten die durch f(x) = 225 — 52? + 3 gegebene Funktion f: R — R.
Skizzieren Sie alle im Folgenden verlangten Graphen in ein gemeinsames Koordinatensystem.
(a) Berechnen Sie die Ableitungen fU)(x) fiir j € {0,1,2,3,4} und skizzieren Sie den
Graphen von f auf dem Intervall [—1,2].
(b) Berechnen Sie das Taylorpolynom Ty(f,z,0) und skizzieren Sie den Graphen von
Ty(f,x,0) auf dem Intervall [—1,1].
(c) Berechnen Sie das Taylorpolynom Ti(f,z,1) und skizzieren Sie den Graphen von
Ti(f,x,1) auf dem Intervall [%, %} .
(d) Berechnen Sie das Taylorpolynom T5(f,z,2) und skizzieren Sie den Graphen von
T5(f,x,2) auf dem Intervall [%, g} .
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Losungshinweise hierzu: Hier sind die Skizzen.

Ca]

(a) Die vier ersten Ableitungen von f sind

(b) Tu(f,x,0)=3— 202" =3 — 52"

(C) Tl(faxa 1) = _10(‘/17 - 1)

(d) To(f,z,2) = —13+ L(z — 2)* = —13 + 40(z — 2)*.
Aufgabe H 59. Taylorreihen
Gegeben seien die folgenden Funktionen:

r—1
rz+1

f:(=1,400) > R: z +—

(a) Bestimmen Sie fiir beliebiges n € N die n-te Ableitung von f und g.

(b) Berechnen Sie die Taylorreihen T'(f,z,1) und T(g,z,0).

| TR N G S T *H-—?——-}——&——-%—-j—‘}- ——Aﬁaz !

und  ¢g: R — R: 2~ sin(x) cos(x)

(c) Weisen Sie mit Hilfe des Restglieds nach Lagrange die Ubereinstimmung von T(g,x,0)

und g(z) fir x € R nach.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die ersten Ableitungen von f sind

r—1
fla) =,

fllz) =2(x+1)77,
f'(z) = =2 x2(x+1)73

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /
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Die n-te Ableitung, fir n = 1, ist
fM(z) = (—D)"12 nl(z+1)™ L
Das gilt fiir n = 1, und der allgemeine Fall folgt durch Induktion da
fr (@) = f™ (@)
= (=1)"*"2.nl-(—n —1)- (x + 1)yt
=(-1)""22- (n+ D (z+1)™"

Die ersten Ableitungen von g(z) = sin(x) cos(x) = %sin(?x) sind

g(x) = %sin(Qa:),

/() = cos(22),

g"(x) = —2sin(2z),
und wir berechnen, wieder durch Induktion, dass die n-te Ableitung gegeben ist durch

() (=1)"z 2" ' cos(2z), n ungerade,
9" (0 = {(—1)32”_1 sin(2x),  n gerade.
Tatsachlich, falls n ungerade ist, ist n + 1 gerade und es gilt
g () = g™ (2) = =2 (=1)"7 2" 'sin(2z) = (—1)"2 2" sin(22)
und, falls n gerade ist, ist n + 1 ungerade und es gilt
g (2) = g™ (x) =2 (=1)22" L cos(2z) = (—1)22" cos(2z).
(b) Wir haben f(1) =0 und
(=1)"t2.nl  (=1)"*nl

() = ont1 on
fir n = 1. Es folgt
0 n+1 0 n+1
T(f,x,1) = Zl 2n o Zl (x —1)".

Fiir n gerade gilt ¢ (0) = 0, und fiir n = 2k + 1 ungerade erhalten wir

Es folgt
o0 k22k

T(g,2,0) = Z2k+

=0

2k+1

(c) Das Restglied lautet
(n+1)
R,(g,2,0) = g (g)x”“

- (n+ 1)
mit £ € R. Da |cos(2¢)] £ 1 und |sin(2€)| = 1 erhalten wir
on n+1 2 n+1
|R,(g,2,0)] < i = 2] — 0 fiir n - oo

(n+1)!  2-(n+1)!
(siehe Beispiel 1.5.9) fiir alle = € R. Daraus folgt
Jim To(g,2.0) = g(2)

fur alle x € R.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 60. Unbestimmte Integrale
Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale.

(a) / zcos(2z) d z (b) / 625" dx

Losungshinweise hierzu:
(a) Mit Hilfe partieller Integration erhalten wir:

/ zcos(2z)dx = Bxsin@x)} - / %sin(?x)dx

- Bx sin(2z) + ECOS(%)] :

(b) Wir substituieren v = 23, also ist du = 3z*d z und

/6x8e3”3 dx = /2u2e“du.
Partielle Integration ergibt

/Zuze“du = [Quze“} - /4ue”du
= [2uze“ - 4ue“} + /4e“du
= [(2u® — du + 4)e"] .
Es folgt

/6:1:86”3 de = [(2936 —4a® + 4)ex3} :

Aufgabe H 61. Partielle Integration
Sei

I, = /(:/2 (cos(z))" dz.

Driicken Sie I,, durch I,,_, aus und berechnen Sie I und I;.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir schreiben (cos(z))" = cos(x) (cos(z))"~". Durch partielle Integration erhalt man:

9 /2 L
I, = [sin(z) (cos(a:))"fl}g/ - /0 (n — 1) sin(x)(—sin(z)) (cos(z))" “dz
/2
=(n-—1) /0 (1 — cos?(z)) (cos(x))" > dx

/2 w/2
=(n— 1)/0 (cos(z))" *da — (n— 1)/0 (cos(x))" dx
=(n—1)1,o—(n—1)1,.

-1
Es folgt I, = n 1, .
(b) Wir berechnen
5 4 5 3 1
Igy==-I,==--I,=—-—--— 1
6 4 6 3 2 6 4 2 0>
und
w/2
]b = d/n l1de = —
0
Es folgt
T
I = =
°7 32
Ahnlich ist 6 4 2
I;=—--—--= I
7 7 5 3 1
und
/2
I = / cos(z) dz = [sin(z)]§/? = 1.
0
Es folgt
16
T

Aufgabe H 62. Extrema und Wendepunkte
Wie betrachten die Funktion f: R — R: z +— 1522 (2% — 4).
(a) Bestimmen Sie eine Stammfunktion F' von f, die an der Stelle 1 gleich —17 ist.
Bestimmen Sie die Nullstellen von F'.
(b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von F'.
Bestimmen Sie die Wendepunkte von F'.
(c) Fiir jeden der in (b) bestimmten Extremal- und Wendepunkte, bestimmen Sie die
Gleichung der Tangente an den Graphen von F' an diesem Punkt.

(d) Skizzieren Sie den Graph von F' und die in (c) bestimmten Tangenten.
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L6ésungshinweise hierzu:

(a) Die Stammfunktionen von f sind durch das Integral

(b)

(c)

(d)

/15:1:2(302 —4)dz =32° —202° + ¢, c€R

gegeben. Dann ist
—17=F(1)=—-17+c¢,

also ist ¢ = 0. Die gesuchte Stammfunktion ist dann F(z) = 3z° — 2023.

Die Nullstellen von F(z) = 23(32? — 20) sind 0, 2—\/5 und —%.

V3 V3
Die Nullstellen von F” = f sind 0, 2 und —2. An der Stelle x = 0 ist [/ = f
negativ, also ist diese Stelle keine Extremstelle. Das Vorzeichen von F’ andert sich an
den Stellen 2 und —2, also sind diese Stellen die Extremstellen von F'. Die lokalen

Extrema sind dann (2, —64) und (—2,64).
Die Wendepunkte von F' sind die Nullstellen von F”(z) = f'(z) = 60z — 120z, also

0, V2 und —V/2.
Die Tangente an den Graphen von F' an der Stelle x = a ist durch y = F(a) +
F'(a)(x — a) gegeben. Also haben wir
an0: y =0,
an2: y= —064,
an —2: y = 64,
an V2: y=-28/2-60(z —v2) = 32v2 — 60z,
an —V2: y=28vV2 —60(z+v2) = —32v/2 — 60z.

Hier die Skizze:
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Aufgabe H 63. Partielle Integration, Substitution
Wie betrachten die folgende Funktion.

f: R — R: x> cos(x)(sin(z))?
(a) Bestimmen Sie mit Hilfe einer geeigneten Substitution eine Stammfunktion von f.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe partieller Integration eine Stammfunktion von f.
(c) Uberpriifen Sie, ob

1 1 1 1
gR—R: 2z D sin(3z) + G cos(2z) + B sin(z) + g(sin(x))2 +5

auch eine Stammfunktion von f ist.

(d) Sei F' die Stammfunktion von f, die an der Stelle 0 gleich 0 ist. Finden Sie eine lokale
Extremstelle von F'.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir substituieren u = sin(x), also ist du = cos(x) d x. Es folgt

/ cos(z)(sin(z))2 d z = / w?du = Eu?’] - E(sin(x))s} ,

3

1
also ist g(sin(x)) eine Stammfunktion von f.

(b) Partielle Integration ergibt
/cos(x)(sin(x))Qda: = [(sin(z))®] — /sin(x) -2 cos(z)sin(z)dx

= [(sin(m))g] — 2/Cos(x)(sin(:£))2dx.
Es folgt
3 / cos(x)(sin(x))? dz = [(sin(z))?]

3 eine Stammfunktion von f.

1
also ist g(sin(x))
(c) Beachten Sie, dass cos(2z) = 1 — 2(sin(z))? ist. Also gilt

g(z) = _L sin(3z) + L 1(Sin(x))2 + 1 sin(z) + %(Sin(x))2 +5

12 6 3 4
1 1 31
=3 sin(3z) + 1 sin(z) + re

Wir berechnen . .
g ()= 1 cos(3x) + 2 cos(x).
Mit Hilfe der Formeln von de Moivre und Euler erhalten wir

f(z) = cos(z)(sin(z))? = <eix 4'26”‘“> <ei$ —Qieix)Z

(eix + efix)(eQix ) + efQi:z:)

-8
B e3i:r; + e—3ix _ eia: _ e—ix
B -8
1 1
=3 cos(3x) + 1 cos(x)

= J'(x).
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(d)

Also ist g eine Stammfunktion von f.

1
Eine allgemeine Stammfunktion von f hat die Form F(z) = g(sin(x))?’ +c¢, ceR.

Weil unsere gesuchte Stammfunktion

1, . 3 B
Ozg(sm(O)) +c=c

erfiillt, gilt F'(x) = %(sin(x))‘g.

Die Extremstellen von F' sind die Nullstellen von F’ = f, an denen sich das Vorzeichen
von F’ andert. Wir berechnen

0 = f(x) = cos(z)(sin(x))? <= z € {%‘ n e Z} :

d.h. die Nullstellen von f sind die von cos(x) bzw. sin(z). An den Nullstellen von
sin(x) dndert sich das Vorzeichen von F” nicht, aber das Vorzeichen von F’ andert
sich an den Nullstellen von cos(x). Darum sind die Extremstelle von F

CETL

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.

http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 64. Partialbruchzerlegung und Integration
Sei )
x® + 1123 + 222 + 172 — 21
23— 2492 -9
(a) Fiihren Sie die reelle Partialbruchzerlegung von f aus (notfalls nach Polynomdivision
mit Rest).

(b) Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Erst fiihrt man die Polynomdivision durch:

2° + 112% + 227 + 170 — 21 = 2*(2® — 2* + 92 — 9) + 2* +22° + 112% + 170 — 21
= (2? + 2)(2® — 2° + 97 — 9) + 32° + 227 + 262 — 21
= (2 +2+3)(2* —2* + 92 — 9) + 52® — v + 6.

Daraus folgt

522 —x+6

3 —a249x -9

Da 2° — 2%+ 912 — 9 = (x — 1)(2% + 9) sieht die reelle Partialbruchzerlegung wie folgt

aus

f(x):x2+x+3+x

522 —x 46 a br + ¢

:v3—932+9x—9:a7—1+x2+9
mit a,b,c € R. Also gilt

52 —x 46 =a(z® +9) + (bx + ¢)(x — 1).

Fir x = 1 erhalten wir
10 = 10a,

d.h. a =1. Fiir x = 0 erhalten wir
6=9a—c=9—c,
d.h. ¢ = 3. SchlieBlich setzen wir z = —1 (zum Beispiel) und erhalten
12 =10a + 2b — 2¢ = 4 + 2b.
Daraus folgt b =4 und

1 +4a:—|—3
-1 2249

f(x):x2+x+3+x

Beachten Sie, dass man auch das Gleichungssystem

a+b = 5
—b+c = -1
9a—c = 6

|6sen kann, um die Konstanten a,b und ¢ zu bestimmen.
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(b) Wir berechnen
1 4r + 3
2
/f(x)dx:/x +x+3+x_1+x2+9dx
4z 3

=37 —1—5513 +3$+1n|$_1’+/$2+9+x2+9dx

_ 2x .
A0 )

Nicol—

dzx

1 1
:§x3+§x2+3x+ln]$—1]+/2

1 1
= §x3+§x2+3x+ln]x— 1| + 21In|z* 4 9| + arctan (%) + ¢,

mit ¢ € R. Also ist

1 1
F(z) = §x3 + §x2 + 3z +In | — 1] + 2In(2® + 9) + arctan (g)

eine Stammfunktion von f. (Merken Sie, dass z* +9 immer positiv ist.)

Aufgabe H 65. Partialbruchzerlegung und Integration
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

@)/Gfgﬁmj w)/;%%¥ﬁdﬂ

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir fiihren erst die reelle Partialbruchzerlegung durch:

@ N b N ¢
(x—23 2-2 (r-22 (x—2)3

Also gilt
2 =a(z —2)* + bz — 2) +c.

Fir x = 2 erhalten wir 4 = ¢. Damit ergibt sich
2% = az® + (b — 4a)x + (4a — 2b + 4).
Es folgt a =1 und 4a — 2b+4 =0, also b =4 und wir erhalten

22 1 n 4 n 4
(r—2)3 -2 (z-2)2 (z—2)3

Das Integral ist dann

— |mjr—2 - —
e r—2 (z-2)7
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(b) Wir fiihren erst die reelle Partialbruchzerlegung durch. Da 2% +2—12 = (z+4)(x — 3)
gilt, verwenden wir den folgenden Ansatz:

r—10 a n b

24+r—12 z+4 x-—3
Also gilt

r—10 = a(x — 3) + b(x + 4).
Fir x = —4 erhalten wir

—14 = —Ta,

d.h. a = 2, und fir £ = 3 erhalten wir
—7="Tb,
d.h. b = —1. Das Integral ist dann

— 10 2 1
/x—dx:/ N
24+ —12 z+4 -3

=[2In|z+4|—1In|z — 3|].

Aufgabe H 66. Obersumme und Untersumme

8 — a3

1422

(a) Bestimmen Sie die Vorzeichenverteilung der Ableitung f” und finden Sie das Maximum
von f. Skizzieren Sie den Graphen von f.

Sei f:[-1,1] > R:z~—

1
(b) Berechnen Sie/ flz)dz.
-1

(c) Wir betrachten die Partition @) = {—1, —%, %, 1} des Intervalls [—1,1].

Stellen Sie die Obersumme g_(f,Q) graphisch als Flacheninhalt dar.
Berechnen Sie S(f, Q) und S(f,Q).

(d) SchlieBen Sie daraus eine obere und eine untere Schranke fiir den Wert von 7.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

3% - (1+z)>—(8—12°) -2z
(14 22)?
—x* — 32%2 — 16x
(14 22)2
—x(2® + 3z + 16)
(1+ 22)?

f'(x) =

Auf [—1,1] ist (1 4+22?)*> >0 und 2% 4+ 3z +16 = (—1)> + 3(—1) + 16 = 12 > 0.
Also ist die Vorzeichenverteilung von f’ gleich wie die von —x, d.h. f'(z) > 0 fiir
x <0, f(0)=0, und f'(x) <0 fir x > 0. Daraus folgt, dass das Maximum von f
ist f(0) = 8. Hier die Skizze:
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T 5
(b) Polynomdivision gibt
—2* 4+ 8= —w(z*+1) +2+8,
also ist
1
/ / T —|— 8 dx
—1 1+ 33'2
2z 1
/ i) x2+1+8'x2+1d‘7"
1 1
[ 3% r? + 1n|x + 1| + 8arctan(z )}
-1
L L) + sarctan(1) L 10@2) + 8arctan(—1)
P retan —(—=+=In retan(—
—5+ 2 arcta 5+ 3 arcta
8arctan(1) — 8arctan(—1)
ST
4 4
=A4r
(c) S(f,Q) ist die folgende Flicheninhalt
<j g
| i
a ; f X
= % % 1
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Wir berechnen

1 1 1 1 1
ﬁ(f,Q)Z<—§+1>f(—1)+<§+§)f<§) (—§)f(1)
19 63 17
"2 2t 22
_ 108
10
und
wa- (3o (3): (oo (1)
1 13 1 63
=y g PRt
_
-
(d) Wir haben
1
5@ =15 = [ f@de == =5(/.Q)
1
also ist 103 13
2575 =~ Sa<— =30

Aufgabe H 67. Integrale und Flicheninhalte
Die Funktionen f,g,h: [0,5] — R seien gegeben durch

flz) =2, g(x) =13 — x| und h(z) =+/|x —1].
(a) Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Graphen dieser Funktionen.
(b) Skizzieren Sie die Graphen.

(c) Skizzieren Sie die Flache, die von den Graphen von f und g, von der Geraden x = 2
und von der Geraden z = 4 eingeschlossen wird.
Bestimmen Sie den Inhalt dieser Flache. Begriinden Sie das Resultat durch eine geo-
metrische Uberlegung.

(d) Bestimmen Sie den Flacheninhalt des krummlinig berandeten Vielecks, das von den
Graphen von ¢ und h und von der y-Achse eingeschlossen wird.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Beachten Sie, dass

_J3—z, z€]0,3], _JV1i—=z, zel01],
g(m)_{x—i’), ceps, M h<x)_{\/x—1, ze[l,5].

Wir vergleichen f und g. Auf [0,3] ist f(z) =2 und g(z) =3 — z, und
3—rx=2 < =1
Auf [3,5] ist f(z) =2 und g(x) =2 — 3, und

rT—3=2 < x=5.
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Also finden wir die Schnittpunkte (1,2) und (5,2) zwischen I'(f) und I'(g).
Jetzt vergleichen wir f und h. Auf [0,1] ist f(z) =2 und h(xz) =+/1—z, und

Vi—r=2 <= 1l—1r=4 <= = -3,
was unmoglich ist (—3 ¢ [0,1]). Auf [1,5] ist f(z) =2 und h(z) = x — 1, und
Vr—1=2 < r-1=4 < z=35.

Also finden wir nur den Schnittpunkt (5,2) zwischen I'(f) und I'(h).
SchlieBlich vergleichen wir g und h. Auf [0,1] ist g(z) =3 —x und h(z) =1 — =z,
und

Vi—-x=3—-12 <+ = 1-2=9—6x+2°> < 22 —52+8=0.

Die Diskriminante dieses Polynoms ist —7, also gibt es keine reelle Losung. Auf [1, 5]

ist g(z) = |3 — 2| und h(z) =+/z—1, und
Vi—1=3—2| <= 1-1=9-6z+2° < 22 -7z +10=0,

also erhalten wir die Lésungen = 2 und = = 5. Wir erhalten dann die Schnittpunkte
(2,1) und (5,2) zwischen I'(g) und I'(h).
Alle zusammen sind die Schnittpunkte (1,2), (5,2) und (2,1).

(b) Hier die Skizze:

]

AN

P
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Der Inhalt ist der des Vierecks mit Ecken (2,1), (4,1), (2,2) und (4,2), zusammen
mit der des Dreiecks mit Ecken (2,1), (4,1) und (3,0). Also ist dieser Inhalt

1
@xD+5(1x2)=2+1=3

(d) Beachten Sie, dass g(z) — h(z) 2 0 auf [0,2], und g(z) — h(z) £ 0 auf [2,4]. Also
bestimmen wir den gesuchten Inhalt durch

2 5
I= / g(x) — h(z)dx —l—/ h(z) —g(z)dx.
0 2
Mit Beachtung der Definitionen von g und h, berechnen wir das Integral durch
1 2
Iz/3—x—\/1—xdx+/3—:6—\/x—1dx
0 1
3 5
—I—/ Vo — —(3—x)dm+/ Ve—1—(x—3)dzx
2 3

$2 2 31 .1'2 2 32
= [ —(1 — 2 - - — —1)2
e o] o - 3o
2 3 ZE23 2 3 ZEQ b
— — 1)z — — _ — 12 — —
5 2 10 5 42 9 10 47 9 4v2
2 3 3 2 3 2 3 6 2 3
2
6

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 68. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren, und berechnen Sie
gegebenenfalls den Wert.

arctan(2r) oo 1
——d
(a)/ 4x2+1 ) dx (b) /1 e

L6sungshinweise hierzu:

tan(2
(a) Die Funktion ar:;l—lilx) ist auf dem Intervall (—o0, 2] stetig, das Problem ist also die
x
2
untere Grenze —oo. Es gilt, mit der Substitution u = arctan(2z), % = m
dass
/arctan(2x) dx:/gdu: u? _ (arctan(2x))?
42 + 1 2 4 4
sodass
/2 arctan(2z) dr— lim (arctan(2z))2]”
oo 42 + 1 f——o0 4 3
tan(4))* 1 tan(4))> 7
_ (arc 3411( )° ZBEIPOO(arCtan(25))2 _ (arc a4n( )” 71T_6

J/

s

(b) Erst beobachten wir, dass mit der Substitution u = x + 1, j—; = 1 Folgendes gilt:

+o00 1 q +o0 1 1
/_1 (@ +1)? ""”‘/0 (w2 "

Der Integrand ist auf dem Intervall (0, 00) stetig, aber an der Stelle 0 nicht definiert.
Die Problemstellen sind also die beiden Grenzen 0 und oo, darum teilen wir das

Integral
+o00 1 +oo 1
/ —du-/ —du+/ — du.
u

Aus den Beispielen 3.7.8 und 3.7.9 der Vorlesung wissen wir, da 2 > 1, dass das erste
Integral nicht existiert und dass das zweite existiert (und positiv ist). Dann

+o0o 1 +o0 1

lim ————dz=lim —zduzlim — du=+o0
B——1 Jé] (Z’ + 1) £S—0 B u £—0 B u
oo 1 e
somit ist lim — = dx = 400 und das Integral / —  d x existiert
oy @y L Gy

nicht.

Aufgabe H 69. Uneigentliche Integrale

Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren, und berechnen Sie
gegebenenfalls den Wert.
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+oo T +oo 4
(”.A L (mié e da

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Funktion % ist auf dem Intervall [1,400) stetig, das Problem ist also die obere

Grenze +o00. Mit Hilfe partieller Integration erhalt man:

+o00 T B
/ —dz = lim ze *dx
1

et B—+oo Jq

B
= lim [—ace_’“"]f + lim e *dx
B—+o0 B—+o0 Jq
= lim [—xe_z]ﬂ + lim [—e_ﬂ’ﬁ
B—+o0 1 B——+o0 1
= lim —feP4el—e? 4e =21,
B—lgloo Be " +e e’ +e e
—0 —0
Hierbei wurde die Regel von |'Hospital angewendet:
: _ B 1
] f= lim = = lim — =0.
5—1}—{100 Be ,3—1>r-ir-1c>o ef 5—1>I—{loo ef
(b) Erst fithren wir die Partialbruchzerlegung des Integrands aus:
4 4 __8 b (a+bx+(a—D)
2—1 (z—-D@+1) 2z2-1 z+1 x?2—1

mit a,b € R. Wir kriegen dann das Gleichungssystem

a+b = 0
a—b = 4

2 2
das heiBt ¢« = 2 und b = —2. Die Funktion = — ist auf dem
2?2 —1 zr—1 x+1

Intervall [2,+00) stetig, das Problem ist also die obere Grenze +o00. Es gilt

[ de=li 2 2 _dz= 1 2In |z — 1| — 2In|z + 1])5
, 21T ), 71 a1 et Al
- 1\1” —1 1
— lim [2In (2 ~ gim 2 (222) Som (L) Zome),
B—+00 r+1)], Bt b+1 3
1
~

Aufgabe H 70. Majoranten, Grenzwert und Vergleichskriterien

Untersuchen Sie, ob die folgenden Integrale konvergieren.

(a)/0 - igdx (b) /1+‘>° (COS(M)+1)'\/E'IH(1+;)(11’

T xr2
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+o0 1 ~+o0 1
(c)/1 1+x2dx und /1 81n(1+x2>dx

(d) Untersuchen Sie die Reihe Zsin (
k=1

1
T k:Q) auf Konvergenz.

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt

2,2 3 2,2 21
/Z‘l_ dxz/x—sdx:/—gdx
o T o T o *
wobei beide Integranden stetig und positiv auf dem Intervall (0,2] sind. Da nach

2
Beispiel 3.7.8 das Integral / — dx eine divergente Minorante ist, divergiert unser
0o T

2 92
Integral / s dx ebenfalls (Satz 3.7.5).
0

25
(b) Da fiir z € [1, 00)

1
—1 = cos(mz) =1 und 114+ -52

T

erhalt man

1
0 < (cos(mz) +1) <2 und 0<In (1 + —) < In(2).
T

Der Integrand ist dann stetig und positiv auf dem Intervall [1,+00) und es gilt

/+°° (cos(rz) +1) - vz -In (14 1) dx§/+m2ln(2)ﬁdx:/+m21n(2)dx

22 22 23/2

das nach Beispiel 3.7.8 eine konvergente Majorante ist. Mittels des Majoranten-Kriteriums
o (cos(mz) + 1) - vz -In (1 + 1)

3.7.5 konnen wir dann schlieBen, dass / 5 dx kon-
1 x
vergent ist.
(c) Es gilt

+o0 1 +oo 1
OS/ da:S/ —dz
- )i 1+22 - )i x?

das nach Beispiel 3.7.8 eine konvergente Majorante ist. Mittels des Majoranten-Kriteriums

+o0
3.7.5 konvergiert auch / dex.
1

1+ 22

1 1
Auf dem Intervall [1, 4+00) sind T2 und sin (1 n 1:2) beide stetig und positiv da

. 1
— 51n<1+x2> >0

Wir konnen hierfiir das Grenzwert-Kriterium verwenden. Man kann die Substitution
Y= (da = 0) machen und dann gilt nach 1.12.5

=

b

221 = 0= L %

= 1422

[IA

lim
z—+oo 1 + 22

: 1 .
S1n
lim M — lim (Sm(y)) ~1.
T vON Y

1+ 22

T—+00
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o0 1 o0 1
Nach 3.7.11 (1) folgt, dass /1 sin (1 —|—x2> dz und /1 22 dx das glei-

1

—1+x2dx

“+oo
che Konvergenzverhalten haben und wir haben schon gesehen dass /
1

konvergiert.

(d) Da

1 : : .
T2 monoton fallend auf dem Intervall [1,+00) ist und sin(x) monoton stei-
x

1
gend auf dem Intervall (0,1/2] ist, ist sin (1 e

) monoton fallend und positiv auf

- 1
[1,400). Dank Satz 3.8.1 konvergiert dann auch die Reihe ;sin (1 n k2) :

Aufgabe H 71. Potenzreihen: geschlossene Darstellung

Wir betrachten die durch Potenzreihen gegebenen Funktionen

f:(=p,p) >Rz an"‘l und g: (=p,p) = R:z— Zan”_l.

n=1 n=1

(a) Berechnen Sie die Konvergenzradien p und p’ und Reihendarstellungen fiir die Stamm-
funktionen F' von f bzw. G von g, die F'(0) =0 = G(0) erfiillen.

(b) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir F'.
(c) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f.

(d) Ermitteln Sie daraus eine geschlossene Darstellung fiir G und dann fiir g.

Hinweis: ™ = x - 2™ !

Lésungshinweise hierzu:

(a) Es gilt
1 1
lim nt ‘: lim ’14—— =1,
n—00 n n—r00 n
: _ 1
also ist der Konvergenzradius p = 1= 1.
Es gilt
1) 2 1
o [P o i 2 A
n—s00 n? n—00 n  n2

1
also ist der Konvergenzradius p' = 1= 1.

Summandenweises Integrieren fiir f ergibt
F(x) = Z " +c
n=1

mit ¢ € R. Man bestimmt ¢ aus der Gleichheit 0 = F/(0) = >_ 0" + ¢ = ¢, deswegen
n=1
erhdlt man

F(z)=>) a"
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Summandenweises Integrieren fiir g ergibt
G(z) = Z nx" + ¢
n=1

mit ¢ € R. Man bestimmt ¢ aus der Gleichheit 0 = G(0) = > n-0"+c = ¢,
n=1

deswegen erhalt man
G(z) = Z nx".
n=1

(b) Innerhalb des Konvergenzbereichs gilt |z| < 1, daher handelt es sich um eine konver-
gente geometrische Reihe und es gilt

= 1 1
F(:L’):Zx": —a¥ = —1.
n=1

1—2z 1—=x

(c) Direkt Ableiten ergibt
1

fla) = F'(z) = e

(d) Man bemerkt, dass sich G auf die Reihendarstellung von f zuriickfiihren |asst:

G(x) = Zn:c” = xZn:c”’l =zxf(z) = A=

Daraus folgt

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 72. Potenzreihen: geschlossene Darstellung
Wir betrachten die durch eine Potenzreihe gegebene Funktion

— (=" K
f:(3—p,3—|—p)%]R:xHZ ’ (2x — 6)".
k=1

(a) Berechnen Sie den Konvergenzradius p.

(b) Finden Sie eine Reihendarstellung fiir die Ableitung f’ von f.
(c) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f.

(d) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir schreiben

fy =3 E o

k=1

. Dann haben wir

. - b (—2)F
also ist f(z) = Zak(x —3)" mit a; = 3
k=1

Ap+1
ay

lim

k—o00

k
= lim |-2——| =2
m’ k+1‘ ,

k—o0

also ist p = %
(b) Wir berechnen

k
k=1
=2 (~1)f(2x —6)*!
k=1
(c) Die Reihe
Fla) = =23 (—1)F " 2r — 6 = —2 3 (< 1)f (22 — 6)’
k=1 £=0
ist eine geometrische Reihe, sodass
1 2

HOEES:

1-(-1)(2x—6) b5-—2z

(d) Die Abbildung f ist die eindeutige Stammfunktion von f’ mit der Eigenschaft f(3) = 0.
Eine allgemeine Stammfunktion ist in der Klasse

/f’(a:) dxz/ﬁ dz = [~ In|5 — 2.

Wegen —In |5—2-3| = —1In(1) = 0 ist f(z) = —In|5—2z|. Man kann noch bemerken,
dass 5 —2x <0 fir x € (3—p,3+p) = (g, g) gilt. Also ist f(z) = —In(2z —5).
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Aufgabe H 73. Funktion in mehreren Veranderlichen
Gegeben ist die Funktion

:c2—|—y2

f: {(x,y)e]l@‘ g#—y}—HR: (x,y) — o

(a) Zeichnen Sie in ein gemeinsames Koordinatensystem die Niveaulinien N; von f zum
Niveau ¢ fir t € {—4,—-2,2,4}.

(b) Bestimmen Sie den achsenparallelen Schnitt {(z,3, f(2,1))| # € R,z # —1} von f.
(c) Skizzieren Sie diesen Schnitt.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Fiir die Niveaulinien N, fiihren wir folgende Rechnung fiir  # —y durch.

flx,y)=2 & 22— 20 -2y +9y* =0
S P20 +14+1-2y+4°-2=0
S @— 1P (y—1)2=2

Fiir die Niveaulinien Ny fiihren wir folgende Rechnung fiir x # —y durch.

flr,y) =4 & 2 —do —4dy+1y* =0
o P —dr+44+4—4dy+4°—-8=0
o @—2P+(y—27 =8

Analog rechnen wir fiir N_5 und N_4:

flz,y)= -2 & (x+1)* + (y+ 1)

2
flz,y)=—4 & (@ +20°+(y+2)*=8

Damit erhalten wir folgende Skizze fiir die Niveaulinien. Der Punkt (0,0) ist nicht im
Definitionsbereich enthalten und daher auch kein Element der Niveaulinien.
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(b) Fiir den achsenparallelen Schnitt fiihren wir folgende Rechnung fiir x # —% mittels
Polynomdivision durch.

R e S 2 1 1

crl drr2 T2 ey YTaT a1

Damit ist der achsenparallelen Schnitt gegeben durch

( 1 1+ 1 )
T, =, T — =
2 2 2rx+1

(c) Nach Teil (b) miissen wir die Menge S = {(z,y) € R*| y =2 — § + 525, © # —3

zeichnen. Mit rot ist auBerdem die Menge {(z,y) € R*| y =z — §} eingezeichnet.

1
xER,x#—E}.

v
N
s /
4’/,
//
/-
N
A J
13 -
Aufgabe H 74. Modell: Unstetigkeit
Wir betrachten die Funktion f von Aufgabe P 69.
0, fur (z,y) = (0,0),

[R5 R: (z,y) > ¢ 2292

Das in der Prasenziibung benutzte Modell des Graphen von f finden Sie auch unter:
www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /04

(a) Fiir welche A € R ist die Funktion g: R — R: x +— f(x, \x) stetig?
1 1

(b) Seia, = (—2, —). Berechnen Sie lim a, und lim f(a,).Ist f bei (0,0) stetig?
n?’'n

n—-+o0o n—-+oo

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

0, firz =0,

x) = f(x,\Nz)) = 23
o) = fa M) =4 v
x? + Mot
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Also ist fiir x # 0
(z) = 2\%x
NI = 14 M2

stetig, als ein Quotient von stetigen Abbildungen ungleich Null. Da lir% 2)\%z = 0 und
T—
lim(1 + A*z*) =1, ist g auch im Punkt 0 stetig.

x—0

lim g(z) = 0 = ¢(0).

x—0

Wir fassen zusammen, dass ¢ fiir alle A € R stetig ist.

1 1
(b) Wegen lim — =0 und lim — =0, ist lim a, = (0,0). Wir berechnen
n—oo

n—oo N n—oo 1
9. L .1
f(an):#:L
i T

also ist lim f(a,) = 1. Das ist nicht gleich f (lim an) = f(0,0) = 0, also ist f
n—oo n—oo
nicht stetig in (0,0).
Aufgabe H 75. Modell: Funktion in mehreren Veranderlichen

Wir betrachten die Funktion f von Aufgabe P 69 und Aufgabe H 74 und dazu die
Funktionenschar g,: R — R: 2 +— f(x,r) (mit r € R~ {0}). Den Graphen von g, kann
man jeweils sehen als den Schnitt der Ebene E: y = r mit dem Graphen von f.

(a) Skizzieren Sie den Graphen von gs.

(b) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von g, und deren Funktionswerte in Abhéngigkeit
von r.

(c) Berechnen Sie xgrfm g-(z) und xl_l}_noo gr(x).

(d) Bestimmen Sie jeweils den groBten und kleinsten Wert, den f auf R? annimmt.

Losungshinweise hierzu:

8
Wir skizzi _ 2) = .
(a) ir skizzieren g2($) f(ﬂ% ) 22116
p Y
} . S | ‘ I G
A -4 4 16

=== /
\\w’-»h

(b) Wir bestimmen die Ableitung von g¢,(x) in Abhangigkeit von 7.

/() = 2r2(x® + ') — da®r? 200 — 2277
It = (2 4 11)2 (224 rh)2

Die kritischen Stellen von g, sind dann die Losungen der Gleichung ¢..(x) = 0.
Wegen r # 0 gilt

g(z) =0 2r" — 22 =0 & 2% =1
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Damit sind die kritischen Stellen von g, gegeben durch z; = r? und x5 = —r? und
wir erhalten
2r4
2
' = — = ]_
9r(r) =
—274
2
w(—1r°) = —F—— = —L1L
9r(=17) =

(c) Wir erhalten mit Satz 1.11.8.

2xr?

lim g (z) = lm —— =0
xﬁufoog (:B) xﬁlg»loo z2 4+ rt

, _ 22712
Am or(n) = lim ma =0

(d) Sei zuerst y = 0. Dann ist f(x,y) = f(x,0) =0 fiir alle z € R.
Wir betrachten den Fall y # 0 mit Hilfe der Funktionenschar g, fiir r = y. Wegen

r # 0 ist g.(z) stetig. Nach Teil (b) ist

,( ) 2r6 — 2222
)= ——-—.
Ir (22 4 r4)?

Wegen r # 0 ist 2r2 > 0 und (22 4+ r*)? > 0 fiir alle z € R. Damit erhalten wir die

folgende Vorzeichenverteilung der Ableitung von g, .

2

g.(z) <0, r < —r
g.(z) >0, —r?<r<r?
g.(x) <0, r? <z

Also besitzt g, an der Stelle z = —r?

ein lokales Maximum. Wegen der Stetigkeit von ¢, und da

ein lokales Minimum und an der Stelle x = r

2

gr(—r?) < lim g (z) = lim g,(x) < g.(1*).

T—>+400 ——00

ist daher g,.(—r?) = —1 der kleinste Wert und g¢,(r?) = 1 der groBte Wert den g, auf

R annimmt.

Wegen ¢,(x) = f(x,y) fir y # 0 und wegen f(z,0) = 0 ist damit auch —1 der

kleinste Wert und 1 der groBte Wert den f auf R? annimmt.

Online-Aufgabe.
Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.

http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 76. Partielle Ableitungen
Bestimmen Sie fiir die Abbildung
fiR? 5 R: 2 = (21, 29, 23) > 22 sin(z? + 2973)

die folgenden partiellen Ableitungen.

@ 52 (B) fanl) (@ DVf@) (@) DOHIDY f)

Losungshinweise hierzu: Wir verwenden iiberall, dass f und alle seine partiellen Ableitun-
gen stetig sind, da sie Polynome in x1, 22, 23 und Sinus oder Cosinus von solchen Polynomen
sind. Es folgt, dass der Satz von Schwarz fiir f und alle seine partiellen Ableitungen gilt.

0
(a) %(l‘) = zix3 cos(x? + zo13).
2

(b) Nach dem Satz von Schwarz gilt, dass

Fran(@) = L) = 5 (51 ),

Qw3 \ Oy

also haben wir
fasan () = 23 cos(2? + Tow3) — T2w0w38i0(T] + 2973).

(c) Mit dem Satz von Schwarz konnen wir DUV f(2) = 9,0y, fuse, () schreiben, und

berechnen:
Oy frges (T) = —aiT38I0(2] + To23) — T1238In(2] + Tow3) — TTT273 COS(T] + ToT3)
= —2x w3 sin(a} + xow3) — Tiwew; cOS(XT + Tow3)
Oy O, frawn (T) = —4x 173810 (27] + To73 — 4223 COS(T] + To73)

— 211975 co8(2% + Tax3) + 207973 sin (75 + 2073)
= 2123 ((272ow3 — 2) sin(2] + waxs) — (207 + o13) cos(x] + za23)) .
(d) Aus dem Satz von Schwarz folgt, dass
D(O,l,l) D(l,l,O) f($) _ D(1’2’1) f($)

= 2173 (27 wows — 2) sin(a] 4 wax3) — (207 + 2213) cos(z] + Ta3)) .

Aufgabe H 77. Topologische Eigenschaften
Betrachten Sie die folgenden Teilmengen von R2:
My =[-1,1] x[1,2), My={(z,y) eR*| 2* + (y+1)* <4},
My ={(z,y) eR*| 0Sy <|z|}, My=MNM, Ms;=DMnNMs.
(a) Skizzieren sie die Teilmengen M;, M, und M3 in ein gemeinsames Koordinatensystem.
(b) Bestimmen Sie fiir My, M, und Mj die inneren Punkte und die Randpunkte.
(c) Welche der Mengen M;, Mj, M, und Mj ist
(i) abgeschlossen?
(i) beschrankt?
(iii) kompakt?
(iv) konvex?
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Die gestrichelten Linien sind jeweils nicht Teil der Menge.

N /F\Y Hj‘
e | —+3 :
% vir h,
4 N >
/ NN X
| AN
\ !
R y,sz
\_1,..;

(b) Es beschreibt M; die Flache des Rechtecks mit Eckpunkten (—1,2), (—1,1), (1,1)
und (1,2) in R?, wobei die Kante zwischen den Punkten (—1,2) und (1,2) fehlt.
Somit sind die inneren Punkte von M, gegeben durch die inneren Punkte des Rechteks,
also M7 = {(z,y) € R?| =1 <z <1, 1 <y < 2}. Ebenso sind die Randpunkte von
M, gegeben durch die Randpunkte des Rechtecks.

8M1:{(x,y)ER2‘ |x|:1,1§y§2}u{(m,y)€R2| —1§x§1,y:10dery:2}

Die Menge M, beschreibt das Innere eines Kreises mit Radius 2 und Mittelpunkt
(0,—1). Daher ist M5 = My und

OMy = {(z,y) e R*| 2>+ (y +1)* =4}.

Die Menge M; beschreibt ein nach links geoffnetes und ein nach rechts gedffnetes
Dreieck. Die inneren Punkte und Randpunkte sind somit

M5 = {(z,y) e R*| 0 <y < |a]}
OMs = {(a:,y) 6]1%2‘ y:O}U{(:I:,y) GRQ‘ Yy = |;1:]}

(c) Wir betrachten zuerst die Menge M. Es ist M; € U;3(0), daher ist M; beschrankt.
Nach Teil (b) ist OM; € My, daher ist M; nicht abgeschlossen und kann somit auch
nicht kompakt sein. Als Rechteck ist M; konvex.

Die Menge M, ist ebenfalls enthalten in Us(0), daher ist auch M, beschrankt. Nach
Teil (b) ist OMy £ M, daher ist My nicht abgeschlossen und also auch nicht kompakt.
Als Kreis ist My konvex.

Die Menge Ms; ist nicht beschrankt. Die Folge (7,0),en liegt in M3 mit

lim |(n,0)] = lIm n = +o0.

n—>00 n—>o00
Egal wie groB.S € R gewahlt wird, kdnnen daher nie alle Punkte dieser Folge in
Us(0) liegen, also auch nicht M3 € Ug(0). Nach Teil (b) ist 0M3 & M;, daher ist
My = My = Ms U OM; abgeschlossen. Da M5 unbeschrinkt ist, kann Mj5 nicht
kompakt sein. Weiterhin ist M3 nicht konvex. Die beiden Punkte (—1,1) und (1,1)
liegen in M3, jedoch deren Mittelpunkt (0, 1) nicht.
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Die Menge M, = M; N Ms = {(—1,1), (1,1)} besteht nur aus zwei verschiedenen
Punkten. Daher ist M, beschrankt und abgeschlossen, also auch kompakt. Jedoch ist
M, nicht konvex, da z.B. der Mittelpunkt (0, 1) der beiden Punkte nicht in M, liegt.
Die Menge M5 ist beschrankt, da M5 = My M3 & My € Us(0) wie oben. Aber Ms
ist nicht abgeschlossen, da {(z,y) € R*| 22+ (y+1)? =4, 0 <y < |z} S OM;,
aber {(z,y) eR*| 2*+ (y+1)*=4,0<y<|z|} € My N My = M;. Damit ist
Mj auch nicht kompakt. SchlieBlich ist M5 nicht konvex. Die Punkte (—3,1) und
(3,3) liegen in Ms, jedoch deren Mittelpunkt (0, 3) nicht.

Aufgabe H 78. Modell: Schmiegquadriken

Sei f:R? = R: (z,y) — cos(x) cos(y).

Das in der Prasenziibung benutzte Modell eines Ausschnitts des Graphen von f finden Sie

auch unter:

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /05

In den Prasenziibungen haben Sie Gradient und Hesse-Matrix von f berechnet.

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 zu f im Punkt P, = (0,0).
(b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 zu f im Punkt P53 = (7,0).

(c) Bestimmen Sie jeweils eine Gleichung fiir die Schmiegquadrik an f an der Stelle P,
und P sowie die Gestalt dieser Quadriken.

(d) Ist die Schmiegquadrik an f an der Stelle P, beschrankt? Ist sie konvex?

Losungshinweise hierzu: Aus den Prasenziibungen kennen wir den Gradienten und die
Hesse-Matrix von f.

ared F(z.y) = (—sin(x) cos(y)) Hi(oy) = (—cos(a:) cos(y)  sin(z) sin(y))

— cos(x) sin(y) sin(z) sin(y) — cos(x) cos(y)

(a) Es gilt

£(0,0) =1 grad £(0,0) = (8) Hf(0,0) = <_é _?)

und damit ist

T

« grad £(0,0) + %(fy”) Hf(0,0)(z)

X

T3 (f, (x,y),(0,0)) = f(0,0) +

N
Ny
~_

(b) Es gilt

und damit ist

us

(1 e (00 =30+ (7 F )tz o 5 (7 F ) w7

=——x

2
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(c) Nach Teil (a) ist die Schmiegquadrik an f an der Stelle P, gegeben durch

QQ = {(l’,y, Z) € Rg

1
z:1—§(x2+y2)}={(x,y,z)e]R?" ?+y*+22—-2=0}.

Mit der Substitution 2z’ := z — 1 kommen wir auf die euklidische Normalform von Q:
2+ +27=0

Mit Hilfe der Liste der affinen Normalformen (vgl. HM1) kann man nun die Gestalt der
Schmiegquadrik bestimmen: Q ist ein elliptisches Paraboloid.

Nach Teil (b) ist die Schmiegquadrik an f an der Stelle P; gegeben durch

Q3={(x,y,z)€R3‘ z:g—x}:{(a:,y,z)eRg‘ :c—irz:g}.

In diesem Fall ist die Schmiegquadrik zu einer Ebene ausgeartet.

(d) Die Schmiegquadrik Q2 an f an der Stelle P, ist unbeschrankt:
Die Folge (n,n,1 —n?),en liegt in Qy und es gilt

hm |(n7n71_n2)|: hm \/n2+n2+(1_n2)2: hm \/1+n4:_’_oo'

n—>o00 n—>oo n—>o0

Egal wie groB S € R gewahlt wird, kdnnen daher nie alle Punkte dieser Folge in Us(0)
liegen, also auch nicht Q2 & Ug(0).

Die Schmiegquadrik )5 an f an der Stelle P, ist nicht konvex:
Die beiden Punkte (1,1,0) und (—1,1,0) liegen in @3, jedoch deren Mittelpunkt
(0,1,0) nicht.

Aufgabe H 79. Richtungsableitung, Ableitung lings eines Vektors

Bestimmen Sie jeweils den Gradienten V f(P) und die Ableitung 0, f(P) lings v.
(@) f(z,y) =sin(z)cos(y) + cos(x)sin(y), P = (m, —7), v=(1,—1).
(b) f(z,y,2) =aye ¥, P=(1,2,0), v=(1,1,0).

(c) flx,y,2) = a:ye_yzs, P=(1,2,0), v= \%(1,1,0).

In(2 + 22 + y? cos(x))

(d) flz,y,2) = P =(m1,2), v=(3,21).

1+ 22
Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen
cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

Vf(x,y) =
f(z,y) (COS(CL’) cos(y) — sin(x) sin(y)>
VE(P) = G)
0P = (1) () =0
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(b) Wir berechnen

ye v’
Vi(x,y,2) = | ze ¥ — zyz3e v’

a3
—3ry?2le v

2
ViP)=|1
0
2 1
Of(P)=11]e|1] =3
0 0
(c) Mit der Berechnung in Teil (b) erhalten wir
1 3
Opf = —=0 =—.
f \/5 (1,1,0)f \/5

(d) Wir berechnen
2z — y*sin(x)
(14 22)(2 + 22 4 y? cos(x))
2y cos(x)
(14 22)(2 4 2% + y? cos(x))
~22In(2+ 72 + y? cos(x))
(1+22)2

vf(x7 y? Z) -

2m
5(1 + 72)
2
5(1 + 72)
4In(1 + 72)
25

Vi) =| -

2T
5(1+ 72)
9 3
Ouf(P) = saaa | ?
_4In(1+ 72)
25

~30m — 20 — 4(1 + 7%) In(1 4 7?)
B 25(1 + 72)

Online-Aufgabe.

Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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M. Pressland Hohere Mathematik 2
A.L. Thiel

Sommersemester 2018

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 80. Kritische Stellen und ihr Typ
Sei f:R? 5 R: (z,y)— (¥ —2*—1)(2* + (y — 1)* — 4).
(a) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge Ny von f sowie die Vorzeichenverteilung und
skizzieren Sie diese im Rechteck [—3,3] x [—2,4].
(b) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f.

(c) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von f und tragen Sie diese in Ihre Skizze ein.

(d) Bestimmen Sie fiir jede kritische Stelle ihren Typ.

L6sungshinweise hierzu:

(@) f(z,y) = 0 gilt genau denn, wenn 3?> = 22 + 1 oder 2? + (y — 1)? = 4 gilt. Die
Gleichung y? = 2% + 1 beschreibt eine Hyperbel und die Gleichung 2 + (y — 1)% = 4
einen Kreis mit Radius 2 und Mittelpunkt (0, 1). Fiir Punkte oberhalb des oberen oder
unterhalb des unteres Hyperbelastes ist der Term y? — 22 — 1 positiv, zwischen den
Hyperbeldsten negativ. Der Term 2% + (y — 1)? — 4 ist innerhalb des Kreises negativ
und auBerhalb positiv. Damit ergibt sich die Vorzeichenverteilung entsprechend der
nachfolgenden Skizze:

(b) Es gilt

_ —dz (2* —y — 1)
gradf(xay)_(4y3+2x2_6y2_8y+2 )
(1222 + 4y +4 4x
Hi(z,y) = ( 4z 12y — 12y — 8)
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(c) Aus der ersten Koordinate des Gleichungssystems grad f(z,y) = 0 erhdlt man die
Bedingung x = 0 oder 2> — iy — 1 = 0. Daher unterscheiden wir folgende Fille:

x = 0: Aus der zweiten Koordinate erhilt man dann 4y — 63> — 8y +2 = 0. Mit-
tels Einsetzen erhdlt man die Nullstelle ¥ = —1 und durch Polynomdivision

o+ V1T
2(y + 1) (2y®> — 5y + 1) = 0. Die weiteren Nullstellen y = — erhalten
wir mit der Mitternachtsformel.

x # 0: Dann gilt 22 = y+1. Durch Einsetzen in die zweite Koordinate des Gleichungs-
systems erhilt man 4y —6y?—6y+4 = 0. Man erhilt wieder mittels Einsetzen die
Nullstelle ¥ = —1 und durch Polynomdivision 2(y + 1) (2y* — 5y + 2) = 0. Die

erhalten wir ebenso mit der Mitternachtsformel.

weiteren Nullstellen y =

Damit ergeben sich die zugehdrigen z-Werte © = 0 zu y = —1 (Widerspruch
3 1
zur Annahme x # 0), xz:l:\/;zu y:§ und £ =43 zu y = 2.

Damit liegen folgende kritischen Punkte der Funktion f vor:

5—+V17 5! 17
P1:(07_1)7 P2:<07T\/_> ) P3:<07+T\/_> )

P, = <—\/§%> P= <\/g %) , P = (—\/ﬁ,z) : P = (\/52) .

R B N

(d) P, ist ein Sattelpunkt. Dies ist aus der Vorzeichenverteilung ersichtlich, da es sowohl
positive als auch negative an P, angrenzende Bereiche gibt. Das gleiche gilt fiir P
und P;.
P; ist ein lokales Minimum. Dies ist wieder aus der Vorzeichenverteilung mit Hilfe
des Satzes vom Minimum und Maximum ersichtlich: Der in der Vorzeichenverteilung
negativ gekennzeichnete Bereich, in dem P; liegt, zusammen mit seinem Rand ist eine
kompakte Menge. Nach dem Satz vom Minimum und Maximum nimmt die Funktion
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f daher auf dieser Menge ihr Minimum und Maximum an. Das Maximum ist 0 und
wird auf dem Rand angenommen. Das Minimum wird daher an einer kritischen Stelle
im Inneren angenommen. Als einzige Moglichkeit hierfiir kommt P; in Betracht.

Das Argument fiir P; lasst sich nicht auf P, (ibertragen, da hier im selben Bereich
ebenfalls die kritischen Punkte P, und P; liegen. Fiir diese Punkte verwenden wir die
Hesse-Matrix zur Typbestimmung:

Hf (P) = (9 _O‘/ﬁ %7_092&) , Hf(Py) = (__21\35 __21\§6> ’

= (s )

Wegen det (Hf (P;)) = 153 — 49y/17 < 0 ist Hf (P,) indefinit und daher P, ein
Sattelpunkt.

Wegen det (Hf (Py)) = det (Hf (Ps)) = 108 > 0 und Sp (Hf (Py)) = Sp (Hf (Ps)) =
—23 < 0 sind P, und Ps lokale Maxima.
Aufgabe H 81. Extremwerte unter Nebenbedingungen
Sei f:R* = R: (2,y,2) — 2%y* =3y’ +2*+z und M := {(z,y,2) € R*| g(z,y,2) =0}
mit g: R® = R: (z,y,2) — 22 + 9> + 422 — 4.
(a) Stellen Sie das Gleichungssystem gemaB der Multiplikatormethode nach Lagrange auf.
(b) Bestimmen Sie damit die Kandidaten fiir die Extremstellen von f auf M.
(c) Bestimmen Sie das Maximum und das Minimum von f in M.

(d) Sei N = {(z,y,2) € R*| g(z,y,2) =0=h(z,y,2)} S M mit h(z,y,2) = y*.
Bestimmen Sie den maximalen Wert, den f auf N annimmt.

Lésungshinweise hierzu:

21y
(a) Das Gleichunssystem ergibt sich mit grad f(z,y, z) = <2x2y — 6y> und grad g(z,y,2) =
2z +1
2z
<2y> aus grad f(x,y, z) + Agrad g(x,y,2) = 0 und g(z,y,2) = 0:
8z
2z (y> +A) =0 (1)
2y (2 +A—=3) =0 (2)
2(AN+1)z+1=0 (3)
Pyt 4 =4 (4)

(b) Aus (@) folgt * = 0 oder A = —y?. Aus (2) folgt y = 0 oder A = 3 — 2. Daraus
ergeben sich folgende Fille:

—2F1
=0 und y = 0: Dann folgt z = £1 aus (@) und mit (3] folgt dann \ = 8:F :

=0 und y # 0: Dann gilt A\ =3 — 2% = 3. Aus (3) folgt z = —5: und mit (&)
. 2
gilt y = £2/1 — (—&) = +158.

z#0 und y =0: Dann gilt A\ = —y? = 0. Aus (B)) folgt = = —3 und mit (@) gilt

r=42\/1— (-1 = +v3. 2
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x# 0 und y # 0: Danngilt 22 = 3— X und 3*> = —\. Aus (B)) folgt dann 8A+2 # 0
und damit z = —ﬁ. Durch Einsetzen dieser Relationen in ([d]) erhdlt man nach
Multiplikation mit (8\ + 2)? die Gleichung 2\ (16\% + 16X +5) = 0. Wegen
A= —y? #0 gilt 16A24+16A+5 = 0 und man erhilt mit der Mitternachtsformel

A= =Y=0 4 R Also fiihrt dieser Fall zu keinen (reellen) Lésungen.

Somit sind die Kandidaten fiir die Extremstellen

15v3 1
1 (0707 ) ) 2 (OvOa ) ) 3 <Oa 13 ; 26) )
15v/3 1 1 1
4 (Oa 13 ) 26) ; 5 (\/§a07 2) ) 6 (\/gaoa 2)

(c) Esgilt f(P1) =2, f(I2) =0, f(B3) = f(P) = —% und f(Ps) = f(Fs) = —%1-
Somitist max f(z,y,z) =2 das Maximumvon f auf M und min f(z,y,2) =
625 (z,y,2)EM (z,y,2)EM

~=5 das Minimum von f auf M, da M eine kompakte Menge ist (vgl. Satz vom

Minimum und Maximum).

T

(d) Esgilt y> = 0 & y = 0, das heiBt es gilt y = 0 fiir (z,y,2)' € N. Somit hat

x 2z 0

J( g ) y | = 0 0 | nie vollen Rang fiir (2,%,2)" € N und die Multipli-
z 8z 0

katormethode nach Lagrange fiir mehrere Nebenbedingungen ist nicht anwendbar.

Da N € M eine Teilmenge ist, ist der maximale Wert von f auf N kleiner oder gleich
dem Maximum von f auf M. Es gilt aber (0,0,1) € N. Damit folgt

2=f(0,0,1) £ max f(z,y,2) S max f(z,y,z)=2.

(x,y,2)EN T (zy,2)EM

Daher ist ( ma)XNf(:c,y,z) = 2 das Maximum von f auf N.
x,Y,z2)€E

Aufgabe H 82. Extremwertesuche auf einem Kompaktum
Sei f: R* = R: (z,y) — cos(z? +4?) und g: R? = R: (z,y) — 3z% + 2.
(a) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge Ny von f sowie die Vorzeichenverteilung und
skizzieren Sie diese im Bereich U;(0).

(b) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von f und tragen Sie diese in Ihre Skizze ein.
Bestimmen Sie jeweils den Typ.

(c) Bestimmen Sie mittels Lagrange-Multiplikatoren das Maximum und das Minimum von
f auf B := {(x,y) € ]R2| g(z,y) = 37” .

(d) Bestimmen Sie die Extremwerte, die f auf der Menge M = {(z,y) € R? ‘ g(z,y) <24
annimmt und geben Sie jeweils eine zugehorige Stelle (z,y) € M an.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esgilt cos(z®+y?) = 0 & 2> +y* = Z+km mit k € Z>y. Dadurch werden konzentri-
sche Kreise um den Ursprung mit Radius /5 + k7 beschrieben. Die Vorzeichenvertei-
lung ergibt sich im Wechsel positiv und negativ (entsprechend der Cosinus-Funktion)
mit positiven Werten im innersten konzentrischen Kreis:
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(b) Esist grad f(z,y) = (_3; :iﬁgig 1323) = 0. Wir machen die Fallunterscheidung

NN

I

sin(z? + y?) = 0: Dann gilt 22 + y? = k1 mit k € Zzy.

sin(z? + y?) # 0: Dann muss z = y = 0 gelten, was im Widerspruch zu sin(z? +
y?) # 0 steht.

Die kritischen Stellen sind also alle (z,y) € R* mit 2% + y? = kr fir k € Zx.

Dadurch werden konzentrische Kreise um den Ursprung mit Radius v/km beschrieben.

Lt ; J*Y i | +H-
MBS S N
e L. ) |

| ™ ] X -’} | o | |
a, 44_(% o /‘/ 'v}-ij;}ihﬁ;\ ,;L,
i - ‘4 T N | | ] ¥

LA A A ™ N
A RN D NN
INWaliauy. 7“\/3 | §
| I O B O A=
i Vet =t T

TN NNy
. \\ \\ N L EAV.NViviE |
OO T A /;(“ ]
IS NN A L 7 T T
et N \ Lot | | Vi |
J R /,r,/ W4 j
I TS T T
f I T ; ’ i |
HNN RS NN

Zur Bestimmung des Typs hilft weder die Vorzeichenverteilung (mehrere kritische Punk-
te in jedem Kreisring, daher hilft der Satz vom Minimum und Maximum nicht direkt
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weiter) noch die Hesse-Matrix (det(Hf) = 0) Es gilt jedoch

1 falls k gerade
cos(a? +y°) = cos(km) = '
( ) (k) —1 falls & ungerade

Wegen max cos(z® +y?) =1 und min cos(z® + y*) = —1 sind die Punkte auf

(z,y)ER? (z,y)ER?
Kreisen mit Radius v k7 Maxima, wenn k gerade ist, und Minima, wenn k ungerade
ist.

(c) Wir verwenden die Nebenbedingung ¢'(z,y) = 322+y*—=F = 0. Damit ergibt sich das

folgende Gleichungssystem aus grad f(z,y) + Agrad ¢ (x y) =0 und ¢'(z,y) = 0:
22 (3X\ — sin(z” + y*)) =0 (5)
2y (A —sin(z® + y%)) =0 (6)

3

322 + 4% — 7” ~0 (7)

Aus (B)) folgt = = 0 oder 3\ —sin(z?+y?) = 0. Aus (@) folgt y = 0 oder A\ —sin(z?+
y*) = 0. Daraus ergeben sich folgende Fille:

x = 0: Dann gilt y =44/ mit (@) und aus (@) folgt A = sin(2? + y?) = —1.

x#0Ay=0: Danngilt z = £,/ mit (Z) und aus (B folgt A = § sin(z?+y?) =
x#0Ay+#0: Dann gilt 3\ = sin(z? + y*) = A mit (B) und (@), also A = 0 und
2? + y* = km mit k € Zxo. Damit folgt aus (7) 0 < 22? = 2F — kx und wir
erhalten k € {0,1}.
Fir kK =0 folgt x = y = 0 aus 2? +y? = kr = 0, was im Widerspruch zur

Annahme steht. Also folgt & = 1 und man erhilt 222 = 3 1 = T also

2 2
T = j:‘/TE und damit y = i@ aus ([7l).
Somit sind die Kandidaten fiir die Extremstellen

3 37 T
1 <O7 92 ) ) 2 07 92 > ) 3 ( 27()) )

p-(50). n- g_ws_) . <££>

)

R 2

Esgilt f(P1) = f(P) = f(Ps) = f(Py) =0 und f(Ps) = f(Fs) = f(Pr) = f(F)

—1. Somitist 0 = (m?x f(x,y) das Maximum von f auf B und —1 = (m)lan(
x,y)e

y)
das Minimum von f auf B

(d) Die Extremwerte von f auf M lassen sich iiber die Extremwerte im Inneren M° von
M (vgl. Aufgabenteil (a)) und die Extremwerte auf dem Rand OM = B von M (vgl.
Aufgabenteil (b)) ermitteln. Das Maximum von f auf M° ist 1 in Punkt (0,0) €
M° und das Minimum ist —1 beispielsweise in (0,+/7) € M°. Nach Aufgabenteil
(b) ist 0 das Maximum auf OM und —1 das Minimum. Somit wird das Maximum

1= (m)ax f(z,y) von f auf M im Punkt (0,0) angenommen. Das Minimum —1 =

(mme(x ,y) wird beispielsweise in den Punkten (0, ++/7), P5, Ps, P; oder Py. Zur
T y S

Veranschaulichung wir hier in obige Skizze noch die Menge M eingezeichnet. Dies ist
nicht fiir die Losung dieser Aufgabe gefordert:
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Aufgabe H 83. Modell: Extrema unter Nebenbedingungen
Seien f: R? — R: (z,y) — ay?, sowie M := {(z,y) €R*| 2 —y* =0} und N :=
{(z,y) eR*| 2*+ (y+ 3)? =1}
Das in der Prasenziibung benutzte Modell von f finden Sie auch unter:
www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel-Material /3D-Modelle /06 /
(a) Skizzieren sie die Nullstellenmenge Ny und die Vorzeichenverteilung von f sowie die
Mengen M und N im Bereich [-2,2] x [-2,2].
(b) Bestimmen Sie mit der Multiplikatormethode von Lagrange alle Kandidaten fiir Ex-
tremstellen von f auf M und ermitteln sie jeweils deren Typ.

(c) Parametrisieren Sie M durch eine Funktion ¢: R — M. Priifen Sie die Existenz von
Extremwerten von f auf M, indem Sie die Funktion f o ¢ untersuchen.

(d) Bestimmen Sie mit der Multiplikatormethode von Lagrange alle Kandidaten fiir Ex-
tremstellen von f auf N und ermitteln sie jeweils deren Typ.

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt f(z,y) = 0 < (z = 0Vy = 0), also beschreibt N, genau die beiden
Koordinatenachsen. Fiir x > 0 und y # 0 gilt f(x,y) > 0 und fir x < 0 und
y # 0 gilt f(z,y) < 0. Weiter beschreibt M eine Normalparabel, bei der x als
Funktion von y beschrieben wird (also in Richtung der positiven x-Achse gedffnet
ist). N beschreibt einen Kreis mit Radius % und Mittelpunkt (0,—%). Damit ergibt
sich die folgende Skizze:
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TR

I__;__..

(b) Esist gy(x,y) = x — y?. Aus grad f(m,y) + )\gradgM(a;,y) =0 und g(z,y) =0
ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

Y +A=0 (8)
2y(x — X)) =0 (9)
r—y*=0 (10)

Aus (Q) folgt y = 0 oder z = .

Ist y =0, so folgt x =0 aus (I0) und A =0 aus (8.

Ist y # 0, also A =z, so folgt z = y*> = —x mit (B) und (I0). Somit gilt z =X =0
und es folgt ¥ = 0 im Widerspruch zur Annahme.

Folglich ist der einzige Kandidat der Punkt (0,0) und aus der Vorzeichenverteilung
ist ersichtlich, dass es sich hierbei um ein Minimum handelt: f(0,0) = 0 und wegen
x=y? >0 fiir y # 0 ist ansonsten f(z,y) >0 auf M.

(c) M lisst sich parametrisieren durch die Kurve ¢ : R — M : ¢ > (t?,t). Damit gilt
(foc)(t) = t*. Wir bestimmen nun die Extremstellen von f o c:

d

&(foc)(t)zéltg:O(:)t:O,

d d : g

— (foo)(t) =—-4<0<4=— (foo)(t) = (f o) hat bei t =0 ein Minimum.
dt — dt 1

tliin (foc)(t) =400 = (foc)nimmt auf M kein Maximum an.

—3o0

Somit besitzt f auf M kein Maximum und nimmt sein Minimum (m)me(a: Y) =
x,y)e
(fo¢)(0) =0 im Punkt ¢(0) = (0,0) an
(d) Esist gn(z,y) = 2® + (y + %)2 — 1. Aus grad f(z,y) + Agrad gy(z,y) = 0 und
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g(x,y) = 0 ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

y? + 2 z =0 (11)
1
2xy + 2A (y + 5) =0 (12)
1\ 1
2
) == 1
x +(y+2> 1 (13)

Ist y =0, so folgt A =0 aus (I2) und = = 0 aus ([13)).
Ist y = —1, so folgt = 0 aus ([I2) und z # 0 aus (III). Somit fiihrt dies zu keiner

Losung.

Sei nun y ¢ {0,—1}. Dann gilt = # 0 # A mit (II). Daher folgt A = —% aus
(II) und X = —yiy; aus (I2)). Durch Gleichsetzen und Multiplikation mit den Nennern
erhalten wir

1
—2x2y = —y2 (y + 5) S 4g? = y(2y +1) .

Setzen wir diese Identitét in die mit 4 multiplizierte Gleichung (I3)) ein, so erhalten
wir

5
6y2+5y:()y:¢oy:—6.

Aus ([I3]) ergibt sich damit = = j:\/?g. Damit ist A = —% = $%5.
Aus der Vorzeichenverteilung ist direkt ersichtlich, dass der Punkt (0, 0) ein Sattelpunkt
von f eingeschrankt auf N ist. Weiter gilt

(69)-3 A50)-38

216 6 6 216

Da N kompakt und f stetig ist, besitzt f nach dem Satz vom Minimum und Maxi-
mum sowohl ein Maximum_als auch ein Minimum auf N. Da hierfiir nur die Punkte

\/5 5 \/5 5 . . . .. 25\/5 o
=%, —¢) und (%> —2) in Frage kommen, nimmt f sein Minimum —<¥2> =
min f(z,y) im Punkt (—ﬁ,—§) und sein Maximum 2¥5 — max x,y) im

Join S y) 5 6 A (x,y)eNf( y)
Punkt (\/?5,—2) an.

AbschlieBend nochmal die Skizze aus Aufgabenteil (a) mit eingetragenen kritischen Punkten
auf M und N. Dies ist nicht fiir die Losung dieser Aufgabe gefordert:
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Online-Aufgabe.
Sie finden Ihre Online-Aufgabe (Bearbeitungszeit 5.7.-11.7.) auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test430/
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 84. Rotation und Potentiale
Berechnen Sie jeweils die Rotation der folgenden Vektorfelder. Welche besitzen ein Potential?

x 4oy — y?z + 22
(@) fi: R® = R*: (y) — zt — 2zyz

2 2x2 — 1y’
x z e sin(y)

(b) fo: R® — R®: (y) — <zexcos(y)>
z e’ sin(y)

(c) f3: D— R3: (;) > (mlé(z)) fir D= {(z,y,2) e R*| 2> 0}

z T~z

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

0
rot f1 = (O)
0

Da R? einfach zusammenhingend ist, besitzt f, ein Potential.

(b) Wir berechnen
0
rot f2 = (0)
0

Da R? einfach zusammenhingend ist, besitzt f; ein Potential.
(c) Wir berechnen

Da dieses Vektorfeld nicht null ist, besitzt f3; kein Potential.

Aufgabe H 85. Divergenz, Rotation und Jacobi-Matrix
x x sin(y?) T y
Sei f:R* R |y |~ | zzcos(y) | und g: R* = R?*: [y | — e T2,
z xeY* z y*cos(2)
(a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen von f und g¢.
(b) Berechnen Sie die Divergenz und Rotation von f.
(c) Berechnen Sie J(go f) (m,0,1).
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

sin(y?) 2wy cos(y?) 0

Jf (z,y,2) = | zcos(y) —zzsin(y) zcos(y)
eV? Tz eY® Ty eY*

Jg ) = e’ xeY 1
IWEY2) =0 2ycos(z) —y?sin(z)

(b) Wir berechnen

div f = sin(y?) — xzsin(y) + zy e,
rze¥? — x cos(y)
rot f = —eY¥?
z cos(y) — 2xy cos(y?)

(c) Wir nutzen die Kettenregel:
J(gof) (7T70v1) = Jg(f(ﬂ-’oal)) 'Jf(ﬂ->071)'

Also berechnen wir

(§]
9(0,mm) 0—27r0)

000
fro=[1 0 =

1 = 0

Also ist

Aufgabe H 86. Laplace-Operator
Welche der folgenden Abbildungen sind harmonisch?

(@) fi: R? = R: (x,y) — 23y — x29°.
(b) f2: R® = R: (2,9,2) — 2% — 22% + cos?(z) + 2y%sin?(z).
(c) f3: R® = R: (z,y,2) —~ e®sin(y) + e¥ cos(z).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

Ph_ .
aIQ - y?
*fi

also gilt Af; = 6xy — 62y = 0 und f7 ist harmonisch.
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(b) Wir berechnen

a—f; = 2z — 2 cos(z) sin(z) + 4y* sin(x) cos(z)

=2z + (2y* — 1) sin(22),

a2f2 2

oz = 2 +2(2y° — 1) cos(2x),
0*f :

o 4sin®(x),

0*f

022 4

also ist
Afy = —2+2(2y* — 1) cos(2x) + 4sin®(z) = 4(y* — 1) cos(2x).

Im letzten Schritt verwenden wir cos(2x) = 1 — 2sin®(z).
Diese Abbildung ist nicht konstant Null, z.B. fiir z = 0 und y = 2, also ist f; nicht
harmonisch.

(c) Wir berechnen

013 = e”sin(y)

8.1:2 - y ’

0> f3 v

oF —e”sin(y) + ¥ cos(z),
0% f3

Fel —e¥ cos(z),

also ist Afs =0 und f3 ist harmonisch.

Aufgabe H 87. Parametrisierung von Kurven
Bestimmen Sie eine stiickweise reguldare Parametrisierung der folgenden Kurven.
(a) Der Streckenzug von (0,0)" iiber (—3,—2)" und (—1,—4)" nach (0,0)".
(b) Das Stiick eines (im mathematisch positiven Sinn, also gegen den Uhrzeigersinn durch-
laufenen) Kreises um (3,2)" von (3,—1)" nach (6,2)".
(c) Das Stiick eines (im mathematisch negativen Sinn, also im Uhrzeigersinn durchlaufe-
nen) Kreises um (3,2)" von (6,2)" nach (3,—1)".
(d) Die Kurve K = {(x,y,z) € Q! r=y, 22 O} von (1,1,0)" nach (—1,—1,0)",
wobei Q = {(z,y,2) €R®| 2> +y*>+ 2z =2},

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir betrachten zuerst jeden der drei Streckenabschnitte einzeln und erhalten zum
Beispiel:

DR e (()a-0+ (3= (75)
Dy: [1,2] — R?: t <:‘;’)(2—t)+ (:i)(t—l)z (275_;755)
Ds3:[2,3] — R?*: t <:zll)(3_t)+ (8)(t—2): (417?:?;2)
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Zusammengesetzt erhalten wir als mogliche Parametrisierung fiir den Streckenzug

(

—3t

—2t )’

2t —5
=2t )’

t—3
4t—12>’ t € [2,3].

(b) Die Kurve ist ein Viertel eines Kreises um (3,2)" mit Radius 3. Ein Kreis um (3,2)"
mit Radius 3 und Startpunkt (6,2)" ist parametrisiert durch

t€10,1]

C1:10,3] = R?: t tell,2]

\

Cy: [0,27] = R%: ¢ — (3C08<t) +3).

3sin(t) + 2

Mogliche Parametrisierungen der Kurve sind also gegeben durch

Cy: {31,24 —R%*: t— <3008(t>)1_§) oder

2 3sin(t
_ @ 5. 3sin(t) + 3

(c) Ausgehend von der Parametrisierung C5 in (b), erhalten wir eine mdogliche Para-
metrisierungen der Kurve durch Substitution von ¢ durch 7 —¢. Dies ergibt wegen
sin(§ —t) = cos(t) und cos(§ —t) = sin(t) folgende Parametrisierung.

_ @ 9 3cos(t) +3
Cy: [O,E} — Rt (—33in(t)+2)‘

(d) Als Ansatz fiir eine regulare Parametrisierung der Kurve schreiben wir

T
Cs: [0,1] = R*: t (y)

z

mit noch zu bestimmenden und von ¢ abhingigem (z,y,2)" € Q. Wegen z = y,
C5(0) = (1,1,0)" und C5(1) = (=1, —1,0)" setzen wir

r=(1-2t)=uy.
Aus 22 + 32 + z = 2 folgt damit, dass z = 2 — 222 = 2 — 2(1 — 2t)? = 8t(1 — t) sein

muss. Wir erhalten daher die folgende Parametrisierung der Kurve.

1-—2¢
Cs: [0,1]—>R2:tr—>< 1—2t )
8¢(1 — 1)

Online-Aufgabe.
Sie finden lhre Online-Aufgabe auf folgender Webseite.
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/tests/test431/
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M. Pressland Hoéhere Mathematik 2
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Sommersemester 2018

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 88. Kurvenintegrale von Vektorfeldern

Sei K = {(z,y,2) eR¥| x=9y>=2% 05252, y20}.

Berechnen Sie die Kurvenintegrale der folgenden Vektorfelder langs der Kurve K von (0,0, 0)
nach (4,2,2).

x Tx2y
@ fFR-R: [y | — | —bzxyz |.
z ye®

‘ T yet + 2z
(b) g RE=R3: |y | — e” :
z x

(Hinweis: Vergleichen Sie mit Aufgabe P80.)

Lésungshinweise hierzu:

t? 2t
Wir parametrisieren K durch C: [0,2] — R3: t ( t ) . Also ist C'(t) = ( 1 > :
t 1
(a) Wir berechnen

2 2 [ Tt 2t
/Kf(:z:).dx:/O f(C(t)).C”(t)dt:/O 5 .(%)dt

= / 14t° — 5¢* + tef d ¢
0

2
= [2t7—t5}§+/ tet dt
0

2
:224+[tef}§—/ e dt

0
=224 + 2¢* — [¢];
=225 + ¢’

(b) Durch h(x,y,z) = ye® + xz wird ein Potential fiir das Vektorfeld g gegeben (siehe
Aufgabe P80b). Also berechnen wir

/ g(z) e dz = h(4,2,2) — h(0,0,0) = 2" +8.
K

Bemerkung: Wenn man versucht, dieses Kurvenintegral mit Hilfe der Parametrisie-
rung C' zu berechnen, muss man eine Funktion integrieren, die den Term ¢ involviert
— dadurch ist es sehr schwer direkt zu berechnen. Nutzen Sie |hr Potential!

Aufgabe H 89. Lange einer Kurve und Kurvenintegral
Sei K die Kurve K = {(z,y) € R*| y = cosh(z), 0 <z < 2}.
(a) Bestimmen Sie die Lange von K .

(b) Sei f: R* - R: (z,y) — ycosh(x). Bestimmen Sie / f(s)ds.
K
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Loésungshinweise hierzu: Eine reguldre Parametrisierung von K ist durch

C:[0,2] = R2: t — (¢, cosh(t))"

() = (mi(t))-

(a) Die Lange von K ist gegeben durch

2
/1ds:/ \/1 +sinh?(t)dt
K 0
2

—/ cosh(t)dt

— [sinh(¢)]?

62 — 872

2

gegeben. Wir berechnen

(b) Wir berechnen

b =3’ +3e?—e "
N 24 '

Aufgabe H 90. Potential und Kurvenintegrale
Gegeben seien fiir « € R das Vektorfeld

. T2 2. (T T9e™1™2 + (a0 — 1)x9
o R —>R . (x2> — (xlex1:ﬂg+a($2_1)
sowie die Parametrisierung des Kreises K durch C': [0,271] — R?: t (32?58))) :

(a) Bestimmen Sie, fiir welche v € R das Vektorfeld g, ein Potential hat und geben Sie
fir diese « ein Potential an.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von Teil (a) fiir jedes o € R das Umlaufintegral j{ Ja(T)ed .
K
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Bestimmung der Rotation:
0 (ga)2 i 0 (goc)l

rot [ — (x1x2exll"2+ew1x2)_(x1x2e:p1x2+em1w2+(a_l)) —1—a

8x1 8x2

Da RR? einfach zusammenhingend ist, ist die Existenz eines Potentials dquivalent zu
rot g, = 0. Damit existiert genau dann ein Potential, wenn o =1 ist.

Wir bestimmen ein Potential von g;.
Es ist (g1)1(z1,22) = 2262, also

U(xy,x9) = /(gl)l(xl,xg)dml = /gvgew””2 dzy = €™ + ¢(x).

Aus der Bedingung U,,(x1,22) = (g1)2(x1, 22) ergibt sich
216772 4 ¢y, (19) = 116" + (15 — 1)

und somit ¢, (x2) = x9 — 1. Daraus folgt, dass c(zq) = %x% — x5 ist. Ein mogliches
Potential ist also gegeben durch

1
U:R? 5 R: (1, 29) —> 7172 + §x§ — Z9.

(b) Da K ein geschlossener Weg iiber ein Vektorfeld ist, welches ein Potential besitzt,

ergibt sich sofort
/ gi(z)edx =0.
K

Es bleibt noch [, go(x)edx fiir a # 1 zu berechnen. Dazu bestimmen wir zuerst C”:

)= sy )
Es gilt
mlenaa) = alonan) + o= 1,7 ).

132—1

Das lasst sich benutzen, um die Berechnung des Integrals zu vereinfachen:

/Kga(g;).dg;:/K(gl(x>+(a—1)<xfjl)).dx
:/}(gl(x).dx—i—/l((a—l)(xfil).dm

Sl [T (20 ) (G ) as

=(a—1) /0 ' —4(sin(t))* + 4 sin(t) cos(t) — 2 cos(t) dt

2w

= (a —1) [=2(t — sin(t) cos(t)) + 2(sin(t))* — 2sin(t)],

= —Ar(a—1)

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel / Seite 66



26. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H91. Zirkulation und Ausfluss

Fiir ein Vektorfeld f: R? — R? und eine geschlossene Kurve K in R? mit stiickweise

reguldrer Parametrisierung C': [a,b] — R?: ¢ — <g;g;) , nennen wir

ﬂﬁm=/f@@%U@M

die Zirkulation von f langs K und

A = [ ey (i) Yar

den Ausfluss von f durch K.

Sei f: R? — R?: i by

e’ + e¥
(1,0) und (0,1), im mathematisch positiven Sinn orientiert. Berechnen Sie
(a) die Zirkulation Z(f, K) von f langs K.

(b) den Ausfluss A(f, K) von f durch K.

) und sei K der Rand des Dreiecks mit Ecken (0,0),

Losungshinweise hierzu: Wir parametrisieren K in drei Stiicken

C1:[0,1] — R*: t (6),

Cy: [0,1] = R?: ¢ = (1;t),
2 0
C3:[0,1] > R*: t — (1—t)'
Die Ableitungen sind

=)  an-()  an-(%)

durch eine Vierteldrehung erhalten wir jeweils die fiir den Ausfluss benotigten Vektoren or-

thogonal dazu als
(2 o)eo=(86)=(5) (& o)an=-(-&6)-(1)
(O g)ao- (&) - (7)

(a) Wir haben

ﬂﬂ&zéf@ﬁ»ﬂ@M+Aﬂ@@%%@m+4ﬂ%®%%@M
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und berechnen

/Olf(Cl(t)).C{(t)dt:/ol<et9rl>.((1))dt

Y

/Olf(CQ(t)).C’g(t)dt/oi <gf§;§2>. (_11>dt
:/0 6t° — 6t +e' ' +e'dt

= [26% — 3 — et 1 ¢
= 2e — 3,

/Olf(C’g(t)).Cg(t)dt:/ol <1+Oe”) : (_01>dt
:/01—1—e”dt

Y ———k

=—1—e.

Also ist Z(f, K) = e — 4 die Summe dieser drei Integrale.
(b) Auf eine dhnliche Art und Weise, berechnen wir

/01(etgl).(_ol)dtz/ol—et—ldt
~ [

= —e

1 1
6t(1 —1) 1 _ 2 1t .t

= [3t — 26> — et 4 ],
=2e—1

/01(1+0e1—t)'(_01)dt:0.

Also ist A(f,K)=e—1.

www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium /infomat/HM-Stroppel /

Seite 68



