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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 57. Potenzreihe

o0 n

3
Fir a € R sei die Reih —(a—4)" ben.
ir o sei die Reihe ;Qn(a )" gegeben
(a) Fiir welche o € R kann man eine Aussage liber das Konvergenzverhalten mit Hilfe des
Quotienten- bzw. Wurzelkriteriums treffen, fiir welche nicht?

(b) Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Reihe fiir o € {%, % :

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir schreiben die Reihe als >~ | a,, mit a, = 3-(a —4)". Dann betrachten wir zum

Beispiel (dabei nehmen wir ohne Einschrankung an, dass « # 4 ist, denn in diesem
Fall ist a,, = 0 fiir alle n € N und es liegt trivialerweise Konvergenz vor)

Unt1| _ 3l o — 4|n+1 ) 2n
an, 2(n+1) 3o — 4|
= 3la—4] — "2¥ 3|a — 4|.
n+1
Mit dem Quotientenkriterium kdnnen wir dann folgern, dass die Reihe fiir alle «
konvergiert, fiir die gilt [3(cv — 4)| < 1, also « € (4,%). Divergenz folgt, wenn

3(c —4)| > 1, also wenn o > 22 oder v < &. Im Falle v = & bzw. a = £ kann
man mit Hilfe des Quotientenkriteriums keine Aussage treffen.
Alternativ kdnnen wir auch das Wurzelkiterium verwenden. Dazu betrachten wir

n3n 1 n—oo
Via,l =\ —|a—4" =3|la — 4|—— — 3|a — 4.
Vloal = {f gl =41 = 3la — o= =5 a4

Damit kdnnen wir wieder auf Konvergenz schlieBen, wenn |3(a—4)| < 1 ist, sowie auf
Divergenz, wenn |3(a—4)| > 1 ist. Im Falle |3(aw—4)| = 1 ist mit dem Wurzelkriterium
keine Konvergenzaussage moglich.

(b) Wir betrachten zunichst den Fall o = L. Dann ist

gan - g <—%>n e

N N e
=:bp,

pO| o
SERE

Da die Folge (b,)nen alterniert und (]b,|)nen eine monoton fallende Nullfolge ist,

konvergiert die Reihe im Falle o = 13—1 nach dem Leibnizkriterium.

Nun sei o = 1—33 Dann ist
> = 3" /1\" 1 11
Za”_z_n(ﬁ) - %_§Zn:15‘
13

Da die harmonische Reihe > | 1 bekanntermaBen divergiert, liegt im Falle o = &
. =i n
keine Konvergenz vor.

)
n=1
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 58. Konvergenzkriterien

- 1
Gegeben sei die Reihe _
; 3+ (=1)»)
(a) Weisen Sie Konvergenz nach, indem Sie eine geeignete konvergente Majorante angeben.
(b) Weisen Sie Konvergenz nach, indem Sie das Wurzelkriterium verwenden.

(c) Zeigen Sie, dass mit Hilfe des Quotientenkriteriums keine Aussage iiber das Konver-
genzverhalten der Reihe getroffen werden kann.

Losungshinweise hierzu: Wir schreiben im Folgenden a,, = L

B+(=Dm)
(a) Fir alle n € N gilt offenbar 0 < a,, < 5. Da die Reihe > | =& konvergiert (geome-

tische Reihe mit ¢ = 1), konvergiert auch > 7 a, nach dem Majorantenkriterium.
(b) Wir betrachten

N =

, falls n ungerade,

Vlan| =

, falls n gerade.

AT,

Daher ist lim,,_, ¥/ la,| = % < 1 und es liegt nach dem Wurzelkriterium Konvergenz

vor.
(c) Esist
27L 1 f
1 = 5= , falls n ungerade,
Anp41 o ant 2nt
a n 3
n s =2""! | falls n ungerade.
Daher ist
. An+1 — | Qpt1
0= lim || <1< Iim | =2 = +00
n—oo | Qn n—oo | QA

und somit nach dem Quotientenkriterium keine Konvergenzaussage moglich.
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 59. Reihenwerte bestimmen
(a) Berechnen Sie den Wert der Reihe aus Aufgabe H 58, indem Sie diese in geeigneter

Weise als Summe zweier geometrischer Reihen schreiben.

- 2
(b) Berechnen Sie den Wert der Reihe Z (n 1 3~ i 1) :
n n

n=1

Losungshinweise hierzu:
. . 1 1 1 1
(a) Sei Ap = m Dann ist Ao = E = 1_6k und Agk+1 — W = 5 . 1k

k € Np. Damit ist

D= amtY =) 1t w
n=0 k=0 k=0 k=0 k=0
1 L1 16 1.4 2
1-L 2 1-4 15 2 3 1

(b) Sei a, = Ll Dann ist die gesuchte Reihe von der Form Z(an+2 — ay), also eine
n=1

Teleskopreihe (vgl. P 55). Durch Betrachtung der N-ten Partialsummen erhalten wir

Z(an+2 —ay) = (a3 —ay) + (ag — az) + (a5 — az) + (ag —aq) + . ..

n=1
o+ (ans2 —an) + (anss — ant1) + (ANt — ani2)

= aN+44 T AN43 — G2 — Q1
N+4 N+3 2 1

“Nis5TN+4 3 2

N—o00 2 1 5
141—2--=2

i T37555

Seite 3
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 60. Konvergenzuntersuchung
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

= (2n)! - ™
@ 35 © 2L

(b) ;;(W-ﬁ) (d) ?}(nil)(nQ).

Losungshinweise hierzu:

) B (2n)!
(a) Sei a, = T (2 () Wir betrachten
Ung1| (2n + 2)! 5"(n!)?
an | 5"l ((n+1)1)2  (2n)!

B (2n+2) - 2n+1)- (2n)! ‘ (n!)?
N 5:-(n+1)2-(n!)? (2n)!
N2+ 6n+2 o0 d

= — - < L
5-(n2+2n+1) 5

Daher liegt nach dem Quotientenkriterium (absolute) Konvergenz vor.

(b) Sei a, =vn+1—+/n. Dann ist
(AFI- ) (VT TR

a, =
vVn+1+4++n
1 1 R T
IRV ES —l—\/_ 2v/n+1 4n 4 /n T dn
=1
Da aber die Reihe Z — divergiert, divergiert auch Zan nach dem Minorantenkri-
n=1 n n=1

terium.

Alternative: Die Reihe ist eine Teleskopreihe. Die N -te Partialsumme ist
N
d (Wntl-vn)=("2-1)+(V3-v2)+(Vi-V3)+ -+ (VN+1-VN)

n=1
=VN+1-1"2% 400

Daher ist die Reihe divergent.

(c) Sei a, = 7— Dann ist

n’(3" + 5m)
Vlan| = —= ! :
" n7 . Y3n + 5n

Es ist

5=/5m < 34+ 5n < V2 5n X 5,
sodass nach dem Sandwichsatz lim /3" + 5" = 5 gilt. Zusammen mit lim Vn7

n—oo n—oo
ergibt sich dann, dass lim,, ., {/|a,| = % > 1. Daher ist die Reihe nach dem Wurzel-
kriterium divergent.
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(n?)
(d) Sei a, = ( :L_1> . Dann ist
n

()

n+1

-1
] T el < 1.

1 n
n
N—_———

n— oo
— €

Dabher ist die Reihe nach dem Wurzelkriterium konvergent.
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F. Marks, S. Nitsche, 16. Gruppeniibung zur Vorlesung M. St |
. . - dtroppe
M. Pressland, Hoéhere Mathematik 2
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Sommersemester 2019
Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 61. Funktionsgrenzwerte
Untersuchen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte:
(@) lim sin(a) + cos(z) (b) lim <\/x2 —1-Va+ 2) ,
T—+00 x ' r——00
322 — x4+ 1+ cos(x) . e 4emg?
i d) lim ————.
(C) xglfloo /422 — 2x ' ( ) ac—1>1:|—noo 227 4 \/E

Losungshinweise hierzu:

(a) Esgilt
—2 _ sin(z) + cos(z) _ 2
r = x —x
und mit Satz 1.5.6 5 5
lim — = lim —=0.
r—+00 I T——+00 I
Es folgt
0< lim sin(xz) + cos(z) _ 0
= r—+00 x =7
daher ‘
lim sin(z) + cos(w) 0
T——400 €T o
(b) Es gilt
(22 —1) — (22 +2) -3

Va2 —1—Vaz24+2= =

\/x2—1—|—\/x2+2_\/x2—1—|—\/x2—|—2‘

Weil lim,_,_oo (V22 — 1 + V22 +2) = +oo gilt, ist

-3
lim (\/xQ—l—\/x2+2): lim =0
T——00 z=—00 \/22 — 1 4+ /22 + 2
(c) Weil cos(x) begrenzt ist, und lim, , ., v4z? — 22 = +00, gilt
lim <@
T

(Vergleichen Sie mit Teil (a).) Es folgt, dass

. V322 —1z+ 1+ cos(x) _ 3x2—x+1 . 3x2—xz+1
lim = lim ———— = lim {/———.
T——00 A2 — 2r T—>—00 412 — 9 T—>—00 42 — 2x

Es gilt

(siehe Satz 1.11.8), und so

’ V3z?2 —x + 1+ cos(x) , 32 —x+1 /3
im = _—— =
o Neroawr v—oo V| 4z? — 22 2
(siehe Satz 1.12.1(7)).
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16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Es gilt
e + e"g? 1+ e a3
202 +\/x  2+e 22 /1

Weil lim,_ o e %23 = lim, 1o e 2*/z = 0 gilt, ist
+ + g

1. eQw + erx?) ) 1 + e—r$3 1
im ———= lim —— = —.
z—+oo 202 4 \/5 z—+00 2 + 87233\/5 2
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Aufgabe H 62. Einseitige Grenzwerte

Untersuchen Sie die Grenzwerte lim f(x) und lim f(z) fir
z—0+0 z—0-0
3z? 20+ +3
a x) = -+ ,
(a) f(z) dein(e)Va? | AP 11

(b) o) = PR

Hinweise: Sie sollen die Regel von |'Hospital nicht anwenden!

Losungshinweise hierzu:

. : 22° 3. .. :
(a) Die Abbildung = — % ist in O stetig, also
i
lim 222+ +3 - 202+ +3  2-024+0+3 5
1 _—_— = 1 = — J.
e5040 42 + 1 e—0-0 47?2 +1 4-02+1

} . . 3x?
Daher miissen wir nur die Grenzwerte von z —

bemerken wir, dass vx? = |z| gilt. Also ist fiir x > 0

3x? 3x? 3z

2sin(z)vV?

2sin(z)Va? B 2sin(z)x B 2sin(z)’

Also gilt

i 3x? . 3z 3
im —— = lim ——— =
+=0+0 2gin(z)y/z2  @—0+0 2sin(z)

(vergleichen Sie mit Beispiel 1.12.5), und so ist

im —
2 2—0+0 sin(x)

untersuchen. Zunichst

X

2

r 322 +2x2+:z:+3 +3 9
im - = 2
2040 \ 2sin(z)vx? 472 + 1 2
Analog ist fiir z < 0
32 _ 3z
2sin(z)Va? 2sin(x)
und damit
i 32 i —3x
im ———— = lim = —=
@=0-0 2sin(z)y/22  @—0-0 2sin(x) 2’
und
. 322 +2$2+:€—|—3 +3 3
im = _= .
z—0—0 2 Sin(x)\/xQ 4$2 —+ 1 2

(b) Fur g >z > 0 gilt tan(x) > 0 und 22 cos(z) > 0. Also ist

tan(x) 4+ z2 cos(x) + 1 1

32 sin(x) 302 sin(x)’
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1
322 sin(x)
g >z >0 gilt 3z%sin(z) > 0 und damit

Da lim, o 32? sin(x) = 0 ist, muss gegen +o0o oder —oo streben. Im Fall

1

lim ——— = +o0.
2—0+0 3x2 sin(x)

Also ist auch
tan(x) + 22 cos(x) + 1

25040 322 sin(x)

= +o00.

1 1
Fiir 5 << 0 ist tan(z) < 0 und 1> x? cos(z) > 0. Also ist

tan(z) + 2% cos(x) + 1 _ 5
322 sin(x) 1222 sin(z)

1
Da fiir 5 <e< 0 die Ungleichung 122%sin(x) < 0 gilt, ist

1

00 322 sin(z) -

und damit auch
tan(z) + 2 cos(x) + 1

li = —00.
25300 322 sin(x) >
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Aufgabe H 63. Stetigkeit
Sei p = 0 ein reeller Parameter. Wir betrachten die Funktion f: R — R mit

2(z% — 227 — 1 + 2)

) = -
Vrt+pr — Va2 +Tr+ 1 firz 2 1.

fir x < 1,

(a) Bestimmen Sie lim f(z) in Abhéngigkeit von p.

T—+00

(b) Bestimmen Sie die Nullstellen von f in Abhangigkeit von p.
(c) Fiir welche Werte des Parameters p ist f an der Stelle 1 stetig?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Fir x =1 ist

f@) = a2+ pr — Va2 + Tz + 1
(@4 pr)— (P +Tx+1)
Vet pr A+ VaR+ Tr 1
B (p—Tx—1
B \/x2+px+\/x2+7x+1'

Jetzt multiplieren wir Zahler und Nenner mit %

(p—7)— 3

1+Z2+,/1+14+ %

fx) =

zu erhalten. Also ist

lim f(z)= lim =

(b) Fir z < 1ist f(z) =0 genau dann, wenn 2 —222—z+2 = (z—1)(z+1)(z—2) =0
ist. Dieses Polynom hat nur eine Nullstelle, die kleiner als 1 ist, namlich x = —1.
Fir x =2 1 ist f(x) =0 genau dann, wenn

Va2 +pr = Vol + T+ 1

ist.
Dies ist dquivalent zu
P +pr=a>+Tr+1.

Also muss (p — 7)x = 1 gelten. Fir p = 7 ist diese Gleichung nicht I6sbar; fiir p # 7

folgt = = p+7 . Da wir z 2 1 angenommen haben, ist dies genau dann eine weitere

Nullstelle von f , wenn p% > 1ist,also 7 < p < 8.
(c) Esgilt

lim f(m):mgrlrio<\/m2+pm—\/x2+7m+1> =+1+p—3,

rz—14+0
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weil die Abbildung x ~ /22 + px — /22 + Tz + 1 stetig ist. Andererseits gilt

2(x® — 227 — 1+ 2)
11—z

= 2%+ 22 +4

fir -1 <2 < 1, also ist

lim f(z) = lim (=22 + 22 +4) = 4.

rz—1-0 z—1—-0

Also ist f genau dann stetig, wenn 4 = /1 + p — 3 ist, also fiir p = 48.
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Aufgabe H 64. Stetigkeit und Folgen

(Sin(%))2 fiir <0,
22+ 2241 firz=>0.
(a) Zeigen Sie mittels der e-§-Definition, dass f im Punkt 2 stetig ist.

Gegeben sei die Funktion f: [-3,3] = R mit f(x) = {

(b) Finden Sie Folgen (an)nen und (by)nen jeweils mit Grenzwert 0 derart, dass gilt:
lim f(a,) =1 und lim f(b,) =0.
n—oo n—oo

(c) Ist f stetig im Punkt 07 Erkldren Sie Ihre Antwort.

Lésungshinweise hierzu:
(@) Seie>0.Fir0<d<1lund z €[2,24) ist

|f(2)—f(2)] = |2*+20—8| = |(z+4)(2—2)| = (z+4)(x—2) < (6+0)0 = 66+ < 76.

Damit ist [f(z) — f(2)] < ¢ fiir 0 <6 <min{l, 2} und = € [2,2 4+ §). Andererseits
gilt fir 0 <d <1 und z € (2—4,2]

[f(@) = FR) = |z +4)(x = 2)| = —(z + 4)(x = 2) < (6 —6)d <60,

alsoist [f(z) — f(2)] < e fir 0 <6 <min{l, ¢} und z € (2 —4,2].
Damit folgt, dass |f(z) — f(2)| < ¢ ist fiir alle § < min{1, £} und = € (2—4§,2+9).
Also ist f an der Stelle 2 stetig.

(b) Sei a, := 0 fiir alle n € N. Dann ist lim,,_,», a,, = 0 und

Jim f(a,) = lim £(0) =1,

n—oo
Sei b, = % Wieder ist lim,, o b,, = 0. In diesem Fall haben wir

lim f(b,) = lim sin(n7) = lim 0 = 0.
n—oo n—oo n—oo
(c) Ware f im Punkt O stetig, so wiirde lim,,_,o f(c,) = f(0) fiir alle Folgen ¢, mit

lim, 00 ¢, = 0 gelten. In Teil (b) haben wir jedoch zwei Nullfolgen (ay)nen und
(bn)nen gefunden, fiir die lim,, o, f(a,) und lim,_, f(b,) verschiedenen sind. Also
konnen diese zwei Werte nicht beide gleich f(0) sein, und f ist am Punkt 0 nicht
stetig. (Explizit ist f(0) = 1, und lim,, o f(b,) = 0 # 1 verletzt das Kriterium fiir
Stetitgkeit.)
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 65. Zwischenwertsatz

Begriinden Sie die folgenden Aussagen.

(a)

(b)
(c)

Die Gleichung 2® — 2 — /7 + % = 0 hat mindestens zwei verschiedene Losungen, die
im Intervall (0,2) liegen.

13 12
Die Gleichung f—+1 = 1 hat eine Losung im Intervall (—1,1).
x —

Die Gleichung e” + In(xz) = 3 hat genau eine Lésung in R*.

Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

(c)

Die Funktion f:[0,2] — R: z +— 2% — x — \/z + 1 ist stetig und es gilt f(0) = 1,
f(1) = —% und f(2) = % — /2 > 0. Mit dem Nullstellensatz von Bolzano hat f
daher jeweils mindestens eine Nullstelle im Intervall (0,1) sowie im Intervall (1,2) und
die Aussage ist gezeigt.

13z + 12

4

Die Funktion g: (=1,1) —» R: z
4 —

Zudem gilt

ist stetig und es gilt f(0) = —12.

i ala) = 20

Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes gibt es daher ein =y € (—1,0) so, dass g(zg) = 1.
Die Funktion h: R — R: x +— e¢” + In(z) ist stetig und es gilt ~A(1) = e < 3 und
h(2) = e*+1n(2) > 3. Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes gibt es daher ein z, € (1,2)

so, dass h(zg) = 3. Diese Losung ist zudem eindeutig, da die Funktion h streng
monoton steigend ist.
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Aufgabe H 66. Minimum und Maximum
Gegeben ist das Polynom ¢(z) = 2° — 822 4+ 4 und die Funktion f: R — R} mit

(a) Zeigen Sie, dass f auf dem Intervall (—2,2) eine Minimalstelle z_ hat mit f(x_) < 4.
(b) Zeigen Sie, dass f(z) = 4 fiir alle |z| = 2.
(c) Nimmt f auf R ein Minimum an? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Funktion f ist stetig und nimmt daher auf dem Intervall [—2,2] ein Minimum an
nach dem Satz von WeierstraB aus der Vorlesung. Sei x_ eine entsprechende Minimal-
stelle. Da f(—2) = 60, f(2) = 4 und f(1) = 3 gilt, liegt z_ im offenen Intervall
(—2,2) mit f(z_) <4.

(b) Schreibe zunichst g(z) = z*(x® — 8) + 4. Fiir z = 2 gilt dann
f(z) =|2*(2* —8) + 4| = 2*(2® — 8) +4 = 4,

nd 22 — 8 =2 0. Fiir z £ —2 gilt 22 2 4 und 2® — 8 < —16, sodass

da 22 >4 u
—8) £ —64, d.h.

2?(a3
f(z) = |2*(2* — 8) + 4| = 60 > 4.

(c) Mit Teil (b) folgt unmittelbar, dass das lokale Minimum aus Teil (a) zugleich ein
globales Minimum ist.
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Aufgabe H 67. Potenzreihen

Bestimmen Sie fiir die folgenden komplexen Potenzreihen jeweils den Entwicklungspunkt und
den Konvergenzradius.

@> () 350 1) ()Z g

Zeichnen Sie jeweils den Konvergenzkreis und entscheiden Sie, welche der Reihen an welchen

der folgenden Stellen konvergieren: 2, = % 2=2, zm=j3.

Lésungshinweise hierzu:

1
(a) Die Potenzreihe hat den Entwicklungspunkt zp = 0 und die Koeffizienten a,, = T
n
Berechne

. Ap+1 . n
lim |[——| = lim \/_ = lim =1
n—oo (A, n—o00 n—o00 n -+ 1

Damit hat die Potenzreihe den Konvergenzradlus 1.

(b) Die Potenzreihe hat den Entwicklungspunkt zg = 1 und die Koeffizienten a,, = 2%
Berechne
nt1
lim]aH]:hm—2+l:hm—(n+ ) —im
n—oo n—oo oo n—oo - 2nT1 n—oo 21 2

Damit hat die Potenzreihe den Konvergenzradius 2.

(c) Die Potenzreihe lasst sich umschreiben zu

i 27(z + %)”
n+3

n=1
und hat den Entwicklungspunkt zy = —% und die Koeffizienten a, = 3 Berechne
n
. Opg1 . 2;4: .2l (n +3) ) n-+3
lim | | =1 o = lim ————— = lim 2- =

Damit hat die Potenzreihe den Konvergenzradius %
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An z = § konvergieren demnach ausschlieBlich die Potenzreihen aus Teil (a) und Teil (b).
An zy = 2 konvergiert ausschlieBlich die Potenzreihe aus Teil (b). An 23 = % konvergieren
wiederum ausschlieBlich die Potenzreihen aus Teil (a) und Teil (b).
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Aufgabe H 68. Die komplexe Exponentialfunktion

Gegeben ist die komplexe Exponentialfunktion exp: C — C: z — exp(z) = e*.

(a)

(b)
(c)

Bestimmen Sie | exp(r + ip)| und arg(exp(r +ip)) fir r,p € R.
(Beachten Sie, dass das Argument im Intervall [0, 27) liegen muss.)

Zeigen Sie, dass exp(C) = C ~ {0}.

Bestimmen Sie eine Menge S € C so, dass die Einschrankung exp|s: S — C ~ {0}
mit exp |s(z) = exp(z) bijektiv ist.

Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

(c)

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass

exp(r + ip) = exp(r) exp(ip) = e"(cos(¢) + isin(y)).

Daher gilt |exp(r + ip)| = " und arg(exp(r +ip)) = ¢’, wobei ¢’ der eindeutige
Wert in [0, 27) ist, fiir den sin(y) = sin(¢’) bzw. cos(p) = cos(¢’), d.h. es gibt ein
k € Z so, dass ¢' = ¢ + 2km.

Wir nutzen Teil (a). Da e” # 0 fiir alle r € R und cos()+isin(gp) # 0 firalle ¢ € R,
liegt 0 nicht im Bild der Exponentialfunktion. Sei nun z # 0 eine beliebige komplexe
Zahl. Wir schreiben z = s(cos(¢) + isin(y)) fir s € RT und ¢ € [0,27). Sei r € R
so, dass €" = s. Dann gilt mit obiger Formel aus Teil (a), dass exp(r + ip) = z und
somit exp(C) = C . {0}.

Wir definieren die Menge
S:={z€Clz=r+ipmitr € Rund p € [0,27)}.

Analog zu Teil (b) folgt, dass die Einschrankung exp|s: S — C ~\ {0} surjektiv ist.
Seien nun z; = r; +ip; und 2o =19 + i in S mit exp |s(z1) = exp |s(22), d.h.

e (cos(p1) +isin(pr)) = e™(cos(ps) + isin(psg)).

Da jeder komplexen Zahl Argument und Betrag eindeutig zugeordnet werden kdnnen,
folgt 1 = 9 und €™ = €. Die e-Funktion ist zudem injektiv, sodass r; = ry.
Somit ist die Einschrankung exp |s injektiv, also auch bijektiv.
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 69. Randuntersuchung
1

Gegeben sei die Potenzreihe Z
\/_

. Untersuchen Sie die Potenzreihe an den folgenden
Stellen auf Konvergenz.

21:\/5, zz:—\/i, Z3:\/§i, zg=1+1.

Lésungshinweise hierzu:
e Sei z = /2, dann betrachten wir die Reihe

Da gilt \/iﬁ = n fir n € N und die harmonische Reihe Zflo:l% bekanntlich divergent
ist, ist die Potenzreihe an der Stelle z = v/2 nach dem Minorantenkriterium divergent.

e Sei z = —/2. Dann wir die Potenzreihe zu

= 1 - L1

Da die Reihe alterniert und der Ausdruck \/%7 monoton fallend gegen Null konvergiert,
konvergiert die Potenzreihe an der Stelle z = —+/2 nach dem Leibnizkriterium.

e Wir verwenden hier folgendes allgemeine Resultat:
o o0 o0

Sind die Reihen Zagk und Za2k+1 beide konvergent, so ist auch die Reihe Zan
k=0 k=0 k=0

konvergent und es gilt
oo oo oo
E Ap, = E Aok + E A2k 41
n=0 k=0 k=0

(Das lasst sich zum Beispiel so einsehen: Setzen wir

. asj ,fallsn:Qk, /{EN(),
"1 0 L fallsn=2k+1, kN,

so hat die Reihe >~ /b, dasselbe Konvergenzverhalten und denselben Grenzwert wie

die Reihe ZZO:O aoy, — es werden schlieBlich nur weitere Nullen addiert. Analog hat die
Reihe >~ ¢, mit

0 , falls n = 2k, k € N,
T\ amss L fallsn=2k+ 1, k € Ny,

dasselbe Konvergenzverhalten und denselben Grenzwert wie die Reihe > 77 asgy1.

Da b, + ¢, = a,, folgt nach dem Grenzwertsatz fiir Reihen, dass fo’:o a, konvergiert
und gilt

Zan—z n+ Cn) Zb +ch D an+ Y a1
n=0 k=0 k=0

info.mathematlk.um stuttgart.de/HM- Stroppel/ Seite 18




18. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Sei z=+/2i und a, = ﬁ(\/il)” Dann ist

B (—1)’“ L_ji  fallsn=2k+1, ke N,
=Y (1L fallsn =2k, k€N,

S 1
Da die Reihen Z(—l)”C T
n=0 2k +

um konvergieren (alternierend, Folge der Betrage ist Jeweils eine monotone Nullfolge),

Z belde nach dem Leibnizkriteri-

ist auch
o0 1 oo
= — —+
> VA = e S
konvergent.

e Um schlieBlich den Fall z =1 +1i zu behandeln, ist es zweckmaBig, Polarkoordinaten
zu verwenden. Es ist dann

(14+1)" = (\/ﬁ(cos(w/él) + isin(m/4)))"

= /2" (cos(nm/4) + isin(nr/4))
( cos(km) + isin(k) , falls n =4k, k € N,
_ cos(km 4+ m/4) +isin(kr +7/4) , fallsn=4k+ 1, k € Ny,
cos(km 4+ m/2) +isin(kr +7/2) , falls n =4k + 2, k € Ny,
cos(km + 3w /4) +isin(km + 37 /4) , falls n =4k + 3, k € Ny,

((—1)* , falls n = 4k, k € N,
_\/ﬁn ( 1)k1\/_—|—( )% 21 ,fallsn =4k + 1, k € Ny,
N (—1)M , falls n =4k 4+ 2, k € Ny,

L (— 1)’”11\/_—‘;-( 1) % 2i , falls n =4k + 3, k € Ny,

Damit lasst sich die Potenzreihe in folgender Weise als Summe nach dem Leibnizkri-
terium konvergenter Reihen schreiben (und ist somit selbst konvergent):

= vz
+Z< 1) 2\/4k—|— Z 2\/4k+
=, 1
2. e

= v
2.1 2\/4k 13 Z 2\/4k +3

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 19



18. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 70. Konvergenz von Potenzreihen

oo 3. n

Fir a € {3, —4} sei die Potenzreihe nz:l (;z)a%
(a) Bestimmen Sie fiir &« = 3 alle Punkte z € C, in denen die Potenzreihe konvergiert.

(z —2+1)" gegeben.

(b) Bestimmen Sie fiir & = —4 alle Punkte z € C, in denen die Potenzreihe konvergiert.

L6sungshinweise hierzu

(3)™+

3+1 . Dann ist

(a) Essei a, =

], e
3
”*1 ot 1+ &

n
n

Da |i" + 1] € {0,+/2,2} fiir alle n € N, ist

n@ Van| = 3.
(Achtung: Der Grenzwert lim,, ., {/|a,| existiert nicht, da die Folge ({/|a|)nen die
beiden Haufungspunkte 0 und 3 besitzt!). Der Konvergenzradius ist also gegeben
durch p = % Den Entwicklungspunkt lesen wir ab als 2 —i. Damit ist klar, dass die
Reihe im Inneren des Kreises um 2 — i mit dem Radius % (absolut) konvergiert und
auBerhalb divergiert.
Jetzt bleibt noch das Konvergenzverhalten auf dem Rand des Konvergenzkreises zu
betrachten, also auf der Menge K3 = {z € C||z —2+i| = 3}.
Bemerkung: Im Allgemeinen kann es beliebig schwer werden, das Konvergenzverhalten
von Potenzreihen auf dem Rand des Konvergenzkreises zu bestimmen. In (wichtigen)
Spezialféllen geniigt es aber, die Reihe der Betrdage zu betrachten.

Wenn z € K3, so gilt

— | (Bi)" +1 SR =2

-2 < -2 —.

ngl Bl —(z +1)" < E |z +1|) 2 =
z€EKg

wl—=

Da die Reihe Y~ | 2 bekanntlich konvergiert, ist auch die Reihe >~ ’(3i)n+1 (z—241)"

n=1| n341
konvergent. Das bedeutet aber gerade, dass die Reihe 7 %(z — 24+ 1) fir
jedes z € K3 absolut konvergiert. Das wiederum impliziert die Konvergenz fiir jedes
z € Kg.

Wir haben also insgesamt, dass die Potenzreihe genau dann konvergiert, wenn 2z €
{zeC||lz—2+i] £ 3}.

(b) Sei nun a, = W. Dann gilt unter Verwendung von |w + z| = |w| + ||
bzw. |w + z| 2 ||w| — |z]||, dass

IE) + (=0 @)+ B
A < . n n [ee]
n| =4 - f_ﬁ 4 . <4324

n/q 3

4 n—oo
S = 4. noxy
7
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Nach dem Sandwichsatz ist damit lim, ,., {/|a,|] = 4 und der Konvergenzradius
somit p = I. Der Entwicklungspunkt ist wie in (@) 2 —i. Damit ist geklart, dass die
Potenzreihe im Innern des Kreises um 2 — i und mit Radius 1 (absolut) konvergiert

4
und auBerhalb des Kreises divergiert.

Nun bleibt noch der Rand zu untersuchen, d.h. die Menge K_, = {z € C||z—2+1i| =
;11}. Wir betrachten wieder die Betrdge der Reihenglieder. Es ist

lan(z — 2 +1)"| = ‘(31)?: D o)

1A%
—_
|
N~ 3
[N IN]

Das bedeutet, dass die Folge (a,(z — 2+ 1)"),en fir z € K_4 keine Nullfolge ist
(denn der Abstand zu O betrdgt immer mindestens %) Daher kann auch die Reihe
Yoo Lan(z —241)" fiir z € K_4 nicht konvergieren.

Insgesamt ergibt sich damit, dass die Potenzreihe genau fiir z € {z € C||z—2+i| < 1}
konvergiert.
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Aufgabe H 71. Ableitungen und Differenzierbarkeit

(a) Bestimmen Sie jeweils Intervalle I £ R von maximaler GroBe so, dass die folgen-
den Ausdriicke Funktionen von I nach R definieren. Berechnen Sie die ersten beiden
Ableitungen dieser Funktionen.

1 4
f(ﬂﬁ):ﬁa g(z) =In(1—2%).

(b) Bestimmen Sie ein Intervall I £ R von maximaler GroBe so, dass der Ausdruck
fla) =/ (20 =3) (2~ 2)°

eine Funktion von I nach R definiert. Untersuchen Sie diese Funktion auf Differenzier-
barkeit. Betrachten Sie dabei insbesondere die Randpunkte des Definitionsbereiches.

Losungshinweise hierzu:

(a) Der Ausdruck ist nicht definiert fir /4 —22 = 0 und 4 — 2% < 0. Wir

1
V4 — a?

erhalten daher als Definitionsbereich I = (—2,2). Mit der Kettenregel bestimmen wir

!/ 1 2/_
1) =~ (Vi) =
1 T
“2a—a TG

1 1
—? Wi

(4-a?)

Fiir die zweite Ableitung erhalten wir mit der Quotientenregel:

" oA (4 - x2)3/2 —z ((4 — x2)3/2),
-

C(@-a) i a2 (~20)
N (4 —22)°

4+ 222
_ 2\—3/2 2 2\—5/2 __

Der Ausdruck g(x) = In (1 — 2) ist nicht definiert fiir 1 — 2% < 0. Als Definitionsbe-
reich erhalten wir daher I = (—1,1). Mit der Kettenregel folgt

J@)=(m(1—a")) = (1t = L (4 =

1 — gt 1 — gt

Wir berechnen ¢”(z) mit Hilfe der Quotientenregel

v 4t N (4a®) (@t — 1) — (42®) - (2t —1)"  122% (2* — 1) — 1628
g ($) - (1:4_1) (564—1)2 - (5174—1)2
B —425 — 1222
(17
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(b) Der Ausdruck +/(2z — 3) - (2 — )3 ist nicht definiert, falls (22 —3)-(2—x)3 < 0. Fiir
x> 2ist (20 —3) >0 und (2 — )% <0, sodass das Produkt beider Terme negativ
wird. Fiir z < 2 ist (22 —3) <0 und (2—x)* > 0, sodass das Produkt beider Terme
wieder negativ ist. Fiir % < 2 £ 2 sind jedoch beide obigen Faktoren und somit auch
ihr Produkt groBer oder gleich 0. Wir erhalten daher als Definitionsbereich I = [2,2].

Als Verkettung differenzierbarer Funktionen ist f auf dem offenen Intervall (%, 2) dif-
ferenzierbar. Wir untersuchen nun die Randpunkte mit Hilfe des Differenzenquotienten.

VOr=3-@—ap | V2yros Vo

lim 3 =

x%%+0 r—3 x%%JrO B
2../(2 — 1)3
lim V2 ( ?) = 400
x~>3+0 T — %
Damit ist die Funktion f an der Stelle x = % nicht differenzierbar.
20 — 3) - (2 —x)3 20 —3-+/(2—1x)3

i VO O VIS @

2520 x—2 z—2-0 2—x

lim (=1)-v2x—3-vV2—2=0

rz—2—0

Damit ist die Funktion f an der Stelle x = 2 differenzierbar.
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Aufgabe H 72. Differenzierbarkeit
Gegeben ist die Funktion

fir x < 1,

x
fR—)RxH{ 2 ﬁ]rle.

g

[N

Ist f tiberall differenzierbar? Bestimmen Sie f’ an allen Stellen, an denen es existiert. Ist f’
auf seinem Definitionsbereich stetig? Ist f” auf seinem Definitionsbereich differenzierbar?

Losungshinweise hierzu: Die Funktion f ist offenkundig differenzierbar fiir x # 1. Wir
untersuchen nun Differenzierbarkeit an der Stelle 1. Es gilt

— f(1 —1
g J@ M) -1
z—1-0 Tz —1 z—=1-0x — 1
und
fx) = f(1) T4l 2?1 w1l
- T = —_— — 11m — .
2140 r—1 =140 1 —1 =140 2($ — 1) =140 2

Da diese Grenzwerte iibereinstimmen, ist f an der Stelle 1 differenzierbar. Wir erhalten die
Ableitung

;. ' 1 firx <1,
f.RaR.xH{x fir 2> 1.

Die Funktion f’ ist stetig fiir = # 1. Wir untersuchen Stetigkeit an der Stelle 1. Es gilt

. / . . .
und

. , _ . .

Da diese Grenzwerte auch mit dem Funktionswert f'(1) = 1 iibereinstimmen, ist f’ auch an
der Stelle 1 stetig. Die Funktion f’ ist offenkundig differenzierbar fiir = # 1. Wir untersuchen
nun Differenzierbarkeit an der Stelle 1. Es gilt

f@-fa_ 0

lim —————~ = =0

x—1-0 r—1 z—=1-0p — 1

und ) "1 )
lim M — lim r—1_ 1.

z—14+0 x—1 z—=1+0 1 — 1

Da links- und rechtsseitiger Grenzwert nicht libereinstimmen, ist f’ an der Stelle 1 nicht
differenzierbar.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 73. Ableitungsregeln
Berechnen Sie jeweils die erste und die zweite Ableitung der folgenden Funktionen:
s tan(z)
2 10, —) — Rz = —F,
(@ f: (0.5 7 =
1+ 22
b) f: (1 —-Rizr— ——.
(b) f: (1, +o0) T arctanz
Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist tan’z = . Damit und mit der Quotientenregel ist
(cosx)?
) tan(z)\’ T tan 1 tan
xr) = = J— f— J—
T (cos )2z x? (cosx)?x x?
und
1 tanz ')’
" o _
) = ((cosx)Q:c x? )
~ (cosz)? —2zcoswsinw x? N 27 tan x
B (cos z)4ax? (cos x)2x? x?
_ 2tanz 2 2tanz
~ (cosz)?x  (cosm)2z? s
(b) Esist arctan’z = ek Damit und mit der Quotientenregel ist
x
. 1422\ 2zarctan — ﬁjz 2 1
) = arctanz ) (arctanz)?  arctanz  (arctanz)?
und
21 1 ’
1 _ .
Ji) = (arctanx (arctan$)2)
_ 2arctanz 2z n 2arctan x
(arctanz)? (1 + 2?)(arctanx)? (1 + 22)(arctan x)*
2 2 . 2
~ (arctanz) (1 +22)(arctanx)? = (1 + 22)(arctanz)3’
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Aufgabe H 74. Hohere Ableitungen
Bestimmen Sie fiir beliebiges n € N die n-te Ableitung folgender Funktionen:

2 2

— (sinx)
5 ,

(a) f:]R—HR:x»—)(Cosx) (b) g: R — R: 2 — e”sin(z).

Berechnen Sie jeweils einige Ableitungen, stellen Sie eine Vermutung iiber die allgemeine
Form der Ableitung auf und verifizieren Sie Ihre Vermutung durch Induktion.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir bemerken, dass
cos(2x)

fla) =<2

gilt. Nach der Berechnung einiger Ableitungen von f, stellen wir die Vermutung auf,
dass

-1 %2 L cos(27), n gerade,
(—1)"z 2n~ sm(2a:) n ungerade.

gilt. Fiir n = 0 ergibt diese Vermutung f©(z) = (—1)°27! cos(2z) = =22 29“" , d.h.
unsere Formel ergibt die richtige Aussage f(*)(z) = (). Also stimmt der Induktlons—
anfang.

Als Induktionsannahme nehmen wir an, dass die Vermutung fiir ein £ € N stimmt und
beweisen, dass die Vermutung auch fiir £ + 1 stimmt.

Wenn k gerade ist, nehmen wir an, dass
f® = (—1)§2"3_1 cos(2x)

gilt.
Es folgt, dass
FED () = (FOY (2) = (—1)5281(—25in(22))
= (=1)2*12* gin(22)
— (_1)%2(’““)_1 sin(2z)

ist, was mit der Aussage der Vermutung libereinstimmt.
Wenn k ungerade ist, nehmen wir an, dass

F® = (=1) 25 L sin(2z)
gilt, also ist
FlHD) (_1)%2’6_1(2 cos(2z)) = (—1)ki2(k+1) ! cos(21),

wie gewlinscht. Also ist die Vermutung wahr.
(b) Wir berechnen

f'(z) = e*(sin(z) + cos(z))
f(x) = 2¢" cos()
f(3 (x) = 2e”(cos(zx) — sin(x))
W (2) = —4e”sin(x) = —4f(z).
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Also hat unsere Vermutung fiir f vier verschiedene Fille, abhingig vom Rest, den
n bei Division durch 4 ergibt:

(—4)™e" sin(x), n = 4m,
" ) (=4)me*(sin(z) 4 cos(w)), n=4m+1,
I ) = 2(—4)™e" cos(x), n=4m+ 2,

2(—4)™e"(cos(x) — sin(z)), n =4m + 3.
Fiir den Induktionsanfang priifen wir, dass laut Vermutung
fO(z) = (—4)% sin(z) = ®sin(x)

gilt, weil 0 durch 4 teilbar ist. Damit ergibt die Vermutung £ (2) = f(x) und der
Induktionsanfang ist richtig.

Jetzt nehmen wir an, dass die Vermutung fiir ein £ € N stimmt. Falls k& = 4m fiir ein
m € N ist, berechnen wir

FEHD — (—4)™ (% sin(z) 4 €% cos(z)) = (—4)™e®(sin(z) + cos(z)).
Falls £ = 4m + 1 fiir ein m € N ist, berechnen wir
FEHD — (—4)™ (e (sin(x) + cos(z)) + e®(cos(x) — sin(z)) = 2(—4)™e” cos(z).
Falls £ = 4m + 2 fiir ein m € N ist, berechnen wir
FEHD = 2(—4)™(e® cos(x) — e sin(x)) = 2(—4)™e®(cos(z) — sin(z)).
Und falls &k = 4m + 3 fiir ein m € N ist, berechnen wir

FERD = 2(—4)™(e®(cos(z) — sin(z)) 4 e*(—sin(z) — cos(z)) = (—4)™ Le” sin(x).

In jedem Fall stimmt das Ergebnis mit der Vermutung iiberein (im letzten Fall bedeutet
k =4m + 3, dass k+ 1 = 4(m + 1) ist). Also ist die Vermutung durch Induktion
bewiesen.
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Aufgabe H 75. Ableitungen der Umkehrfunktion
Sei f:]0,3] > R: x+ 2%sin (%m) .
(a) Bestimmen Sie die Ableitung von f.
(b) Begriinden Sie, warum f injektiv ist.
(c) Bestimmen Sie den Wertebereich W = £([0, 3]).
(d) Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion f~': W — [0,3] an den Stellen
f(1) =1 und f(2) = 2V3.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Mit der Produktregel gilt

f(z) = (2‘” sin (%x)), = (In2)2% sin (%x) + 2:”% cos (%x) .

(b) Fiir z € (0,3) gilt 0 < Zz < % und damit 0 < sin (£2) und 0 < cos (%) . AuBerdem
gilt 0 <In(2), 0 <2% und 0 < %, also 0 < f(x). Nach 2.4.8 ist f auf dem Intervall
[0,3] streng monoton steigend und damit injektiv nach 1.13.11.

(c) Nach (b) und 1.13.11 ist W = f(]0,3]) = [f(0), f(3)] = [0, §].

(d) Nach 2.3.1 ist
1 6

f(1) N 61n(2) + /37

und
1 3

C(2) 7w+ 6v3log(2)
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Aufgabe H 76. Die Regel von I'Hospital
Untersuchen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte:

(@) lim :Ez + 2x | (b) xlgr; 2sin(2x) cos(2z) tan(z),
z—0+0 37 — 1 2
. 1 1 (d) lim zln(3+ —1).
1 - @

(C) xg}% <1n(ac + 1) I‘) ! T——+00

Lésungshinweise hierzu:

(a) Weil Zahler und Nenner gegen 0 konvergieren, wenn z gegen 0 geht, hat diese Aufgabe
die Form ,,%“. Der Quotient der Ableitungen ist

312+ 2
3e3r 7
mit
3242 2
im = -,
z—0+0 337 3
also ist
2+ 22

2
im =
=040 3 —1 3
nach der Regel von |'Hospital.

(b) Wir schreiben
(4 i
2sin(2z) cos(2z) tan(z) = sin(dz) sin(z)
cos(x)

Wenn z gegen 7 geht, gehen Zahler und Nenner gegen 0. Der Quotient der Ablei-
tungen ist

sin(4x) cos(x) + 4 cos(4x) sin(x)

— sin(z)

)

und geht gegen —4, wenn z gegen 7 geht.
Aber man kann die Losung auch einfacher finden: zum Beispiel ist
_ 4sin(z) cos(x) cos(2z) sin(x)

2sin(2z) cos(2z) tan(z) = cos() = 4sin(x)? cos(2z).

Diese Abbildung ist stetig, und damit ist

2
lim 4 sin(x)? cos(2x) = 4sin (g) cos(m) = —4.

jus
Z—>2

(c) Wir schreiben
1 1 z—In(x+1)

In(z+1) =  zln(z+1)

Y

so dass Zahler und Nenner gegen 0 gehen, wenn = gegen 0 geht. Der Quotient der
Ableitungen ist

1
l—oq
ln(a:—l—l)+$i+l7
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und wieder gehen Zahler und Nenner gegen 0, wenn z gegen 0 geht. Der Quotient

der zweiten Ableitungen ist
1
(z41)
2 _ _z 7
z+1 (z+1)2
und
1
lim S Ch ) 1
z—0 o —(x—fl)Q 2

Also ist
. 1 1 1
lim [ ——— =) ==.
20 <ln(x +1) :r) 2

(d) Es gibt hier eine Falle: die Regel von I'Hospital kann nicht sinnvoll angewendet werden!
Wenn man, wie in dem Beispiel lim, .4z In(z),

In(3s — 1
xln(?)% —-1)= I3 1)

8=

schreibt, dann geht der Zahler gegen —oco wenn z gegen +oo geht, aber der Nenner
geht gegen 0. Somit gilt die Regel von |'Hospital nicht.

Wir miissen also anders argumentieren. Wie schon bemerkt, gilt

lim 1n(3% —1) = —o0,
r—>+00

weil lim 3@ =1 ist. Daraus folgt
T—>+00

lim xln(?)% —1) = —o0,
xr—+00
denn fiir alle ¢ < 0 kénnen wir s € R finden so, dass In(3z — 1) < ¢ fiir alle z > s
ist, weil lirf In(3% — 1) = —oo ist. Es folgt, dass fiir alle # > max{s, 1}
Tr—r+00

zIn(3= —1) <t

gilt, also

lim 2In(37 — 1) = —o0,
T—~+00

wie behauptet.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 30



A. Gottwald,
F. Marks, S. Nitsche, 20. Gruppeniibung zur Vorlesung

M. Pressland, Hoéhere Mathematik 2
D. Zimmermann

M. Stroppel

Sommersemester 2019

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 77. Konvergenz von Taylorreihen
Betrachten Sie die Abbildung f: (0,4+00) — R: z — In(z).

(a) Finden Sie eine Formel fiir f(™(x) fir n € N und verifizieren Sie diese mittels
vollstandiger Induktion.

(b) Bestimmen Sie die Taylorreihe T'(f, z,1).
(c) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe T'(f, z,1).

(d) Fiir welche reellen Zahlen x konvergiert diese Potenzreihe?

Sind Sie sicher, dass die Reihe (fiir die Stellen z, an denen sie konvergiert) tatsichlich
gegen f(z) konvergiert?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir stellen die Vermutung

fir n = 1 auf. (Fiir n = 0 gilt fO(x) = f(z) = In(x).) Fiir n = 1 ergibt diese
Vermutung die richtige Aussage:

Also stimmt der Induktionsanfang.

Als Induktionsannahme nehmen wir an, dass die Vermutung fiir ein k¥ € N stimmt und
beweisen, dass die Vermutung auch fiir £ + 1 stimmt. Also nehmen wir an, dass

(k —1)!

xk

FOa) = (~1)+

Y

und berechnen

FED(2) = (F®Y(z) = (_k)(—1>k+l% = (—1)k+2w.

Also ist die Vermutung wabhr.

(b) Mit Hilfe unserer Formel berechnen wir

1) = (=)™ (n - 1)!
fir n 2 1. AuBerdem gilt f(1) = 0. Also ist die Taylorreihe

fxlzi (x —1)" i

n=1 n=1

1) (n —1)! n+1

(x —1)".

n+1

(c) Wir schreiben a,, = (T Also ist

&h
H
=
]

WE
§
%2
|
-

n=1

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 31




20. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Wir berechnen

an+1

= lim

o S ' C i+ 1)

n—o0

= lim —— = lim =1,

(—1)"*2n ’__ n 1

Qn

3=

also ist der Konvergenzradius dieser Potenzrehe gleich % =1.
(d) Es folgt aus Teil (c), dass T'(f,z, 1) fiir alle z € (0,2) konvergiert. Fiir z = 0 ist die

Potenzreihe gleich
e (_1)n+1 1
S = — -
>, — (1) ; o

n=1

also konvergiert sie nicht. Auf der anderen Seite ist die Potenzreihe fiir z = 2 gleich

i —1)n+1 0 —1\"
S S

n=1 n=1

und diese Reihe konvergiert. Wir fassen zusammen, dass T'(f, z, 1) genau fiir z € (0, 2]
konvergiert.

Selbst wenn T'(f,x, 1) fiir einen Wert von x konvergiert, ist der Grenzwert nicht notwendi-
gerweise f(x)—siehe Beispiel 2.6.12. Aber in diesem Fall konvergiert die Reihe gegen f(z);
fur % < 2 < 2 kann man das dhnlich zu 2.6.13 beweisen, aber fiir 0 < z < % brauchen wir
andere Methoden.
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Aufgabe H 78. Extrema und Wendepunkte

Wir betrachten die Funktion f: R — R: x —

(a)
(b)

x2+4
Bestimmen Sie f/(z) und f"(x).

Bestimmen Sie die lokalen Extrema und die Wendepunkte von f.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Es ist
4 — 2?2
, T e
[@) =y
und 03 _ o4
9 _ 2x° — 24x
f (x)* (SL’2+4)3'

Damit in z € R ein lokales Extremum vorliegen kann, muss f'(z) =0, also 4—z% =0
gelten. Dies ist nur fiir x = 2 und = = —2 erfiillt.

Da f"(2) = _1_16 und f"(—2) = 1_16 ist, liegt in = 2 ein lokales Maximum vor und
in x = —2 ein lokales Minimum.
Damit in € R ein Wendepunkt vorliegen kann, muss f”(x) = 0, also 203 —24x =0,
also r =0,z = —92v/3 oder x = 2v/3 gelten.

6x* — 14422 + 96
a (22 + 4)*
0, f"(—2v3) = f"(2V/3) = % > (0 und damit sind alle drei Stellen Wendepunkte.

Die dritte Ableitung von f ist f"(x) = .Also ist f(0) = -6 <
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Aufgabe H 79. Taylorreihen und Restglied
Gegeben ist die Abbildung f: R — R: x + 2e37.

(a) Finden Sie eine Formel fiir f(™(x) fir n € N und verifizieren Sie diese mittels
vollstandiger Induktion.

(b) Bestimmen Sie die Taylorreihe T'(f, z,0).

(c) Zeigen Sie durch Abschitzen des Restglieds nach Lagrange, dass T'(f,z,0) = f(x)
fir alle x € R ist.

(d) Bestimmen Sie ein C' > 0 so, dass
f(z) = Ta(f,2,0)] < Ca
fir alle z € [0, 1] ist.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir stellen die Vermutung

f(n) — (SnZL‘ + ngn—l)e?)x
auf. Fiir n = 0 gilt diese Vermutung:
(3% +0-371)e* = ze* = f(a),

also stimmt der Induktionsanfang.

Als Induktionsannahme nehmen wir an, dass die Vermutung fiir ein k£ € N stimmt und
beweisen, dass die Vermutung auch fiir £ + 1 stimmt. Also nehmen wir an, dass

f®(z) = (k2 + k3 1),
und berechnen
f(k“)(x) = (f(k))'(x) = 3% 4+ (3" 4+ k3F)e® = (3" + (k + 1)3F)e*.

Also ist die Vermutung wahr.

(b) Mit Hilfe unserer Formel berechnen wir

F™(0) = n3" 1,

also ist
0 n3n—1 . 0 3n—1 .
T(f,:p,())—; nl :;(n—l)lx

(c) Fir das Restglied gilt

(3" 19z + (n + 1)37)e3”

o n+1
fir 0 < ¥ < 1. Es folgt, dass
3z)n (3z)n*t
R, 0 < e (9 ( .
R 0) € 0 () |2 | B2

Die rechte Seite geht gegen 0, wenn n gegen unendlich geht—siehe 1.5.9. Also geht
das Restglied gegen null, und die Taylorreihe konvergiert gegen f(z).
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(d) Fir0 <z =1 gilt

(279 + 27)e¥

|f(z) = Ta(f,2,0)] = [Re(f, %,0)| = ¥

fir ein ¥ € (0,1). Als Abbildung in ¥ ist diese monoton steigend, also haben wir

(27 - 1+ 27)e3?

22 = 9¢e313.
6

|f(£L‘) - TZ(faxao)‘ §

Also erfiillt C' = 9¢* (oder irgendein groBerer Wert von C') unsere Forderung.
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Aufgabe H 80. Extrema und Wendepunkte
Wir betrachten die Funktion f: R — R: x + e”sin(x).

(a)
(b)
(c)

Bestimmen Sie f'(x) und f"(x).
Bestimmen Sie die lokalen Extrema und die Wendepunkte von f.

Skizzieren Sie den Graphen von f fiir x € [—4,4].

Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

(c)

Es ist
f'(x) = "(sin(z) + cos(x))

und
1" (z) = 2¢” cos(x).

Damit in z € R ein lokales Extremum vorliegen kann, muss f'(z) = 0, also sin(x) +

cos(z) = 0 und damit sin(x) = — cos(z) gelten.
Da cos(x) = sin(x + %) ist, ist dies dquivalent zu sin(z) = —sin(x 4 5). Aufgrund
der Symmetrie der Sinusfunktion ist dies gleichbedeutend mit sin(xz + 7) = 0, also
r=kr—7 mitkecZ.

1 1
Es ist cos(kmr — §) = —= > 0, wenn k gerade ist und cos(km — ) = ——= < 0,

V2 V2

Also ist = km — 7 ein lokales Minimum, wenn £ gerade ist und ein lokales Maximum,
wenn k ungerade ist.

wenn k ungerade ist.

Damit in = ein Wendepunkt vorliegen kann, muss f”(z) = 0, also cos(x) = 0 sein.
Dies ist genau dann erfiillt, wenn z die Form km + 7 mit k € Z hat.

Esist f"(x) = 2e"(cos(x) —sin(z)) und damit f” (k7 + 5) # 0, da sin(km + §) —
cos(km + §) = sin(km + 5) # 0 gilt. Also sind die Wendepunkte

(b + 5, (~1)ketm+5)

2
fir k € Z.
Eine Skizze der Funktion:
AN
- / /akb‘,l-s
%a/‘i + Maytmw-
N L/uukp..n‘-"
T -% Y N
"'ﬂ\___/ QL
—? 7 1 BZ/ ?j a1
l,/bjﬁ?t.nke lokb“‘ 4
Miamvm
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 81. Partielle Integration und Substitution
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

2

(a) ]ﬂdw (c) ]cos(ﬁ)dx

0

(b) / sin(z) d z (d) /4 arctan (W)dx

Lésungshinweise hierzu:
(a) Mit der Substitution t = 1 — cos(z) erhalten wir

/ \/ISTT \/_dt = [2\/_} [ 1— cos(x)} :

Nach Einsetzen der Grenzen erhalten wir

_ sin(z)

/1 — cos(x

:[2 1— cos(z } —2\/1— cos(n 1—cos(g>:2\/§—2.

jus
2

(b) Mit Hilfe partieller Integration im ersten Schritt und unter Verwendung der ldentitat
sin?(z) + cos?(z) = 1 im zweiten Schritt erhalten wir

/sinQ(:c) dx = [~ cos(z) sin(z)] + /0082(33) dx
= [~ cos(z) sin(x)] + /(1 —sin?(x))dx
= [—cos(x)sin(x) + x] — /sinz(:v) dz.

Daraus folgt
2 / sin®(z) dx = [~ cos(x) sin(z) + 7]
und somit )
/sinQ(:c) de = {5(— cos(x) sin(x) + x)} :
Nach Einsetzen der Grenzen erhalten wir

. 9 _z
sin“(z)dx = 1

o\
(VB
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(c) Mit der Substitution ¢ = \/z im ersten Schritt und partieller Integration im zweiten
Schritt erhalten wir

/cos(ﬁ)dx: 2/tcos(t)dt
= [2tsin(t)] — Z/Sin(t) dt = [2tsin(t) + 2 cos(t)]
= [2sin(v/z)V7 + 2 cos(v)] -

Nach Einsetzen der Grenzen erhalten wir

w2

/Cos(\/E)da: =—-2—-2=—4.

0

(d) Mit der Substitution ¢t = /= im ersten Schritt und partieller Integration im zweiten
Schritt erhalten wir

/arctan (W) do = /Zt arctan(y/t — 1) d ¢

2 V/ 2 ! 1
:[t arctan( t—l)]_/t'1+\/m2.2 t—ldt
= [t* arctan(v/t — 1)] _/N%dt'

Mit der Substitution r =t — 1 folgt

[mpat= [vrars [ par= |20,

Insgesamt erhalten wir nach (doppelter) Riicksubstitution

/mmwﬁipﬁkm%ﬁig%u%ﬁiﬁiq

Nach Einsetzen der Grenzen erhalten wir

Jscon (1)
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Aufgabe H 82. Integrale und Induktion
Zeigen Sie durch vollstandige Induktion, dass fiir alle n € Ny gilt:

1 | n 1
S n!
/xe dx——n!——e E o
0 k=0

Losungshinweise hierzu:

e Induktionsanfang Es ist

Damit ist die Behauptung fiir n = 0 wahr.

e |nduktionsschluss @ n-~»n+1.

Induktionshypothese Angenommen, die Behauptung sei wahr fiir n.
Dann folgt mittels Anwendung partieller Integration im ersten Schritt

1 1
/0 " Me " do = [—x"“e_”’]é + (n+ 1)/0 x"e " duw

e e k!
k=0
B (n+1)! =1
k=0

Damit ist die Behauptung fiir alle n € Ny bewiesen.
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Aufgabe H 83. Stammfunktion
Gegeben ist die Funktion

3cos(z) — 2sin(z)  firz <0,

f:R%R:xH{Qez—Be_m—l—él fir z 2 0.

(a) Zeigen Sie, dass f an der Stelle 0 stetig ist. Ist f an der Stelle 0 auch differenzierbar?

(b) Bestimmen Sie eine Stammfunktion F' von f.

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt xl_l}gr}rof(x) =2-34+44=3-= xl_%riof(x). Da diese Grenzwerte mit dem
Funktionswert f(0) = 3 iibereinstimmen, ist die Funktion f an der Stelle 0 stetig.
Mit Hilfe der Regel von I'Hospital bestimmen wir die Differenzenquotienten

f(z) — £(0) lim 2¢” —3e " + 1 _

x—040 xr — 0 - x—040 x 5
und 0 3 2 si 3
i T = 1) L Beos(e) —2sin(@) -3 _
z—0—0 x—0 z—0—0 T

Da links- und rechtsseitiger Grenzwert nicht iibereinstimmen, ist f an der Stelle 0
nicht differenzierbar.

(b) Fiir x < 0 erhalten wir eine Stammfunktion 3sin(z) 4 2 cos(z) + Cy und fiir z > 0
eine Stammfunktion 2e® + 3e™* 4+ 42 + C5 mit C1,C5 € R. Eine Stammfunktion F
von ganz f muss an der Stelle 0 differenzierbar (und insbesondere stetig) sein mit
F'(0) = f(0) = 3. Zum Beispiel fir C; = 3 und Cy = 0 erhalten wir die stetige
Funktion

3sin(z) + 2cos(x) +3  firz <0,

Wir testen F' nun auf Differenzierbarkeit an der Stelle 0. Es gilt mit Hilfe der Regel
von |'Hospital

F(z)—-F 2e” 4 4 —
lim () (0) — ol 2 +3e 4 -5 5 _
z—0+0 x—0 z—0-+0 T
lim 3sin(z) 4+ 2 cos(x) — 2 ~ lim F(z) — F(O)
z—0—0 T z—0—0 x—0

Damit ist F' eine Stammfunktion von f.
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Aufgabe H 84. Integration mittels Partialbruchzerlegung
Geben Sie fiir die folgenden beiden Funktionen jeweils eine Stammfunktion an:

) 3t

(@) f:0,1] > R:z— (b) f:[0,1] = R: z+—

(x+1)%(z—2) xt + 522 +4
Lésungshinweise hierzu:
(a) Fiir die Partialbruchzerlegung nutzen wir den Ansatz
2 +2 a b c
= - -
(x4+1)2(x—=2) z+4+1 (z+1)?2 z-2
mit a,b,c € R. Erweitern liefert
z?+2 Cale+1)(x—2)+b(x—2)+c(x+1)*
(x+1)2(zx—2) (x+1)%(z—2) B
(a+c)z? + (—a+b+2c)r —2a—2b+c
(z+1)%(z = 2) '
Mit Koeffizientenvergleich folgt
a+c=1,—a+b+2c=0,—2a—2b+c=2.
Losung des linearen Gleichungssystems ist a = 3, = —1,¢ = 2. Somit folgt

2?42 3 ~1 2
= + +
(x+1)2(x—-2) z+1 (x+1)2 z-—

5"

Unter Zuhilfenahme der in der Vorlesung bestimmten Standardintegrale erhalten wir

) : ~1 2
dr = 3 3 Vdax=
/(x+1)2(x—2) v /(x+1+(m+1)2+x—2) v

1 1 2
—1 1 — 4+ =1 -2 .
3n(|x+ |)+x+1+3n(\x )+ C

Zusammenfassend ergibt sich eine Stammfunktion zum Beispiel fir C' =0

2
—1In(2 — z).
x+1+3n( x)

1
F: [0,1]—>R:x»—>§ln(x—|—1)+

(b) Wir fiihren zunachst eine Polynomdivision durch und erhalten

3t _3(4 5x2 + 4 _a(4 5x% + 4
ot 452+ 4 et 452 +4) (22 +1)(z24+4) )

Fiir die Partialbruchzerlegung des zweiten Summanden nutzen wir den Ansatz

52 +4 ar+b cx+d

@21+ D@2 +4) 22+1 22+4
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mit a,b,c,d € R. Erweitern liefert

512 + 4 (az + b)(2® +4) + (cx + d)(2® + 1) _

(22 4+ 1)(2% 4+ 4) (24 1)(x2+4)

(a+c)z® + (b+d)z? + (da+ ¢)x + (4b+ d)
(24 1)(x2 +4)

Mit Koeffizientenvergleich folgt

a+c=0,b+d=54a+c=0,4b+d = 4.

Losung des linearen Gleichungssystems ist a = 0,0 = —%, c=0,d= %.
Somit folgt
52% + 4 —3 B

(22 +1)(22 4+ 4) x2+1+x2+4‘

Unter Zuhilfenahme der in der Vorlesung bestimmten Standardintegrale erhalten wir

3t 16 1
—————dz= [ 3dz — — dz =
/:134+5m2—|—4 . / v /<x2+4 m2—|—1> *

3z — 8arctan (g) + arctan(x) + C.

Zusammenfassend ergibt sich eine Stammfunktion zum Beispiel fiir C' =0

F:[0,1] - R: 2 +— 3z — 8arctan <§> + arctan(z).
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 85. Riemannsche Summen
Sei f: R — R stetig und monoton wachsend. Fiir n € N betrachten wir die (&quidistante)
Partition P, := {% } kE=2n2n+1,...,4n — 1,4n} des Intervalls [2,4].
(a) Geben Sie S(f, P,) sowie S(f, P,) an.
(b) Zeigen Sie, dass lim (S(f. P.) = S(f,P,) =0.
Bemerkung: Daraus folgt insbesondere, dass f Riemann—inte%rierbar ist

und dass sich das (Riemann-)Integral ergibt als / f(z)dz = lim S(f,P,).
2 n— o0

dn—1

(c) Berechnen Sie lim Z ﬁe(kQ)

n—00

Losungshinweise hlerzu: D|e Forderung, dass f stetig ist, ist hier iibrigens tiberfliissig. Es
geniigt bereits die Monotonie.

(a) Da f monoton wachsend ist, ist min f(z) = f <k) Damit ist

e[k k:+1]

in—1

kE+1 k 1
G E O]
k=2n n =2n n

Analog haben wir wegen max f(x) = ( ) dass
Ie[k k+1}
+

)
swra-sar0= £2 05 ()

po-3 (M

(b) Esist

Dabei haben wir im Schritt von der vorletzten zur letzten Zeile verwendet, dass eine
Teleskopsumme S0 ! (ags1 — ax) = Gan — agy, vorliegt mit ay = f (£).

(c) Sei f(x) = xe*”. Dann ist

OECI, SERLNCIN, o L (5)=sue

k=2n k=2n k=2n

denn f ist im Intervall [2,4] stetig und monoton wachsend. Der Grenziibergang fiir
n — oo liefert dann nach (b) das Integral

e 1,.]" 1
/ ze” dx = {—em ] = —(e'® —e*).
) 2" |, 2
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Aufgabe H 86. Konvergenz uneigentlicher Integrale |
+o00
(a) Zeigen Sie: konvergiert f(z)dz, so gilt fiir alle ¢ > 0, dass

1
t+c
s [

(b) Benutzen Sie (@), um zu zeigen, dass / z®sin(x) dz divergiert, falls o = 0.

1
(2k+1)m

Hinweis: Schatzen Sie / x%sin(z)dz fir k € N geeignet ab.
2km

+o0
(c) Zeigen Sie, dass / x®sin(z)dz konvergiert fiir alle o < 0.
1

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esist
t+c t+c ¢
t£+moo/t f(x)dx:tEeroo (/1 f(x)dx—/ f(x)dx)
t+c
=AW x—tkﬂo/ flz)da
+oo
— [ twda— [ f@yde=o0.
1 1
+o0o
(b) Wenn das Integral x®sin(z)dz konvergieren wiirde, miisste nach (a) gelten,
(2k+1)m !
dass lim x®sin(z)dxz = 0. Aber es ist fir « = 0

k—o0 o2km

(2k+1)7 (2k+1)m
/ z¥sin(z)dz 2 ( min x“) / sin(z) dx
. z€[2km,(2k+1)7] 2

= (2km)® [— cos((2k + 1)7) + cos(2km)]

= (2km)*2 = 2.

+oo
Daher divergiert / x“sin(x)dz fir a 2 0.
1

(c) Sei nun a < 0. Dann ist

b b
/ 2% sin(z) dx = [—2* cos(x)]’ — / —az® ' cos(r)dx
1 1
b
= —b% cos(b) + cos(1) + a/ 2 cos(r) d .
1

Da [b*cos(b)| < b, konvergiert der erste Summand gegen 0 fiir b — oo, wenn

a < 0 ist. Fiir den dritten Summanden schatzen wir den Betrag des Integranden
“+o0o

|2~ cos(x)| durch ! nach oben ab. Da 2~ dx konvergiert wegen a—1 <

1
—1, konvergiert auch der dritte Summand nach dem Majorantenkriterium fiir b — co.
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Aufgabe H 87. Konvergenz uneigentlicher Integrale 1
Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.

(a) /M%dx, (©) /1;11&293)@13;
o) /+08?3/2 e

(d) Vzsin(z?)dx
1
Losungshinweise hierzu:

1 @
(a) Fir x =1 gilt - < =2e 2. Da
e.’E

NI

+oo
[z tdo— i [-ae 8] = im (- et aed) e,
1

b—+o00 b—+o00
+o0 1
1 ver — 1
Alternativ kann man das Integral auch direkt berechnen. Mit der Substitution y =

ver — 1 ergibt sich formal

konvergiert d x nach dem Majorantenkriterium.

dy 1 1 2
& aveo1 ¢ Ty Y
Damit ist
/ \/7 /y - iyy dy = [2arctan(y)] = [2arctan (Ver —1)] .
Somit ist
o]

dz = lim 2arctan(y/e® — 1)—2arctan(ve! — 1) = 7—2arctan(ve — 1).

L Ver—1 b—-+00
(b) Es seien f(z) = % g(x) = - . Dann ist

lim @ = lim sin(z) =1.
=040 g(x) 2-0+0 x
L ' sin(z)
Nach dem Grenzwertkriterium hat dann das Integral / 3/ d x dasselbe Konver-
040 ¥

1

genzverhalten wie / dx. Das letzte Integral konvergiert, da es von der Form

0+0
fol L mit @ < 1 ist. Damit ist das gesuchte Integral konvergent.
x

(c) Mit der Abschiatzung In(z) < x — 1 ergibt sich m > -1 Da

v1/2

¢ 1
/ dz= lim [Injz—1]]; = lim (Inle—1] —Inlja — 1]) = oo,
a—1+40

1407 — 1 a—1+0

: . © 1
divergiert das Integral / In(z )da: nach dem Minorantenkriterium.
o In

ir fihren die Substitution y = z urch und erhalten
(d) Wir fiihren die Substi y = 2° durch und erhal

+oo\/_ ) +oo\/— 1 +o0 14
xsin(z®)dx = dy:—/ y /“sin(y) dy.
1 @)dr= [ SZan@ay=3 | )

Daher konvergiert das Integral gemaB H 86 (c).
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Aufgabe H 88. Berechnung uneigentlicher Integrale
Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale.

1 0 e+
— d 1 dx.
(a)/ (\/2 i \/x2+3) @ [ —3‘ '
Losungshinweise hierzu:
(a) Sei f(z) == (\/x21— i \/x21+ 3). Dann ist
/f \/952 4—\/w2+?3.
::;7,(:1:)
Dabher ist fiir jedes ¢ € (—o0, —2)
—2-0
; T 2 _ 4 /p2 _
b_}l_Igl_O i f(:p)dx—b_llgl_o(\/b 4— b2 +3)— F(c)
= _ﬁ - F(C)7
lim f(z)dz = F(c) — lim Va2 —4—+a2+3
a?—4— (a®>+3
=F(c)— 1l
(© arros Va2 —4++va2+3
-7
=F(c)— i
(© aros vaz —4++va2+3
= F(c).
Damit ist
—2—-0 c —-2-0
/ f(x)d:c:/ f(x)der/ fl@)dz = =T —F(c)+ F(c) = —VT.

(b) Sei f(z) =In|%E2|. Dann ist fiir z € (1,3)
/f(x)da::/(ln]:c—i—S]—ln|x—3\)da:

:/(ln(a:—l—S)—ln(B—x))da:
=[(z+5)In(x +5) —
=[(x 4+ 5)In(x + 5)
= [(z+5)In(x + 5)

Es ist

= 24In(2) + lim (b-3)
= 241n(2).
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Also ist damit

=22 1;1(2) —61n(2-3) = 221n(2) — 61n(2) — 61n(3)
= 161n(2) — 61n(3).

/ " K@) de = Tim F(b) — F(1) = 241n(2) — (61n(6) + 21n(2))
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 89. Integrale von Potenzreihen

Wir betrachten die Funktion f: (—p,p) — R: 2 — > 2k 2?*~1 wobei p der Konvergenz-
k=1

radius der Potenzreihe Z 2k 271 st
k=1
(a) Beschreiben Sie eine Stammfunktion von f durch eine Potenzreihe, und berechnen Sie
den Konvergenzradius p.

(b) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir die Stammfunktion F' von f, die F'(0) =1
erfiillt.

(c) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f.

(d) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir g: (—p,p) — R: 2z +— > 2k 2%+,
k=1

Lésungshinweise hierzu:
(a) Eine Stammfunktion von f ist durch

LR
k=1
gegeben. Der Konvergenzradius p ist gleich dem Konvergenzradius dieser Reihe, der
die Form
.. 1, n gerade,
Z a,x" fir a, =
— 0, n ungerade.
hat. Damit ist
lim {/|a,| = hm a, = 1,
n—oo
also gilt p= 7 =1.

Alternativ hat die Originalreihe die Form

Zb o fiir b, = 0 n gerade,
s n+ 1, n ungerade.

In diesem Fall berechnen wir
T 3/l — Tim V3R,
n—oo k—oo

Es gilt

_ 2k—1 In(2k)
BV = T VIR — oo

Diese Folge ist konvergent: weil limy,_,, In(2k) = limy_,o(2k — 1) = oo ist, erhalten
wir mit der Regel von |'Hospital

In(2k) : 22k
Jm o = Jim S = lim =7 = 0.

Es folgt
k
lim *V2k = lim e31 = ¢ = 1,

k—o00 k—00
alsoist p== = 1.
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(b) Eine allgemeine Stammfunktion ist durch
F(z)=C+ Zmzk
k=1

fir C' € R gegeben. Dann gilt F(0) = C, also wahlen wir C' = 1. Die Potenzreihe in
der Definition von F' ist eine geometrische Reihe, mit geschlossener Darstellung

2

> T
Zka: .

1—=x
k=1

Also ist die gesuchte Stammfunktion durch

2 1
Flo)=1+ 11;2 T1-a2
gegeben.
(c) Esgilt ,
x
fl@) = F'@) = =
(d) Es gilt
223
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Aufgabe H 90. Integral-Vergleichskriterium
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

(a) 2; nlr}(n) ' (b) 2} SH;# (c) 2; n4ni 1

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir betrachten die Funktion

2 —R:2— .
Diese Funktion ist positiv, und ist monoton fallend weil z — z In(z) monoton steigend
ist. Also kdnnen wir das Integral-Vergleichskriterium anwenden. Mit die Substitution
u =1In(x) (also du = £ da) berechnen wir

+o0 1 +oo 1
/ dz :/ —du
2 zIn(x) In(2) ¥

1 B
= lim_[InfulJ

= lim In(g8) — In(In(2))

B—+o0

= —'—007

also divergiert das Integral und damit auch die Reihe.

(b) Das Integral-Vergleichskriterium ist hier nicht notwendig: es gilt

=1
_Zn_

n=1

us

> sin (ﬁ)

Weil die zwei duBeren Reihen konvergieren, konvergiert die innere Reihe auch.

n?’

NE

A
[

n

Alternativ kann man das Integral-Vergleichskriterium benutzen, aber muss man vor-
sichtig sein: die Funktion

f:[l,o0) > R:az— o

ist monoton fallend nur fiir z = 2. Also muss man erst

. sin (%) > sin (;—r)
Do =)
n=1 n=2

schreiben (der Term fiir n = 1 gleich 0), und dann das Integral-Vergleichskriterium
fiir die postive monoton fallende Funktion

g: [2,00) > R:z+— =

benutzen.
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(c) Wir betrachten die Funktion

132

xd—1

f:[p,0) = R:z—

Diese Funktion ist positiv, weil z* — 1 = 24 fiir z € [5,00). Es gilt

pon 2% +a)
fl(x) = —(x4—1)2<07

also ist f auch monoton fallend. Also konnen wir das Integral-Vergleichskriterium
anwenden. Zuerst berechnen wir eine Partialbruchzerlegung fiir f. Beachten Sie, dass
rt—1=(z+1)(x —1)(2? + 1) ist, also ist

x? A N B N C N Dx
-1 z4+1 z—1 2241 2241’

und so
??=Alx-1D)@*+ 1)+ B+ 1)(@*+1)+Cxz+1)(x —1) + Dz(z + 1)(z — 1).
Fir z = —1 folgt aus dieser Gleichung

1= —4A,

alsoist A = —=. Fir x = 1 erhalten wir

1
1

1=4B

Y

also ist B = i. Fir x = 0 erhalten wir

1
0=-A+B-C=_-C,

also ist C' = 3. SchlieBlich erhalten wir fiir (zum Beispiel) = 2

—5+15+6
4:5A+158+30+6D:%+6D:4+6D,

also ist D = 0. Es folgt

/’+OO x? d /+OO 1 N 1 N 1 q
r= — x
5 at—1 5 drx+1) 4z—-1) 2(2241)

1 1 1 g
— 5Erfoo B In(x 4+ 1) + 1 In(x — 1) + 3 arctan(x)] 5
1 —1\ 1 ’
= ﬁEToo I In (i n 1) + 3 arctan(x)] ]
1, (1-3) 1 1. /2) 1
= 51—i>rfoo 1 In (1 n g) + 3 arctan ﬁ) 1 In (§> —3 arctan(5),
w1 2

_ I L arctan(s) <
—4 4n 3 2arcan Q.

Also konvergiert das Integral und damit auch die Reihe.
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Aufgabe H 91. Stetigkeit einer Funktion in mehreren Veranderlichen
0 fir x = 0,

Gegeben ist die Funktion f: R* = R: (z,y) — ¢ 22 + ¢
. fir x #£ 0.
(a) Berechnen Sie lim f(+,0), lim f(%,1) und lim f(-5, 1).
n—oo n—oo n—oo
(b) Ist f in (0,0) stetig?
(c) Gibt esein y € R~ {0} so, dass f in (0,y) stetig ist?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esist
- 1
lim f (—,0) = lim ”T2 = lim — =0,
n—oo n—oo poy n—oo N
11 Z 2
lim (—,—> :”TQ: lim — =0,
n—oo mn n z n—oo N
11 T+
lim <—2,—) =" lim — +1=1
n—00 n“ n = n—oo 1N

(b) Die Funktion f ist nichtin (0,0) stetig, da 7}1—{20(%’ 1) =(0,0) gilt, aber Tim fo5, 1) =
1 ist.

(c) Esgibt kein y € R~ {0} fiirdas f in (0,y) stetig ist, da fiir y # 0 z. B. T}Lrgo(%,y) =
(0,y) gilt, aber

w Y

1 1
lim f(—,y) = lim = lim — +ny®> = +oo # 0= f(0,y)

n—o0 n n—oo 1 n—oo N
n

ist.
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Aufgabe H 92. Stetigkeit einer Funktion in mehreren Veranderlichen
Gegeben ist die Funktion

0 fur (z,y,2) € R(0,1,0) UR(0,0,1),

[R5 R: (z,y,2) — xyz

———5— sonst.
x2 4 222

(a) Fiir welche A € R ist die Funktion g: R — R: x +— f(z,x, \x) stetig?

(b) Berechnen Sie lim f(-5, %, 1),
n—oo

(c) Ist f stetig?

Losungshinweise hierzu:
A3

(a) Fir x #0is g(x) = f(z,z, \x) = gt

In x # 0 ist g als Bruch von Polynomen stetig. Wir miissen also mnur iiberpriifen, ob
g in O stetig ist:

AuBerdem ist g(0) = f(0,0,0) =0.

I A3 oy AT
050 72 + AZpd 2001+ AZz?
Fir x — 0O strebt der Nenner der Bruchs gegen 1 und der Zahler gegen 0 fiir alle

A € R. Damit ist

) : AT
lpg(e) = i 7= = 0=900)

Also ist ¢ fiir alle A € R stetig.

(b) Esist
1 11 L 1 1
hmf(— —,—)zlim 1”41 = lim - =

nﬁoom—km n—soo 2 2

(c) Die Funktion f ist nicht stetig, da sie im Punkt (0,0,0) nicht stetig ist: Es ist
lim (-5, +,2) =0, aber lim f (-5, 1,1) =2 %#0= f(0,0,0) nach (b).
n—oo

29 ;9 nZrn?
neseo \n?7'n’n n2’n’n
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 93. Innere Punkte, Rand, Abschluss
Bestimmen Sie fiir folgende Mengen jeweils die inneren Punkte sowie Rand und Abschluss.
(@) M, :={“Ln e N}
(b) M :={(z,y) € R?*| max(|z], |y|) <1}
(c) M;:={(z,y) e R?| 2 +y? <1 und zy # 0}
(d) My = ({(z,y,2) e R®| 22 + > + 22 S 1} UR(0,0,1)) ~ (R? x {0})

Lésungshinweise hierzu:

(@) Es gilt My = (), da es fir alle a € M; und alle ¢ > 0 ein x € R~ M; gibt
so, dass = € U.(a). Insbesondere folgt damit, dass alle Punkte in M; Randpunkte
sind. Als zusatzlichen Randpunkt erhalten wir 0. Das sieht man folgendermaBen ein:
0 ist der Grenzwert der durch a,, := % gegebenen Folge (a,)ncn, deren simtliche
Folgenglieder in M liegen. Andererseits ist 0 ¢ M;. Somit enthélt jede noch so kleine
e-Umgebung von 0 sowohl Punkte, die in M; liegen (z.B. (—1)"2 fiir hinreichend
groBes n) als auch Punkte, die nicht in M liegen (z.B. 0 selbst). Es folgt M; =

(b) Die Menge M, beschreibt das Innere eines Quadrates mit Seitenlange 2, dessen Mittel-
punkt der Ursprung ist. Also ist M5 = My, OM, = {(v,y) € R*| max(|z|, |[y]) = 1}
und My = {(z,y) € R*| max(|z], |[y]) = 1}.

(c) Die Menge Mj beschreibt das Innere eines Ursprungskreises mit Radius 1, jedoch ohne
jene Punkte, die auf den Koordinatenachsen liegen. Also ist M35 = Ms,

OMs = {(z,y) eR*| 2 +y* =1} U{(2,0)| 2 € [-1, 1]} U{(0,9)| y € [-1,1]}

und Mz = {(z,y) € R?| 22 +y? < 1}.

(d) Die Menge M, beschreibt einen Ball um den Ursprung mit Radius 1 vereinigt mit der
z-Achse, jedoch ohne jene Punkte, die in der x-y-Ebene liegen. Also ist

M, ={(x,y,2) eR*| 2> + ¢y + 2 <1}~ (RQX{O}),
OMy = {(x,y,2) e R*| 2> +9* + 22 =1}U

{(z,5.0)] 2* +y* 1} U{(0,0,2) | 2 € (—o0, 1) U (1, +00)}

und
M, = {(z,y,2) € R3| 4P+ 2 < 1} UR(0,0,1).
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Aufgabe H 94. Partielle Ableitungen, Richtungsableitungen

Gegeben ist die Funktion f: R* = R: (7) = f(}) = e 1 (=24 22 +y?) und (;0) € R,
(a) Bestimmen Sie Vf(zg) und Hf(zg) Ist f total differenzierbar?
(b) Berechnen Sie fiir alle ( ) € R? die Richtungsableitung (‘3Uf( ) von f in Richtung des

xT xT
1 /1 v Y
Vektors v := 75(1)
1

(c) Bestimmen Sie im Punkt (2) die Richtung des steilsten Anstieges von f, d.h. einen
Vektor vy € R? mit |vg| = 1 so, dass &jof(;) maximal wird.

Losungshinweise hierzu:
(a) Mit Hilfe von Produkt- und Kettenregel erhalten wir

vp(0) = (2meT L )
Yo 2ype%0 !

und

(") = (267571 + daferd ™) (af + ) — 267" Amgye™ ™!
o Azgyoe! 2t )

Da die Funktion f und ihre partiellen Ableitungen (die selbstverstandlich existieren)
stetig sind, ist f total differenzierbar nach Satz 4.4.4 aus der Vorlesung.

(b) Nach Satz 4.3.12 aus der Vorlesung gilt

ry AT _ b 22-1/ 2 2 221
8vf(y)—Vf(y> v—ﬁ<2xe (=14 2° +y°) + 2ye >

(c) Gesucht ist ein Vektor vy € R? mit |vg| =1 so, dass

avof(;) —vf G) o vy = (i) "

maximal ist. Wir nutzen die Gleichheit

(i) * Y= |(i>| - vl - cos 4(@),@0).

Das Skalarprodukt wird demnach maximal, wenn der Vektor (i) ein Vielfaches von vy
ist (und somit cos 4((}),v0) = 1 gilt). Es folgt, dass vy = ﬁg(i)'
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Aufgabe H 95. Satz von Taylor in héheren Dimensionen

Es sei f: R — R beliebig oft differenzierbar. Das Taylorpolynom zweiter Stufe von f am
Entwicklungspunkt (2, —1,0)"

To(f, (5,9,2)', (2, —1,0)7) = 3 — 2(z — 2) + 42 + 9(z — 2z + 3(y + 1)*.
(a) Bestimmen Sie die Hesse-Matrix von f im Punkt (2, —1,0)".

(b) Bestimmen Sie Ty(f, (z,y,2)",(2,—1,0)").

(c) Geben Sie zwei verschiedene Funktionen g, h: R® — R an mit

Ti(g, (z,y,2)",(2,=1,0)") = Ty(h, (x,y,2)", (2, =1,0)") = T4 (f, (z, v, 2)", (2, —1,0)").

Lésungshinweise hierzu:
(a) Nach dem Satz von Taylor ist

TQ(fa (x,y,z)T, (27 _170)T)
r—2 1 r—2
y4 V4

Ein Koeffizientenvergleich mit den Termen zweiter Ordnung ergibt dann

0
Hf(2,—-1,0) = [0
9

S O O
oS O O

(b) Das Taylorpolynom erster Stufe gewinnen wir ganz einfach aus dem Taylorpolynom
zweiter Stufe, indem wir die Terme der Ordnung 2 weglassen. Es ist damit

Ti(f, (x,y,2),(2,—-1,0)") = 3 — 2(z — 2) + 4z.

(c) Funktionen, deren Taylorpolynom erster Stufe im Punkt (2, —1,0) mit dem von f iiber-
einstimmt, sind offensichtlich f selbst, und T1(f, (z,y, 2 )T (2,-1 ) ). Jede Menge
weitere Funktionen kann man bekommen, indem man zu Ti(f, (x,y,2)", (2, —1,0)")

beliebig (aber endlich viele) Terme der Bauart
e om (T — 0y + 12", klmeN k+l+m>2, agem € R
addiert, also zum Beispiel
h(z,y,2) =3 —2(x — 2) + 4z + 2°

919
oder h(w,y,2) =3—2(x —2) +4z + 1/ —(z — 2)"*(y + 1)1,
T
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Aufgabe H 96. Modell: Schmiegquadriken

Sei f:R* = R: () = cos(z) cos(y).

Das in der Prasenziibung benutzte Modell eines Ausschnitts des Graphen von f finden Sie
auch unter: https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material /3D /05 /

In den Prasenziibungen haben Sie Gradient und Hesse-Matrix von f berechnet.
(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 zu f im Punkt P = (7).
(b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 zu f im Punkt P; = (”(/)2).

(c) Bestimmen Sie jeweils eine Gleichung fiir die Tangentialebene an den Graphen von f
in den Punkten P und Ps.

(d) Bestimmen Sie jeweils eine Gleichung fiir die Schmiegquadrik an den Graphen von f
in den Punkten P, und P; sowie die Gestalt dieser Quadriken.

Losungshinweise hierzu: Es ist

— cos(z) sin(y
_[—cos(z)cos(y) sin(z)sin(y)
Hf(z,y) = < sin(z)sin(y)  — cos(z) COS(y))

= —1+§x2—|—%(y—7r)2
(b) Esist
st 0 =160+ (*F) - vatg0 e 3 s ("
S PVLORRR ey

(c) Die Tangentialebene an den Graphen von f in einem Punkt P ist gegeben als der
Graph des Taylorpolynoms erster Stufe zu f im Punkt P, d.h. die Tangentialebene ist

allgemein
x

Y ERS Z:Tl(f,<l’7y)T7P)
z

Damit ergeben sich die Ebenengleichungen

Z:—]_ﬂerQ,
z=—(x—-3%) & x+z=7firP;
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(d) Die Schmiegquadrik an den Graphen von f in einem Punkt P ist gegeben als der
Graph des Taylorpolynoms zweiter Stufe zu f im Punkt P, d.h. die Schmiegquadrik
ist allgemein

x
Y € R’ ZZT?(.ﬂ(x?y)T?P)
z

Damit ergibt sich

1 1
z:—1+§x2+§(y—7r)2 & —r—(y-71)P+20:z+1)=0
fir P,. Es handelt sich hierbei um ein elliptisches Paraboloid.

Fir P; stellen wir fest, dass die Taylorpolynome erster und zweiter Stufe {iberein-
stimmen. Das heiBt, die Schmiegquadrik ist gleich der Tangentialebene, die wir in (c)
berechnet haben.
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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 97. Extrema unter Nebenbedingungen

Sei f: R3 — R: z a2 —y? 4+ 22 und K = i € R3 ¥ty =4
' ' . ' . r+z=3 [

(a) Erstellen Sie das Gleichungssystem nach Lagrange fiir die Ermittlung der lokalen Ex-
tremstellen von f|x, also von der Einschrankung von f auf K.

(b) Finden Sie die kritischen Stellen, indem Sie das Gleichungssystem aus (a) I6sen.
(c) Bestimmen Sie max(f(K)) und min(f(K)).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Menge K wird durch die Gleichungen

T T
z z
T i

g:R3—>R:<y)l—>x2+y2—4, h:R?’—)R:(y)»—)erz—?).

z z

beschrieben, mit

Wir haben

T 2 T 2 T 1
gradf<y>:(—2y>, gradg<y>:<2y>, gradh(y>:<0).
z 2z z 0 z 1

Das Gleichungssystem nach Lagrange besteht aus den Gleichungen, die K beschreiben
und den Gleichungen grad f + Agrad g + pgradh =0 mit A\, p € R, also

2> +y* —4=0,
r+2—3=0,
20+ 2 x4+ p =0,
—2y + 2\y = 0,
22+ pu=0.
(b) Die vierte Gleichung ist
2y(1—=A) =0,

also ist y = 0 oder A = 1. Im Fall y = 0 ergibt die erste Gleichung z? = 4, also
x = £2, und die zweite z = 3 — x. Also erhalten wir die zwei Losungen

1
(2,0,1) mit A = g k= -2

und

7
(~2.0,5) mit A= — 1 = ~10.
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Im Fall A = 1 ergeben die dritte und fiinfte Gleichungen 4x = —p und 2z = —p;
also ist 2z = z. Dann ergibt die zweite Gleichung 3x = 3, also x = 1 und z = 2.
SchlieBlich ergibt die erste Gleichung 3> = 4 — 22 = 3; also ist y = ++/3. Wir finden
auf diese Weise zwei weitere Losungen:

(1,V3,2) mit A\ =1, = —4

und
(1,—v3,2) mit A\ =1, = —4.

(c) Die Menge K ist kompakt — sie ist eine Ellipse. Also hat f Extremwerte auf K, die
nur an den kritischen Stellen von (b) sein kdnnen. Wir berechnen

f(2,0,1) =5,  f(=2,0,5)=29,  f(1,v3,2)=2,  f(1,-V3,2)=2.

Also ist das Maximum 29, und das Minimum 2.
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Aufgabe H 98. Lokale Extrema
Gegeben ist die Funktion f: R*? — R: <Z> = (22 — 22 — 3)(y? — 2y).

(a) Skizzieren Sie die Nullstellenmenge und die Vorzeichenverteilung von f im Bereich
[_47 4] X [_4a 4]

(b) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f.

(c) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von f und tragen Sie diese in lhre Skizze ein.

(d) Bestimmen Sie fiir jede kritische Stelle ihren Typ.

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Es ist f<;j) =0, wenn 22 — 22 — 3 = 0 oder y? — 2y gilt, also fiir x = —1 oder

x =3 oder y =0 oder y = 2.
Um die Vorzeichenverteilung von f zu bestimmen, geniigt es, in jedem der durch die

Nullstellenmenge von f voneinander getrennten Gebiete in R? einen Wert <ZO> =0
0

in f einzusetzen und zu iiberpriifen, ob f(;jO) positiv oder negativ ist.
0

(b) Der Gradient von f ist

grad f <z> N <(37ng 2;;21(%; (;ng)z) ) '

Die Hessematrix von f ist

() (o2 $200)
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(c)

(d)

Eine kritische Stelle in (‘;) liegt vor, falls gradf(;j) = (8) gilt.

Also muss notwendigerweise (22 — 2)(y? — 2y) = 0 gelten, das heiBt, dass einer der
folgenden Fille zutreffen muss: x =1, y = 0 oder y = 2.

Fir z = 1 ist (2% — 22 — 3)(2y — 2) = —4(2y — 2). Also wird dieser Ausdruck genau
dann 0, wenn y =1 ist.

Fir y = 0 ist (22 — 2z — 3)(2y — 2) = —2(x* — 2z — 3). Also wird dieser Ausdruck

genau dann 0, wenn x = —1 oder x = 3 ist.
Analog gilt fir y = 2 die Gleichung (2? — 2z — 3)(2y — 2) = 2(2? — 2z — 3). Also
wird auch dieser Ausdruck genau dann 0, wenn z = —1 oder z = 3 ist.

Damit sind die kritischen Stellen

0 GG G) G

Es gibt zwei verschiedene Methoden, den Typ der kritschen Stellen zu bestimmen.
Einmal kann man an der Graphik in (a) erkennen, dass vier der kritischen Stellen in
der Nullstellenmenge von (a) liegen. An allen vier Stellen wechselt das Vorzeichen

Zo

von f. Ist eine dieser kritischen Stellen, so liegen in jeder Umgebung von ihr

Punkte (x) in denen f(x> <0 = f<x0) gilt und Punkte <x> in denen
) Y Yo )
X Zo .
= It.
f(y) >0 f(yo) gilt

Also sind diese Stellen Sattelpunkte.

Es bleibt nur noch die kritische Stelle 1 zu betrachten. Da [—1, 3] x [0, 2] kompakt
ist und ihr Rand Teil der Nullstellenmenge von f ist, muss f mindestens eine Extrem-

stelle in (—1,3) x (0,2) haben. Da G) die einzige kritische Stelle in (—1,3) x (0, 2)

ist, muss sie diese Extremstelle sein; da f auf (—1,3) x (0,2) positiv ist, ist G) ein

lokales Maximum.

Alternativ kann man die kritischen Stellen auch in die Hessematrix einsetzen und die
Determinante bestimmen:

() -2 ) -

s () -s((5 ) -

s () -ae((5 ) -
e () -2 ) -

s () -0e(( ) -

Damit sind die ersten vier kritischen Stellen Sattelpunkte. Da det (Hf(})) > 0 und
fm(}) = —2 <0 ist, ist G) ein lokales Maximum von f.
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Aufgabe H99. Modell: Multiplikatormethode nach Lagrange

Gegeben seien f: R? — R: i — zy?

sowie M := {(z) eER?*| 22 +y*=1; und N := (i) € R2 y_g;QI()}_
Das in der Prasenziibung benutzte Modell von f finden Sie auch unter:

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material /3D /06/
(a) Skizzieren sie die Nullstellenmenge Ny und die Vorzeichenverteilung von f sowie die
Mengen M und N im Bereich [-2,2] x [-2,2].
(b) Bestimmen Sie mit der Multiplikatormethode von Lagrange alle Kandidaten fiir Ex-
tremstellen von f auf M und ermitteln sie jeweils deren Typ.

(c) Bestimmen Sie mit der Multiplikatormethode von Lagrange alle Kandidaten fiir Ex-
tremstellen von f auf N. Welche dieser Kandidaten sind lokale Maximum- oder Mi-
nimumstellen?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Skizze ist die Folgende:

A2 N
— 1
\
-1 1 Y
M
— F +

N, Ltsécj\é ams d@r\ Ao[uux

(b) Das Gleichungsystem nach Lagrange ist

2 +yP—1=0,
y* + 2 x = 0,
22y + 20y = 0.

Die dritte Gleichung ergibt (22 4+ 2\)y = 0, also ist y = 0 oder A = —z. Im Fall
y = 0 ergibt die erste Gleichung x = £1, also haben wir die Losungen

(1,0) und (—1,0).
Im Fall A = —x ergibt die zweite Gleichung y? = 22?2, also wird die erste Gleichung

1 2

3x? = 1. Es folgt, dass # = &=—— und y = j:\/j ist. Wir erhalten die weiteren
V3 3

Losungen

() () (548) = ()
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(c)

Weil M eine kompakte Menge ist, miissen die Extremwerte von f an diesen gefundenen
Stellen sein. Wir berechnen

1 2 2 1 2 2
JLo=0 7 (%\/;>:3_¢§ / (‘ﬁ’\/;>:_37§’
1 2 2 1 2 2
e (73"@ BEC (‘ﬁ’—@ e

1 2 1 2
Wir sehen, dass in | —, \/j und [ —, —\/j lobale (und daher auch lokale
(55) (55 wome )

1 2 1 2
Maxima vorliegen. In | ———, \/j und | ———, —\/j liegen globale (und daher
g ( 7 3> < 7 3> gen g (

auch lokale) Minima vor.

Wir miissen nur noch den Typ von (1,0) und von (—1,0) bestimmen. An der Vorzei-
chenverteilung sehen wir, dass f(1,0) = 0 ist, aber f auf M an beiden Seiten von
(1,0) positive Werte annimmt. Also liegt in (1,0) ein lokales Minimum vor. Analog
sehen wir an der Vorzeichenverteilung, dass in (—1,0) ein lokales Maximum vorliegt.

Das Gleichungsystem nach Lagrange ist

y_x2:()a
y? — 2 x = 0,
22y + A = 0.

Die dritte Gleichung ergibt A = —2zy, also wird die zweite Gleichung
y? + 42’y = y(y + 42*) = 0.

Also ist y = 0 oder y = —42%. Im Fall y = 0 ergibt die erste Gleichung 22 = 0, also
x =0.Im Fall y = —42? ergibt die erste Gleichung —522 = 0, also ist wieder z = 0
und y = 0. Deswegen finden wir nur die Losung (0, 0).

An der Vorzeichenverteilung von f kdnnen wir sofort sehen, dass (0,0) keine Extrem-
stelle ist, weil dieser Punkt auf der Grenze zwischen positiven und negativen Werten
von f liegt. Alternativ ist die Menge N durch

c:R—-R*: t— (ttg)

parametrisiert, und (0,0) = ¢(0). Wir berechnen
foc(t) =1,

und diese Abbildung hat keine Extremstelle in ¢ = 0. Also hat f keine Extremstelle
auf N.
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Aufgabe H 100. Extremwerte
Wir betrachten die Abbildung f: D — R : (z) — 2?2 + 2y? — 4x fiir

0={(5) =

Bestimmen Sie den groBten und kleinsten Wert von f.

x2+y2§9}.

Losungshinweise hierzu: Wir suchen zuerst kritische Stellen im Inneren von D. Der

Gradient von f ist durch
T 2r — 4
i (3) = ()

gegeben, also ist grad f = 0 nurin (2,0). (Weil 22 + 0% = 4 < 9 gilt, ist dieser Punkt im
Inneren von D.) Wir berechnen f(2,0) = —4.
Nun suchen wir Extremstellen von f auf dem Rand von D. Dieser Rand wird durch

o(3) =

g R 5 R: (z>'—>x2+y2—9.

beschrieben, mit

Also ist das Gleichungsystem von Lagrange durch

2>+ y* —9=0,
20 —4+2Xz =0
4y + 2 y =0

gegeben. Die dritte Gleichung ergibt y(4 + 2)\) = 0, also ist y = 0 oder A = —2. Im Fall
y = 0 ergibt die erste Gleichung 2> = 9, also ist x = 3. Im Fall A\ = —2 ergibt die zweite
Gleichung —2z —4 = 0, also ist + = —2. Dann gibt die erste Gleichung 4 +y?> —9 = 0, also
ist y = +1/5. Weil der Rand von D eine kompakte Menge ist, miissen die Extremstellen
von f auf dem Rand von D zu diesen Punkten gehdren. Wir berechnen

F(3,0)==3,  f(=3,0)=21,  f(=2,+V5) =22

Also ist das Maximum von f auf D gleich 22 (an der Stelle (—2,4+/5) auf dem Rand),
und das Minimum gleich —4 (an der Stelle (2,0) im Inneren).
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M. Pressland, Hoéhere Mathematik 2
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 101. Differentiation vektorwertiger Funktionen

Sei
x 22+ y? + 22 ‘ u u?w?
[RESR: [y | — 1222 gRESR: | v ] = |utv].
2 22y +y?z w viw?

Berechnen Sie

(a) 97 (1) (b) Jg () (c) Igo ) (7).

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esist
x 2z 2y 2z
Jfl ly = | 2222 0 202
z 2y i+ 2yz  y?
(b) Esist
u 2uw? 0 2uPw
v = 1 1 0
w 0 2vw? 20%w
(c) Zuné&chst schreiben wir fiir (g) (g) die Matrix Jg < ) als einen Ausdruck in

(1)

u
Jg v
w
2(2* +y* + 2%) (2% +y*2)? 0 2(2% +y* + %) (2% + y*2)
= 1 1 0
0 22222 (2%y + y?2)? 22424 2%y + y?2)

Nun ist J(go f) (g) das Produkt der beiden Jacobimatrizen:

oo f) (1)

2(x2+y2+22) (z2y+y22)? 0 2(x2 49?2 +22)2 (22y+y22) 2z 2y 2z
= 1 0 222 0 222

%)

1

0 22222 (22y+y?2)? 2424 (22y+y?2) 2wy x242yz y>
aii ai2 ai3
a1 a2 a23

a3l a32 as3

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 66



26. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

mit

ayn = 4(2® + y* + 22) (2 + vP2) r + 4(2? + P+ 2D (2P Py

a1z = 4(2° + 7 + 22) 2y + y72)%y + 2(2% + 7 + 2222y + ) (27 + 2y2)
a3 = 4(2° + 7 + 22)(2%y + y72)%2 + 2(0% + y* + %) (2% + yP2)y?

ag = 222° + 2

agy = 2y

Qo3 = 2222 + 22

asy = 422 (2%y + y?2)? + 42”2 2%y + yP2)y

agy = 2x* 2 (2y + y22) (2 + 2y2)

ags = 41427 (2%y + y?2)? + 22t (2%y + P 2)y?
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Aufgabe H 102. Geometrische Eigenschaften von Gradienten

T

Gegeben sei die Funktion f:R3> - R : <y> — (2 —2)(2%+4y*—4) und die Niveaumenge
z

{616

.
2 2
a) Berechnen Sie jeweils die Tangentialebene an Ny in (1,1,2)" und in (—, —,O) )

(b) Geben Sie jeweils Parameterdarstellungen fiir die Geraden an, die in (1,1,2)" und in

2 2
—,—,0 senkrecht auf NN, stehen.
(\/5 NG ) ’

(c) Geben Sie einen Punkt in Ny an, in dem keine Tangentialebene an N, existiert.

Losungshinweise hierzu:

(a) Esist
2x(z — 2)
grad f = [ 8y(z—2)
2%+ 4y? — 4

Die Tangentialebene an Ny im Punkt (gg) wird durch die Gleichung

i T i)
grad f [ yo | ® Yyl — | Y
20 z 20

beschrieben.
In (1,1,2)" hat die Tangentialebene also die Gleichung

0 x 1
O] e yl —11 =2—-2=0
1 z 2
bzw. z = 2.

<7 7 erglbt sich die Gleichung

_8 T 2

2 vp 8 16 32 64 8

—3Z 2l |l=———F2+——-—=y+—=16——=(x+4y) =0

¥ (g v N - R \/5( y)

bzw x + 4y = 2/5.
(b) Die Gerade, die in (gg) senkrecht auf N, steht, hat die Parameterdarstellung

Zo Zo
Yo | +ugrad f | vo |,
20 20
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mit ;1 € R. Also ergibt sich in (1,1,2)" die Gleichung

1 0
11 +pf{0],
2 1

mit p € R undin(

mit © € R, was aquivalent ist zu

2

Zg 1
vl
0 0

mit p € R.

(c) Es existiert keine Tangentialebene an N, im Punkt <aé§> wenn grad f @g) =0
gilt: Jedes Skalarprodukt mit dem Nullvektor ist 0; dadurch beschreibt die Gleichung
aus (a) in diesem Fall keine Ebene, sondern ganz R3.

Die Gleichung grad f (gg) = 0 ist genau dann erfiillt, wenn 2o = 2 und z3+4y2—4 =
2
: e : 2 0 V5 : .
0 gilt. Beispiele fiir solche Punkte sind (g) (%) und <}> (die allgemeine Form

lautet (ﬂV;‘yQ) mit |y < 1).
2
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Aufgabe H 103. Potentiale

Welche der folgenden Vektorfelder besitzen ein Potential? Berechnen Sie ein Potential,
wenn eines existiert.

x z cos(x) cos(y)
(i) fi: R? - R3: (y) > (zsin(x) sin(y) )

z sin(x) cos(y)

T 3y sin(xy)? cos(xy) + In(2) x
(i) fo: D; > R3: (y) —> 3z sin(zy)? cos(zy) fir Dy = { (y) eER3| 2> O}
z z z
2z
€T z Y
(Ili) ngQ—)R3<y)'—> %"‘m fiir D2:{<y>ER3 Z%O}
z _x2+y2 z

L6ésungshinweise hierzu:
(i) Wir berechnen
—2sin(z) sin(y) 0
mtfl:( ; >#<o),
2z cos(x) sin(y) 0

also gibt es kein Potential.
0
rot fo=10|.
0

(i) Wir berechnen
Weil D; einfach zusammenhangend ist, gibt es ein Potential ¢ fiir f5, d.h.

@ = 3ysin(zy)® cos(zy) + In(2),
¢, = 3rsin(ry)? cos(zy),

Pz = —-
4

Die erste Gleichung gibt uns

® ( y) = sin(zy)® + zIn(2) + f(y, 2).

z

Also ist

© ( y) = sin(zy)® + 2 In(z)

z
ein Kandidat fiir ein Potential, und wir kdnnen ausrechnen, dass es die anderen
zwei Gleichungen erfiillt, also wirklich ein Potential ist.

(iii) Die Menge D; ist nicht (einfach) zusammenhangend, also kénnen wir die Existenz
eines Potentials nicht mit der Rotation untersuchen. Fiir ein Potential ¢ muss

2z
pr:_‘i‘y,
z
2y
@y:?‘l—l’,
x2—|—y2
()OZ:_ 2 Y
z
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gelten, also gibt die erste Gleichung

X .1'2
w<y> =;+xy+f(y,2)

z

und die dritte

e 2 2
5ty
¢<y>= . +g(z,y).

z

T $2+y2
oly | = + 2y
> z

ein Potential ist, und konnen direkt priifen, dass es die zweite Gleichung auch

erfiillt.
z < 0} ,

Alternativ kann man sehen, dass Dy = D; U D, ist, wobei
und diese zwei Mengen einfach zusammenhangend sind. Weil rot(f;) = <§) ist,

Also vermuten wir, dass

x X
Dy =<y | eR 2>0,, Dy =<|y]|eR’
z z

gibt es ein Potentiale ¢*: Dy — R fiir die Einschrinkung fg‘D;— von f3 auf
Dy, und analog ein Potential o~: D, — R fiir f3|D;. Also ist

( X
. s0+<y), z>0,
z
ya _
oy |, =2<0,

ein Potential fiir f3. Als konkretes Beispiel ist

Z B —IQJZryQ—l—xy, z >0,
7 . @—i—xy—i—& z <0,

ein Potential fiir f;.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 104. Parametrisierungen

(a) Gegeben seien die folgenden Parametrisierungen.

C1:[0,37] = R*: t > <Cos(t)) . G5 o Rt (Cos(t)> ,

sin(t) sin(2t)
t
2
Cg:[—4,4]—>R23t'—>(§i3>, 04;[_1’1]_>R3:t,_> t2
t]?

Welche der obigen Parametrisierungen sind doppelpunktfrei? Welche sind regular? Wel-
che parametrisieren eine geschlossene Kurve?

(b) Geben Sie eine differenzierbare, aber nicht reguldre Parametrisierung des Einheitskreises
in R? an.

Losungshinweise hierzu:
(@) e C ist nicht doppelpunktfrei, denn es ist C1(0) = C;(27) = ().
() ist stetig differenzierbar und es gilt C|(t) = (*C;‘sr(‘g)) # (8) fir alle t € [0, 37],
da Sinus und Cosinus nie gleichzeitig Null werden (es gilt ja stets (sin(t))? +
(cos(t))? = 1). Daher ist C; regular.
Die von C; parametrisierte Kurve ist nicht geschlossen, denn es ist C1(0) = () #
() = Ca(3m).
e C; ist nicht dopelpunktfrei, denn es ist C;(—2) = Co(Z) = (7).
C, ist stetig differenzierbar. Weiterhin ist C(t) = (*Si“(t)) . Der erste Eintrag wird

dann Null, wenn ¢t = kx, fiir ein k € Z. Dann ist2(;aoli(e2|€)stets der zweite Eintrag
2 cos(2km) = 2. Daher gilt Cj(t) # (7) fiir alle t € [~Z,7]. Die Parametrisierung
ist also regular.
Die von C, parametrisierte Kurve ist nicht geschlossen, da C)(—3) = (8) #
(o) = Calm).

e (5 ist doppelpunktfrei, da t — t> eine injektive Funktion ist. Daher ist auch
t — Cs(t) injektiv.
C} ist stetig differenzierbar. Allerdings gilt C%(0) = (8) . Daher ist C'3 nicht regular.
Die von (35 parametrisierte Kurve ist nicht geschlossen, denn es ist C5(—4) =
(—41828) 7 (14288) = C3(4).

e () ist doppelpunktfrei, da die t +— t eine injektive Funktion ist. Daher ist auch
t +— Cy(t) injektiv.
C} ist stetig differenzierbar. Fiir die ersten beiden Komponentenfunktionen ist das
offensichtlich, die Differenzierbarkeit in ¢t = 0 der Abbildung ¢ + [t|> sieht man
leicht mit Hilfe des Differenzenquotienten ein.
Die von Cy parametrisierte Kurve ist nicht geschlossen, da Cy(—1) = (—1, 1, 1) #
(1,1,1) = C4(1).

(b) Eine solche Parametrisierung ist beispielsweise gegeben durch C': [—/, ¢/m| — R?: t

(Zifg:))) . Die Parametrisierung ist differenzierbar mit C’(t) = (;‘:’i?sréf))) Allerdings ist

C'(0) = (8), sodass C' keine regulare Parametrisierung ist.
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Aufgabe H 105. Gradientenfelder und Wegunabhangigkeit

Gegeben sei f: R? — R: (?) + 12 — 3x115. Berechnen Sie jeweils direkt das Kurven-
2

integral / Vf(x)edx fir j = 1,2,3,4, wobei die K; allesamt Verbindungslinien von
K;

A = (—1,0) nach B = (0,1) sind (und in dieser Richtung durchlaufen werden). Dabei seien
(a) K, die Strecke AB,

(b) K, der Streckenzug AO U OB,

(c) Kj; das Viertel des Einheitskreises im zweiten Quadranten,

(d) K, der Teil des Graphen von g: R — R: ¢ — 1 — t* im zweiten Quadranten.

2.1'1 — 3$2

L6sungshinweise hierzu: Zunichst berechnen wir V f(z) = ( 3
- 1

) st Cji [aj,bj] —
R? eine Parametrisierung von K, fiir j € {1,2,3,4}, so ist

/KVf<x>.dx:/]Vf(C(t>)°C/(t)dt

J

(a) Wir parametrisieren die Verbindungsstrecke standardmiBig durch C;: [0,1] — R? mit

Ci(t) = OA +tAD = (_01) +t (i) Dann ist

/Kl Vf(x)eda = /01 (2<f;(t1)__1>3t) . G) dt
:/01(1—4t)dt:[t—2t2]5:—1.

(b) Wir spalten das Integral auf in zwei Integrale iiber die Verbindungsstrecke AO bzw. OB.
Diese parametrisieren wir jeweils in kanonischer Weise wie in (a@). Damit haben wir

fovmean= [ (5)- (e [ (3 ()
:/01(2t—2)dt+/010dt: [t — 2ty + 0= —1.

(c) Eine Parametrisierung des Einheitskreises ist bekanntlich gegeben durch C': [0, 27] —
R%: t +— (zfj((f))) Da wir nur an dem Viertel im zweiten Quadranten interessiert sind,
schrianken wir uns auf ¢ € [5, 7| ein. Jetzt miissen wir noch beachten, dass K3 Vier-
telkreislinie im Uhrzeigersinn durchlaufen wird (bei der Standardparametrisierung die
Kreislinie aber entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird). Deswegen muss das Vor-

zeichen des Integrals entsprechend angepasst werden. Es ist dann also

et (G0 ()

— _[T (—2cos(t)sin(t) + 3sin®(t) — 3cos?(t)) dt

= /stin(t) cos(t)dt + /W(S — Geos®(t)) dt

: 3
— [sinQ(t)}:/Q + [3t]7 , — 3[t + cos(t) sin(?)]7 5
3m 3w
+ 2 2
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(d) Eine Parametrisierung des gesuchten Parabelstiickes ist gegeben durch Cy: [—1,0] —
R%: ¢t Cy(t) = (') . Damit ist

1—¢2

. Vi(z)eda = /_(1 (Qt B ?l(;t_ t2)> . (_12t> dt

0
:/ (9% + 2t — 3) dt

-1
= [3 + 12— 3t]"
=0 (-3+1+3)=-1.
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Aufgabe H 106. Potentiale und Kurvenintegrale

T 1-— 21’26961 T xgexl
Es seien f,g: R® — R3 wobei f |2y | = et und g | 22 | = T3
xs3 31‘2 T3 0

(a) Bestimmen Sie o € R so, dass f + ag ein Potential besitzt.
(b) Sei K die Kurve mit der Parametrisierung C': [0,27] — R3: ¢ > (0, cos(t),sin(t))".

Berechnen Sie /K(f—l—?)g)(x).dx, /Kg(x).dx und /}((f—kl?g)(x).dx.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Da R3 einfach zusammenhingend ist, besitzt f + ag genau dann ein Potential, wenn
die Jacobimatrix J (f + ag) = J f + aJ g symmetrisch ist. Es ist (man beachte, dass
die Diagonaleintrage fiir die Symmetrie keine Rolle spielen)

x  —2e" 0 * e™ 0
Jf+alg=|en * Ol +a |0 =
0 3 * 0 0 =«

Die sich ergebende Matrix ist genau dann symmetrisch, wenn
(—2)e"" =" AN3=a & a=3.

(b) Wir stellen zundchst fest, dass K eine geschlossene Kurve ist.
e Da (f +3g) nach (a) ein Potential besitzt, ist damit [,.(f + 3g)(z) e dz = 0.
e In (@) haben wir festgestellt, dass die Jacobimatrix von g nicht symmetrisch ist,
also kann g auch kein Potential besitzen. Daher miissen wir das Kurvenintegral
direkt mit Hilfe der Parametrisierung berechnen. Es ist

or [ cos(t)e’ 0
/Kg(x).dm—/o sng(t) . —C(i;rgt(;f) dz

= /0 . sin?(t) dt = % [sin(t) cos(t) — " = —.

e Fiir das dritte Integral knnen wir die vorangegangenen Resultate verwenden. Denn
es ist

/K(f—i-17g)(a:)odx = /K(f—i-Bg)(x)-dx—Hll/ g(x)edz = 0+14-(—7) = —14m.

K
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Aufgabe H 107. Kurvenintegrale
Bestimmen Sie jeweils die Kurvenintegrale / f(s)ds von f langs der Kurve K.
K

(@) Sei C: [0,1] — R?: ¢ (Cosfl(t)) eine Parametrisierung der Kurve K und sei zudem

f: K= R: ( )l—>x1+x2
(b) Sei C: [0,27] — R3: ¢ > (¢ cos(t),tsin(t),t)T eine Parametrisierung der Kurve K

und sei zudem f: K — R: (21,79, 23)" +— /27 + 23 + 22.

Losungshinweise hierzu:
(a) Esgilt

1 1
/f(s) ds = /(t2 + cosh(t))y/1 +sinh?(¢) d ¢ / (t* + cosh(t)) cosh(t) d t
K 0
1
/t2 cosh(t)dt + /coshz(t) dt
0 0

1
inh(t) cosh(t) t]"
:[ t*sinh(t /Qtsmh t)ydt + [w_i__}
2 21,
0
/ inh(1 h(1 1
= sinh(1) — [2t cosh(t)]; + /QCosh(t)dt + sinh( )QCOS (1) + 5
0
inh(1 h(1 1
= sinh(1) — 2 cosh(1) + [2sinh(t)]s + sinh(1) cosh(1) 1

2 2
= 3sinh(1) — 2cosh(1) + %(1 + sinh(1) cosh(1)).

(b) Mit

|C"(t)] = Vicos2t — 2tsintcost + t2sint — sin ¢ + 2tsintcost + t2cos? t + 1 = v/2 + {2

berechnet man

/f(s)ds:o/@mdt:@o/wmdt

K

8 v L ey

- %( (15 202 — 1).
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