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C. Rosinger, D. C. Veniani, . . M. Stroppel
D Zimmermann Hohere Mathematik 2
Sommersemester 2020
L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 57. Reihenwerte
Bestimmen Sie die folgenden Reihenwerte
- 1 —k+2
@ > (b) >
_ |
—~ ((-1)F+3) —~ k!
Losungshinweise hierzu:
(a) Wir schreiben a; = m und betrachten die Reihen
- - 1 = 1 1 16
ZQ%ZZ 2k kaz_k: T~ 1
prd prd ((—=1)%k 4+ 3) =16 1—5 15
- - 1 =1 1 1 1 2
Za%H:Z —1)2k+1 zk+1:Z"—k:—' 1= 3
prd prrd ((—=1) +3) c~2 4 2 1-37 3

Da die beiden Reihen > 77 asr bzw. >"° aok+1 konvergieren, konvergiert auch

> re o ax und es gilt

- = = 16 2 26
Zak = Za2k+za2k+1 =15 + 3T 15
k=0 k=0 k=0
1 2 .
(b) Esist o (k—l)!+ o Es gilt
\_v—’ —_—
=:ag =:by, =:Ck
i ! = f: 1 =e (Indexverschiebung ¢ = k — 1)
p (k—1)! — 0! ’

> 2 =1
do—=2(() —) - 1) — 2 —2. (geschickte Addition von Null)

Da die Reihen "7 by und > 77 | ¢x konvergieren, konvergiert auch > 77 (bg+cx) =

> pe; ax und es gilt

iak:ibk—i—ick:e—i—%—?:i’)e—?.
k=1 k=1 k=1
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 58. Konvergenzuntersuchung
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

oo () x
@ 2 (1+3) © 2 RS
® >eon () @ Yo (V1 - v

Lésungshinweise hierzu:
2

)
(a) Wir schreiben a; = (1 + %) " Dann ist

N —1
- — 1\’
lim {/|a;| = lim ((1—1——,) ) —e <l
J—00 J—00 j

Nach dem Waurzelkriterium ist die Reihe also (absolut) konvergent.

(b) Da cos eine stetige Funktion ist, gilt

: 1 .1
]}erolo cos (F) = cos (khj& ﬁ) = cos(0) = 1.

Die Folge der Reihenglieder ist also keine Nullfolge und die Reihe kann nicht konvergent
sein.

(c) Fir ¢ € N gilt

2430 < 3%
& In(2 + 3% < In(3%) = 2In(3)¢
1 1

1
< m2+3)  2n@3) ¢

Da aber die Reihe #(3) - >, 3 divergiert (harmonische Reihe!), divergiert auch

00 1 . .
> i1 m@yan Mach dem Minorantenkriterium.

(d) Wir schreiben

= (~1)"(Vim +1 = /m) = (-1)"(Vm + 1 — \/m) - Vﬁ i g

m+1—m 1

visitvn - Ve

Damit sehen wir sofort, dass (|a,,|)men €ine monoton fallende Nullfolge ist. Da wei-
terhin die Reihe Y °_ a,, alternierend ist, konvergiert >~ a,, nach dem Leibniz-
kriterium.

- (-1
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15. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 2
Aufgabe H 59. Konvergenzkriterien

(a) Betrachten Sie fiir a € R die Reihe > 72€ (a+ 3)°k.
k=1
(i) Bestimmen Sie alle Werte von a, fiir die die Reihe absolut konvergiert
(ii) Bestimmen Sie alle Werte von a, fiir die die Reihe konvergiert

(an)"
eine Nullfolge.

n!

(b) Zeigen Sie: Fiir jedes a € R mit |a|] < e™! ist die Folge (a,)nen mit a, =

Losungshinweise hierzu

(a) Wir schreiben by, = )

(a + 3)°* und betrachten

1 5
b 30°
Vi = - la+3
005
2% 2la+ 3P

7
Das Wurzelkriterium besagt, dass die Reihe absolut konvergiert falls

5) 7
?|a—|—3|5<1 & |a+3|<\/7

7 7

N —\5/g<a+3<\5/j

5 & VC—3<a<vC—3
Entsprechend divergiert die Reihe, wenn gilt

5 7 7
?|a+3|5<1 & a<—</g—30dera> {’/g—&
Mit dem Wurzelkriterium lasst sich allerdings keine Aussage treffen fiir die Falle a =
—{’/%—3 bzw. a = \5/%—3. Diese Falle sind gesondert durch Einsetzen zu betrachten

e Sei g = —Q/E—B, dann ist
— N < k- 7F kzk

g

dlvergent
e Seia= \5/2—3, dann ist
=L (—5)F 7\ - 1
_ — 5 _ k
S-S () - Sew
k=1 k=1 k=1

konvergent nach Leibnizkriterium

Allerdings liegt keine absolute Konvergenz vor (s.o.)
(b) Wir betrachten

Ap+1 o
G,

a"(n+ )" nl (n+1)" (n+1)n!
. =

(n+1)! ann” (n+1)Inn

() o)

= - = 1+_

n n

n—oo
— are<1

daa€0,e!).
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Damit konvergiert die Reihe >~ @, nach dem Quotientenkriterium (absolut). Da
aber die Glieder einer konvergenten Reihe notwendigerweise eine Nullfolge bilden miissen,
folgern wir, dass (a,)nen fiir @ € [0,e7!) eine Nullfolge ist.
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 60. Stetigkeit, £-0-Kriterium

%—%L@l ,l’él,

Gegeben sei die Funktion f: R — R mit f(x) = { /e ro1

(a) Zeichnen Sie den Graphen von f im Bereich [—4,4].

(b) Berechnen Siefiir ¢ € {1, 3,1} jeweils das groBte 6 > 0, fiir das gilt |f(z)— f(1)] S e
fur alle z € [1 — 9,1+ 4.

L6ésungshinweise hierzu:

(a)

(b) Die Aufgabe I6st man am Einfachsten mit Hilfe des Einzeichnens eines waagerechten
Streifens der Breite ¢ um f(1) = 1. Dabei ist es sinnvoll, f fir z <1 und = > 1
getrennt zu betrachten.

e c=1.

Hier ist herauszufinden, in welcher J-Umgebung von 1 die Funktionswerte zwi-
schen 0 und 2 liegen. Offenbar ist f(z) < 2 fir alle < 1 und f(z) = 0
fur x € [=3,1]. Nach links kénnen wir also 4 Einheiten gehen, ohne dass die
Funktionswerte den Streifen verlassen.

Fir = > 1 gilt stets f(x) > 0, so dass wir nur noch herausfinden miissen, wann
f(x) = v/x = 2. Das fiihrt uns darauf, dass f(z) fir x > 1 im Streifen liegt,
falls x € (1,4). Nach rechts kénnen wir also maximal 3 Einheiten gehen.

Die groBtmogliche §-Umgebung Us(1) mit f(Us) € [0,2] ist also Us(1).

1

[ ] 525.
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Wir gehen wie oben vor und erhalten nach links die Grenze —1 und nach rechts

die Grenze %. Die rechte Grenze liegt wieder ndher an der 1, so dass das gesuchte
& gegeben ist durch 6 =§ —1=2.
1

[ ] 5:;1.

Die linke Grenze ist hier % die rechte ist %. Dal-— %
diesmal die linke Grenze ndher an der 1 und das gesucht

1 _ 25 .
§.< =16~ , Ist
e 0 ist

imglo
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16. Gruppeniibung zur Vorlesung

M. St |
Hohere Mathematik 2 roppe

Sommersemester 2020

L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 61. Einseitige Funktionsgrenzwerte
Gegeben sei die Abbildung

2t — 2 — T2+ 132 —6

RN {-3,1,2 R: .
JiRNA=3 12 = xl—>($3—5x2+8x—4)|x+3|

(a) Ist f stetig?

(b) Zerlegen Sie Zahler und Nenner soweit wie moglich in Faktoren.

(c) Bestimmen Sie jeweils die links- und rechtsseitigen Grenzwerte an den Liicken des
Definitionsbereiches. An welchen Stellen ist f stetig erganzbar?

(d) Skizzieren Sie den Graphen von f.

Losungshinweise hierzu:

(a) Da der Zihler von f eine Polynomfunktion ist, ist dieser stetig. Weiterhin ist der
Nenner von f stetig (Produkt eines Polynoms mit einer Funktion, die aus der Hinter-
einanderausfiihrung der stetigen Betragsfunktion und einer linearen Funktion entsteht).
Damit ist f als Quotient stetiger Funktionen ebenfalls stetig.

(b) Die Definitionsliicken sind Nullstellen des Nenners. AuBerdem stellen wir fest, dass —3,
1 und 2 auch Nullstellen des Zahlers sind. Damit lassen sich Zahler und Nenner leicht
mit Hilfe von Polynomdivision faktorisieren:

(c)

(x —1)*(z —2)(x + 3)
(x —1)(z —2)%|x + 3|

fx) =

Definitionsliicke xo = —3. Fiir den linksseitigen Grenzwert ist zu beachten, dass
r < —3, also |z + 3| = —(x + 3). Damit ergibt sich

. . rz—1 —4 4
m f@) = i = = =y

Beim rechtsseitigen Grenzwert gilt = > —3, so dass |z + 3| = x + 3. Damit ist

r—1 -4 4

lim f(z)= lim =— =_.

z——340 z—=—34+0 1 — 2 ) 5

Links- und rechtsseitiger Grenzwert existieren zwar, sind aber unterschiedlich. Die
Funktion ist daher nicht in —3 stetig erganzbar.

Definitionsliicke 2o = 1. Da wir uns nur fiir z in der Ndhe von 1 interessieren,
konnen wir uns auf den Fall x > —3 beschranken, so dass wir |z + 3| fiir unsere
Untersuchungen durch (z + 3) ersetzen kdnnen. Damit ist

x—1 x—1

rgrlriof(m) - rgrlrio x—2 =0= zl—l>rlr—10—0 x—92 - x1—1>rlr—}-0f<x)

Hier existieren links- und rechtsseitiger Grenzwert und stimmen iiberein. Die Funk-
tion f kann also in 1 stetig erganzt werden (durch Definition f(1) :=0).
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16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

e Definitionsliicke zo = 2. Auch hier genligt es wieder, = in der Nahe von 2 zu
betrachten. Damit kénnen wir annehmen, dass x — 1 > 0 und x > —3, so dass
|z + 3| = (v + 3). Es ist damit

da x — 2 < 0, wenn wir uns von links der 2 anndhern. Weiter ist

x—l_

lim f(z)= lim

= —|-oo’
—240 =240 1 — 2

da x — 2 > 0, wenn wir uns von rechts der 2 ann3hern.
Bei der Definitionsliicke xq = 2 liegt bestimmte Divergenz vor, also kann die
Funktion in 2 nicht stetig erganzt werden.

(d) Wie immer sollte das Koordinatensystem folgende Informationen enthalten: Pfeile an

den Achsen, Beschriftung der Achsen und die Skalierung (durch Festlegen mindestens
einer Langeneinheit).
Die Skizze sollte neben dem Verhalten an den Definitionsliicken (Sprung bei —3, stetige
Erganzbarkeit bei 1 und senkrechte Asymptote mit Vorzeichenwechsel —/+ bei 2)
das qualitative Verhalten der Funktion wiedergeben, insbesondere das asymptotische
Verhalten fiir x — —o0 und z — +00.

5
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16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 62. Funktionsgenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte (ohne Verwendung der Regel von I'Hospital).

. Tt + 42 — 922 + 10 . sin(e”) — 13 arctan(x®)
(@) lim — SR (c) lim 27—9 | 3a410z
z—+00 (.QT + 1)(21} +e ) z—+o0 3356 T 725434
3z

(b) i

m
22040 \/Txd 4 202 — \/Txt + 1322

(d) glﬂlir(l] cos(mz) In(|In|z||)

Lésungshinweise hierzu:

4

(a) Durch Kiirzen von z* ergibt sich

T+2-5+8 i 7+0-0+0 7

I+ L 2rer) 0+0@e+0) 2

22

Dabei haben wir die Klammern im Nenner jeweils mit 2% gekiirzt, um uns das feh-
leranfallige Ausmultiplizieren zu ersparen.

(b) Da wir den rechtsseitigen Grenzwert betrachten, ist > 0. Damit ist hier Va2 =
|z| = x. Es ergibt sich

3z 3z 3

VTh 1 222 — Tad + 1322 (VT2 12— V722 + 13) V72 +2— V72?1 13
2040 3

V2 VI3

Alternative: Umstandlicher funktioniert auch der , Wurzeltrick” Es ist fiir positives x

3z B 3z VTxd 4 222 + /T2t + 1322
VTrd 4222 — /Ted + 1322 VTt + 2202 — V724 + 1322 /Tt + 222 + VT2t + 1322
3 (VT + 202 + VTat + 1342)

—11x2
3 (VT2 + 24 VT2? +13)
B —11
z—0 03(\/0+2+\/0+13) 3
= ——(V2+V13).
maky — (V24 V13)

Zur Ubung mdge man sich iiberzeugen, dass beide Ergebnisse gleich sind.

(c) Der erste Summand ‘12”;;69 im Nenner ist ein rationaler Ausdruck, dessen Zahlergrad

groBer als der Nennergrad ist. Der fiihrende Koeffizient des Nenners ist positiv, also

divergiert dieser Ausdruck fiir x — +00 bestimmt gegen +o0.

Der zweite Summand 323192 im Nenner ist ein rationaler Ausdruck, dassen Z3hlergrad
725134

kleiner als der Nennergrad ist. Daher konvergiert dieser Ausduck gegen 0 fiir z — +00.

Insgesamt stellen wir fest, dass der Nenner bestimmt gegen +oo divergiert.
Wegen

|sin(e”) — 13 arctan(z®)| < |sin(e”)| + 13| arctan(2®)| £ 1 + 13- g

fiir alle € R bleibt der Zahler beschrankt.
Insgesamt konvergiert der gesamte Quotient gegen 0 fiir z — +o00.
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 9




16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Fir z — 0 gilt In|z| - —oco. Damit gilt lim, ,oln|In|z|] = +00. Weiterhin gilt
wegen der Stetigkeit von cos, dass lim,_,ocos(mz) = cos(0) = 1. Insgesamt haben
wir also

lim cos(mx) In |In |z|| = +o0.
z—0
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Aufgabe H 63. Gleichheitsproblem, Intervallhalbierung

(a)

(b)

Es seien f,g: [a,b] — R stetig. Weiter sei f streng monoton fallend und ¢ streng
monoton wachsend mit f(a) > g(a) und f(b) < g(b). Begriinden Sie, dass dann das
Gleichheitsproblem fiir f und ¢ auf [a,b] genau eine Lésung besitzt.

Nach (@) hat die Gleichung 16™* = z* auf [0,1] genau eine Losung. Bestimmen
Sie diese ndherungsweise, indem Sie die ersten drei Schritte der Intervallhalbierungs-
methode mit ay = 0 und by = 1 anwenden. Wie viele Schritte miisste man mindestens
durchfiihren, um zu garantieren, dass die Niherungslosung nicht mehr als 1076 von
der tatsachlichen Losung abweicht?

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Zunachst einmal zeigen wir mit Hilfe des Nullstellensatzes, dass es mindestens eine
Losung geben muss. Betrachten wir namlich die Funktion h := f — g, so ist nach
Voraussetzung h(a) = f(a) — g(a) > 0 und h(b) = f(b) — g(b) < 0. Da f und g
und damit h stetig sind, muss nach dem Nullstellensatz ein £ € (a,b) existieren mit

h(§) =0, also f(&§) = g(¢).

Wir nutzen nun die Monotonieeigenschaften von f und g aus, um zu zeigen, dass es
keine weitere Schnittstelle als £ geben kann. Da f streng monoton fallend ist, gilt
f(z) < f(&) fir alle x € (£,b]. Da g streng monoton wéchst, gilt g(x) > g(&) fir
alle x € (£,b]. Damit ist

flz) < f(§) = 9(§) < g(x)

fir alle x € (£, b]. Analog argumentiert man, dass

f(z) > f(§) = g(§) > g(x)

fir alle = € [a, &) gilt.
Also gibt es auBer ¢ keine weiteren Schnittstellen von f und ¢ auf [a,].

Esist $(ag+by) = 3. Dagilt f(3)=16""2=1>1=g(3), ist

4
1
a1:§,b1:1.
Esist (a1 +b1) =2 Dagilt f(3)=16"31=1<Z =g (3),ist
1 3
= by =",
ag 2; 2 4

Es ist 5(az + b2) = 2. Der Vergleich der Funktionswerte ist nun nicht mehr so leicht
moglich, daher berechnen wir f (%) = 167°/% = ﬁi = V2 und g(3) = 2. Da
V2 < 3 ist

f(§><3= 96 <125=g<§).
8 16 512 512 8
Also haben wir
1 5
as = 5, b3 = é

Als N&herungslosung kann man nun jede Zahl aus dem Intervall [a3, b3] nehmen.

Fiir die Fehlerabschatzung stellen wir fest, dass sich die Lange des Intervalls, in dem
sich die Nullstelle befindet immer halbiert. Daher haben wir nach 20 Schritten ein
Intervall der Lange 1-2729 < 107¢.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 11



16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 64. Zwischenwertsatz

Die Zugstrecke zwischen zwei Stadten sei 800 km lang. Ein Zug fahrt die Strecke innerhalb
von vier Stunden und hat diese somit mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 200 km /h
zuriickgelegt. Zeigen Sie mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass es einen Zeitraum von einer
Stunde gibt, in dem der Zug genau 200 km der Strecke gefahren ist.

Hinweis: Sei s(t) die nach ¢ Stunden zuriickgelegte Strecke (in km). Betrachten Sie s(t +
1) — s(t) fir t €0, 3].

Losungshinweise hierzu: Da sich der Zug nicht teleportiert, ist die Wegstreckenfunktion

s stetig. Wir schreiben kurz o(t) := s(t+1) —s(t), o ist demnach ebenfalls stetig. Bekannt
ist, dass s(0) = 0 und s(4) = 800. Wir kdnnen schreiben

800 = s(4) = s(4) + s(3) . s(3) +s(2) . s(2) +s(1) . S<1)/+S\<9-)/

(1) = 5(3)) + (s(3) — 5(2)) + (5(2) — (1)) + (5(1) — (0))
o(3)+0(2) +o(1) 4+ 0(0).

Wenn o(j) = 200 gilt fiir ein j € {0,1,2,3}, sind wir fertig.

Nehmen wir nun an, dass o(j) # 200 fir j € {0,1,2,3}. Wiirde gelten, dass o(j) < 200
bzw. > 200 fiir alle j € {0,1,2,3}, so ware auch die Summe < 800 bzw. > 800. Da
aber Gleichheit gelten muss, muss es ji,7o € {0,1,2,3} geben mit o(j;) < 200 und
o(j2) > 200. Nach dem Zwischenwertsatz existiert dann ein 7 € [min{j, j2}, max{Jji, ja}]
so, dass o(n) = 200.

Bemerkung: Interessanterweise wird nirgends verlangt, dass s monoton wachst. Der Zug
konnte also auch zwischendurch anhalten oder riickwarts fahren.
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C. Résinger, D. C. Veniani, . . M. Stroppel
D. Zimmgermann Hohere Mathematik 2
Sommersemester 2020
L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 65. Konvergenz von Potenzreihen
(a) Schreiben Sie die Reihen als Potenzreihe ) a,(z — zo)" mit geeigneten a,, € C und
n=0

Entwicklungspunkt 2z, € C. Bestimmen Sie jeweils den Konvergenzradius.

(i) Z\/WCZ@Z)” (i) 2(6%(22—%—3“1—2)41)2)”

(b) Untersuchen Sie, fiir welche z € R die Potenzreihen in (a) konvergieren.

Lésungshinweise hierzu:

(a) (i) Mittels Ausklammern folgt v/n327+1 + 327 = 3"/3n + 1 und (%)n =1" (Z + é)n

Damit konnen wir die Reihe schreiben als

Z m (Hem)n B 2 ) W ( B <_E)> - §“n<z—20>"

mit Entwicklungspunkt zo = —% und a, = (%)n \/% = (%)n \(/% Wir bestimmen

den Konvergenzradius p mit 1.14.7:

[3n+1 ») e 3+1/n \/7
nHOO3 3n+4 3 n%oo3+4/n
wobei wir in (x) die Stetigkeit der Wurzelfunktion benutzt haben um Grenzwertbildung
mit Funktionsauswertung zu vertauschen. Damit ist der Konvergenzradius p = % = %
(ii) Um das Umschreiben in die Standardform besser nachzuvollziehen, verwenden wir

Ap+1

a= lim
n—oo

00 o\ k
fiir den Index k anstelle von n, d.h. wir betrachten ) <64 (z —2z2-3+(1- z)4i> ) :
k=5
Der Ausdruck in der inneren Klammer kann geschrieben werden als

2
2234 (1—2)di=22—2:(1420)—3+4i= (Z—(1+21)> .

Insgesamt folgt damit und mit 64 = (1/8)* = (2v/2)* schlieBlich

§(614<2—22—3+(1—z41>) i( >< 1+21> Zanzzo”

k=5

mit Entwicklungspunkt zp = 1 + 2i und a, = (ﬁ) fir n = 20, 24, 28, ... und
sonst a, = 0. Kompakt kdnnen wir dies auch ausdriicken als

L (2v2) " falls n=4k fir ke Nmitk =5,
"o sonst.

Wir bestimmen den Konvergenzradius p mit 1.14.7:

- 1 \* 1 1
a=Tlim /]a,| = lim % (—) =lim —=——.
n>0 janl k—00 22 k—oo 24/2  24/2
Damit ist der Konvergenzradius gegeben durch p = é =2V/2.
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 13
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(b) (i) Da wir nur die Konvergenz fiir reellen Zahlen z € R untersuchen, miissen wir
uns fiir zp = —% und p = % aus (@) zunachst klar machen, welche Teile der reellen
Achse im Konvergenzkreis U,(z) liegen. Da der Mittelpunkt z, von U,(zy) selbst
reell ist, liegt somit nur (—1 —p, —1 +p) = (=2, 2) innerhalb von U,(z). Die Menge
R\ [—2, 2] liegt auBerhalb von U,(z) und die Punkte z = —2 und z = 2 liegen auf
dem Rand des Konvergenzkreises U, ().

Mit Satz 1.14.4 folgt, dass die Potenzreihe fiir z € (—— —) konvergiert und fiir z €
R~ [—2,2] = (=00, —2) U (%, +00) divergiert. Wir betrachten die Randpunkte:

[¢]

e Wir zeigen, dass die Reihe fiir z = —% divergiert. Einsetzen von z = —% liefert

no (=1 3 1 = 1
S () S S
e 3 3n+1 e V3n+1 —3n+1
Fiir alle n € N gilt 4n = 3n + 1 und damit 2/n = V3n + 1 & —2

> 1
Vantl = 2vn”
Ware die Potenzreihe konvergent fiir z = —%, so miisste nach dem Majoran-

tenkriterium 1.9.10 wegen dieser Abschatzung auch ﬁﬁ und damit > \/iﬁ
n=1 n=1

konvergieren. Dies liefert einen Widerspruch zu 1.9.12, wonach ) \/Lﬁ divergiert.

n=1

e Wir zeigen, dass die Reihe fiir z = % konvergiert. Einsetzen von 2z = % liefert

e\" (—=1)"
S () e (8~ e S v

Die Reihe der rechten Seite alterniert mit Reihenglieder a,, = \(/ﬂ n € N. Nun

3n+1’
ist die Folge (|an|)nen monoton fallend, da |a, 11| = \/3;4 < \/371“ = la,| &
< = S
3n+1< 3n+4 fir alle n € N. Zudem ist hm la,| = nlgg(}m 0, wonach
—1)"

(|an|)nen eine monotone Nullfolge ist. Nach dem Leibniz-Kriterium ist Z ires

konvergent. Also konvergiert die Potenzreihe fiir z = z

Also konvergiert die Reihe fiir z € (—2, 2] und divergiert fiir z € (—o0, —2]U(2, +00).

(i) Um den Bereich der reellen Achse zu bestimmen, welcher im Konvergenzkrels
U,(z) liegt (mit komplexen Mittelpunkt 2, = 1+ 2i und Radius p = 2v/2 aus (a)),
suchen wir zunachst die reellen Zahlen ¢t € R, welche von 2, den Abstand p > 0
haben. Dies fiihrt auf die Bedingung

t—z2|=p & [t—2>=p* & |(t—1)=2i|=(2V2)? & t? -2t—-3=0,

wobei t; = —1 und t; = 3 die Gleichung auf der rechten Seite |6sen. Damit liegt
(—1,3) innerhalb von U,(z). Die Menge R~ [—1, 3] liegt auBerhalb von U,(z) und
die Punkte z = —1 und z = 3 liegen auf dem Rand des Konvergenzkreises U,(z).

Mit Satz 1.14.4 folgt, dass die Potenzreihe fiir z € (—1,3) konvergiert und fiir z €
R~ [-1,3] = (—o0,—1) U (3,400) divergent ist. Fiir einen beliebigen Randpunkt
z mit |z — z| = p = 2v/2 ist die Reihe nach 1.9.1 divergent, da die Reihenglieder

aufgrund von
1\ % w 1\ % n
=|—= — = —=] (2v2) =
(Ni) ol (Ni) (>2)

(2—\1/§>4k (z— (14 2i)*

keine Nullfolge bilden. Damit divergiert die Reihe insbesondere fiir z = —1 und z = 3.
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Aufgabe H 66. Potenzreihe mit Parameter

Wir betrachten die Potenzreihe Z

(a)
(b)

cos(mnk) + n*
kn+m

(z+in)" fiir n € {—5,2}.
k=1
Bestimmen Sie fiir n = 2 alle Punkte z € C, in denen die Potenzreihe konvergiert.

Bestimmen Sie fiir n = —5 alle Punkte z € C, in denen die Potenzreihe konvergiert.

Losungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Fiir n = 2 erhalten wir, wegen cos(27k) = 1 fiir alle k£ € N, die Reihe

. cos(2mk) + 2F ok o 12 Ak
S S =3 e

1+ 2F
= fir k € N. Wir

bestimmen den Konvergenzradius mit 1.14.7. Es gilt fiir alle £ € N
2 < Vit2k _Vi+2h " \/2k+2k 26/5
VEVTrr VR + R \’“/k2 + ! Ve uE
Nach 1.5.7 ist klirn V1i+7m=1, klim /2 =1, und nach 1.5.10 ist klim Vk=1.Da-
—00 —»00 —700

mit folgt aus den Grenzwertsdtzen 1.5.3, dass die linke und rechte Seite jeweils gegen
2 konvergiert, womit nach Sandwichsatz 1.5.6 auch klirn V/|ax| = 2. Der Konvergenz-
—00

mit Entwicklungspunkt zy = —2i und Reihenglieder a; =

radius ist daher p = 1

Mit Satz 1.14.4 folgt, dass die Potenzreihe fiir alle z € C mit |24 2i| < 1 konvergiert,
und fiir alle z € C mit |z + 2i| > 5 divergiert.

Wir betrachten noch das Konvergenzverhalten auf dem Rand des Konvergenzkreises
also auf der Menge K, = {2z € C| |z +2i| = 1}. Wenn z € K;, so gilt

Da die Reihe Y7, % nach 1.8.3 konvergiert, ist die Reihe > 77 | a (2 + 21)" fiir jedes
z € Ky absolut konvergent. Dies impliziert die Konvergenz fiir jedes z € K.

Insgesamt ist damit die Potenzreihe genau fiir z € {z eC ‘ |z 4 21| = %} konvergent.
Bemerkung: Im Allgemeinen kann es beliebig schwer werden, das Konvergenzverhalten
von Potenzreihen auf dem Rand des Konvergenzkreises zu bestimmen. In (wichtigen)

Spezialféllen geniigt es aber, die Reihe der Betrdage zu betrachten.

Fiir n = —5 erhalten wir, wegen cos(—57k) = (—1)* fiir alle k € N, die Reihe

. cos(—5mk) + (— 5)’“ f: —5)k Nk
Z (z — 5i)
k=1 k=>4 P k‘ > + m
—1)k + (=5)*
mit Entwicklungspunkt z; = 5i und Reihenglieder a; = ( k):—5+—|—(7r ) fir £ € N.

Wir bestimmen den Konvergenzradius mit 1.14.7. Es gilt fiir alle £ € N

/] = VIEDE+ (=B)F /= 1F[1+5F  V/1+5F
W VES 1 VES 7
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und somit weiter

k/ ek k k k/ ek k
L P VB < D5

k
= < = /|ak| =
iir Vitr- Viors V=TS
Analog zu (@) sehen wir, dass die linke und rechte Seite jeweils gegen 5 konvergiert,
womit nach dem Sandwichsatz 1.5.6 auch klim v/|ar| = 5. Der Konvergenzradius ist
— 00
somit p = %
Mit Satz 1.14.4 folgt, dass die Potenzreihe fiir alle z € C mit |z —5i| < % konvergiert,
und fiir alle z € C mit |z — 5i] > § divergiert.
Nun bleibt noch der Rand zu untersuchen d.h.dieMenge K_5 = {z € C| |~ — 5i| = 1}.
Wir betrachten wieder die Betrage der Reihenglieder. Es ist

: — 1[*1 + 5 :
’ak(z—51)k} = [= 1 +57) k:—|5|+7r |(|z—51|)k =

5% 41 o 1

k=547~ 14+n

—51

zEK
= 3

Das bedeutet, dass die Folge (aj(z — 5i)F)ien fiir 2 € K_5 keine Nullfolge ist (denn

der Abstand zu 0 betrdagt immer mindestens Hﬁ) Nach 1.9.1 kann somit die Reihe
S oo, ag(z — 5i)* fiir z € K_5 nicht konvergieren.

Insgesamt ist damit die Potenzreihe genau fiir z € {z € C| |z — 5i| < £} konvergent.

Aufgabe H 67. Produkt von Potenzreihen
Seien die Abbildungen f : U, ,(0) = C und g : U, (0) — C gegeben durch

= f: und g(z) = i": 22"
n=>0

n=0
(a) Bestimmen Sie die Konvergenzradien ps von f und p, von g.

3

w|l\z
3

(b) Schreiben Sie f - g als Potenzreihe und geben Sie deren Konvergenzradius an.
Woas hat die Potenzreihe zu tun mit der Funktion
3

hC\{%,B}—)CZHm?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wegen hm /3: =3 und lim ¥/2" =2 gilt mit 1.14.7, dass p; =3 und p, = %

(b) Mit a, := 55, b, := 2" fiir n € Ny schreiben wir f(z) = Zanz und g(z) = Zb 2",

Die Potenzreihe von f - g ist nach 1.14.11 fiir z € C mit |z| < min(py, py) dann ge-
geben durch

f2g(z) = <Z b) S (Z% - 2) B (Z (é) ) i n

Zur expliziten Berechnung der inneren Summe verwenden wir die Formeln aus 1.8.4.
Damit erhalten wir fiir f - g die Darstellung

- - 1 ‘ n. n 1 - ( )TL+1 n. n - 1 1\™\ on] n
> A= QZZE:TZ =Y [F(6-(5)") 2]~
n=0 \ k=0 6 n=0 1 6 n=0
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Wir verwenden diese Darstellung zur Bestimmung des Konvergenzradius py., der Po-
tenzreihe von f - ¢g. Mit 1.14.7 erhalten wir

. NN, .. 2. N
a—,}zﬂo\/g(fﬁ—(g) )= e )"

Nach 1.5.7 gilt lim /5 = 1. Weiter folgt aus 6™ > 6 die Relation —

n—oo i
fur alle n € N und daher weiter

/35 [ 1 / 1\"
n_:n __<n o - <n
: 6 = < 6 (6> < V6.

Erneute Anwendung von 1.5.7 liefert lim ¢ 3765 =1 und lim /6 = 1, womit nach

n—00 n—oo
dem Sandwichsatz 1.5.6 auch lim {/6 — ()" = 1 gilt. Mit den Grenzwertsitzen
n—0o0

1.5.3 folgt damit insgesamt a = nh—glo % /6 — ()" =2, und somit py, =1 =1

Was hat nun die Potenzreihe von f - g, deren Koeffizienten wir oben bestimmt haben,
mit der Funktion h zu tun? Weil die Potenzreihe von f - g die Summe zweier (im
Wesentlichen) geometrischer Reihen ist, konnen wir deren Werte mit 1.14.8 explizit
ausrechnen. Es gilt nach 1.14.11 fiir alle z € C mit |z| < min(py, py) = 5 = prg

AR = [ 6— (1)) 2] = 23 ey - 130 (2)'

() () ()
3
=573 = h)

Also ist die Potenzreihe von f-g auf ihrem Konvergenzkreis U, (0) gerade h|Upf,g(0)-

Bemerkung: Alternativ kann man dies auch folgendermaBen einsehen: Aufgrund von
Satz 1.14.11 stellt die Potenzreihe von f - ¢ auf U, (0) = Us (0) die Produkt-

min(pf,pg)
funktion f - g dar und die Produkte f(z) - g(z) kann man fiir z € U1(0) explizit
mithilfe der geometrischen Summenformel 1.14.8 berechnen:

J(2)9(z) = (i (%)n> (i(%)n) - (1 i 5) (1 —12z> b —37z—|—3 = hiz).

Aufgabe H 68. Logarithmische Spirale

—t
Gegebensei f: R—C: t— <\/§ exp (1%“))
Die Abbildung f beschreibt eine logarithmische Spirale. Beispiele aus der Natur finden sich
unter https://de.wikipedia.org/wiki/Logarithmische_Spirale .

(a) Zeichnen Sie die Punkte f(—2), f(—1), f(0), f(1), f(2) in die komplexe Zahlene-
bene ein und skizzieren Sie die Menge f ([—2,2]).

(b) Wir benutzen jetzt nur die Werte von f an besonderen Stellen.
Berechnen Sie Y |[f(n+1) — f(n)] .
n=0
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(€) Fiir zo = v2 exp (i) und 2 € C~ {2} sei g: Ng—=C: t— (2 —2)7".

Fiir welche z € C ist die Reihe ) (g(k +1)— g(k)) absolut konvergent?
k=0

L6sungshinweise hierzu:

(@) Zum Zeichnen formen wir f(t) zunichst mit der Formel von Euler und de Moivre
1.14.18 um. Wir erhalten fiir t € R

£(8) = (V) exp (~i%54) = (V)™ (cos(~ 1) + isin(~51) ).
Damit lassen sich die gefragten Punkte in der Form a + bi mit a,b € R darstellen:
f(=2) =2 (cos(2E) +isin(F)) =2(0+1) = 2i,
f(=1) = V2 (cos(2F) +isin(2F)) = V2 (—% — ﬁ) =—1—i
F(0) = (v2)" (cos(0) + isin(0)) = 1,
F(1) = (V) (cos(=58) +isin(~5)) = 5 (-5 + &) = 1+ i
£(2) = (VD) (cos(~) +isin(~3) = 4 (0~ i) = —4i
Um die Menge f ([—2,2]) zu zeichnen, bemerken wir, dass fiir den Betrag nach 1.5.8
Jim [f()] = lim (V) =0 und  lim [f(7)] = lim (V)" = too

gilt. Mit der Interpretation von Polarkorrdinaten erkennen wir weiter, dass sich f(t)
in der komplexen Ebene im Uhrzeigersinn um den Ursprung bewegt, falls ¢ vergroBert
wird. Entsprechend bewegt sich f(¢) in der komplexen Ebene gegen den Uhrzeigersinn
um den Ursprung, falls ¢ verkleinert wird. Diese Betrachtungen geben Hinweise darauf,
dass die Abbildung f eine sich rechtsdrehende Spirale beschreibt.

(b) Wir bezeichnen im Folgenden z, := v/2 exp (i%F) = f(—1) = —1 — i und erhalten
mit den Betragsrechenregeln

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 18
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: 1 | 24i | — 24 _ V5
Nun ist )% — 1‘ = ‘ﬁ = = 2 Da
die geometrische Reihe 1.14.8 zudem

> %nzfé(%)nﬂf;ﬁ“i

n=0 0 2

L
z

= \/Li < 1, folgt mit der Formel fiir

Insgesamt erhalten wir somit

. V5
>l 1) = sl = 5

(c) Zur Untersuchung der absoluten Konvergenz betrachten wir die Reihe der Betrige,
also > |g(k+1) — g(/{;)‘
k=0

Wie in (b) werden wir den Term mit der héchsten Potenz ausklammern und die Be-
tragsrechenregeln benutzen. Dies fiihrt fiir z € C \ {2} auf

> lg(k+1)—g =Z Z

Wir erkennen wie in (b) die Bauart einer geometrischen Reihe, wobei der Faktor

1

zZ— 20

z—zok“ (z — 2)F

-1,

P 1‘ = % genau dann Null ist, wenn |1 — (z — 29)] = 0. Dies gilt
wiederum genau dann, wenn 1 = z — 2y, also wenn z =1+ 2y = —i.

Damit erhalten wir die folgende Fallunterscheidung:

1

o Fiir z € C~ {2} mit |z — 2| > 1 gilt E’ — lz0 < 1, womit die Reihe

nach 1.14.8 absolut konvergiert.

1
2—20

o Fir z € C~ {z} mit |z — 20| < 1 gilt
nach 1.14.8 divergiert.

= 1Z0 > 1, womit die Reihe

e Fir z€ C~ {z} mit |z — 29| = 1 erhalten wir Z

=51

0

Fiir z = —i haben wir eben gezeigt, dass dann aIIe Reihenglieder identisch Null
sind, womit die Reihe absolut konvergiert.

Ferner haben wir fiir z # —i gezeigt, dass ‘ﬁ — 1‘ # (0. Das bedeutet also
fir 2 # —i, dass alle Reihenglieder konstant und von Null verschieden sind.
Insbesondere bilden Sie dann keine Nullfolge und die Reihe divergiert nach 1.9.1.

Insgesamt ist die Reihe damit genau fiir z € {2 € C| |z — 2| > 1} U {—i} absolut
konvergent.
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M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 69. Differenzierbarkeit
(a) Seien a, b € R mit a < b gegeben. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion

(x —a)?(x—b)* fira<z<0D,

sz_}R:xH{ 0 fir ¢ a,b.

Untersuchen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten, ob f an den Stellen a und b
differenzierbar ist.

(b) Wir betrachten die Funktion

atsin(L) fir z #£0,

g:]R—>]R:x»—>{ 0 fir x=0.

Berechnen Sie ¢/(z) und ¢"(z) fiir x # 0.
Beweisen Sie, dass g an der Stelle o = 0 zweimal differenzierbar, aber nicht dreimal
differenzierbar ist.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Skizze:

Y
| | :Uk
a A -
Wir untersuchen nun Differenzierbarkeit an der Stelle a. Es gilt
lim M — lim 0-9 =0
z—a—0 Tr—a z—=a—0 T — @
und
— —a)?(r —=b)? —
TN C) B et ) )l S R YA LS
z—a+0 Tr—a z—a+0 Tr—a z—a+0

Da diese Grenzwerte iibereinstimmen, ist f an der Stelle a differenzierbar. Wir unter-
suchen nun Differenzierbarkeit an der Stelle b. Es gilt

_ N2 )2
lim fla) = /) = lim (x—a)(z ) = lim (x —a)*(z —b) =
z=b-0  x—0> z—b=0 x—> z—b=0
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und ) 00
i @ SO 020
2510 r—0b b0 x — b

Da diese Grenzwerte iibereinstimmen, ist f an der Stelle b differenzierbar.

(b) Sei z #0.

J (@) = (& sin(i))' — 4 sin(i) + x4(sin(i)) _
42° sin(i) - 354602# = 47° sin(é) — z? COS(é)

und

J'(z) = (42° sim(l)—x2 COS(l)), = 1222 Sin(i)+4z3(sin(l))'—2x cos(l)—xQ(cos(l))’ =

x x x x x
1 cos(2) 1 sin(1)
1222 ¢in(=) — 443 /. _ 9 oY 2 z/) _
x sm(gc) T xcos(m) R
1 1 1
122%sin(~) — 6 =) —sin(—).
x sm(l_) xcos(x) sm(x)

Wir untersuchen nun Differenzierbarkeit an der Stelle 0. Es gilt

4 01
_ = 1
i S0 =00 2smG) st —o
z—0—0 x—20 z—0-0 £ —0 z—0—0 €T
und A .
_ 0 ] =
lim M — lim % = lim 2’sin(=) = 0.
z—0+0 z—0 z—0+0 T z—0+0 T

Da diese Grenzwerte iibereinstimmen, ist g an der Stelle O differenzierbar. Wir erhalten
die Ableitung

3ain(l) _ .2 1 ..
glIR—HR:x»—){% sin(y) xcos(x) fir x#0,

0 fir =0,

Die Funktion ¢’ ist stetig. Wir untersuchen nun Differenzierbarkeit an der Stelle 0. Es

gilt
"(z) —¢'(1 423 sin(L) — 22 cos(: 1 1
lim 2 9% (z) —¢'(1) — lim — in(z) —w () = lim (42”sin(=)—xcos(=) =0
z—0—0 x—1 z—0—0 x—0 z—0—0 T T
und
"(z) — ¢'(1 423 sin(L) — 22 cos(2 1 1
lim g —g(1) = lim (2) 2) = lim (42?sin(=)—xzcos(=) = 0.
z—0+0 x—1 x—0-+0 x—0 z—0-+0 T x

Da diese Grenzwerte iibereinstimmen, ist ¢’ an der Stelle 0 differenzierbar. Wir erhalten
die Ableitung

1227 sin(1) — 6z cos() —sin(2) fir z #0,

", :
g.R—)R.xH{ 0 fir x=0.

Die Funktion ¢” ist stetig fiir x # 0. Wir untersuchen Stetigkeit an der Stelle 0. Es

gilt

lim ¢"(x) = lim 1227 sin(l) — 6z cos(l) — sin(l) = — lim sin(-)
z—0-0 xT x

z—0—0 €T z—0—0 €T
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und

1 1 1 1
. Vi . . 2 . N Y o Y — . . -
zl—%r}rog (x) = zl—%r}ro 12z sm(x) 6z cos(x) sm(x) xg{)r}ro sm(x).

Da diese Grenzwerte nicht existieren, ist ¢” an der Stelle 0 nicht stetig. Daher ist ¢”
an der Stelle 0 nicht differenzierbar.

Aufgabe H70. Umkehrfunktion
Gegeben seien die Funktionen

2

f: R—R: x> sinh(2z) und g: R—=>R: xr—>1+x2.

(a) Skizzieren Sie die Graphen von f und g und bestimmen Sie jeweils die Ableitung.

(b) Finden Sie die maximalen Intervalle, in denen f und ¢ differenzierbare Umkehr-
funktionen haben. Bestimmen Sie jeweils die Ableitung der Umkehrfunktion.

Lésungshinweise hierzu:

(a)
f'(x) = (sinh(2x))" = 2 cosh(2z);

g(x) = ( z R p— )f:_(_(1+:c2)’): 2z

1+ 22 1422 (14+22)2/) (14 2?)%
AY
4 1
B y = sinh(2x)
| | | X
—4 -2 2 4
2 4
L 4.
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¥ 2
4 Y= scér-i-l
9 1
—4 —8 2 4
—2 1
—4 |

(b) Die Funktion f: R — R ist streng monoton wachsend und stetig; f(R) = R. Dann
existiert die Umkehrabbildung f~!: R — R. f ist differenzierbar auf R und

f'(z) = 2cosh(2z) # 0

auf R. Es gilt
d ! 1
— [ (W) ly=sinhiz) = -
a0 2 cosh(2z) 2\/1 + (sinh(Qx))Q
B 1
2/1+ 42
auf R.

Die Funktion g: R — R ist streng monoton wachsend und stetig; g(R) = [0,1).
Dann existiert die Umkehrabbildung ¢~': [0,1) — R.

1 1
=1- S 1l—y= = .
Y 1+ 22 A o
1
el a9 -+ Y
l—y -y I—y
Bezeichnen
) ) Y ) . Y
u: [0,1) > R: yr— /—— und v: [0,1) > R: y— —, [ ——.
l—y -y

Dann g(u(y)) = g(v(y)) =y auf [0,1); u(g(x)) = = auf [0, +00); v(g(z)) = = auf
(—00,0]. g ist differenzierbar auf R und ¢'(z) = Of%)? # 0 fiir x # 0. Dann sind u
und v differenzienbar auf dem Intervall (0,1) und

oy = L@ Ay

dy 2u(y) 21 (1— y)%
Doy = AP O+ oy
dy 20(y) —-2:% (1— y)%'
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Aufgabe H71. Mehrfaches Ableiten

Finden Sie jeweils eine Formel fiir die angegebene n-te Ableitung, wobei n € Nj .
Beweisen Sie anschlieBend diese Formel mit vollstandiger Induktion.

@ (1) () (@))  ®) (1) seostze)

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir bemerken, dass

f(z) = ((sin(x))4 + (cos(x))4> = ((sin(x))2 + (cos(:v))2>2 — 2(sin(x))2(cos(x))2

(Sin(2zzc))2

=1- 2(sin(x))2(cos(x))2 =1- 5

gilt. Wir berechnen

() = %(1 B (sin(22:v)) ) _ _25111(2:1:)22 cos(2z) ——

Nach der Berechnung einiger Ableitungen von f’, stellen wir die Vermutung auf, dass

() = 4" cos(da + —) = )

nm (—1)24""'cos(4x), n gerade, n >0
2 (—=1)"2 4" 'sin(4x), n ungerade.

gilt. Fiir n = 1 ergibt diese Vermutung f'(z) = (—1)*4sin(4z) = —sin(4x), d.h.
unsere Formel ergibt die richtige Aussage. Also stimmt der Induktionsanfang.

Als Induktionsannahme nehmen wir an, dass die Vermutung fiir ein k¥ € N stimmt und
beweisen, dass die Vermutung auch fiir £ + 1 stimmt.

Wir nehmen, dass
km

f® = 4k~ cos(4a + 7)
gilt.
Es folgt, dass
k
FED () = (FR) () = 451 (—4) sin(4x + g)
k k
= 4%(—sin(4z + 771—) = 4% cos(4x + g + g)
= 4((k+1)_1) cos(4z + @)

ist, was mit der Aussage der Vermutung iibereinstimmt.
(b) Wir berechnen

f'(z) = (zcos(2z)'(x) = cos(2z) — 2z sin(2z).

Nach der Berechnung einiger Ableitungen von f’ nehmen wir an, dass es 4 Fille gibt,
abhangig vom Rest der Division von n durch 4:

2" Insin(2x) + 2"w cos(2z), n=4m,m >0

2" 1In cos(2x) — 2"wsin(2z), n=4m+1,
—2""Ipsin(2x) — 2"z cos(2x), n =4m + 2,
—2""ncos(2x) + 2"z sin(2x), n=4m+ 3.
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Fiir den Induktionsanfang priifen wir, dass laut Vermutung
f'(z) = 2° cos(2x) — 2"z sin(2z) = cos(2x) — 2w sin(27)

gilt. Damit ist der Induktionsanfang richtig.

Jetzt nehmen wir an, dass die Vermutung fiir ein £ € N stimmt. Falls & = 4m fiir ein
m € N ist, berechnen wir

FED () = 267 1(2 cos(22) ) +2F cos(22)—2F (2 sin(22)) = 28 (k+1) cos(22) —28+ 2 sin(2z).
Falls k = 4m + 1 fiir ein m € N ist, berechnen wir

fFERD = ok=1p (9 gin(22))—2F sin(22) —2Fx(2 cos(22)) = —2%(k+1) sin(22) -2z cos(2z).
Falls k = 4m + 2 fiir ein m € N ist, berechnen wir

fERD — _9k=11(9 cog(22)) =2 cos(22)—2F 2 (—2sin(2x)) = —28(k+1) cos(2z)+2" 2 sin(2x).
Und falls & = 4m + 3 fiir ein m € N ist, berechnen wir

fERD — _ok=1y(_9gin(2x))+2F sin(22)+2%2(2 cos(2x)) = 28 (k+1) sin(2z)+2" 2 cos(2x).

In jedem Fall stimmt das Ergebnis mit der Vermutung iiberein. Also ist die Vermutung
durch Induktion bewiesen.

Aufgabe H 72. Funktionsgrenzwerte und Regel von |'Hospital
Untersuchen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.
arctan(x? — 4) sin(x®) + x° _ 1 1
(a) limy sinh(3z — 6) (b) :rginoo 2% + e(=2) (c) A 2 el —1
Losungshinweise hierzu:
(a) Aus tan(0) = 0 folgt arctan(0) = 0, und mit 2.2.12 weiter sinh(0) = 1 (e — e™%) =0.

2
2_ . . .
Somit ist der Grenzwert lim %@4) von der Form ,, 2 “(genauer: es liegt Situation
s sinh(3z—6) 0
N. mit ¢ = 2 aus 2.5.1 vor). Fiir die Berechnung der Ableitungen werden wir die
bekannten Ableitungen aus 2.2.5, sowie die Kettenregel 2.2.3 benutzen. Wir erhalten

damit

< arctan(z? —4) m - (2x 4 4

)
#2 Lgnh(3z —6) ao2cosh(3r—6)-3  cosh(0)-3 3

wobei wir im letzten Schritt 2.2.12 benutzen zur Auswertung cosh(0) = 35 (¢” + ¢7) =1.
Aus der Konvergenz des obigen Grenzwertes fiir die Ableitungen, folgt nach der Regel

von |'Hospital 2.5.1 auch
arctan(z? —4) 4

p sinh(3x —6) 3~

(b) Bei diesem Ausdruck ldsst sich die Regel von I'Hospital 2.5.1 nicht gewinnbringend
anwenden. Stattdessen erweitert man den Bruch mit z—{, Dies liefert

. 5 5 sin(z)
. sin(z®) +x . ot 1
hm W = hm W = ]_,
z—+o00 I° 4+ e T—+00 1 + e —
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. (—z®) . .
denn lim &—%—= lim ﬁ =0, und lim
z—+oo L z—+o0 z2el” r——400

analog zu 1.12.8 hergeleitet werden: Fiir z > 0 folgt aus der ,Sandwich-Abschatzung"

3 5
Smﬂf—f) =0. Der letzte Grenzwert kann

in welcher beide Seiten fiir  — +00 gegen 0 konvergieren, dass auch lirf Slrlaf—xs) =0.
T—r+00

Bemerkung:

Die Regel von I'Hospital kann nicht angewendet werden, da der Grenzwert
d (qin (5 5 5 4 5

= (sin(z°) + = 1)-5 1
I dﬁ( (z°) i ) — lim (cos(z )—i—5 )5z ~ im cos(z )+5
T—~400 iz (335 + e(*x )) T—+00 (1 — e(*x )) . B4 z—o4o0 1 — e(*z )

aufgrund des Ausdrucks cos(z®) im Zahler nicht existiert.

(c) Da der Ausdruck von der Form ,, 0o — o0 ", formen wir diesen in einen Bruch um. Dies
e(g”z)—l—z2 0w«
x2(e(z2)71) "0
N, mit ¢ = 0 aus 2.5.1 vor). Fiir die Berechnung der Ableitungen werden wir die
Produktregel aus 2.2.1 und die Kettenregel 2.2.3 benutzen. Wir erhalten damit

liefert den Grenzwert lir% von der Form (genauer: es liegt Situation
Tr—r

) %(e(ﬁ) —-1- x2) ) @) . 2p — 2
flcli% L (22 (el — 1)) - :1512% 27 - (e(®) — 1) + 22 - el=®) . 27
dz
. (e(xg) —1) -2z _ e _ 1
= lig (€@ — 1+ z%e(*) - 2z = e + 22e(=*)
wobei auch der letzte Grenzwert von der Form ,, g “ist. Wir wenden das Verfahren noch
einmal an:
d \2 [, (22 2 d (. (a?
g L (L) gy B
T (@) (332 (e — 1)) 70 E(e( ) — 1 + 2 ))
@) . 2
T 250 0@) . 27 + 22 - @) + 22 . o) . 2
i @) . 9y
z—0 (2@(952) —+ ;L'Qe(xz)) .2
o(@?)
= 250 2600 + g26@)
1
T2

Insgesamt folgt mit der zweifachen Anwendung der Regel von I'Hospital 2.5.1 damit

i 1 et St
ro0\22  e@ — 1)  an0 22(e@ —1) 2
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 73. Monotonie via Ableitung

Bestimmen Sie die maximalen Intervalle, auf denen die gegebenen Funktionen monoton sind.
(@) f: R~ {0} > R: z+ z*—In(z?);
(b) g: R—>R: ng—i

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Funktion f ist auf (—oo,0) und auf (0, +00) stetig und differenzierbar. Wir haben

2 2 2(2%—1 2(x —1 1
f(x) =22 — %(xQ)ln’(xQ) = 2r — :1:_326 =21 — o= (xa: ) = (v ;(x—i_ )
Wir sehen, dass f'(z) < 0 fiir alle x € (—o0, —1) und fiir alle z € (0,1); f'(z) >0
fur alle z € (—1,0) und fiir alle z € (1,400). Nach 2.4.8 folgt dann, dass die Funktion
f(z) auf (—oo, —1] streng monoton fallend ist; auf [—1,0) streng monoton steigend

ist; auf (0, 1] streng monoton fallend ist; auf [1,+00) streng monoton steigend ist.
(b) Die Funktion f ist auf R stetig und differenzierbar. Wir haben
L (2%)2° — L(27)2? _ 222" 27 In(2)x? _ z(2 — In(2)z)
Wir sehen, dass f'(xz) < O fiir alle z € (—00,0) und fiir alle z € (ﬁ,—i—oo);
f'(x) > 0 fir alle x € (0, ﬁ) Nach 2.4.8 folgt dann, dass die Funktion f(z) auf
(—o0, 0] streng monoton fallend ist; auf |0, ﬁ] streng monoton steigend ist; auf

f'(x) =

[$7 +00) streng monoton fallend ist.

Aufgabe H 74. Kurvendiskussion
Gegeben sei

fiM—=R:z— und ¢g: N — R: z+— asin(ln(z)) mit M,N SR

x? + 49
Fiihren Sie eine Kurvendiskussion von f und g durch, wobei Sie mindestens die folgenden
Punkte bearbeiten sollen:

maximaler Definitionsbereich, maximaler Wertebereich, Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Null-
stellen, lokale Extrema, Verhalten an den Randern des Definitionsbereichs, Skizze.

Losungshinweise hierzu: Die Funktion f ist auf R definiert. Der maximale Wertebereich
ist (0,1): 2% +49 = 49 fiir alle z € R und

lim (2% +49) = lim (2° +49) = +o0.

T——00 T—r+00
Nach der Quotientregel ist f auf R differenzierbar (und stetig). Wir haben
fl(z) = _495;(« +49) _ 9
(22 4 49)2 (% + 49)?

f hat keine Nullstelle: f(x) > 0 fiir alle z € R. f'(x) = 0 nur fiir x = 0, und dies ist das
lokale (und das globale) Maximum. Es gibt keine lokalen Minima.

lim f(z) = xll)r_{l@f(ﬂf) = 0.

T—r—00
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Die Skizze:

= 49
4 1 U= z2+49

-4 2 4

Die Funktion g ist nur auf (0,400) definiert. Der maximaler Wertebereich ist ganz R. Nach
der Produktregel und der Kettenregel ist g auf (0,+oc0) differenzierbar (und stetig). Wir
haben

¢'(x) = sin(In(x)) + xé cos(In(z)) = sin(In(x)) + cos(In(x)).

Die Nullstellen:
g(x) =0« sin(ln(z)) =0 In(z) =7k, k€ Z <2 =" ke Z
Die lokalen Extrema:
g (z) = 0 & sin(In(z)) + cos(In(z)) = 0 < sin(In(x)) = — cos(In(z))
< In(z) = %+7rl<:, keZex=cit™ Leck
Aus 0 < |zsin(In(z))| = |z||sin(In(x))| < |z| folgt lim, 040 g(x) = 0. Zudem gilt weiter

lim g(e2™™) = lim e2 ™™ = 4o0; lim g(e 2 "™
n—oo

n—oo n—o0

_e—g+27rn —

) = lim —00.

n—oo

Die Funktion ist also fir £ — 400 unbeschrankt.
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Ein erster Eindruck des Graphen von g ist hier: https://www.google.com /search?q=x*sin(In(x))
(durch Verwendung der Plus- und Minus-Symbole zum VergréBern und Verkleinern, gewinnt
man einen Eindruck fiir das qualitative Verhalten des Graphen). Die Kurve ist selbstahnlich.
Dies entspricht der Tatsache, dass

21 2

g(e*™x) = *zsin(In(e?"x)) = e*zsin(27 + In(z)) = e xsin(In(z)) = *"g(z).

Mit anderen Worten, die Skalierung von = und y = g(x) im Graph um den Faktor e?™ dndert
die Kurve nicht.

Eine Skizze (in der zweiten Skizze haben wir einen kleinen Ausschnitt um den Ursprung

vergroBert):
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Sei t = In(x), dann z(t) := x = €. Betrachten wir y(t) := g(z(t)) = e’sin(t). Hier ist
eine Skizze des Graphen (¢, y(t)) :

P-/d/ /
|
/
LY
v [
2N
[
!
/
1
A/—~/
e o= T q o
v ] T
=
N
.\
\
A\
\
\
\
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Aufgabe H 75. Taylorentwicklung und Fehlerabschitzung
Wir betrachten die Funktion

h: R— R: x> xsin(2?).
(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom Ty(h, z, /7).
(b) Finden Sie eine reelle Zahl a so, dass
\h(z) = To (h,z,v/7)| S a|z — \/ﬂ3
fir alle z € [0, 2] gilt.

(c) Finden Sie Koeffizienten a; € R so, dass > apz* = xsin(2?) fiir alle € R gilt.
k=0

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist
h(z) = xsin(z?),
W (z) = sin(2?) + 227 cos(z?)
h'(z) = 6x cos(z?®) — 4a° sin(2?) .
Somit ist das Taylorpolynom zweiter Stufe im Entwicklungspunkt zy = /7 gerade

T, (h, 2, V/7) = (/) + K (VAN VA) + L h (V) e — V)

:—27r(a:—\/7_r) —Sﬁ(x—\ﬁ_r)z
(b) Nach dem Satz von Taylor 2.6.1 ist h(x) = Ty (h,x,+/7) + Ry (h,x,/7), wobei
Ry (h, @, v/m) = 2h"()(x = v/7)’

= < (6cos(€?) — 24€sin(€?) — 8¢ cos(€?)) (w — V)’

— o =

fir ein £ = &, /= zwischen x und /7 ist. Wegen 0 < 7 < 4 & 0 < /7 < 2 ist
insbesondere ¢ € [0,2] und es gilt

|h(z) = T (h,z,\/7)| éé‘6cos(§2)—24§281n(5 ) — 8¢* cos(&? Hx—\/_|
< (6 Lcosen] +21 Jg? [ sin(€)]+8 el |con(e)]) |2 — v
é Z <1 25: <1
é(6+24 1+58-16) [0 - v
115

= e - vl

115

Somit kann a = < 39 gewahlt werden.

(c) Einsetzen von z? in die Reihe fiir den Sinus liefert

, 0 A3
xsin(z®) = g (=1)Y) —=.
|
= (27 +1)!
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Das heiBt, wir konnen die Koeffizienten nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen
2.6.9 wahlen gemaB

(—1)("F) L falls k=4j+3 fir j €Ny,

0 sonst.

Aufgabe H76. Taylorpolynome
Bestimmen Sie T5(f, x, xo) fir
(@) f{R—=R:z— e z5=0;
(b) f:(=5%.%) = R: z+—In(cos(x)), zy= z.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

2

fl(z) = 2z — 22)'e® " = (2 — 22)e* .
f'(@) = (2—22) e ™ +(2-22) f'(z) = —2e* " +(2—22)%* " = (42 —8x+2)e* "',
O (z) = (42% — 82 4 2)'e* % 4+ (42?2 — 8z + 2) f'(x)
= (8z — 8)e* " 4 (42% — 8z + 2)(2 — 22)e> ™’
= (8 — 8+ 822 — 162 + 4 — 82% + 1622 — 4z )e**
- (—8z% + 242 — 12z — 4)e> ",

Wir haben 2y = 0. Dann
2
f(xg) = e*° %0 = 1;

F(o) = (2 — 22p)e?™0~78 = 2;
(o) = (4163 — 8z + Z)eho_l’% =2
FO (o) = (—823 + 2422 — 1230 — 4)e?™0 ™ = —4.

f//(x(]) .

Ty(f, 2, 20) = f(wo) + f'(z0) (w — o) + = ( ) + o @ 0)’
- ' f"(0) f(g)(%) 3 _ 2., 434
= f(0) + f(0)x + 5 ¢+t $—1+2$+§$—6$
= 1+2x+x2—§:€3.
(b) .
f'(z) = cos'(z) In'(cos(z)) = —ig;ii)) = — tan(x);
npy— (cos(@)® = (=(sin(@))*) 1
fiz) (cos(@))? (cos(@)?
7 — _—%((Cos(x)f) _ 2sin(w)cos(x)  2sin(x)

(cos(z))d (cos(z))*  (cos(z))?’
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Wir haben zy = %. Dann

f (o) = Incos(3))

" _ 1 :_l:_ .

P = osmp = 1778
@y — _ 250(5) 2% o
I90) =~y =~ =8V

ae (3) Zo 5
Ty, 2,20) = Flao) + (o) — a0) + 0 o )2 4 T
7r i T f(E - 3 (x -
O+ PO =T+ T8 @ Ty B T
= @) = Vil =)~ 2w - 5 - e 5

Vorsicht: Dies ist die endgiiltige Antwort, man sollte die Klammern nicht durch Aus-
multiplizieren auflosen!

Das Taylorpolynom ist anzusehen als ein Polynom in der Variablen = — zy (die die
Abweichung vom Entwicklungspunkt z, angibt).
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L6ésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 77. Partielle Integration
Bestimmen Sie die folgenden Integrale.

(a) /0g r?sin(27) d x (b) /xarctan(m)dx

(©) / mdx (d) / cos(In(z)) d z

Losungshinweise hierzu:

(a) ﬂ
6 1 G & 1
/ r?sin(2r)dx = |—=x*cos(2x)| — / 2¢( — = cos(2z)) dx
0 2 0 0 2
1 5 (]
= {——xz cos(2x)} —i—/ zcos(2x)dx
2 0 0
1 o1 (AR
— {——xz cos(2x)} + {—x sin(2x)} — /6 —sin(2z)dx
2 .2 oL 2
1, 1. 1 §
= | —=z"cos(2z) + —wsin(2z) + — cos(2x)
2 2 1 .
1 72 1 1 1
—__.ﬂ_._ _.z.ﬁ_i__ —4+0—-0—-—
2 36 2 2 6 2
B w2 U 1
144 " 8/3 8
(b)
x? x? P
/xarctan(x)d:n = [? arctan@)} - /m x
x? 1 1
= {? arctan(x)] - 5/ (1- T m2)alx
2 1
= {% arctan(z) — g + > arctan(:c)} :
(c)

/W dx = [xtan(x)] — /tan(m)da:.
Nach P79 (c) haben wir:

[z tan(z)] — /tan(:v)dx = [z tan(x)] — [~ In | cos(x)|]

= [z tan(x) + In | cos(x)|] .
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(d) |
zsin(In(x))

/ cos(In(x)) d = [z cos(In(x))] + / da

=[x cos(ln(:r;))]—l—/sin(ln(a:))da: = [z cos(In(z))]+[z Sin(ln(x))]_/ :Zicos(;n(gg))dx
= [x(cos(ln(a:)) —i—sin(ln(x)))} — /cos(ln(a:))dg:,

Dann haben wir

2/008(111(9[:)) dz = [z(cos(In(z)) + sin(In(z)))] <

/cos(ln(x)) da = E(cos(ln(x)) + sin(ln(x)))} .

Aufgabe H 78. Universalsubstitution fiir trigonometrische Integrale

(a) Rechnen Sie nach, dass fiir z € R\ {(2k+ 1)7| k € Z} bei Verwendung der ,, Uni-
versalsubstitution” t: x — tan(%) gilt:

2 2

t/(gj) = w' sin(:zc) — % , COS($) _ % .

1+ (t(z))

(b) Verwenden Sie die Resultate der Universalsubstitution aus Teilaufgabe (a), um folgende
Integrale zu berechnen:

/ mdw / sin(x)+ios(x)+1d:” / sin(x)((lzos(:v))de'

Lésungshinweise hierzu:

)
R

(ST

(a) Wir verwenden die gegebene Substitution ¢ : z — tan (%) = ::;((
Mit der Quotientenregel gilt

NIE

{(x) = lcosQ(g) + sin*(%) 1 sin?(
2 cos?(3) 2

Des Weiteren gilt

sin(£) . .
2t(x) _ 2?05(%) _ 2sin(3) cos(3) _ sin(x)
L+ (tz)? 14 Sinz((é)) cos?(%) + sin®(%) ’
COS 3

wobei fiir die letzte Identitat 2sin(§) cos(§) = sin(x) verwendet wurde.

Mit cos?(%) — sin®(%) = cos(x) folgt

sin?(%)
~ (@) o, (T _
)T (5) —sin*(3) = costa)
CcOs 5
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(b) Einsetzen der Resultate aus Teilaugabe [(a)] ergibt

[5smmdo= [ .Y
3—2sin(x) = ) 3920 14 (t(x))?

1+(t(x))?

2 1
:/3(1—|—(t(:c))2)—4t(:c)dt:2/3(t(m))2—4t(x)+3tdt

1 1
:2/€@uj—§ﬁ+§dt: /3@@9—§P+5dt:

(Substitution u(x) = 2= (t(z) — 2), du = S=dt)

1 1 2
/ sin(z) + cos(z) + 1 do= / M) 4 1@ 1+ (t(x))? dt

1+<t(z)) 1+(t(=))

_ / 2 dt
2t(z) + 1 — (t(z))?2 + 1 + (t(x))?

[

_/ﬂ@+1

= [ ft(e) + 1]

= [ln | tan(%) + 1]] :

Fiir das dritte Integral gilt

| seremrie= [sin1<a:> ta““)} -/ (% (sin1<x>) 'ta“‘””))
- [co;(x)] -/ @iét(;z ' ni%) o
- [%] +/ %d - [cosl@c)] +/ (1 +2$$” e é(x))?)

[cosl(x)] * / %dt = Losl(x)] + [Inft(2)]] =

Aufgabe H79. Integration durch Partialbruchzerlegung
(a) Bestimmen Sie den Quotienten (2% + 2t + 23 — 22—z — 1) : (22 + 2+ 1).
22+ 3z — 2

(b) Berechnen Sie das folgende Integral: / e dx.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 36



20. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Ottt -t —r—1
2+rx+1

=2 —1=(z—-1) (> +2+1).

2% 4+ 3z — 2 %+ 31 — 2
dl‘: dl’:
w4t ad—a?2-—r—-1 (@2+x+D(z—-1)(x2+x+1)

2?4+ 31 — 2
| e
Nach 3.4.5, gibtes A, B,C, D, E € R so dass
2?4+ 3x —2 A Bz +C Dr+ E
(x —1) (22 + 2+ 1)2 o1 +x2+$~|—1 (2 +x+1)2
Wir haben
430 -2=A@"+2+ 1)’ +(Br+C)(z—1)(2*+2+1)+(Dz+ E)(z—1) &
(A+B)x* +(2A+C) 2 +(3A+D)2*+(2A—B—D+E)x+(A—C—FE) = 2+ 32 -2.
Wir I6sen das System von 5 linearen Gleichungen und bestimmen

PRI IOV R
9 9 9 3 3

Dann haben wir

/ 22 +3x—2 dx—/( 2 B 20 +4 i r+8 )d:v—
(x—1)(z2+x+1)2" 9z —1) 92?2 +x+1) 3(@®+x+1) B

21 | 1 1/ 20 +1 d 1/ 1 d +/ r+8 d
—Injz—-1||-= | ———do — -z | ———dx T =
9 9) 22+x+1 3) 224+x+1 (2 +x+1)2
2 1 20 +1 1 1
—Injz—-1||—-= | ————de — = | ———d
{9 nfe '] 9/$2+x+1$ 3/x2+x+1x+
1 2v +1 1 15
S e Y ORI (O
6/(x2+a7+1)2 x+6/($2+$+1)2 !
2 1 2 1 1 1
—In|z — 1| ——/Ldm——/—dx—l—
9 9) 224+x+1 3) 224+x+1

1/ 2r+1 d +5/ 1 d
— —ax — —_—axr =
6) (224+2x+1)2 2) (224+x+1)2

(nach 3.4.8 und 3.4.9)

2 1 2 20+ 1 1
=|Zlnlz—1|—=-In(z>+x+1 ——arctan( )—
Sinle =1l - g o 1) -

V3 6(1’2+9§+1)+

5( 4 areta (2SB+1 N 2r + 1 )}

— | —= arctan =
2\3v3 V3 3(a%+x+1)

2 1 2 20+ 1
—1nx—1——1nx2+x—|—1——arctan(—)—
[9 | | 9 ( ) 3V3 V3

1 N 10 reta <2$+1) N 5(2x + 1) }
rctan =
6(z2+z+1) 33 V3 6(z2 +x+1)

[21 |z — 1] 11(2+ +1) + ®_ arcta (2x+1>+ vt 2 ]
—1n|r — — —IN(T x —= ar 11 .
9 9 3v/3 V3 32 +x+1)
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Aufgabe H 80. Integration durch Substitution
Bestimmen Sie folgende Integrale.

(a) / (5—22)e” 7T dz  (b) /:2(1%"3))401:5

(c) / 2(ﬁ1) dzx (d) /sin(Qx) ((cos(2z))® 4 (cos(22))* — 17 cos(2z)) dz

Lésungshinweise hierzu:
(a) Substitution v = z? — 5z + 7, du = (2x — 5)dz.

/(5 —22)e” T q g = —/e“du = [—e"]

(b) Substitution v = In(z), dv = du.

X

I
|
¢]
8
N
&
8
+
-
[

(c) Substitution v = /z, dx = 2u du.

2
/ Vi dx:/LQUdu:/ Y du=
2(x +1) 2(u 4+ 1) u?+1

/(1 — 1+ 1) du = [u — arctan(u)] = [z — arctan(/z)] .

(d) Substitution v = cos(2z), dv = —2sin(2x)dz.

/sin(Q:v) ((cos(2x))® + (cos(2x))* — 17 cos(2x)) dz = —% /(v5 + ot —17v)dv =

{—%(%& + %1)5 — g’UZ):| = [—%(cos(?m))6 - 1—10<COS(2£L’))5 + %(008(21‘))2) .
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H81. Obersumme und Untersumme

Wir betrachten die Funktion f: [-1,1] > R: z —

(a)
(b)

(c)

(d)

27x* + 322 + 3
922 + 1 ’

Berechnen Sie nach Polynomdivision f(z)dx

Bestimmen Sie die Vorzeichenverteilung der Ableitung f” und finden Sie das Maximum

und Minimum von f auf [—1,1]. Skizzieren Sie anschlieBend den Graphen von f.
Sei P={-1,-2,—1 3,21} eine Partition des Intervalls [—1,1].

Stellen Sie die Unter- und Obersumme S(f, P) bzw. S(f, P) graphisch als Flichen-
inhalt dar.

Berechnen Sie S(f, P) und S(f, P) fiir P aus (c).
SchlieBen Sie daraus auf eine untere und obere Schranke fiir den Wert von arctan(3).

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

womit schlieBlich

Polynomdivision ergibt (272 + 322 4 3) : (92 + 1) = 32” + 535

1 1 ) 3 1 ) 1 3
dx = 3 dx = 3z°d —d
/_lf(x)x /_1x+9x2+1x /_lx x+/_1(3x>2+1$

Fiir das zweite Integral verwenden wir die Substitution © = 3z, wonach du = 3d =z,
und somit

1 1 3
1
1f(x)dx:/1 3x2dx+/3 u2+1du: [xﬂl_l—l—[arctan(u)]ig

= 2 + arctan(3) — arctan(—3) = 2 + 2arctan(3) ,

wobei wir im letzten Schritt zur kompakten Schreibweise verwendet haben, dass arctan
punktsymmetrisch zum Ursprung ist mit arctan(—xz) = — arctan(x) fiir alle z € R.

Wir berechnen die Ableitung, indem wir f in der Darstellung f(z) = 322 +
Teil (a) ableiten:

9z 2+1 aus

3-18z  6x(8lz' 4 182° —8)  6x(92* — 2)(92° + 4)
(922 +1)2 (922 + 1)2 B (922 + 1)2

Nun ist (922 +4) > 0 und (92% + 1)? > 0 fiir alle z € [—1,1]. Die Nullstellen der

Ableitung sind gerade 0 und i‘/?i. Zudem ist (922 —2) <0 fiir z € (—\/?5, %5) und

(92% — 2) > 0 fiirr x € [—1, —‘/?ﬁ) U (\/Ti, 1]. Unter Beriicksichtigung des Vorfaktors
(6x) im Zahler, erhalten wir die folgende Vorzeichenverteilung von f’:

Esist f'(x) <0 fir € [-1,—¥2)U (0,22), f'(z) > 0 fiir 2 € (—%2,0) U (¥2,1],
und f'(z) =0 fir x € {0,:|:‘3[}.
An den Nullstellen von [’ liegt jeweils ein Vorzeichenwechsel vor und es gilt an den

Randpunkten des Intervalls [—1,1] ferner f(£1) = 2 > 3 = f(0). Insgesamt folgt
daraus zusammen mit der Vorzeichenverteilung von f’, dass f auf [—1,1] globale

Maxima bei z = :I:l mit f(£1) = E annimmt, und globale Minima bei =z = :I:‘/?§

mit f(j:f) . Zudem ist bei z = 0 ein lokales Maximum mit f(0) = 3.
Hier die Sklzze

/() = 62—
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(c) Die Untersumme S(f, P) ist graphisch dargestellt als Flacheninhalt der griinen Recht-
ecke.

Die Obersumme S(f, P) ist graphisch dargestellt als Flicheninhalt der roten Recht-
ecke.
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(d) Aus den Monotonieiiberlegungen in (b) erhalten wir fiir die Untersumme

s =1(5) (50) 1 (-9) (5+8) 7 () )

V2) /2 1 2 2
+f<?)(§‘§)”(é)(“§)
229 5 11
5(@*5%)

163
5

und,wegenf(:l:%):%:%>%:%:f(i

S(,P) = f(-1) (_§+1)+f . (_é%)”m) (%+%)
(G0 ()

_ 23829,
- 3\10 15

247
45
Unter Verwendung von (a) folgt damit
163 ! = 247
— =39(f,Q) = / f(z)dz =2+ 2arctan(3) = S(f,Q) = —,
45 1 45
woraus wir die folgende untere und obere Schranke fiir arctan(3) erhalten:
3 157
— < <
90 = arctan(3) < %0 "

Aufgabe H 82. Mittelwertsatz bei uneigentlichen Integralen
Gegeben seien die Funktionen f,g: R — R mit f(x) :=sin(z) und g(x) :=e™*.
(a) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral

0+°Of<x>g<x> da

absolut konvergent ist und berechnen Sie seinen Wert.
(b) Bestimmen Sie alle £ € [0, +00), fiir die gilt
+oo

f(@)g(x) dz = 7€) / ) de

0
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Wegen |f(x)| = |sin(x)| =1 gilt |f(x)g(z)| < |g(x)| = e fiir alle x € R.
Mit dem Majoranten-Kriterium folgt nun aus

400 B
/ e *dr= lim e dzr= lim 1—-e?=1
0 B—+o0 J B—+o0

die absolute Konvergenz des Integrals

“+00

f(z)g(z) dz.

0

Um dieses Integral explizit zu berechnen, beginnen wir mit zweifacher partieller Inte-
gration:

/ sin(z)e dz = — [cos(z)e ] — / cos(z)e" da
— — [(cos(z) + sin(z))e™*] — / sin(z)e ™ d .
Durch Umformen ergibt sich hieraus
/ sin(a)e™ d = — [(cos(z) +sin(x))e]

Damit bekommen wir nun

400 B8
f(z)g(z) dz = lim sin(z)e™® dx

0 B—+oo Jo
o 1 : —218
= ﬂEIJIrlOO —= [(cos(x) 4 sin(z))e ],

1 1

_ . - . _ﬁ -
= ﬂl_lgli_loo 2(005(6) +sin(B))e™” + 5
1
=

wobei wir |(cos(8) + sin(3))e™?| < 2e™? zur Berechnung des Grenzwertes verwendet
haben.

(b) Nach Teilaufgabe (a) ist
[t da= 1) [ gta) do

aquivalent zu 3 = sin(&). Dies ist fiir £ € [0, +-00) genau dann erfiillt, wenn

56{%+2ﬂk‘k€No}U{gw+2wk

kENO}.
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Aufgabe H 83. Berechnung uneigentlicher Integrale
Berechnen Sie den Wert der folgenden uneigentlichen Integrale.

oo 4 ™ (cos(\/T 2
@ [ et (b) %d

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir fiihren zunachst eine Partialbruchzerlegung durch. Die Nullstellen des Polynoms

224+ 62+ 5 sind ; = —5 und 25 = —1. Somit machen wir den Ansatz
4 1 A B _(A+Blr+A+5B
22+6x+5 x+5 x+1 22+ 6x +5

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir das LGS

A+B=0
A+5B =4.
Aus der ersten Gleichung folgt B = —A und nach Einsetzen in der zweiten Gleichung
bekommen wir —4A =4, also A = —1 und B = 1. Die Partialbruchzerlegung lautet
damit
4 1 1

22 162+5 2+l z+5
Damit konnen wir nun das Integral berechnen:

> 4 b 1
/ ———dx = lim/ — dx
o r?2+6x+5 p=too Jo x+1 x+5

= Jlim_[in(jz +1)) ~ In(|z + 5))]g
= i o ([ ) ],
=t ([75) - (5)
—1n(1) —In (5)

= 1 verwendet haben, um den Betrag im Logarithmus

wobei wir limg_, ‘%

aufzuldsen.

(b) Mit der Substitution ¢ = \/x erhalten wir zun&chst

cos(y/3)
—v dx—Z/COS() dt.

Das rechte unbestimmte Integral wurde schon in Beispiel 3.3.5 bestimmt. Dort wurde
die Formel
2 cos(t)? = cos(2t) + 1
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hergeleitet und verwendet, was zu

2/cos(t)2 dt = /cos(2t) +1dt = {% + t} (%)

fihrt. Alternativ folgt mit partieller Integration im ersten Schritt und Einsetzen von
sin(t)? = 1 — cos(t)? im zweiten Schritt auch

/cos(t)2 dt = [sin(t) cos(t)] + /sin(t)2 dt = [sin(t) cos(t)] + / 1 —cos(t)*dt,
also
2 / cos(t)?dt = [sin(t) cos(t)] + / 1dt = [sin(t) cos(t) + ] .
Aufgrund des Additionstheorems sin(2t) = 2sin(¢) cos(t) stimmt dies mit dem Ergeb-
nis (x) Uberein.
Insgesamt bekommen wir nun

%dwzz/c%(ﬁdf: [@H} B [Mﬂ/ﬂ

wobei wir im letzten Schritt die Riicksubstitution ¢ = 1/ durchgefiihrt haben. Damit
lasst sich nun das gesuchte Integral berechnen:

w2 w2 2 : w2
cos(v/x)? do — cos(y/x) do = lim {3111(2\/5) N \/E}
0 \/_ a—0+0 J, VT a=0+0 2

L L0 R e (M+\/5)

Aufgabe H 84. Uneigentliche Integrale
Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.

@ [ [

0+0 0+0

()/arctan da (d)/ \/%3dx

Losungshinweise hierzu:
(a) Fir alle z € (0,400) gilt

o Cos@P | Jeos@l® _ 1, o
T erw e*Jr T err
+oo
Das Integral [ e trslda konvergiert nach 3.7.12 mit a = % > (. Nach dem

0+0

COS .’L‘

Majoranten-Kriterium 3.7.5.1 (zusammen mit 3.7.7) konvergiert damit f
0-+0
Weiter folgt mit dem Majoranten-Kriterium 3.7.5.3 (in Kombination mit 3.7.7), dass

auch f (eos(@) g konvergiert.
0+0
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(b)

(c)

Seien f(z) := 22 ynd g(z) = 1. Die Funktionen f und g sind im Intervall (0, 1]

3+

stetig und positiv. Zudem gilt mit den Grenzwertsatzen 1.12.1 schlieBlich

| 2
lim L) gy MEHD o
=040 g(x)  2—0+0 22+ 1

1 1
Nach dem Grenzwertkriterium 3.7.11.1 haben [ f(z)dz und [ g(z)dx das gleiche
040 040

1
Konvergenzverhalten. Nach 3.7.9 ist [ %dx divergent (v = 1). Damit folgt, dass
0-+0

In( x+2

auch das Integral f
030

Alternative: Fir alle z € (0, 1] gilt

g divergiert.

In(z+2) In(z+2) _ In(2)
Bz (241D~ 2o

1\

0.

ln(

Nach 3.7.9 divergiert das Integral f 1 dz, womit auch f dx divergiert. Nach

0+0 0-+0
3.7.5.2 divergiert somit schlieBlich f o ”2 Ld g
0+0
Seien f(z) := arcg/zi;f”) — amjff und g(z) == =75
Die Funktionen f und ¢ sind im Intervall (0, 1] stetig und positiv. Der Grenzwert
lim 2@ = Jim 2<22@) st yon der Form , 2 “. Aus der Konvergenz von

2040 9&) T 255040 "0

d 1

—— arctan(x T2

lim dxd—() = lim 2 =1,
z—0+0 1o z—0+0 1

folgt nach der Regel von I'Hospital 2.5.1 also  lim L& = iy 2cteant@) _ 4

040 9(8)  20y0 ®

1 1
Nach dem Grenzwertkriterium 3.7.11.1 haben [ f(z)dz und [ g(z)dx das gleiche
030 040

1
Konvergenzverhalten. Nach 3.7.9 ist [ —z dx konvergent (v = 2/3). Damit folgt,
0%0

arctan z

dass auch das Integral f s

0+0
Alternative: Die Funktion h: R\ {0} — R: 2z — %ﬂm ist auf (0,+o00) mo-
noton fallend und positiv. Wie eben mit der Regel von I'Hospital gezeigt gilt ferner

lim 29 — 1 Fijr alle 2 € (0, 1] folgt daraus schlieBlich
z—04-0

d x konvergiert.

arctan(z) _ arctan(z) 1 <1.
5 o T x2/3 = 332/3

0

A

3

1
: 1 - arctan x)

Nach 3.7.9 konvergiert das Integral 0{0 —7 da, womit auch 0{0 == dz nach dem

Majoranten-Kriterium 3.7.5.1 konvergiert.
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(d) Die Nullstellen von z* — 2z — 3 sind —1 und 3. Damit teilen wir das Integral auf:

+o0 3 +o0

/x2—2x—3d :c—2x—3 +/x2—2x—3d
7T+ 1 \/m7
0

0

Das Integral f £=2=% da konvergiert nach Satz 3.5.5, da die Funktion f: [0, +-00) —

R: 2z — % auf [0,3] stetig ist.
+oo
Fiir das Integral 3f xi/%:s d x bemerken wir, dass fiir alle = € [3, +00) die Abschatzung

2 . 2 2
OSI 2x BS x Sx _ 1 (*)
=TVt Vol Vo oh

“+oo
gilt. Nach 3.7.8 ist [ —5 dx konvergent (y = 3/2). Aus der Monotonie des Inte-
1
+oo +00 +o0
grals 3.5.7 folgt [ —zdx < [ —5dx, wonach auch [ —5dx konvergent ist.
3 1 3
+oo
Wegen () folgt daraus mit dem Majoranten-Kriterium 3.7.5.1, dass [ & 2203 o
3

VaTHl

+o0o
. . . z2—2x—3 H
konvergiert. Insgesamt erhalten wir somit, dass of Vet d x konvergiert.

+
Bemerkung: Die Konvergenz von f \/QL?’ dx kann auch mit dem Grenzwertkri-

terium eingesehen werden. Sei f wie zuvor gegeben und betrachte nun g: (0, +o00) —
R: z — # Die Funktionen f und g sind auf dem Intervall [3,+00) stetig und
positiv. AuBerdem gilt

202 _9p — 3 7212 _ 3
i L) gy @23 e S )
T—400 g(x) T——+00 x7 +1 T—-+00 272 /1 + %

+oo +o0o
Nach dem Grenzwertkriterium 3.7.11.1 haben [ f(z)dz und [ g(z)dz das glei-
3 3

400
che Konvergenzverhalten. Wie zuvor sehen wir mit Hilfe von 3.7.8, dass f $3—1/2dx

+o00
. . . . 2 —2x—3 .
konvergent ist. Damit folgt schlieBlich, dass auch 3f el dx konvergent ist.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 85. Integral-Vergleichskriterium

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.
Ist es sinnvoll, das Integral-Vergleichskriterium 3.8.1 anzuwenden?

(a) gnQ e (b) g%sin <%> ©) i;\n/%)

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

1. Méglichkeit: Fiir f: [2,+00) = R: z — 27" gilt
f(z)=2(2—2)e =0

fir alle € [2,400). Folglich ist f monoton fallend und da f offensichtlich auch
positiv ist, sind alle Voraussetzungen des Integral-Vergleichskriteriums 3.8.1 erfiillt.

Also haben
“+o00 +o00
g n%e™™ und / 22e ™ dux
n=2 2

das gleiche Konvergenzverhalten. Fiir das Integral bekommen wir wegen z%e™® 2> 0
und Bemerkung 3.7.13 die Abschatzung

“+oo “+o0o
/ e dw < / e dr=T(3) =2 =2.
2 0

Also sind das Integral und somit auch die Reihe beide (absolut) konvergent.

2. Méglichkeit: Alternativ gilt mit a,, = n?e™", dass

. 1)2e—(n+1) 1 2
lim Gntl _ lim (n+ 2) ¢ = lim (1 + —) el=etl<1.
n—+0o @y n——400 n<e—"n n——+o0o n
Somit folgt die (absolute) Konvergenz der Reihe wegen Bemerkung 1.9.15.1 auch aus
dem Quotientenkriterium. Analog lasst sich auch das Wurzelkriterium anwenden.

1. Méglichkeit: Eine kurze, direkte Losung verwendet die Ungleichung |sin(z)| = z
fir = 0. Dies fiihrt auf die fiir alle n € N giiltige Abschatzung

1 1 1
n n n
oo 1

sodass die nach Beispiel 1.8.2 absolut konvergente Reihe ) ", -5 eine Majorante fiir
> Lsin (1) ist. Daher folgt die (absolute) Konvergenz von Y>> Lsin (1) aus

n=1n n n

dem Majorantenkriterium 1.9.10.

2. Maoglichkeit: Alternativ kann man auch hier das Integral-Vergleichskriterium an-
wenden, was aber viel aufwendiger ist: Fir f: [1,400) = R: x — %sin (1) gilt

1 . 1 1 1
f/(x) = —; Sin <;) — FCOS (;) < O,
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denn es ist sin(y) > 0 und cos(y) > 0 fiir alle y = £ € (0,1]. Daher ist f monoton
fallend und positiv. Nach dem Integral-Vergleichskriterium haben also

=1 1 | 1
Z —sin (—) und / — sin (—) dzx
—~mn n 1 x x

das gleiche Konvergenzverhalten. Um die Konvergenz des Integrals zu untersuchen,

substituieren wir zunachst y = % und bekommen fiir alle g > 1 die Gleichheit

B 1 G
/ lsin (1> dx:/ sin (y) dy.
1 X x 1/8 Y

Da wir aus Beispiel 3.8.7 wissen, dass

t.
Sit:/ de
0

T

fir alle t = 0 existiert, bekommen wir insgesamt

oo 1 71 1 s
/ —sin (—) dx = lim —sin (—) dx = lim sin (y) dy
1 x T B—+too J1 X x Botoo Jyp Y

1 .
:/Mdy25i1<oo,
0 Y

d.h. das Integral und somit auch die Reihe sind beide (absolut) konvergent.
In(z)

c) Fir f:[2,4+0) > R: z — gilt
Va3
— 31n(x)

denn fir z = 2 gilt 2In(z) = 2In(2) > 1. Also ist f monoton fallend und da
f offensichtlich auch positiv ist, konnen wir das Integral-Vergleichskriterium wieder
anwenden. Mit partieller Integration folgt

In(x) [ ln(x)] / _3/2 [ 2In(x) —1—4}
—dr=|-2—L|+2 [ 2 da= |- —L—].
V3 NG vV
Damit berechnen wir nun das Integral:
o] 71
/ n(z) dr = lim n(z) dx
2 Vs Botoo Jo Va3
21 417
~ lim {_M}
4

B—+00 \/E
= lim — In(p) - — n
= Jim -2 75 vﬁ-+v51(2)+2v5

= V2(2 4+ 1n(2)),

wobei der Grenzwert des ersten Terms zum Beispiel mit der Regel von I'Hospital be-
rechnet werden kann:

2

d
im —2m0) _ py, pashO) 1

— a8 TV im -
gt VB poie VB e VP

Also sind das Integral und somit auch die Reihe wieder (absolut) konvergent.

=0.
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Aufgabe H 86. Geschlossene Darstellung von Potenzreihen
Wir betrachten die durch eine Potenzreihe definierte Funktion

o0 _1)k+1
f:(2—p,2+p)—>R:xl—>Z oF (22 — 4)%.
k=1

(a) Berechnen Sie den Konvergenzradius p der Potenzreihe.
(b) Finden Sie eine Reihendarstellung fiir die Ableitung f’ von f.
(c) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f’.

(d) Finden Sie eine geschlossene Darstellung fiir f.

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Potenzreihe kann man umschreiben zu

& k:+1 0 k+122k 00
Z 2z —4 Z x—2)2k:Zan(x—2)"
k=1 =1 n=1
mit
_J0 fiir n ungerade,
" (—1)"/212mn =1 fiir n gerade.

Wegen lim,, . {/n =1 gilt dabei

— — 2n 2
lim {/|a,| = lim {/—

n—+00 n—-+00 n a n—-+oo \/_

=2.

Aus 1.14.7 bekommen wir daher den Konvergenzradius p = %

(b) Nach Satz 3.8.4 darf man die Potenzreihe gliedweise differenzieren. Fiir z € (2,2)
fihrt dies auf

i k+122k 2)2k71_

k=1

(c) Wir formen die Reihe aus (b) zundchst um:

[o¢] o
§ ' +122k 2k 1 } : 22kz+2 2)2k+1
k=1 k=0

x—Qi :1:—2
k=0

Fir z € (3,2) und z = —4(z — 2)? gilt nun |z| < 1. Wie in Beispiel 1.14.8 kdnnen

wir somit -
S (4 - nk_ 1
kﬁ W =2 = g —op

als geometrische Reihe in z identifizieren. Einsetzen in obiger Reihendarstellung fiir
f'(x) liefert
4(x — 2)

/ —
P = =
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(d) Mit der Substitution u = 4(x — 2)? kénnen wir das Ergebnis aus (c) integrieren:

/f/(@ dx:/% dxzfm du = Bln(l—l—u)}
= B ln(1—|—4(x—2)2)] :
Daraus folgt
f(z) = %1n(1+4(x—2)2) +C

mit einer noch zu bestimmenden Integrationskonstante C' € R. Den Wert von C' kann
man durch Einsetzen ermitteln: Aus der Potenzreihendarstellung von f erhdlt man
f(2) =0, weshalb C' =0 gelten muss. Also ist

f(z) = %m (1+4(z—2)?).
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Aufgabe H 87. Stetigkeit und Folgen

1 fur (%) = (Y),
Wir betrachten f: RZ = R: (') — { 22 4 (a2 + 2,)? ) =)
ir betrachten f: A 2+ (25 + 22)° (") £ ()
2 x? 4 a3 2 07
2 2 2
(a) Stellen Sie Zahler und Nenner von i g::l_:xz) in der Multi-Index-Notation von
Ly T T3

Lemma 4.2.10 dar. Geben Sie jeweils alle nichtverschwindenden Koeffizienten an.
(b) Beweisen Sie, dass f im Punkt (J) stetig ist.

Hinweis: Zeigen Sie lim f(a,) = 1 fiir jede Folge (a,)neny mit lim a, = (g).
n—oo n—oo

Losungshinweise hierzu:
(a) Den Zahler kann man schreiben als

g:R* = R: <x1) > o]+ (2] + 29)? = 2 + 22320 + 2] + 23 = Z anx”,
L2 acdy

wobei J; = {(4,0),(2,1),(2,0),(0,2)} alle Multi-Indizes mit nichtverschwindenden

Koeffizienten enthalt. Diese lauten a0y = 1,a(2,1) = 2,a(20) = 1 und a2 = 1.

Der Nenner ist
h: R* — R: (%) 2%+ as = Z aa T,

T
2 a€Jsy

wobei hier J, = {(2,0), (0,2)} ist. Die zugehorigen Koeffizienten sind a2y =1 und
Qa(o,2) = 1.

(b) Wir zeigen zunichst den Hinweis. Sei (a,,),en eine beliebige Folge mit lir}rq Ay, = (8).

n—-+0o0

Jedes a,, € R? konnen wir schreiben als a,, = (22;) fir gewisse a,1,a,2 € R. Nach
Lemma 4.2.3 ist dann lim a, = (8) aquivalent zu lim a, = 0 fir & € {1,2}. Gilt
n—oo

n—oo

nun a, # (8) fiir ein festes n € N, so folgt aus der Definition von f die Abschatzung

2 2 2
|f( )_1|_ an1+(anl+an2) 1
n = 2 2
] + )
4 2 2 2
|G + 2a’n1an2 + n1 + () _ 1‘
- 2 2 2 2
Q1 + Ao an1 + Ao
4 2
|Gy 205,000
- 2 2
Qa1 + Ao
anl

_ 2
= |an1 + 2an2‘ S 9 n 3
Qn1 )

< |azy + 2ans] -
Wegen f({) =1 ist diese Abschatzung auch im Fall a, = ({) noch richtig. Also gilt

0= |f(an) =1 = ‘@il + 2Cln2|

fir alle n € N und aus lim a,; =0= lim a, folgt auBerdem
n——+00 n——+0o0

lim {ail—l—Qang‘ =] lim a?, +2 lim a,| =0.
n——+oo n——+oo n——+0o
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Daher schlieBen wir mit dem Sandwichsatz 1.5.6, dass 111:{1 f(a,) = 1. Damit ist der
n—-+0oo

Hinweis gezeigt.
. 0\ - . . 0 .
Da nun nl—lgloof(a”) =1= f(o) fir jede Folge (ay)nen mit nl_lgl‘rloo ay = (0) gilt, folgt

aus Lemma 4.2.7, dass f stetig in (8) ist.
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Aufgabe H 88. Untersuchung einer Funktion in mehreren Variablen
: . . . 4o — x
Gegeben seien die Funktion f: R\ {(J)} = R : (y) — iQTyQy
und dazu die Funktionenschar g;: R — R: y — f(;) fir s € R~ {0}. Der Graph von g
ist also der achsenparallele Schnitt des Graphen von f mit der Ebene E: z = s.
(a) Zeichnen Sie die Niveaulinien N; von f zu t € {0,2,4} in ein gemeinsames Koordi-
natensystem.

(b) Skizzieren Sie den Graphen von g; im Bereich —6 < y < 6.
(c) Bestimmen Sie das globale Minimum von g, in Abhangigkeit von s.
(d) Bestimmen Sie das globale Minimum von f auf R?~ {(7)}.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Fiir beliebiges t € R gilt

x 4y® — xy 2 2, 9
& (4—t)yy? — oy —tx® = 0.

Die Niveaulinien zu t = 0 bekommen wir somit durch Lésen von 4y? — zy = 0, also

()Gl

Analog erhilt man die Niveaulinien zu t = 4 durch Lésen von —zy — 422 = 0, also

(ool ()]}

Im Fall + = 2 miissen wir die quadratische Gleichung 2y? — zy — 222 = 0 ldsen.
Auflésen nach y ergibt y = o x oder y = a_x mit ay = (1 £+/17)/4. Somit ist

{2

Damit erhalten wir insgesamt folgende Skizze:
Al
Ny

' \
/ e
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(b) Der Graph von

4y’ —y
1+ 42
ist fir —6 < y < 6 in der folgenden Skizze dargestellt:

g R=>R:y—

34

B
3

(B R

319 s 16

(c) 1. Mdglichkeit: Ein eleganter Losungsweg besteht darin, zunachst alle t € R zu
bestimmen, fiir welche die Gleichung

4y* — sy

Ewy =t @G-ty —sy—ts=0

gs(y) =t <
eine Losung y € R besitzt. Diese quadratische Gleichung in y hat eine Losung y € R
genau dann, wenn der Wurzelterm in der Mitternachtsformel (Diskriminante) nichtne-
gativ ist, d.h.
s2(1+4t(4 —t)) = 0.

Das globale Minimum von g, ist dann das kleinste ¢ € R, welches diese Bedingung
erfiillt. Dies fiihrt auf die quadratische Gleichung

S(14+4tA—1) =0 & —42+16t+1=0.

Diese Gleichung hat die beiden Lésungen

V17
fo—ox YO
2
Davon ist ¢4 = 2+ ¥ ~ 4.0616 das globale Maximum und t_ = 2— %7 ~ —0.0616

das globale Minimum von g;. Folglich gilt fiir alle s # 0, dass

V1T

ing,(y) =2 — ~—-.
r;lelﬂgg(y) 5

£

2. Maoglichkeit: Ein alternativer Losungsweg besteht darin, mit der Quotientenregel
die Ableitung

(8y — s)(s* +9°) — 2y(4y* — sy) _ sy® + 8ys* — &

9.(y) = (s2 + y2)? - (s2 + 42)?

zu berechnen. Die notwendige Bedingung fiir ein (lokales) Minimum ¢’ (y) = 0 fiihrt
dann auf die quadratische Gleichung
y* + 8ys — 52 2 0.
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Diese Gleichung hat die beiden Losungen
yi:(—&tJﬁ>&

Einsetzen dieser beiden Werte in g, liefert

V17 V17
9s(y+) =2 — - —0.0616, gs(y-) =2+ 5~ 4.0616.
Wegen
lim g,(y)= lim — % =4= lim g,
JHmgs(y) y;g&]_+§; Jm g (y)

nimmt g, also bei y, sein globales Minimum und bei y_ sein globales Maximum an.

(d) Wegen f(g) = 4 fiir alle y # 0 folgt

. x . S .. V17
min f = minmin f = minmin g,(y) =2 — —.
(2)#(8) Y s#£0 yeR Y s#£0 yeR 2
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Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 89. Partielle Ableitungen und Richtungsableitungen
Betrachten Sie die Abbildung f: R® — R gegeben durch

f(x,y, z) = arctan(sinh(zyz)),
den Punkt P = (W,Q,O)T und den Vektor v = 1(v/2,1, 1)T. Bestimmen Sie

(a) grad f(z,y,2), (b) ,f(P), (c) Hf(z,y,2), (d) Hf(P).
Hinweis. Mit der Formel 1 + (sinh(a:))2 = (cosh(a:))2 konnen Sie grad f vereinfachen.

Losungshinweise hierzu:

a) Wir erinnern daran, dass -2 arctan(z) = — und 2 sinh(z) = cosh(z). Also
ox 1+z oz

cosh(zyz)yz cosh(zyz)xz cosh(zyz)zy )T
1 + (sinh(zyz))2’ 1 + (sinh(zyz))?’ 1+ (sinh(zyz))?

B ( yz Tz Ty )T
~ \cosh(zyz)’ cosh(xyz)’ cosh(zyz)
1 T

= m(yZ7 Tz, xy) )

grad f(x,y,z) = (

wobei wir im Schritt von der ersten zur zweiten Zeile den Hinweis aus der Aufgaben-
stellung verwendet haben fiir die folgende Vereinfachung:

cosh(zyz) _ cosh(zyz) _ 1
1+ (sinh(zyz))?  (cosh(zyz))?  cosh(xyz)

(b) Da cosh(0) =1, gilt grad f(P) = (0,0, 27r)T. Also

Opf(P)=grad f(P)ev=1| 0 |

(c) Es reicht, O,,f und O,,f auszurechnen. Dazu erinnern wir daran, dass 2 cosh(z) =

sinh(x). Die anderen Ableitungen bekommt man umsonst dank des Satzes von Schwarz
oder durch Permutation der Variabeln. Man berechnet

%22 sinh(zyz) z(cosh(zyz)—zyzsinh(zyz))  y(cosh(zyz)—zyzsinh(zyz))
cosh? (zyz) cosh? (zyz) cosh?(zyz)
Hf (.CE Z) - z(cosh(zyz)—zyz sinh(zyz)) 2222 sinh(zyz) z(cosh(zyz)—zyz sinh(zyz))
'Y, - cosh? (zyz) cosh? (zyz) cosh?(zyz)
y(cosh(zyz)—zyzsinh(zyz))  x(cosh(zyz)—xyzsinh(zyz)) _ x%y?sinh(zyz)
cosh? (zyz) cosh? (zyz) cosh? (zyz)

(d) Da sinh(0) = 0 und cosh(0) = 1, bekommen wir durch Einsetzen

0 0 2
Hf(P)=10 0 =
2 m 0
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Aufgabe H90. Satz von Taylor in Dimension 2
Es sei a = (V) € R?. Betrachten Sie die Abbildung f: R? — R gegeben durch

f(z) = sin(xy) sin(xs).

(a) Bestimmen Sie Ty(f,z,a).

(b) Finden Sie eine Abbildung g: R — R mit Ty(g,z,a) = Ti(f,z,a) und g(?) = 4.
(c) Bestimmen Sie Ty(f,z,a).

(d) Essei v= (:{/22> Schétzen Sie den Fehler

|fla+v) —Ti(f,a+v,a)|

mit Hilfe des Restglieds aus 4.4.12 nach oben ab. Vergleichen Sie das Ergebnis mit
dem tatsachlichen Fehler.

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt grad f(x) = (cos(zy) sin(ay), sin(x) cos(x2))", also grad f(a) = (0,0)" und

Ti(f,z,a) = f(a) + (x — a) e« grad f(a) = 0.

(b) Essei p ein Polynom ohne Terme von Grad 0 oder 1. Die Abbildung g(z) = p(x1,x2—
) erfiillt dann Ty(g,z,a) = 0. Wir kénnen also zum Beispiel g(z) = 23 wihlen.

(c) Es gilt . '
Hf () = <— sin(xy) sin(xg)  cos(zy) cos(zz) ) '

cos(xy) cos(xg)  —sin(xq) sin(zy)

also Hf (a) = <_01 _01) und

To(f,,0) = Ta(f,w0) + 5 (r — )" HY (a) (& — a)
04 5 (e a2 (_01 —01) (_ )
= —xy (2 — 7).
(d) Nach Definition 4.4.13 ist
[f(a+v) = Ti(f,a+v,a)] = [Ri(a,v)],
und nach 4.4.12 ist Ry(a,v) = 192 f(a+ &v) mit geeignetem ¢ € [0, 1]. Es gilt
02 f(x) = v Hf () v = — sin(a) sin(x2) — & cos(z1) cos(xa)

4

also (wir benutzen |A+ B| = |A| + |B|)

2

[Ry(a,v)] = 3| — 7 sin (£5) sin(r — £5) — 7 cos (€5) cos(m — £3)]
< = (|sin (£2) sin(m — €2)| + | cos (€Z) cos(r — £2)])
< T(141) = T~ 2.46740.

Als tatsachlicher Fehler ergibt sich

|fla+v) —Ti(f,a+v,a)| = |f(r/2,7/2) — 0| = 1.
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Aufgabe H91. Modell: Schmiegquadriken
Seien f: [~m, 7] x [~m, 7] = R: (}) = cos(z)cos(y) und Py = (73), Py = (7)3)-

Ein interaktives Modell des Graphen von f finden Sie auf "15!13; 1;["!
https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material /3D /05 / 5 j,é-.ﬁ A E
In den Prasenziibungen haben Sie Gradient und Hesse-Matrix von f berechnet. i|'|§ , i!||r'

AL

(a) Bestimmen Sie jeweils das Taylorpolynom der Stufe 2 zu f in P, und P;.

(b) Bestimmen Sie jeweils eine Gleichung fiir die Tangentialebene an den Graphen von f
in den Punkten P, und Pj;.

(c) Bestimmen Sie eine Gleichung fiir die Schmiegquadrik an den Graphen von f in P,
und geben Sie eine euklidische Normalform an. Welche Gestalt hat die Quadrik?

Losungshinweise hierzu: Aus den Prasenziibungen kennen wir den Gradienten und die
Hesse-Matrix von f:

o (2, 9)") = (—sin<x> C(_)S(y)> Hi((e)) = (—gzos(x) con(y) - snfa)sin() ) |

— cos(x) sin(y) sin(z)sin(y)  — cos(z) cos(y)

(a) Das Taylorpolynom der Stufe 2 zu f in P; ist
T2 (fu (‘7;7 y)T7 <_%7 _g>T)

Das Taylorpolynom der Stufe 2 zu f in Pj ist
To(f ()" (5. 5))

DD DD

Vorsicht: Dies ist jeweils die endgiiltige Antwort fiir das Taylorpolynom. Man sollte
die Klammern nicht durch Ausmultiplizieren auflosen!

Das Taylorpolynom ist anzusehen als ein Polynom in den Variablen (z—a;) und (y—as2)
(die die Abweichung von den Komponenten des Entwicklungspunktes (£') angeben).

(b) Die Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt P;, ¢ = 2,3, ist der Graph des
Taylorpolynoms erster Stufe zu f im Punkt P;, d.h.

{(a:,y, ) eR3| 2 =T\(f, (ﬂfay)TaPi)} :

Damit ergeben sich die Ebenengleichungen

z=0 ﬁjI’PQ,

1 1 T 1 T m .
z:§—§<x—z>—§<y—z> & x+y+2z:1+§ fir P .
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(c) Die Schmiegquadrik an den Graphen von f im Punkt P, ist der Graph des Taylorpo-
lynoms zweiter Stufe zu f im Punkt P, d.h.

{(1'7:% Z)T € R3 ‘ = TQ(fv (x7y)T)P2)} :
Die Schmiegquadrik an P, wird somit beschrieben durch die Gleichung

z= <x+g> <y+g> & day+2mr +2my — 4z 472 =0.

Fiir die Matrixform der Gleichung der Quadrik erhalten wir damit (z,y, 2)A(x,y, 2)" +
2a" (x,y,2)" +c=0 mit

0 20 T
A=1200 ) a = ™ s C:7T2
000 -2

Um eine euklidische Normalform zu bestimmen, berechnen wir zuerst die Eigenwerte
von A. Da A Blockdiagonalgestalt hat erhalten wir fiir das charakteristische Polynom

XaA(\) = det(A — AEy) = det (;A _QA) (=N = (A=A = —(A+2)(A— 2)\.

Die Eigenwerte sind somit \; = —2, Ay = 2, A3 = 0. Zugehdrige normierte Eigenvek-

toren sind<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>