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. . M. Stroppel
A. Zvonareva Hohere Mathematik 2

Sommersemester 2021

Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 49. Stetigkeit und Folgen
Gegeben seien die Funktionen f: R — R und ¢g: R — R definiert durch

B exp(%) firx #0 ) exp —% firx #£0

(a) Finden Sie eine Folge (ay)ney mit lim a, = 0 sowie lim f(a,) = 0.
n—oo n—oQ

(b) Finden Sie eine Folge (b,)neny mit lim b, = 0 so, dass (f(bn))nen divergiert.

n—oo

(c) Ist f stetig im Punkt 2o = 07 Entscheiden Sie dies unter Verwendung von 1.10.3.
(d) Ist g stetig im Punkt 2o =07

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Folge mit Folgengliedern a,, := —% erfiillt offenbar lim,,_,., a,, = 0 und es gilt
. . _ .1
lim f(a,) = lim e = lim — = 0.
n—o00 n—o00 n—oo e"

. . . o 1 . . .
n o n—oo Yn — Y,
(b) Die Folge mit Folgengliedern b ~ erfiillt auch lim b, = 0, aber

f(by) =€" — o0 fir n— oo

(c) Waére f stetig in xy = 0, dann miisste nach Definition 1.10.3 auch lim, . f(a,) =
limy, o f(b,) gelten, da die Folgen (a,) und (b,) beide gegen 0 konvergieren fiir n
gegen unendlich. Nach den Teilen (a) und (b) ist dies aber nicht der Fall und somit ist
f nicht stetig in 0.

(d) Sei € € (0,1) beliebig. Wir setzen ¢§ :=
r € R mit |[x — 0] <9 gilt

(1) > (0 und beobachten, dass dann fiir jedes

|
exp(pyy)
1 1 1

ep(l)  ep(n(d) L °

lg(x) — g(0)| = |exp(—ﬁ)] = eXp(—ﬁ) _ <

Die Ungleichung folgt hierbei aus der Monotonie der Exponentialfunktion. Damit ist ¢
stetig im Punkt g = 0.

Aufgabe H50. Majoranten- und Minorantenkriterium

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz, indem Sie eine geeignete Majorante
oder Mlnorante finden.

()Z L= ()Z”’“+ 9y @y

—37+1 :lm! m
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12. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt zum Beispiel
jtd S J > J
j2—=3j+1 7 j2-3j+1~ 452

1
= - firalle j5=3.
J

Daher bildet die (harmonische) Reihe 3 ™ . 1 eine Minorante von > e m Wei-
ter haben wir bereits in Beispiel 1.8.5 festgehalten dass die Reihe ZJ 5 L divergiert
und somit muss auch »7>°, ]Jﬁ divergieren.

(b) Es gilt zum Beispiel

VETT-VE VETT-vE VETT+VE  (VETD - (VA

Vk B Vk VE+1+vVE \/_\/k:+ 1+k
k+1—k 1 1

— >
VEVETI+k \/_\/W+k_2k+1_3k

fiir alle & € N. Daher bildet die (skalierte harmonische) Reihe >~;7 | < eine Minorante
von Y 02 Vl”

—Vk \Weiter haben wir bereits in Beispiel 1.8.5 festgehalten, dass die

VEt+1-Vk k:+

Reihe Zk:l T d|verg|ert und somit muss auch Y7, f divergieren.

(c) Es gilt zum Beispiel

30 30 3€ |
€3+1'—£3 1_63 36_2 fir alle ¢ € N.

Damit bildet die Reihe Y";°, 3% eine Majorante von > 72, 82—0—1 Weiter wissen wir

aus Beispiel 1.8.2 (und 1.9.3), dass die Reihe }~,°, 3 konvergent ist. Somit ist nach
dem Majoranten-Kriterium die Reihe >~ ,°, % konvergent (und absolut konvergent).

(d) Da e < 7 ist, gilt zum Beispiel

e e 1
‘ = < — firalle meN.
m! mm m! ™ = ml
Damit bildet die (exponential) Reihe >°_, L eine Majorante von Y>> | —&“_ Wei-

ter wissen wir bereits aus Beispiel 1.8.6, dass d|e Reihe > | = L ; konvergent ist. Somit
ist nach dem Majoranten-Kriterium auch die Reihe Y, W konvergent (und ab-
solut konvergent).
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Aufgabe H51. Konvergenzuntersuchung
. . y . L o= (72)7F
Bestimmen Sie alle x € R, fiir welche die Reihe Z ra

—— konvergiert.
k=7
Losungshinweise hierzu: Wir betrachten vier Fille.

e Fall 1: |z| < % : Wir wollen das Wurzelkriterium benutzen und beobachten, dass wegen
den Grenzwertsatzen

tim [T = i 7o = e <

erfiillt ist, denn aus Beispiel 1.5.10 wissen wir bereits, dass limk_,oo(\k/E) =1 gilt.
Somit ist die Reihe in diesem Fall (absolut) konvergent nach dem Wurzelkriterium.

e Fall 2: |x| > % : Wir wollen wieder das Wurzelkriterium benutzen und beobachten, dass

analog
Tx)TF 1 1
lim ¢ ( = lim 7"|z|"—= = 7"|z|" =7"z|" > 1
h—vo0 k7 i, 7] VT i (limyoe V) i

folgt. Somit ist die Reihe in diesem Fall divergent nach dem Wurzelkriterium.

o fall 3: x = % In diesem Fall vereinfacht sich die Reihe zu »",° . 1717 In Beispiel 1.9.11
haben wir schon gesehen, dass diese Reihe konvergent ist.

e Fall 4: x = —1%: In diesem Fall vereinfacht sich die Reihe zu 2217(_]6—17)16 Man kann
nun die Konvergenz zum Beispiel aus dem Leibniz-Kriterium folgern oder bemerken,
dass > - . k—17 offenbar eine konvergente Majorante bildet.

Insgesamt erhalten wir also, dass die angegebene Reihe fiir alle z € [—1, 1] konvergiert.
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Aufgabe H 52. Raabesches Konvergenzkriterium

Gegeben sei die Reihe Y°>°  a, mit a, > 0 fiir alle n € N. Weiter gebe es ein 3 > 1 so,
dass fiir alle n € N gilt:

Wt g B

an n+1

(a) Zeigen Sie, dass die Folge (b,,),en mit Folgengliedern b,, := na,, monoton fillt.

(b) Folgern Sie, dass die Reihe > >° (b, — b,+1) konvergiert. Hinweis: Teleskopsumme.

n=1

c) Zeigen Sie, dass die Reihe > >° | ——(b,, — b,41) eine Majorante von > "  a, bildet.
Zeigen Sie, dass die Reihe Y0, 715 (b, — bys1) eine Maj < 4, bild
(d) Folgern Sie, dass die Reihe >~ °  a, konvergiert.

Losungshinweise hierzu:
(a) Nach Voraussetzung gilt

B>1
boi1 =+ 1apy £ (n+1-0)a, £ na,=0=, firalle neN

und somit ist die Folge (b, ),en monoton fallend.

(b) Wegen a,, > 0 fiir alle n € N die Folge (b,)nen zusatlich nach unten beschrankt ist,
konvergiert diese Folge gegen einen Wert b, (1.6.5, Satz von Bolzano und WeierstraB).
Die angebene Reihe involviert nun offenbar eine Teleskopsumme, weshalb wir folgern
konnen, dass

) k
T . . Telesko;summe . o o _ o
Z;bn b = lim ;(bnﬂ bn) Jim —(byr = by) = by — ..

Insbesondere ist die Reihe Y > | b, — b,41 damitkonvergent.

(c) Wie in Teil (a) folgt aus den Voraussetzungen, dass
b, = na, = (n+ 1 _ﬁ)an + (6 - 1>an Z b1 + (ﬁ - 1)an

fir alle n € N gilt. Wegen § > 1 liefer dies

1 1
—B — 1(bn —bpy1) 2 (8~ Dan, = a,
fir alle n € N. Somit bildet ">, ﬁ(bn — b,+1) eine Majorante von > | a,,.

oo 1

(d) Wegen den Grenzwertsitzenist 3" | 5 (b,—by+1) konvergent und nach dem Majoranten-
Kriterium muss dann auch >~ | a, konvergent sein.
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p Frischhaltebox

Aufgabe H 53. \Volistindige Induktion und Konvergenz
(a) Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion: Vn € N: Yp_ 2 = oGl
(b) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (a,)neny mit a, := % Sor, k2

(c) Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion: ¥n € N: S0 k% = (37 k)%
Hinweis: Beispiel 1.2.2 aus dem LA Skript kann hier und in Teil (d) helfen.
(d) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (by)nen mit by, := 27 > 7 k*.

Losungshinweise hierzu:

(a) Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Es ist leczl 2 —1— w

@Wir nehmen an, dass ein n € N existiert mit Y _,_, k* = _”("+1)6(2n+1)_

Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese

fir n: Es gilt
§k2:(n+1) k:1@ (n+1) +n(n+1)6(2n+1)
- (ngl)(6(n+1)+n(2n+1)) = (ngl)(7n+6+2n2)
_ (4 D)m+2)2n+3)  [n+1](n+1]+1)2n+1] +1)_

6 6
Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
(b) Wegen Teil (a) und den Grenzwersatzen 1.5.3 und 1.5.4 folgt

i o= i 22OV Ly 22y

n—00 n—oo O n3 n—o0o 2

(c) In dem genannten Beispiel ist gezeigt, dass > ,_, k = n( "H fir alle n € N gilt. Wir
zeigen nun die Behauptung mittels vollstandiger Indukt|on

Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Esist 3, _ k*=1=1%>= (Z,lgzl /{:)2.
@Wir nehmen an, dass ein n € N existiert mit S7_ k% = (37, k)°.

@: Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese
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fir n: Es gilt

n+1

Zk3:(n+1)3+zn:k3
@(n—i-l (n+ 1) (n k)
1P 2 ["T”H” k)
Zk
:<(n—|—1)—|—2k’) = ik) .

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
(d) Wegen Teil (c) und den Grenzwertsitzen 1.5.3 und 1.5.4 folgt

1 (41
i b —sz(z’f> = ()

3

Hmwels (

+1 +2n—i—1
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Sommersemester 2021

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 54. Funktionsgrenzwerte
Bestimmen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.

. w4t —r—1 o) li L
(a) lim © (©) Iy o)
cos(10x1%)

(b) lim V2?4 2z 22 (d) Jtim —pr—

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist
P+t -z —1 (z —1)(x+1)?

alclﬁml x2—1 ::}gq (x—l)(x+1):olclg%x+1:2'

(b) Esist

Vaz? + 2z + 2z
lim V422 + 22 — 22z = lim (V422 + 22 — 2z) -
x—>+00 IHJrOO( ) Vax? + 2z + 2z

. 422 + 22 — 4a? . 2 . 2 1
= hm = = hm - 0@ @ =

T
lim 5
wokoo VAr? 4 20 + 2 et VAR 4 20 4 20 oo g9l y 9 2

(c) Esist
x u=>5x ;. 1 u
im ——— =" lim -—— = —,
2—=0 tan(hz) u—0 5tan(u) 5
denn wir haben in Beispiel 1.12.5 gesehen, dass lin%tar;ﬂ = 1. Damit gilt auch
T—
lim —%—~ =1 nach den Grenzwertsatzen 1.12.1.

20 tan(z)

(d) Es gilt | cos(102'%)| <1 fiir alle € R und daher

10210 1
0= COS(I\O/_:U ) < Ve furalle x> 0.
x x
1 10210
Wegen liril V = 0 folgt daher hrf %\/f) = 0 mit einem Sandwich-
r——+00 x T—400 x

Argument.

Aufgabe H 55. Intervallhalbierungsmethode

x—4
(a) Skizzieren Sie den Graphen von f. (Beachten Sie den Definitionsbereich.)

4
Gegeben sei die stetige Funktion f: [—1,3] = R: x +— cos ( T > :

(b) Zeigen Sie, dass f im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle besitzt.

(c) Finden Sie mittels der Intervallhalbierungsmethode ein Intervall I = [a,b], das diese
Nullstelle enthalt und b — a < 0,1 erfiillt.

Hinweis: Funktionswerte diirfen elektronisch naherungsweise bestimmt werden.
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Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b) Es gelten f(0) = cos(—7m) = —1 <0 und f(2) = cos(—2m) =1 > 0. Da f stetig ist,
liefert der Nullstellensatz von Bolzano die Existenz von (mindestens) einer Nullstelle
von f in dem Intervall [0,2].
Fiir die Eindeutigkeit der Nullstelle bendtigen wir weitere Argumente. Zum Beispiel
kann man schon anhand der Skizze erahnen, dass f auf dem Intervall [0,2] streng
monoton wachst, was die Eindeutigkeit liefern wiirde. Wir konnen aber auch benutzen,
dass wir die Nullstellen der Cosinus-Funktion schon gut kennen:

Seien z,y € [0,2] mit f(x) =0 = f(y). Dann gilt also

4m 4m T 4 1
0—cos($_4) und daher I_4—§—|—7rk, aIsox_4—§+k

fiir ein k € Z. Wegen z € [0,2] folgt -%; € [—2,—1] und somit ist k eindeutig
gegeben durch k£ = —2. Fiir y argumentieren wir genauso und erhalten

4 3 4

r—4 2 y—4
Nach ein paar weiteren Umformung liefert dies ¥ = x und somit die Eindeutigkeit der
Nullstelle.
Bemerkung: Weil die Funktion so explizit gegeben ist, konnen wir hier prinzipiell die
Nullstelle sogar exakt bestimmen als x = %. Bei weniger freundlichen Funktionen
braucht man elektronische Hilfsmittel zur ndheren Bestimmung der Nullstelle, wie im
nachsten Aufgabenteil illustriert.

(c) Wir wenden die Intervallhalbierungsmethode an und starten mit a; = 0 und b; = 2.
Dies liefert sukzessive:

flay)f <a1 ;_ bl) ~ 0.5 > 0 und daher ay := 1 und by := 2.
b
flaz)f <a2; 2) ~ —0.1545 < 0 und daher a3 := 1 und b3 := 1.5.
b
flas)f (ag il 3) ~ 0.0712 > 0 und daher a4 := 1.25 und by := 1.5.
as + by

flag) f ( 5 ) ~ —0.0106 < 0 und daher a5 := 1.25 und b5 := 1.375.
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a5+b5

flas)f ( 5

Wegen bg — ag = 0.0625, enthalt das Intervall I = [ag, bg| die gesuchte Nullstelle mit
der gewiinschten Genauigkeit.

) ~ 0.0052 > 0 und daher ag := 1.3125 und bg := 1.375.

Aufgabe H56. Umkehrfunktion
Gegeben sei die Funktion f: (—1,1) > R: z —
(a) Begriinden Sie, dass [ stetig ist.

2x
1—22

(b) Zeigen Sie, dass f streng monoton wachst.
(c) Zeigen Sie, dass f bijektiv ist.
(d) Bestimmen Sie f~! explizit.

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Funktionen x +— 2z und x — 1 — 22 sind beide stetig auf dem Intervall (—1,1).
Weiter wird letztere Funktion nie Null auf diesem Intervall, sodass der Quotient der
beiden Funktionen stetig nach Satz 1.12.4 ist.

(b) Seien z,y € (—1,1) mit © < y beliebig. Dann gelten insbesondere |z| < 1 und
ly| < 1 und somit

1—2°>0, 1—4*>0 und 1+2y=>1—|zyl >0

Damit ist f(z) = 2% < 13’/2 = f(y) aquivalent zu
(1 —1?) <yl —2?).

Letzteres ist nun immer wahr, denn

e(1—y*)—y(1—2%) = z—ay’ —y+yz® = (z—y)+yz(z—y) = (x —y) - (1 + yz) < 0.

<0 >0
Alternative: Mit der Quotientenregel 2.2.1.4 gilt
2(1 — 2%) — (—2x)2z 1+ a?
/ e
f(x) = 1= ) :2(1—372)2 > 0 fir alle x € (—1,1).

Aus Satz 2.4.8 folgt daher, dass f streng monoton steigend ist.
(c) Da f stetig und streng monoton ist, liefert Satz 1.13.11 die Injektivitat und es bleibt
nur die Surjektivitdt von f zu zeigen.
Sei also y € R beliebig und wir suchen ein z € (—1,1) mit f(x) = y. Wir betrachten
dazu zwei Fille:
e Fall 1: y = 0: In diesem Fall erfiillt x = 0 € (—1, 1) trivialerweise f(z) =0 =y.
e fall 2: y € R\ {0}: Umformen der Gleichung f(z) =y liefert

yr? +2x —y =0.

Durch Einsetzen in die iibliche Formel bekommen wir zwei Lésungen dieser Glei-
—240/A44y2  —144/14y? . , : :
Y Y Es bleibt noch zu priifen, ob eine dieser

chung x;9 = %
Losungen tatsachlich in dem Intervall (—1,1) liegt, also ob ihr Betrag kleiner als
eins ist. Dazu hier zwei verschiedene Moglichkeiten:
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— Es gilt
1+\/ \/1+y—1\/1—|—y +1 14+y* -1
Vi+y2+1 y( 1+y2+1)
1
:\/% 1 /1 1 <1

AR SIS PRI
y? |y|

N—_——
>1 >0

— Ausgehend von der wegen y € R\ {0} immer wahren Ungleichung /1+y%>1
betrachten wir die Aquivalenzkette

1 < /1492
= =2 > —2¢\/1+y?
=y > 247 =21+
2 _ 2
1 > 24y 5;/1_5_3/2:1 2 1+522+(1+y)
— 1 > v Vyl+y2 > —1
— mEunVALs Vyl+y2€(—1,1)

Demzufolge erfiillt 2 := —— Y VyHyQ die Gleichung f(z) =y und z € (—1,1).
Da y beliebig war, folgt die Surjektivitdat von f.

Alternative: Da x +— 1 — 22 stetig auf [—1,1] ist mit 1 —22 > 0 firalle x € (—1,1)
und 1 —z? =0 fiir x € {—1,1}, erhalten wir

il}l}f(x):+oo und lim f(z) = —o0.

oN—1
Sei nun y € R beliebig. Nach Definition 1.11.3 gibt es nun
e ein 0, > 0 so, dass b:= max{l —d,,0.5} € (—1,1) die Ungleichung f(b) >
erfiillt und
e ein 0_ > 0 so, dass a := min{—1 + J_,—0.5} € (—1,1) die Ungleichung
fla) <y erfillt.

Wegen a < b, y € [f(a), f(b)] und da f offenbar auch stetig auf [a,d] ist, gibt es
nach dem Zwischenwertsatz 1.13.6 nun ein = € [a,0] G (—1,1) mit f(z) = y.

(d) Das haben wir in Teil (c) im Prinzip schon gemacht. Mit den dortigen Uberlegungen
erhalten wir

FUR o (<L) f )= fary =0
R —(—1,1): =<
P2 ey 20
Yy

Aufgabe H 57. Eine unstetige Umkehrfunktion
Wir betrachten die Funktion
x firz € (—1,0

x—1 firze(l,2)

(a) Zeigen Sie, dass g stetig, bijektiv und streng monoton wachsend ist.

(b) Zeigen Sie, dass g~! nicht stetig ist.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Zum Abkiirzen setzen wir M := (—1,0] U (1,2).

e Stetigkeit: Sei zuerst xy € (—1,0] und £ > 0 beliebig. Dann wahlen wir 0 :=
min{e, 1}. Nun gilt fiir jedes © € M mit |z — x| < ¢ auch z € (—1,0]. Damit
bekommen wir

|9(x) = g(@o)| = [z —mo| <d S .

Also ist g stetig auf (—1,0]. Die Stetigkeit von g auf (1,2) folgt quasi genauso.
e Strenge Monotonie: Seien z,y € M mit x < y beliebig. Wir betrachten vier
Falle:
— Fall 1: z,y € (—1,0]: In diesem Fall ist g(z) =2z <y = g(y).
— Fall 2: z,y € (1,2): In diesem Fall ist g(z) =z — 1<y —1=g(y).
— Fall 3: x € (—1,0] und y € (1,2): In diesem Fall ist g(z) =2 <y —1=
9(y).
— Fall 4: z € (1,2) und y € (—1,0]: Dieser Fall kann wegen = < y nicht
auftreten.
Insgesamt bekommen wir also, dass ¢ streng monoton wachst.
e Injektivitit: Folgt aus Satz 1.13.11.
e Surjektivitit: Sei y € (—1,1) beliebig und wir suchen z € M mit g(z) = y.
Dazu betrachten wir zwei Fille:
— Fall 1: y € (—1,0]: Dannist g(z) =y fir c =y € (—1,00 &£ M.
— Fall2: y € (0,1): Dannist g(z) =z — 1=y firz:=y+1€(1,2) & M.
Insgesamt ist also g surjektiv.

(b) Aus Teil (a) kénnen wir folgern, dass die Umkehrabbildung ¢! existiert und gegeben
ist durch

_ _ Y firy € (—=1,0
g (L) = M g7(y) ry€(-1,0
y+1 firye(0,1).

Diese Funktion ist nicht stetig, denn

lim g~! =limy+1=1 wihrend lim ¢~* = limy = 0.
lim g (y) lim y lim g (y) lim y

Frischhaltebox

Aufgabe H 58. Haufungspunkte

Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Folgen moglichst viele Haufungspunkte, indem Sie
entsprechende konvergente oder bestimmt divergente Teilfolgen angeben.

(@) (an)nen mit a, == (1+(=1)")e* (€) (C)nen Mit ¢, := {/n sin(rl)
(b) (bn)neny mit b, == (—1)”n22’jf2 (d) (dp)neny mit d,, := (COS(?T%))Q + Z?:o(%)j
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Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

(c)

(d)

Die Folge hauft sich in 0 und in +00. Eine gegen 0 konvergente Teilfolge ist gegeben
durch (asgs1)ren, denn agerq = 0 fiir alle £ € N. AuBerdem, gilt fiir die Teilfolge
(Gok )ken, dass klim Qo = klim 2% = 400.

—00 — 00

Die Folge hauft sich nur in 2 und —2. Konvergente Teilfolgen erhalten wir durch
(bok )ken und (bog+1)ken, denn aus der Konvergenz

) 2k>

lim

== :2
k—oo k2 + 2 kggo1+2ki2

folgen

: oy 22K . e 22k +1)°
o o= e g =2 und i b = i = e e T

. 2(2k)? 2(2k+1)? . . 2k2
Die Folgen <(2k)2+2>keN und (m)kEN sind Teilfolgen der Folge (’“2+2>keN

und somit stimmen die Grenzwerte lberein.
Die Folge hauft sich nurin —1, 0 und 1. Zugehorige konvergente Teilfolgen erhalten
wir durch (cary3)ken, (Cor)ren und (Cagi1)ken, denn aus der Konvergenz
lim /n 201
k—o0
und den Identititen sin (74553 = sin (2kn + 72) = —1, sin (7%) = sin(7k) = 0
und sin (W%) = sin (2k7r + W%) =1 fiir alle k£ € N folgen
lim cypps = lim (=1) - “V4k +3=—1, lim cp = lim 0- V2k =0
k—o0 k—o00 k—o00

k—o0

und
lim cgpq = lim 1. *Vak+1=1.
k—o00 k—oo

Die Folgen ( R Ak + S)keN, ( £V 2k>k . und ( N4k + 1)kGN sind hierbei Teilfol-
c

gen der Folge (\]“/E) und somit stimmen die Grenzwerte (iberein.
kEN

Wir berechnen zuerst mit der Formel fiir die (Partialsummen der) geometrische Reihe
1y 1-(3)" 3 1\" 3
) =——=-|1—|(= — fi .
S(5) - =5 (1-(5) ) -5 oo
3=0 3

AuBerdem bekommen wir

2k +1\\* 1 42\ _ o g ak+ 4\ _
COS | 1 = 9 COS | 1 = u COoS | 1 =

fir alle £ € N. Damit bekommen wir die Haufungspunkte 2, % und g Zugehorige
konvergente Teilfolgen erhalten wir zum Beispiel durch (doki1)ken, (dagr2)ren und
(d4k+4)keN- In der Tat gllt

1 2k+1 1 7 1 3
Jim dyp = Jim 24> (5) =5ty =2

J=0

aus den selben Griinden wie vorher. Die anderen beiden Grenzwerte bekommt man
genauso.
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T. Holicki, R. Schmihl, 14. Gruppeniibung zur Vorlesung

A. Zvonareva Hohere Mathematik 2
Sommersemester 2021

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H59. Konvergenz von Potenzreihen

Stellen Sie die folgenden Reihen als komplexe Potenzreihen der Form > a,(z — zy)™ dar
n=0
mit geeignetem Entwicklungspunkt z; € C und geeigneter Koeffizienten-Folge (ay)nen, -

Bestimmen Sie anschlieBend die zugehorigen Konvergenzradien.

@ > E () " (@ Y &=

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Reihe l3sst sich umschreiben als Potenzreihe

=3z + )"
3 ( )

— n+4
: : 9 . 3" :
mit dem Entwicklungspunkt z, := —Z und den Koeffizienten a, := vt Wir
n
berechnen nun
3n+1
n gntt. 4 4
T LS PR S T Al e O O e
n—00 | n—00 p—— n—oo JN" - (’n —+ 5) n—00 n + 5

Damit hat die Potenzreihe den Konvergenzradius 3.

(b) Die Reihe lasst sich umschreiben als Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt zo := 0

und den Koeffizienten
{% falls n € N
Ay 1= :

0 falls n = 0.
Wir berechnen nun

(n+1)7L+1
An+1

Qn

~ 1 n+1 | !
— lim —Dt +n1)! = lim (n+1) n

1)+t 1\" 1\"
:hmuzhm nt =lm (14+—-] =e.
n—oo N - (’n, —+ 1) n—00 n n—00 n

Damit hat die Potenzreihe den Konvergenzradius .

lim

n—oQ

(c) Die Reihe lasst sich umschreiben als Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt zo := 0
und den Koeffizienten

p =

35 falls 2 e NU{0}
0 sonst .

Die Koeffizienten-Folge (a,,)nen, konvergiert nicht und hat mehrere Haufungspunkte.
Wir berechnen daher

lim {/]a,| = lim V3% = lim 33 = /3.
n—oo n—oo

n—oo

Damit hat die Potenzreihe den Konvergenzradius -

-
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Aufgabe H 60. Potenzreihenentwicklung komplexer Funktionen
Seien f,g,h: C~{5,—5} — C gegeben durch f(z) = - 5 9(2) = 5 und h(z) = =2

(a) Bestimmen Sie a,b € R so, dass 1%=20 = _¢- 4 L fiir alle z € C \ {5, -5} gilt.

(b) Bestimmen Sie jeweils eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zg = 2, die inner-
halb ihres Konvergenzkreises U, (20) bzw. U, (z0) mit f bzw. g iibereinstimmt.

(c) Bestimmen Sie eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zy = 2, die innerhalb von
Uy, (20) NU,,(20) mit h iibereinstimmt.
Losungshinweise hierzu:

(a) Wegen 2?2 — 25 = (2 —5)(2+5), kdnnen wir 2% — 25 auf beiden Seiten multiplizieren
und erhalten

102 =20 =a(z+5)+b(z —5) <= 0= (-20—5a+5b) + (10 —a — b)z,

also 10 — b = @ und —20 + 5b = ba. Durch ineinander Einsetzen bekommen wir
—20 4+ 5b = 5a = 50 — 5b, also 10b = 70 und somit b = 7. Damit erhalten wir auch
a=3.

(b) Hier kann der Ansatz aus Aufgabe P56 helfen. Man kann die Umformungen aber auch
direkt machen. Mit der Formel fiir die geometrische Reihe gilt

fiir alle z € U,,(2) mit py = 3.

Ahnlich bekommen wir

o dva

N=VU \{

fir alle z € U, (2) mit p, = 7.
(c) Wegen (a), (b) und den Rechenregeln fiir Potenzreihen 1.14.11 gilt

h(z) =3f(2)+79(2) =3 ap(z—=2)"+7) by(z2—2 (3ay, + Tb,) (z—2)"
Z Z Zo
T TR

fiir alle 2 € U,,(2) N U,,(2).
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Aufgabe H 61. Produkt von Potenzreihen

Gegeben seien die Potenzreihen f(z) = 23”2" und g(z) = ;—n
n=0 n=0

(a) Bestimmen Sie die Konvergenzradien p; von f und p, von g.

(b) Stellen Sie mit Hilfe der geometrischen Reihe f und g als gebrochen rationale Funk-
tionen von z dar.

(c) Stellen Sie f - g als Potenzreihe und als gebrochen rationale Funktion von z dar.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wegen 1.14.7 konnen wir die Konvergenzradien bestimmen durch Berechnen der Grenz-

215, VIl = Iy, 3 =3

und
1 1 1
lim 1/ |—| = lim - = —.
n—o0 n—oo 2 2

Wir erhalten damit p; = % und p, = 2.

(b) Mit der Formel fiir die geometrische Reihe folgt direkt

> 1 2z
; STy (=) 1—: 2-:

n=0

werte

3

fiir alle z € U,,(0) bzw. alle z € U, (0).
= 2% fir n € Ny. Dann gilt nach Satz 1.14.11 fiir

"= ‘,—/

alle z € C mit |z| < min{py, py}
=Cn

G s

n=0 n=0

Andererseits gilt mit Aufgabenteil (b)

1 2 2
IR =155 =57, 432

und wir sind fertig.
Bemerkung: Die Koeffizienten c¢,, kdnnen wir noch etwas expliziter darstellen als

I~ 11-6" 16" -1

C?’L = — = — =
2n 2 1-6 5 2"
k=0

und damit den Konvergenzradius py., von f-g bestimmen. Der Konvergenzradius py.,

kann groBer sein als min{py, p,} (muss aber nicht)!
Um 1.14.7 zu benutzen, berechnen wir mit den Grenzwertsatzen

1 "+1—1 11
n 6 n/6n+1_1

:1<H>O \}_)(m W):%-LG:&

n—oo
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Hierbei folgt lim +/6"*! — 1 = 6 aus einem Sandwich-Argument und wegen —% <

n—00

—L <0. In der Tat haben wir

671:
/35 / 1 / 1 / 1

und Grenzwertbildung liefert die Behauptung. Damit ist der Konvergenzradius der Reihe
f - g gleich % und fiir diese Reihen also gleich min{py, p,}.

Aufgabe H 62. Formel von Euler und de Moivre
(a) Zeigen Sie, dass 4(| cos(z)[* — (cos(x))Q) = (e — e_y)2 = 4(] sin(z)]* — (sin(x))Q)
fir z =241y € C mit z,y € R gilt.

(b) Zeigen Sie mit der geometrischen Summenformel in 1.8.4, dass fiir alle n € N und alle
v e RN {2nk| k€ Z} gilt

sin ((n + %)x) .
sin(3)

22 cos(kx) =1+
k=0

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wegen

cos(z) = (e e ™ + e eY)

DN | —

(eiz +e—i2) —

N | —

gilt

4(| cos(z)]* — (cos(x))Q) = (e +e7eY) (e ¥ + e7irey) — (e + e_im)2
= (e ¥ + e eY) (e7 eV +€%e¥) — (e + e’i"’“")2
— e—2y + ei2a: + e—iQa: + er _ eiQm —_9_ e—i2:(:
=e W +e -2
= (ey — e_y)2 )
Genauso gilt wegen
1, . . 1 . )
. e S T b N Ot e T € T
sin(z) = 5 (e% —e™™) 5 (e e eY)
auch
4(| sin(z)]* — (sin(x))2) = (e — e eY) (e ¥ — e~i%ey) — (e — e_im)2 : (%)2
_ (eizefy . efixey) (efixefy . eixey> + (eix . 6711)2
— e—2y _ eiQa: _ e—i2x + er + eiZw -9 + e—i2x
=e W +e -2

= (ey — e_y)2 )
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(b) Es gilt
2 Z cos(kx) = Z eh 4 Z o ke
k=0 k=0 k=0
1 el(nJrl)m efi% 1 — 671(n+1):p el%
= —= t+ _ z
1 — e e 13 1 —e & e'z

=1+ iz iz
ez — 2
. sin ((n + %)x)

p Frischhaltebox N\

Aufgabe H 63. Spezielle Folgen

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte

1 n+1 ) 1 n
(a) lim <1+ﬁ> (c) nh_}IIOlo (1+%>

n—oo
. 1\ . )"
® Jin (1+5) @ Jin (1+55)
\ J

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wegen den Grenzwertsitzen 1.5.3 und da lim,, .. a, = e fir a, := (1 + %)" gilt
nach 1.2.9, folgt

. " 1 . . 1
lim (1+ — =lima, |1+ — :(hman> Iml+—)=e-1=e.
n—oo n n—oo n n—oo n—oo n

(b) Die Folge (b,)nen mit b, := (1 + #)W) ist eine Teilfolge von a,,, denn offenbar ist
b, = a,2. Da die Folge (a,)nen konvergiert, konvergiert auch die Folge (b,,)nen gegen
den selben Grenzwert. Insbesondere gilt also

1 ("2)
lim (1 + —2) =e.
n—o00 n

(c) Ahnlich wie in (b) bekommen wir wegen der Stetigkeit der Wurzelfunktion auf [0, +-00)

_ 1\" 1\ . .
JLI&(l*%) = lm (H%) :JEE‘OV@":\/JLI&“Q”_ Jim a, = VVe.

(d) In Satz 1.2.8 wurde gezeigt, dass die Folge (a,)nen streng monoton wichst und be-
schrankt ist durch e. Damit bekommt man

1\" 1\ 1\ @)
1§(1+ﬁ>:<1+ﬁ) = <1+E> = a2 < (/e
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Grenzwertbildung liefert nun ein Sandwich-Argument:

n—oo n—oo n—o0

1\" 1\"
1< lim <1—|——2> < lim /e =1, also lim (1+—2> =1
n n
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A. Zvonareva Hohere Mathematik 2
Sommersemester 2021

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 64. Ableitungen

Geben Sie die Menge aller reellen Zahlen an, fiir die der angegebene Funktionsterm sinnvoll
als reelle Zahl ausgewertet werden kann. Geben Sie auBerdem die Menge aller Stellen an, an
denen f differenzierbar ist, und berechnen Sie f’.

(a) f(z) = sinh(z) cosh(x) (c) f(z)=sin (cos (tan(z)))

(b) f(z) = 12 (d) f(z) =22\ /x

Losungshinweise hierzu:
(a) Mit der Produktregel ist

f'(x) = sinh/(x) cosh(x) + sinh(x) cosh’(z) = cosh(z)? + sinh(x)?.

f und f’ sind auf ganz R definiert.
(b) Mit der Quotientenregel ist

, 1-(1—22) —a-(—22 1+ 22
filw) = : : 2)2 =20 - 22"
(1 —2?) (1 —2?)
f und f’" sind auf R~ {—1,1} definiert.
(c) Mit der Kettenregel ist

~—

f'(x) = sin’ (cos (tan(z (cosotan) (x)

)
)

= — cos (cos (tan(x))) -sin(tan(x)) -

) tan )) - tan'(z)
_
(cos(x))*

= sin’ (cos (tan x

f und f’ sind definiert auf R ~ {% + 7wk ‘ ke Z}.
(d) Mit der Produkt- und der Kettenregel erhalten wir

o1 (e e ()
e

—_
|~

5

8
B
+
8
bl

— 8
5

5

+
A~ w
VRS
8
B
N———

I
el e B N N Y
N\
S
8 %
§I ~ L~
N—— +
’ s
N | =
8
5

f und f’ sind auf [0, +00) definiert. Man kann sich das Leben hier iibrigens deutlich
erleichtern, wenn man zuerst f vereinfacht zu f(z) = 21 und dann 2.2.9 benutzt.
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Aufgabe H 65. Schmiegehalbkreis |
Seien p,q,r,s € R mit r >0 und |s| =1 und sei

9= 0Gpgrs: D=1 p+7] >Rz g+ sy/r?2— (x —p)

(a) Bestimmen Sie ¢/'(z) und ¢"(z) fir x € (p—r,p+7).
(b) Seien nun a,b,c,d € R mit d # 0 gegeben. Bestimmen Sie p,q,r,s € R mit r > 0
und |s| =1 so, dass g(a) =b, ¢'(a) = ¢ und ¢"(a) = d gelten.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wegen der Quotientenregel und der Kettenregel folgen

/ 1 s —s(x —p)
) = = —2)(x —p) =
g(@) =3 r2 —(x —p)? =Ry r?—(z—p)?

und

)T e ) e

g'(x)=s r2 — (x —p)?

P —@-p)—@-p)’ _ —s”
(r2 — (z — p)?)2 (r2 = (z —p)?)?

(b) Damit die Funktionsauswertungen wohldefiniert sind, muss offenbar |a—p| < r gelten.

Die erste Gleichung liefert b = g(a) = ¢+ s+/r? — (a — p)?, also
b—q=syr2—(a—p? bzw. r*=(b—q)*+ (a—p)?

wegen s? = |s|?> = 1. Damit lasst sich die zweite Gleichung vereinfachen zu
_s(a — _s(a — b —
¢ = g'(a) = sta—p) _ —sla=p) (a—p) = clb—al
rZ—(a—p? b4 s

Einsetzen in die dritte Gleichung liefert dann

— a2 —(a—=1)2 = (b= q)?
d=ga)= L = T = 0md
(r? = (a —p)?)? b —q|
—b—q)?*=(b—q)° —s(®+1)
= 3 =
b—ql? b —ql
Dies ist nun wegen d # 0 aquivalent zu
—s(c?+1)
b—¢q|l = ——=.
b —ql y
Da die linke Seite nicht negativ ist, muss auch die rechte Seite nicht negativ sein, was
nur fiir s = —% der Fall ist.

Mit der ersten Gleichung bekommen wir damit

2002 11 2
q:b—sx/ﬂ—(a—p)2:b—s|b—q|:b—i——s (cd+ ):b+(cjl_ )
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und mit der zweiten

& A +1
p=a+-lb—ql=a—c :
s d

Einsetzen in die Gleichung fiir 72 liefert dann schlieBlich

r=v0b—-q?+(a—p)?= \/(02;1)2+c2 (62;1>2: (62;;1)3 - (CQ‘Z’D .

Aufgabe H 66. Schmiegehalbkreis I
Sei f:(0,27) — R: x> sin(x) + g gegeben.
(a) Bestimmen Sie die erste und zweite Ableitung von f.

(b) Sei nun g die Abbildung aus der vorherigen Aufgabe H65. Bestimmen Sie p,q,r, s € R
mit 7 > 0 und |s| =1 jetzt so, dass

2
g(@) = f(a), ¢'(a)=f(a) und g'(a) = ["(a) gelten fir a =
Skizzieren Sie den Graphen der Abbildungen g¢.
(c) Wiederholen Sie Aufgabenteil (b) fir a = % und skizzieren Sie anschlieBend den
Graphen der Abbilung f.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gelten

f'(x) = cos(x) + % und  f"(x) = —sin(z).

(b) Essind
f(a)z?—l—g, f'(a) = cos (%T) +-=0 und f”(a)——\/?g.
Mit Aufgabe H65 erhalten wir dann
p=a— f'(a) (f/(faﬂ)();%— Lo %ﬂ ~ 2.09,
B (f’(a)Q—l—l_\/g T 2
q=f(a)+ (@) —7+§——3~0.76und
(f(@)?+1): _ 2
= = —~1.16
SO 37
P
[f"(@)]
(c) Es sind
V3 2w o 4m L " V3
f( )——7—1—?, 1 )—cos(;)—i———o und f"( )_7
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Mit Aufgabe H65 erhalten wir dann

[f7(a)l

.{

Teil (€)

Teil Ce) 7

Aufgabe H 67. Monotonie, Ungleichungen und Grenzwerte

t
(a) Zeigen Sie mit Hilfe von 2.4.8, dass — SIn(l+4¢) £t furalle t 2 0 gilt.

(b) Folgern Sie, dass exp (%) < <1+ﬁ>n§ exp(a) fir alle @ = 0 und n € N gilt.
a n

(c) Folgern Sie daraus, dass lim (1 + g>n = exp(a) fiir alle a 2 0 gilt.
n

n—oo

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir definieren die Abbildungen f,g: [0,+00) — [0, +00) durch

t
ﬂw,_mu+¢)—517 und g(t) :=1t —In(1+1).
Dann gelten

1 1 1
- - >0 und g(t)=1——— 20
5t arpE =0 und 90

e 2

fir alle t = 0. Wegen 2.4.8 sind die Funktionen f und g monoton steigend. Dann
gelten insbesondere

Ozf(O)gf(t):ln(H—t)—% und 0= g(0) < g(t) = £ — In(1 +#)

fir alle ¢ = 0. Dies war zu zeigen.
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(b) Wir benutzen Aufgabenteil (a) mit ¢ := 2, dass exp die Umkehrfunktion von In ist
und die Monotonie der Funktion = — exp(z)™. Damit folgen

a tn t "
exp(%+1> exp <t—|—1) exp <t—|—1> Sexp(In(l+1)" =(1+1)

und

(1+¢)" =exp(In(l41)" < exp(t)” = exp (tn) = exp(a).

(c) Wegen der Stetigkeit von exp haben wir

I . lim — (a)
1m ex = eX 1m = expla
n—00 P a1 P n—00 % +1 P

n

und somit folgt die Behauptung aus dem Sandwichsatz 1.5.6.

p Frischhaltebox

Aufgabe H 68. Rang und Determinante
t—20 t

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R: ¢ — Rg ( 12t 0 ) nicht stetig ist.

3 6t t2-2t
(b) Sei A € R?*? invertierbar und seien u,v € R?.
Begriinden Sie, dass die Abbildung ¢g: R — R: t +— det(A—tuv') stetig differenzierbar
ist. Zeigen Sie weiter, dass die Ableitung von g durch ¢/(t) = —det(A) Sp(A~ uv")
gegeben ist.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir berechnen den Rang der Matrix, indem wir zuerst einige elementare Umformungen
durchfiiren:

Addition des —(t — 2)-Fachen der ersten Zeile zur dritten Zeile liefert

t—2 0 ¢
1 2t 0
3—(t—2)? 6t 0

Addition des —3-Fachen der zweiten Zeile zur dritten Zeile ergibt

t—2 0 t
1 2t 0
—(t— 2)2 0 0
Vertauschen der Zeilen 1 und 3 liefert schlieBlich
—(t—=2) 0 0
1 2t 0
t—2 0 t
Damit ist also
—(t—22 0 0 2 fallst=2
f(t) =Rg 1 2t 0| =<1 fallst=0
t—2 0 t 3 sonst.

Insbesondere ist f nicht stetig in o = 0, denn einerseits gilt f(xg) = 1 und anderer-
seits haben wir lim,, o (1) = 3, obwohl lim, o + = .
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(b) Wir beweisen die Aussage fiir A € R™*™ und u,v € R™ mit der Schur-Determinantenformel
fir Blockmatrizen:

e Ist die Matrix A invertierbar, dann gilt

e (3 B) <o (L (2 B))

A B -
= det (0 D_ C’AlB> = det(A) - det(D — CA™'B).

e Ist die Matrix D invertierbar, dann gilt

e (& B) = (5 507) (4 5)

_ -1
— det <A hpe g) — det(D) - det(A — BD1C).

e Sind die Matrizen A und D invertierbar, dann gilt also

det(A) - det(D — CA~'B) = det (A B) — det(D) - det(A — BD'C).

C D
Wir erhalten nun

A tu
o1

= det(A) - (1 —tv" A7) = det(A) - (1 — tv" A7 ).

g(t) = det(A — tuv") - 1 = det ( ) = det(A) - det(1 — to' A" w)

Damit ist g also eine affine Abbildung, stetig differenzierbar und es gilt offenbar

g (t) = —det(A)w A7 u = — det(A) Sp(v" A7 u) = — det(A) Sp(A~tuw’).
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M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 69. Die Regel von I'Hospital
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.
(a) lim 4(sinz)* — 6s'inx +2
e—Z 2(sinx)? 4+ 5sinz — 3
322 — (Inz)?
o—+o0 5?2 + (Inz)?

(b)

Lésungshinweise hierzu:
(a) Da sin(%) = 3, haben wir

15 ()
> (s (5)

_ . 4(sinz)? —6sinz + 2
also ist der Grenzwert lim § 8

z—T 2(sinz)? 4+ 5sinz — 3

der Ableitungen werden wir die Kettenregel benutzen:

2
—6sm( >—|—2:1—3+2:0und

1 5
5 ( )—3:— 2 3=,
)+ sin 2+2

der Form %. Fur die Berechnung

(4(sinz)® —6sinz +2) . 8sinzcosz —6cosz

|- 1=

lim
=g

N = [ro]—
N}
fS el

—6
+5

oSl

8
im —
(2(sinz)2 4+ 5sinz —3)  2—Z 4sinzcosz +5cosx 4

[N

T

Die Regel von I'Hospital liefert:

. 4(sinz)? — 6sinz + 2 2
im =—.
z—= 2(sinw)? + 5sinx — 3 7

(b) Fiir z — 400 streben 2 und Inz gegen +oo, also strebt 522 + (Inx)? auch gegen
+00. Da 322 — (Inx)? = (V32 — Inx)(v/32 + Inz) und fiir 2 — +o0o nach P61(d)
V3z —Inz gegen +oo strebt, bekommen wir, dass 322 — (Inx)? fiir z — +oo gegen

+oo

3x2 — (1 2
400 strebt und der Grenzwert lim x—(nx) der Form == jst.
r—+oo 52 + (Inx)? +oo

4 (322 — (Inz)?) . 6 —2(nx);

lim im
ztoo (522 4 (Inw)?)  w=too 10z + 2(Inx):

Mit der Regel von I'Hospital bekommt man

4 Ingy 1
lim 42— = lim — =0,
xr—>+00 ax r—+00 I
Inz
also auch hrf —— = 0. Beide 6z — 2(Inz) und 10z + 2(Inz)< streben gegen
r—+oo I
6z — 2(Inz)1

+oo fiir x — +oo. Der Grenzwert lim ist der Form £,
v—+00 10z + 2(In )1 Hoo
L (62 —2(Inz)l) L 6—2% +2(Inz)s 6 3

2
it L(10z + 2(Inw)l)  o-ieo 10425 — 2(na)5 10 5
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In der letzten Gleichung haben wir benutzt, dass 1

Inx £+
= und =5 fiir v — 400 gegen 0
streben. Hier 0 < 1;—2’” < thI fir x > 1, also strebt 12—;’ gegen 0 fiir z — +o00.
Letztendlich liefert die Regel von I'Hospital, dass

. 322 —(Inx)? . 6z —2(nz)i
lim ——~= = lim 2
z—+o0 5?2 + (Inz)?

3
a—+o0 10z + 2(Inz)L 5
Alternativ:
322 _ (Inz)2 22(3 — (na)? _ (na)?
lim % = lim ( 112)2) = lim —1122
z—+o00 Hx? + (111 JJ) T—r+00 $2(5 + (1’;“29 ) T—4o0 5 %
. . . (Inz)? .
Bestimmen wir den Grenzwert hrf >— - Um das zu machen wenden wir die Regel
T—r+00 €T
von |'Hospital zwei mal an.
Inz)? £ 2lnx - L Ing = . 1
lim (Ina)” 12 lim —% = lim e lim =+ = lim — =0.
Tr—+00 {L’2 T—+400 21,‘ Tr—+00 {L‘2 Tr—+00 2:L‘ Tr—+00 21’2
Damit bekommen wir
. 322 —(Inx)* 3
lim ————= = —.
z—+oo 522 + (Inx)? 5
Aufgabe H70. Taylorreihen

Gegeben sei die folgende Funktion: f: (—%, %) —R:z+—1In g;gi
(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 4 um den Entwicklungspunkt zq = 0.
(b) Bestimmen Sie fiir beliebiges n € N die n-te Ableitung von f

(c) Berechnen Sie die Taylorreihe T'(f,z,0).

Hinweis: Es konnte helfen, vorab Rechenregeln fiir Logarithmen zu nutzen.

Losungshinweise hierzu:
(a) Esgilt

f(z) =In(2 —3z) —In(3+2x), f(0)=1In (—

)

fl(r) =-3(2—3x)"" —2(3+2z)7",

—32 _92 17
O ==5="%
a4 4
fl) = =322 = 32) 2+ 223+ 22) %, f(0) = ;—22 - ‘%;
fO ) =—2-3%(2-32)"*—2.2%(3+22)%,  f¥(0) =2 (_jj—_?)??ﬁ) B _2';%2;
fP(x) = —6-3"(2—32) " +6-2'(3+22)"", [P (0)=6 (

—3*+2%\ 6305
o3t )= 0
Somit ist das Taylorpolynom vierter Stufe um den Entwicklungspunkt zy = 0 gerade

12967
2 17 65 793 6305
T. 0)=In(=)—-—2— —2*— —a%— —2*
1/ 2,0) n(s) 6" 72" 648"  B1sd”
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(b) Beweisen wir mit vollstandiger Induktion, dass die n-te Ableitung von g(x) = In(a +
bx), mit a,b € R gleich

(=1)" " (n—1D)!(a+ bz)"b"

ist.
@ Es gilt ¢'(z) = (a + bx)~'b und damit ist die Induktionsanfang gezeigt.

@Nehmen wir an, dass ¢ (z) = (—=1)""}(n — 1)!(a + bx) "b".
@ Berechnen wir die (n + 1)-te Ableitung:
g () = (=1)" Hn — D" (—n)(a + bx) "o = (—1)"n!(a + bx)~ T

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen. Mit der Summenregel bekommen
wir:
FP(x) = (1" (n = DU(2 — 32)"(=3)" — (3 +22)"2").
(c) Berechnen wir f™(0) fiir n > 1:
B _3)n on B (_1)n32n _ 22n
(0 = (—1) 1 — 1) (2220 Z Lyt — 1) :
70 = (- (- 2 = - S

Damit ist die Taylorreihe

(_1)n32n _ 22n

(:20) ( ) +Z U
2 o n22n . 32n .
- () 20 S

n=1

Aufgabe H71. Taylorreihen 2
Gegeben sei die folgende Funktion: g: R — R: x 5 1,
(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 3 um den Entwicklungspunkt g = 0.

(b) Bestimmen Sie fiir beliebiges n € N die n-te Ableitung von g.
(c) Berechnen Sie die Taylorreihe T'(g,x,0).

(d) Weisen Sie mit Hilfe des Restglieds nach Lagrange die Ubereinstimmung von T'(g, z,0)
und g(x) fir x € R nach.

Losungshinweise hierzu:

(a) Esgilt
. 1
glx) =™, g(0) = =
/ br—1 / D
g(@)=e""5, ¢'(0) =
_ 25
g"(:}c) — e5ac 152, g//(o) — F
125
g///(x) — 6596_153, g///(o) — T

Somit ist das Taylorpolynom dritter Stufe um den Entwicklungspunkt xq = 0 gerade

1 5 25 125
Tg(g, Z, 0) = g —f- E.ZU + 2_er + El'?).
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(b) Beweisen wir mit vollstandiger Induktion, dass die n-te Ableitung von g(z) gleich
ed~15m jst.

Der Induktionsanfang folgt aus (a).

@ Nehmen wir an, dass g™ (z) = e>*~ 15",

@ Berechnen wir die (n + 1)-te Ableitung:
g(n+1) ([L’) _ eSx—l5n L5 = e5x—l5n+1.

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.

(c) Esgilt
577,
™) = —.
9"(0) = -
Damit ist die Taylorreihe
oo 5T'L
T 0) = —a"
(9, 2,0) Ezo e

(d) Fiir z € R ist das Restglied nach Lagrange der Form:

e5(791x)715n+1

R.(g,2,0) = W$n+l

mit 0 £ 9, < 1 und .z € [—|z|,|z|]. Da ! stetig ist, existiert m, := max{|e” ] |
€ [lal, Jel]} und [0 < .

Damit sehen wir, dass die Folge der Restglieder konvergiert:

m$5n+l
(n+1)!

< |5x|n+l

n+1

Also stimmen T'(g,z,0) und g(z) fiir alle x € R iberein.
Aufgabe H 72. Kurvendiskussion

2

Wie betrachten die Funktion f: D — R: x — _5—, dabei sei D die Menge aller reellen
Zahlen, fir die der Funktionsterm z;ig definiert ist.

(a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich D, den Wertebereich und die Nullstellen von f.
(b) Berechnen Sie f’ und f”.

(c) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f.

(d) Skizzieren Sie den Graphen von f.

Lésungshinweise hierzu:
(a) z® +8 =0 fir x € R genau dann, wenn x = —2, und damit ist D = (—o0, —2) U

(—2,+00).
2 2
T x
lim =0, i =0,
z—4o00 I3 4+ 8 z——oo 13 + 8
x? ) x?
= 400, —

lim
z—>-240 13 + 8
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f(x) =0 genau dann, wenn z? = 0 also fiir = 0. Die Nullstelle von f ist 0.

Auf den Intervalen (—oco, —2)U(—2, +00) ist f stitig. Merken wir, dass f(1) = § >0
und f(—1) =1 >0, damit wechselt f(z) im z =0 das Vorzeichen nicht.

Der Wertebereich von f(z) fir € (—2,400) ist [0,+00). Der Wertebereich von
f(z) fir z € (—o0,—2) ist (—00,0). Damit ist der maximale Wertebereich ganz R.

(b) fla) = ZED 2 10s st

(@3+8)? @348)2"
5—4x3) (23 2 (16z—x*)2(23 3z 20 —11223
f”(&?) — (16 )( -&-8)(363(—:8)4 )2(x°+48) _ 2 (;513-8)+128
(c) Um die lokalen Extrema von f zu bestimmen, bestimmen wir zuerst die Nulstellen von
fi(z)
162 — 2
% = 0e 16z —2* =2(16 — 2°) = 0 < = = 0 oder z = 2V/2.
x
Wir haben: f/(z) < 0 fiir (—oo, —2) U (—2,0) U (2v/2,4+00) und f'(z) > 0 fiir

(0,2+/2). Also hat f(x ) z = 0 ein lokales Minimum und in 2 = 2v/2 ein lokales
Maximum. f(2v/2) = 7

(d)

' LA
|
|
I
[ 4
| Vigre
~ /311
| -+ /’—\_—
} } J } e
—_— T 7] | T T T IR
-2 i s x

- Frischhaltebox

Aufgabe H 73. Teleskopreihen

Berechnen Sie fiir die folgenden Reihen jeweils die Partialsummen Sy fir N €
{1,2,3,1000}. Entscheiden Sie, ob die Reihe konvergiert, und berechnen Sie gegebenen-
falls den Wert der Reihe:

(a) 2(%—%) (b) Zln (1__>
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Lésungshinweise hierzu:

(a) Betrachten wir die Reihe Z < — >
n=1 n+

i( +1_%):L2_

2 1 1 1 1 1 1
s (mr v v v vtV

5 1 1 1 1 1 1 1 1
5= () v v v

Beweisen wir mit Hilfe vollstandiger Induktion, dass Sy = 1\}+1 1.

' Der Induktionsanfang ist schon bewiesen.

@Nehmen wir an, dass Sy = \/7 — 1 fir N gilt.

@Zeigen wir die Aussage fiir N + 1 :

S_Nil(1_i>_8+1_1_1_
T \Vnrl Vi) TN T UN+2 UN+L UN 2

Damit ist die Aussage fiir alle N € N bewiesen.

Alternativ:
N N N N N
1 1 1 1 1 1 1 1
Sy = —— | = — —_ = —+ —__ i
=Y () T v T T o
1
= —1.
N +1
1
— 1.

oo —
1000 /—1001

N L ! lim S li L 1 1
—— ) = lim = lim — =—1,
vn+1l n Nooo N T Nooo \WN + 1

(b) Betrachten wir die Reihe

nio;ln (1— nil) :iln (nil) :i(lnn—ln(nﬂ)).

n=1

1
Si = Z(lnn—ln(n—t—l)) =Inl-In2=—-In2
n=1
2
Sy = Z(lnn—ln(n—i—l)) =Inl-In2+mIn2-In3=-1In3.
n=1
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3
Sy = Z(lnn—ln(n—l— 1))=Inl1—In2+Imn2—-In3+In3—In4d=—In4

n=1

Beweisen wir mit Hilfe vollstandiger Induktion, dass Sy = —In(/V + 1).

Der Induktionsanfang ist schon bewiesen.

@Nehmen wir an, dass Sy = —In(N + 1) fir N gilt.
@Zeigen wir die Aussage fiir N +1:

SNi1 = i(lnn —In(n+1)) =Sy +(In(N+1) —In(N +2)) = —In(N +2).

n=1
Damit ist die Aussage fiir alle N € N bewiesen.

Die alternative Losung mit der Differenz von zwei Summen und Indexverschiebung ist

hier auch moglich.
SlOOO = — ln(lOOl)

i:ln <1— ! ): lim Sy = lim (—In(N +1)).

n-+1 N—oo N—oo

Die Reihe divergiert, da —In(/N + 1) N—> —00.
—00
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M. Stroppel

Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 74. Partielle Integration und Substitution
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

@ [

(b) /\/\/5—1 dz

() /\/ +1—|—\/x—1

Lésungshinweise hierzu:

(a) Substitution v = +/z,du = dz:

L1
2 s
du = [2arcsin(t)] = [2arcsiny/z] .

/\/% 2/@

(b) Substitution t = \/z,z =t*,dx = dt? = 2td¢:

/\/\/E—1dx:/\/t——1-2tdt:/\/15——1-2(t—1)dt+/\/t——1-2dt
- |30

Alternativ: /t\/t — 1d¢t kann leicht mit partieller Integration berechnet werden:

} g/(t—l)gdt: Et(t—l)g—%(t—l) ]

\/x+1d+x\/x—1:/\/erl;\/x_ldm:%(/\/x—ﬂdx_/\/mdaj)

_ B (;(x+1) —%@-1)3” - E(@H)i - 1)2)]

Die zwei Integrale wurden entsprechend mit Substitutionen v = = + 1, du = dx und
t =x — 1,dt = dr berechnet.

4
3(

[Slfey
Njw

+-(t—1) } [145(t—1)3(3t+2)] = {%(\/5—1)3(3\/§+ 2)} .

N|wW
Njot

/u/ﬁdt: { g(t—l)

(c)

[SI[9Y)

Aufgabe H 75. Partielle Integration und Substitution 2
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a) / \/% (b) / ¢ coszdx ©) / i d
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Substitution v = 3,2 = 3u,dr = 3du:

3du
\/3:2 / +1 3vVu?+1

(b) Partielle Integration mit f(z) =e*, f'(x) =€", g(x) = cos(x) und ¢'(z) = — sin(x)
liefert

du = [arsinh(u)] = [arsinh <§)] :

/e”cosxdx: [e”cosx}—i—/exsinxdx: [e” cos x + €” sin 7] —/e“cosxdx.

Die letzte Gleichung wurde mit noch einer Verwendung von partieller Integration be-

kommen. Lésen wir die Gleichung nach /ex cosrdx:

1
/e’” cosxdx = {ﬁez(cosx + sin x)} :

Alternativ: Hier kdnnten wir auch die allgemeine Formel aus P69 benutzen.

(c) Substitution t =1—z, 2 =1—t,doe=—dt:
x? (1—2)?=2(1—2)+1 t2—2t+1
/(1_x>1oodx:/ (1— )0 dz = _/ 100 dt

Jfror_2 111y 1 1 1
97 7 98 9% 99 9|  [97(1—2)7  49(1 —x)% = 99(1 —x)% |

Alternativ: Mit partieller Intergation bekommt man:
x? 1 21
———dr= |2’ - [ ———d
/ (1— )0 " {99(1 T ] / 99(1 — 2y "

B x? B 1 +/ 1 d
~109(1—2)®  99-49(1 — )% 99 -49(1 — )8 ° "

B x? _ T n 1
C199(1 — )% 99-49(1 —2)%  99-49-97(1 — )97

Aufgabe H 76. Integration mittels Partialbruchzerlegung
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

5

41
b ——d
()/x3—|—1 ()/x3—5x2+6x *

4
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Mit Polynomendivision bekommen wir:

B rl=(r+1)(z* —x+1).

Das Polynom 22 — z + 1 hat keine reelen Nullstellen, also gibt es nach 3.4.5 solche

A, B und C', dass
1 A Bx+C

3+ 1 :x+1+w2—x+1'
Wir haben: A(z?> — 2+ 1)+ (Bx + C)(z + 1) =1, also

A+B=0
—A+B+C=0
A+C=1.
Daraus folgt, dass A = % = —%, C = % Wir erhalten nach Lemma 3.4.8 und 3.4.9:

OJI'—‘

1 1
dz 1 20 — 1 1 1
- det- [ —"4d
/:1:3 / 6/ 2 —xr+1 x+2/1:2—a:—|—1 o
0 0

[11 |z 41| — 11 2 — o1 + - = arct (2( _%)ﬂl
n|\r nr —x — - —=arctan { —————
2 V3 V3 0

Ll L (5+%) = oy ™
3 V3\6 6 3 3v/3
(b) Wir haben: z? — 522 + 6z = z(x — 2)(z — 3). Mit Polynomdivision bekommen wir:
2* 4+ 1 = (2° — 52® + 6z) + (52® — 6z + 1).
Es gibt solche A, B und C, dass
bt —6x+1 A B C

23 —522+6x +:L‘—2+x—3'
Wir haben: A(x? — 5z + 6) + B(z? — 3z) + C(2* — 2x) = 5a* — 62 + 1, also

A+B+C=5
—b5A—-3B—-2C= -6
6A = 1.

Daraus folgt, dass A =1, B=—-5C =2,

5 5 5 5
41 1 (1 9 1 28 1
— =  dx=[1d — [ Zdz—-Z= d — d
/x3—5x2—|—6x v / x+6/x v 2/x—2 x+3/:g—3 v
4 4 4 4

1 9 28
= [m+gln|x|—§ln|x—2|+§ln|x—3|]

4

9 28 In5 9In3 27In2
1+6(ln5 1n4)—§(1n3—ln2)+?1n2—1+ i o + 5
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Aufgabe H77. Noch ein Integral
(a) Leiten Sie die Funktion f(z) = arccosz ab.

(b) Berechnen Sie das unbestimmte Integral /x2 arccosz d .

(c) Berechnen Sie das bestimmte Integral [ x”arccosz dz.

o
N|=

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Funktion f :x — cosz ist im Intervall [0, 7] streng monoton fallend und stetig,
AuBerdem ist f differenzierbar im (0,7) mit f'(z) = —sinz # 0. Satz 2.3.1 ergibt
fir die Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, 7] und yo = cos(zg) € (—1,1) :

1 1 1 1
— arccos y = =— = — =

dy y=10 L (o8 )| omay sin Zo 1 — (cosxg)? /1o Y2

Wir haben benutzt, dass fiir o € [0, 7] die Funktion sin(zy) = 0 ist. Also, arccosy
ist in (—1,1) differenzierbar und

— arccos Yy = —————.
dy Y 1— 42

Alternativ: Wir kénnten die Formel arccosy = 7 — arcsiny beweisen und sie differen-
zieren.

(b) Partielle Integration ergibt:

3 3
/anrccoswdx: {x—arccoszv} +/x—dx
3 3v1—a?

Mit Substitution ¢ = 2%, dt = 22 d x und mit weiterer Substitution u = 1 — ¢ bekom-
men wir

/sm \/1T 61\/_1tT+1 t:{l

= —%\/1——15(15 +2) = —é\/l—ix% +2).

Die Substitution ¢ = 22 kann nur fir z € (—1,0) oder z € ( 1) benutzt werden (sie-
1

he 3.3.8). Durch Ableiten verifizieren wir, dass —V1—22(2%+2

) | st = —VI= 2 +2)

auf dem ganzen Intervall (—1,1). Das ergibt:
2 x’ 1 2
x-arccosrdx = garccosx—gvl—:ﬁ(m +2)].

Hier kann man auch durch Ableiten verifizieren, dass die Formel auf dem ganzen In-
tervall [—1,1] und nicht nur auf (—1,1) gilt.
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(c)

N|=

1

/ x3 1
/:1:2 arccosxdx = {? arccos r — 5\/1 — z2(2? + 2)
0

0
1 1 39 1 3 2
_lor_ 1 V39 1, T V3. 2
24 3 9 2 4 9 72 8 9
- Frischhaltebox
Aufgabe H 78. Stetigkeit
Entscheiden Sie jeweils, ob die Funktion in x( stetig fortsetzbar ist:
(@) f:0,2n)~{r} > R:z— (x —m)cotx, zo=m
1—
(b) g: R~ {0} — R: xww, zog=0
x
#—1
° falls = < 0
(c) h: RN {0} > R: 2z — 2 , 2o=20

Vr+1—/lz—1] fallsz >0

Lésungshinweise hierzu:
(a) Mit der Regel von L'Hospital bekommen wir:

lim[(z — 7) cot z] = lim (v —m)cos 5 s (& = m)cos )

T T SiIl X d SiIl s
dz
. cosx — (x—m)sinx —1
= lim ( ) = — =1.
T COS T -1

Die Funktion f ist in zop = 7™ mit 1 stetig fortsetzbar.

(b) Mit zwei Anwendungen von der Regel von L'Hospital bekommen wir:

I l—cosz § £(1—cosz) sinz § Lsinz  cosx 1

im 5 = 5 = lim =5 = lim = —.

z—0 T A 2 z—0 21 —(21’) z—0 2 2
dzx dzx

Die Funktion ¢ ist in o = 0 mit % stetig fortsetzbar.

(c) In diesem Fall miissen wir den linksseitigen und den rechtsseitigen Grenzwert berechnen.
Mit der Regel von L'Hospital bekommen wir:

d T T
e —1 9 L(er 1) e 1
lim 2 do = lim —==-=1.
z—=0-0 I dix z—0-0 1
X

Um den rechtsseitigen Grenzwert in 0 zu bestimmen, kénnen wir nur & < 1 betrachten,
dann x—1 < 0 und |z —1| = 1—=2. Die Wurzelfunktion y — ,/y ist auf dem Intervall

[0, +00) statig (insbesondere, lirq VI =V1=1), damit ist
y—

(Vr+1—+/|z—1]) = Vez4+1-vV1—-z)=1-1=0.

lim lim
z—0+0 z—0+0
Die Funktion h ist in zy = 0 nicht stdtig fortsetzbar, da lim h(x) =1 # 0 =

z—0—-0
lim h(z).
z—0+4+0
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M. Stroppel

Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 79. Flichen

Bestimmen Sie die Flache der beschrankten Figur E, die durch Linien begrenzt ist, die den
Gleichungen y? = 4x bzw. 22—y = 4 geniigen; d.h. F := {(Z) eR?| 2r —y < 4,9° < 4z},
Hinweis: Machen Sie zuerst eine Skizze von FE.

Losungshinweise hierzu: Zuerst bestimmen wir die Schnittpunkte von 2z —y = 4 und
y? = 42, indem wir das Gleichungssystem losen:

20 —y =4 y=2x—4 y=2xr—4 y=2x—4
= = =
y? =4z (22 —4)? = 4x 422 — 20+ 16 =0 22 —br4+4=0
Die untere Gleichung hat die Losungen x; = 1 und x5 = 4. Die obere Gleichung liefert
y1 =2x; —4 = —2 und ys = 225 — 4 = 4. Damit sind die Schnittpunkte (_12) und (i).

N

Px-Y =

Aus der Skizze sieht man, dass die Flache S von FE als die Summe S = S; + S5 + S3
dargestellt werden kann. Dabei sind 57, S2 und S5 die Flachen der entsprechenden Figuren.
Sy = % -1-2 =1, da die entsprechende Figur ein Dreieck ist und der Schnittpunkt von
2z —y =4 und y = 0 der Punkt (g) ist.

4
4 51* 1 2
Sg—/zx/%dx—sﬁ‘—{ 351 1,32
0o 2 3
0

1

0
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Das ergibt:

4 32
S=—-+1+——-4=0.
3+ +3

Alternativ: Man konnte auch die Rolle von = und y umtauschen und S als Differenz der

4
2
Flache vom Trapez und des Integrals /yzdy berechnen.
-2

Aufgabe H 80. Konvergenz uneigentlicher Integrale

Untersuchen Sie, ob die folgenden Integrale konvergieren.

+oo +o0 ™

x>+ 7 1 .

(a) / S—— dzr (b) / — dz (c) /ln(smx) dx
J N atd 42 ) e J

Lésungshinweise hierzu:
(a) Fir z = 2 gilt:

0< xd o 24T
T V2216 T 21612
da 220 > 216 4+ 2 gilt. Das Integral

+oo 5 +oo 1
T
dx = ——dzx
/32x16 /f/ﬁxé
2 2
1

divergiert nach 3.7.8, da 5 < 1. Deswegen ist

1

eine divergente Minorante fiir

3 \3@56%
%/‘E;—Jg% auf [2,+00) (die Funktion \3/5190% ist in jedem Teilintervall [, 8] & [2, +-00)
integrierbar). Das Integral
400 2 400
x® 47 z® 47 x® 47

x  divergiert.

—dzr= | —dax+ —d
Va1t + 2 Val6 + 2 Va1l 4+ 2
1 1 2

Hier haben wir benutzt, dass das Integral von 1 bis 2 existiert und eine reelle Zahl ist.

(b) Nach der Regel von I'Hospital gilt:

1
.z = 21 . 1
lim = lim — = lim —5— = lim — =0.
T—+oo -5 r—+o0 e¥ z—+o00 721 x—+oo e¥
x
+0o0

o 1 :
Nach dem Grenzwertkriterium folgt aus der Konvergenz von / — dx die Konvergenz
x

2

+oo
1
von / — d (beide Funktionen sind im [2, +-00) stetig und positiv). Die Konvergenz
e
2

“+oo
1
von / —; dx folgt aus 3.7.8. Also konvergiert das Integral (b).
x
2
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(c) Die zu integrierende Funktion ist in beiden Randpunkten des Integrationsintevalls nicht
definiert. Deswegen miissen wir zwei uneigentliche Integrale betrachten: von 0 bis z.B.
1 und von 1 bis 7.

1 T

I = /ln(sinx)da: und I := /ln(sinx)da:.
0 1
Die Funktion In(sinz) ist im Intervall (0, 1] negativ. Also betrachten wir | In(sinx)| =
—In(sinz), um den Grenzwertkriterium anzuwenden. Die Funktion — In z ist dann in
(0, 1] auch statig und positive.
Nach der Regel von |'Hospital gilt:
—Inz = 1 sinz g cos T

im ——— = lim —*— = lim lim — = 1.
z—0+0 — In(sin z) 2=0+0 ——cosx  @=0+0 T COST  2—0+0 COST — TSINT

1

1

Nach dem Grenzwertkriterium folgt aus der Konvergenz von /— Inx dz die Konver-

0

1
genz von /|ln(sinx)| dx und auch die Konvergenz von I; nach 3.7.5(3).
0

1

— 3 _ 1: 1 — — = — — =
/—lnxdx—yggr}ro[ zlnzr + ], yggr}ro( Inl+1+ylny—vy) 0+1+0-0=1
0

nach 2.5.8.

Betrachten wir I5. Wir kdnnen I, als Summe von zwei weiteren Integralen darstellen:
von 1 bis 7 —1 und von 7 — 1 bis 7. Die Funktion In(sinz) ist im Intervall [1, 7 — 1]
statig, also auch integrierbar, dieses Integral existiert. Folglich ist es genug, nur die
Existenz von dem zweiten Integral zu beweisen. Nach der Regel von I'Hospital gilt:

1

—In(r —x) == - sin x CoS T

||loie

lim — YT gy T o gy SR 8 iy _
z—7r—0 —In(sinx) eom—0 ——cosx  z=m0 (r —m)cosx =m0 cosx — (z —7m)sinz

Nach dem Grenzwertkriterium folgt aus der Konvergenz von / —In(r — x)dz die
-

™
™

Konvergenz von / |In(sinx)| dz und auch von I5.
m—1

™

[t =) = =)t — ) 01

= lim (m—y)ln(r—y)+y—Inl—7+1)=1.

y—m—0

Hier haben wir benutzt, dass lim ((7 —y)In(m —y)) = lim (zIn(z)) = 0 nach

y—m—0 z—0+0
258 mit z =7 —y.
Damit konvergieren I; und I und auch das Integral (c).

Aufgabe H 81. Uneigentliche Integrale
Bestimmen Sie, falls moglich, die folgenden uneigentlichen Integrale:
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(a)/x_13 x (c)/(‘;;—a;;dx

“+o0o
dx (d)/ cotx dx
(b) / P ir T3 J Ginn)2- L)

2 6

Lésungshinweise hierzu:
(a)

3

1 ) 113 . . N
/(m—1)§dx_ygﬂo [3(56_1)3} = Jim (3'25—3(?/—1)3)—3\/5.
1

(b) Die Nullstellen von 22 +4x + 3 sind —1 und —3, also gibt es solche A und B, dass:

1 A N B
224+4r+3 x+1 z+3

A und B erhalten wir aus dem Gleichungssystem:
54 <~
3A+B=1 2A=1 A= %

+oo

+o0o
da 11 11 | 1 v
(=2 = lim [-1 - =1
/x2+4x+3 /<2 v+l 2 x+3)dx yirfoo{zn’x+ | 2“'5”3'}2
2

. 1 x+1\1Y . 1 y+1 1 3 1 3
= lim |=In = lim {(=-In{>=—— ) —=In|( = =——In(=).
y—+oo | 2 r+3)], yotoo\2 y+3 2 ) 2 )

1
In der letzten Gleichung haben wir benutzt, dass lim vyt _ 1, der Logarithmus
y—+oo Yy + 3
1
In z ist fiir z > 0 statig, also lim In (ﬁ) =Inl=0.
y—+oo y+3

(c) Merken wir, dass t(z) = tanw fiir z € [0, 7) bijektiv und differenzierbar mit #'(z) # 0

ist. Mit Substitution t = tanz, dt = m d x bekommen wir

/ (i;;@ do = / e tdt = [—e!] = [—etne].

—tanx = 1
/ = lim [—e ™72 = lim (- +1) =1
cos x y—2—0 0 y—I—0 gtany
0
In der letzte Gleichung benutzen wir dass lim (—=%5) =0, da lim (tany) =
y—=5—0 y—=5—0

+00.
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(d) Fir 2 € [£, 3] ist t(x) = 2——— bijektiv und differenzierbar mit ¢'(z) = m cosx =

672
LT £ (). Mit Substitution ¢(z) =2 — -, dt =2 dg, ¢ (£) =0und ¢t (%) =1
erhalten wir:
cotx 1
der= [ —dt=|Inlt]] = [In|2 — .

/(sinx)(2— ) v /t [ {n sin x }

t 1 ]2 1
/ - oy —~dz = lim {1112— _ } = lim (0—1112— - Dz%—oo,

(sinz)(2 — 55) y—=T40 sinz ||, y=§+0 siny

olx

2 —

da lim (2— L ) — 0 gilt und lim In

y—T+0 siny y—T+0
vom Logarithmus gilt. Das Integral divergiert.

- ‘ = —oo nach der Statigkeit
siny

Aufgabe H 82. Uneigentliche Integrale
Bestimmen Sie, falls moglich, die folgenden uneigentlichen Integrale:

(a) /gtamdx (b) ymmd:p ©) /len(a:—Q)d:c

Lésungshinweise hierzu:

(a) Fir z €0, %) ist cosz differenzierbar mit cosz # 0. Nach 3.3.6

(cosz)’ , ” ,
tanxdz = [ — dz= lim [—In|cosz|]§ = lim (—In(cosy)+0) = +oc.
CoS T y—35-0 y—=3-0
0 0
Das Integral divergiert. Hier kénnten wir auch die Substitution mit ¢(z) = coszx
durchfiihren.

(b) Hier miissen wir zwei Integrale betrachten, z.B. von —oc bis 3 und von 3 bis +oc.
Mit Substitution ¢ =z — 2, dt = dx bekommen wir:

1 1
/ Tr@—2p e [ 1 dt = larctan ] = faxctan(z - 2).

3
1

/ TH @2y de = yli)r_noo[arctan(x—2)]2 = ylj)r_noo(arctan l—arctan(y—2)) = %4_%

+00
/—1 dr = lim [arctan(z—2)J§ = lim (arctan(y—2)—arctanl) = -~
€r = 1m (arctan{xr— = im (arctan(y—2)—arctan - __ =
1 + (SL’ — 2)2 y—r—+o00 3 y—+oo Yy 9 1

3

Die beiden Integrale existieren, also existiert auch das Integral (b):

+oo 1 3 1 +o0 1
om™ T T T
S Y N SR N S A A A
/1+(x—2)2 ‘ /1+(x—2)2 x+/1—|—(x—2)2 TeatetyT T
—00 —00 3
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(c) Berechnen wir zuerst das unbestimmte Integral mit Substitution t = x — 2,dt = d«
und partieller Integration.

/xln(m—2)dx: /(t+2)ln(t)dt _ /(tlnt+21nt)dt

1t21 t+2tInt / 1t+2 dt z521 t+2tint 1t2 2
= — In n — —_ — — In n R — —_
2 2 2 4

- {@_22) In(x —2) +2(z — 2) In(x — 2) — i(x_Q)Q _2(5”_2)] :

3

/ n(z—2)dz —ygg}ro {($_22)2 In(z —2) +2(x — 2)In(x — 2) — i(x—Q)Q —2(x—2)}

. 1 (y—2)? 1 ) 1,9
= Jim (0+0—7-2- In(y—2)=2(y=2) In(y=2)+7 (y=2)"+2(y-2)) = — —2=—.

In der letzten Gleichung haben wir 11520(@ —2)In(y —2)) = 0 [2.5.8] benutzt.
Yy—

s

Frischhaltebox N

Aufgabe H 83. Konvergenzradius

Bestimmen Sie die Konvergenzradien der Potenzreihen.

(a) Z > o1y ©) Zele(x—Q)

(6) Y2 (d) Z SRl

Lésungshinweise hierzu:

(a)

32n
T onl

32(n+1) |
(n+1)!- 3%
Nach 1.14.7 ist der Konvergenzradius +oc.

n—o0

2
:lim< 5 >:0.

(b) Wir konnen die zu betrachtende Reihe als folgendes umschreiben:

Zznx?m _ Zak$k7
n=0 k=0
mit .
~J2s, falls k = 3n,n € {0} UN
"7 o, falls k # 3n,n € {0} UN

Das ergibt: klim {/|ax| = /2. Der Konvergenzradius von der Reihe in (b) ist nach
—00
1.14.7.
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nn

ennl”’

(c) Bezeichnen wir mit a,, =

(n+ 1)"Ttem n!
~|ent (n 4 1)Inn

Ap+1
Qn,

lim

n—oo

_(n+D)"(n+Dn! 1 (n+1 n—l
 e(n+Dlan e n -

da lim ()" = lim (1+ 1)" = e. Der Konvergenzradius von der Reihe in (c) ist

n—00 n—oo
1 nach 1.14.7.
(d) |14 = vI+1=1+2 also |(1+1)"| = (vV2)" und |&H"| = 2"

Y Y Y R ) L)
n—00 n 3" n—00 n 3" 3

3

S

nach

[\D|

da lim {/n = 1. Der Konvergenzradius von der Reihe in (d) ist % =

n—oo

1.14.7.
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T. Holicki, R. Schmihl, 19. Gruppeniibung zur Vorlesung

A. Zvonareva Hohere Mathematik 2
Sommersemester 2021

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 84. Integral-Vergleichskriterium

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

(a) 31 (b) Y27 (& Yo

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Funktion f(z) = £ ist fiir z € [3,400) positiv und monoton fallend, da fiir
z € [3,+00)
Loa2~Inz-22 1-2lnz

fla) == —

4 3

/m_fdx_{_hl_xh
T

y
I—/ln—xdx— lim _ln_a:_l = lim _ln_y_l_i_lni’)—l—l :0+1n3+1.
y—+o00 x x Yy Yy 3 3

+oo
Hier haben wir benutzt, dass lim 2% = lim 1 = ( nach der Regel von L'Hospital.
y—+oo Y y—+oo Y

Das Integral I konvergiert, also konvergiert auch die Reihe (a) nach 3.8.1.

(b) Die Funktion f(x) = sz ist fiir © € [1,+00) positiv und monoton fallend. Fiir
x € [1,+00) ist t(x) = Inz differenzierbar und bijektiv, mit ¢'(x) # 0, x =e',dz =
e’ dt. Mit Substitution bekommen wir:

/ et “/““‘/ Ydt:{(gylnég)}:[@)m'lnzs)]

—+o0
1 e\Inz 1 e\ Iny 1 1
= lim |(5) - =0 2) (%) -
/2lnxdx y—1>£—noo [<2> In( )} y_l,ﬂ.noo (<2> In($) ln(g)) e
1

2
da Iny gegen +oo fiir y — 400 strebt und § > 1. Die Reihe (b) divergiert nach
3.8.1.

(c) Die Funktion f(z) = ey{ﬁ ist fiir x € [1,+00) positiv und monoton fallend. Fir
x € [1,400) ist t(x) = —/x differenzierbar und bijektiv, mit ¢(x) # 0, = =
—t3, dax = —3t2d t. Mit Substitution bekommen wir:

/e_%dx :/—eti’)tzdt = [-3¢'t?] +/66ttdt = [-3e't? + 6e't] — /Getdt

= [—3e't? + Ge't — 6e!] = [3e!(—12 + 2t — 2)] = [3e—3ﬁ(—(€/ﬁ) oYz — 2)} .

+o00o
e V" dzr = lim [Se’%(—(3w2)—2€/_—2)]

Yy—r+o0

Y

1
1
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= lim (3&@—({‘/@)—2%—2”1—5) :%

Yy—r+00
In der letzten Gleichung haben wir benutzt, dass nach der Regel von L'Hospital

2

2
2,73

W=
‘+
3

5 2,-3% 2
im L2 i 327 = g T g 3%
Yy—r400 eyé Yy—r400 ey§ %yﬁ Yy—400 ey§ Yy—+00 ey§ %y 5

Die Reihe (c) konvergiert nach 3.8.1.
Aufgabe H 85. Geschlossener Ausdruck
Gegeben ist die Funktion f: (—p,p) — R: 2 — z e
Dabei sei p der Konvergenzradius der verwendeten Potenzrelhe

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius p der Potenzreihe ‘gi:ll :

n=0
(b) Bestimmen Sie einen geschlossenen Ausdruck fiir f'(x).

(c) Bestimmen Sie einen geschlossenen Ausdruck fiir f(x).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir kénnen die zu betrachtende Reihe als folgendes umschreiben:

mit
2 falls k=2n+1,n € {0} UN
ap = k
0, falls k #2n+1,n € {0} UN

Das ergibt: hm {/|ak| =1, da hm
(b) ist 1 nach 1147,
(b) Nach 3.8.4 diirfen wir die Potenzreihe gliedweise fiir x € (—1,1) differenzieren:

% = 1. Der Konvergenzradius von der Reihe in

Z Z 2 +1 Z Z

Das ist die geometrische Reihe (1.8.4, ¢ = 22, |z?| < 1), also

f(z) = : —1x2 fir x € (—1,1).

(c) Wir bestimmen die Stammfunktion mit Partialbruchzerlegung. Es gibt A und B so,
dass
1 _ 1 _ A B
1—22 22—1 z—1 z+4+1
Das ergibt: A+ B=0, A— B = —1,also A= B —1 und 2B = 1. Folglich:
B=1A=-1
27

1 1 1 1 1 1 1
de = —= d — de=|—=1 -1+ =1 1
/1—x2 x 2/x—1 x+2/m+1 x [ 2n|x |+2n|x+|
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1 rz+1 1 z+1

Um den Betrag aufzuldsen, haben wir hier benuzt, dass |z| < 1. Nun bestimmen
o 02n+1

wir C', indem wir z = 0 einsetzen: f(0) = = 0. Da iIn (%) =0,

— 2n+1 2 1-0
bekommen wir C =0 und
1 r+1
=1
o) =g (1

) fir o € (—1,1).

Aufgabe H 86. Stetigkeit fiir Funktionen mehrerer Vleranderlicher

2, .2
Gegeben ist die Funktion f: D — R: (aj) > Tty :
Yy V/sin(z? + y?)

Dabei sei D die Menge aller Paare reeller Zahlen, fiir die der Funktionsterm definiert ist.
(a) Bestimmen Sie D.

(b) Skizzieren Sie den Schnitt des Definitionsbereichs D mit der Menge [—4, 4] x [—4,4].

(c) Ist fin ({) stetig fortsetzbar?

Lésungshinweise hierzu:
x2+y2

(a) Der Funktionsterm ——L— st fiir alle solchen Paare reeller Zahlen (’3) definiert,
v/ sin(z2+y?2) Y

dass y/sin(x? + y2) definiert und ungleich Null ist: D.h. fiir (z) € R? so, dass sin(z?+
y?) > 0. Die letzte Ungleichung gilt fiir alle solchen Paare reeller Zahlen (z) dass
r?+y* € (0,7)U(2m,37)U---U(2nm, (2n+1)7)U. .. . Der Definitionsbereich ist die

unendliche Vereinigung von offenen Kreisringen zwischen den konzentrischen Kreisen

mit Radien v2n7m und y/(2n+ 1)m, n € {0} UN.

D= {G) eR’|2”+y” € | J@nm, 20+ 1)m)}.

n=0

(b) Wir benutzen, dass 7 ~3,14. Da 1,72 = 2,89 und 1,8% = 3,24, /7 ~ 1,8.

Da V2 ~ 1,4, V3 ~ 1,7 und V5 ~ 2,2, erhalten wir, dass v2m ~ 2,5, /31 ~ 3,
Var ~ 3,6 und /bm ~ 3,96.

Dabei ist 57 < 5-3,2 = 16, also v/57 < 4 und der Bereich [—4,4] x [—4,4] enthdlt
den Kreis z2 4+ y? = 57. Dabei ist auch 67 > 6-3,1 = 18,6, also v/67 > 4.

Da 10m < 32 =42+ 42 < 11-3,1 = 34,1 < 11, ist die Lange des Vektors (4,4)
groBer als /107 und kleiner als /117

Der Bereich enthilt die offene Kreisfliche (mit Radius /7) ohne (J), den offenen

Kreisring zwischen den konzentrischen Kreisen mit Radien V27 und V37 und den
offenen Kreisring zwischen den konzentrischen Kreisen mit Radien VA und /57 Er
enthalt auch die Schnitte mit drei weiteren offenen Kreisringen: zwischen den konzen-
trischen Kreisen mit Radien v/67 und +/77; zwischen den konzentrischen Kreisen mit
Radien v/87 und /97 und zwischen den konzentrischen Kreisen mit Radien /107
und /117. Folglich ergibt sich die folgende Skizze:
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(c) Betrachten wir die Hilfsfunktion —%

sin(t2)

,t € R, t > 0. Die Regel von L'Hospital liefert:

2

[|ote

2 24/sin(t?
lim t L sin(¢2)

——— =< lim : = lim ————= =0.
=040 fsin(12) 12040 L(sin(2)) "2 cos(t2) - 2t t0+0  cos(t?)

Das bedeutet: Ve >0 30 >0 Vi>0: (t<5=>‘ <e).

Folglich: Ve >0 36 > 0 so, dass fiir alle (Z)
;)
Yy

Die Funktion f istin (J) mit O stetig fortsetzbar.

t2
Vsin t2

v <a () ¢ () = [

0 sin(z? + y?)

Aufgabe H 87. Funktionen mehrerer Veranderlicher

Gegeben ist die Funktion f: D — R: ) 2T

) )
Dabei sei D die Menge aller Paare reeller Zahlen, fiir die der Funktionsterm definiert ist.
(a) Bestimmen Sie D.

(b) Skizzieren Sie die Niveaulinie zum Niveau ¢ = 1 fiir € [—47, 47].

(c) Finden Sie eine Folge (b, )nen € R? mit Tim b, = () und Tim f(b,) =0.
(d) Finden Sie eine Folge (a,)nen € R? mit lim a, = (8) und lim f(a,) = +oo.
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L6ésungshinweise hierzu:

(a) Die Funktion f((%)) ist fiir alle Paare (¥) € R? mit y # 0 definiert:

x
Yy

T
Y

D:{<5)6R2|y5£0}.

(b) Die Niveaulinie von f zum Niveau ¢ = 1 ist gegeben durch die Gleihung 2512 — |,

Also y = xsinx mit y # 0 (folglich  # 0). Merken wir nun, dass —z sin(—x)

xsinz, folglich kdnnen wir nur x > 0 betrachten. Die positiven Nullstellen von x sin x
sind die Punkte © = wk, mit k£ € N. Der Graph von y = xsinz beriihrt die Gerade
xr =y in Punkten mit Abszissen z = 7 + 27k mit k € N und die Gerade z = —y

in Punkten mit Abszissen
Geraden nicht, da zsinzx
folgende Skizze:

x
s

= 3% + 27k mit k € N. Der Graph iiberschneidet die
x und xsinz = —x fir alle z = 0. Es ergibt sich die

1 I ’-:
! ‘_T__IF
U.l el ‘
R
T
‘ll A ! i [
1 ) 0
(c) Fir b, = <%> haben wir nh—{& b, = (;) und
11
=sin ~ 1
lim f(b,) = lim = 11nn = lim sin <—> =0.
n—00 n—00 o n—r00 n
1 _ .
(d) Fir a, = (%) haben wir lim a, = (;) und
11
=sin = 1
lim f(a,) = lim 2 25— Jim n?sin <—> = 400,
n—00 n—00 = n—>00 n
da nach der Regel von L'Hospital gilt
(1) o 1\ 1
sin (7) ¢ —cos (1) = 1 1
lim 1(t) < lim (f)t2 = lim —tcos| - | = +oo
t—4o00 = t——+o00 —2t—3 t—4o00 t
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19. Gruppeniibung
Frischhaltebox

Grenzwerte
Berechnen Sie jeweils den Grenzwert lir% f(z), und entscheiden Sie, ob die Funktion in 0
=

p
Aufgabe H 88.
stetig fortsetzbar ist.
” . tanz —sinw
(a) f: <_§7O)U(07§)_>R:$ 3
1 v/ 1 —2y/1—
(b) f:[-10)U(0,1] = R: gry YiFTHVIFT =W =2
x
q J
Lésungshinweise hierzu:
(a) Mit der Regel von L'Hospital erhalten wir:
lim tans —sne § lim (Coslx)2 — s lim (32;2:3)63 eme
z—0 3 250 32 250 6x
2(cos:1:)4+2((sci(rjlsa;))36(cosx)2 sin + cosz - 941 B 1
6 62

0

0 .

= lim
x—0

Die Funktion f ist in 0 mit dem Wert % stetig fortsetzbar.
(b) Die Funktionen v/1+ 2, v/1+ x und v/1 — 2 sind in = = 0 stetig, also
m%¢1+x+&l+x—2wyﬂw:1+1—2:0
T—

Mit der Regel von L'Hospital erhalten wir:
42) 2 +i1+2) 5+ 2(1—2)1
1

Vit +V1+r—-2y1—x ¢
lim = lim
x—0 €x x—0
_1+1 1_4
2 3 2 3
i und

In der letzten Gleichung haben wir die Stetigkeit von (1 + z)~2, (1 4 )~

(1—2)"% in 2 =0 benutzt.
Die Funktion f ist in 0 mit dem Wert % stetig fortsetzbar.
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T. Holicki, R. Schmihl, 20. Gruppeniibung zur Vorlesung

A. Zvonareva Hohere Mathematik 2
Sommersemester 2021

M. Stroppel

Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 89. Richtungsableitungen
Betrachten Sie die Funktion f:R?> - R: 2+ ' Az mit A = (é 2 _%1> .

(a) Bestimmen Sie fir v = <%2> und w = (él) die Ableitungen 0,f(x), O, f ()

langs v beziehungsweise w in Abhangigkeit von x.

(b) Bestimmen Sie die Richtungsableitung 0; f(x) fiir v := .

lv]

(c) Bestimmen Sie grad f (i)

Losungshinweise hierzu: Fiir jede der Teilaufgaben gibt es mehrere Losungmoglichkeiten.
Im folgenden sind zwei gesamtkonzeptionell sinnvolle Wege ausgefiihrt, weitere Alternativen
fiir einzelne Teilaufgaben gibt es im Anschluss. Selbstverstandlich kann man fiir die Losung
der Gesamtaufgabe die dargebrachten Losungsansatze beliebig kombinieren.

Losungsweg I:

(a) Wir wenden zuerst Definition 4.3.11 auf 0,f(a) direkt an, ohne A, a oder u zu
spezifizieren. Dies erspart uns im spateren Verlauf dieser Aufgabe sowie bei zukiinftigen
dhnlichen Aufgaben/Problemstellungen Rechenarbeit:

fla+ hu) ~ fla)

Ouf(a) = lim

h—0 h
_ (a+hu) Ala+ hu) — d' Aa

= lim =

h—0 h
_ a"Aa + hu' Aa + ha" Au + h2u" Au — o' Aa B
e h N
— lima' (A + AT) u+hu' Au=a' (A + AT) u.

h—0

Somit gelten fiir v, w und beliebiges z € R3:

Ouf(z) =x' <A+AT> v =

1 2 -1 1 0 2 -1
— (w1 @ w) | [0 =2 1 |+[2 —21 2 | =
2 1 2 -1 1 1
2 2 1 2
=(z1 2 w) |2 4 2| [ 1]=
1 2 4 -2
4
:(1’1 i) ZE3) —4 :4$1—4x2—4x3
—4
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und
awf(x): =

2 2 1 —1

:(.Il T .733) 2 —4 2 2 =
1 2 4 1
3

:([El i) Ig) —8 :31'1—8.1'2—1'7553
7

(b) Wegen 0y, f(z) = t0,f(x) erhalten wir fiir die Richtungsableitung direkt (0 = ﬁ ‘v
mit |v| = 3):

1 4 4 4
0 f(z) = §$2 - §$2 - 51‘3-

(c) Wir nutzen Satz 4.3.12: Da f(x) als Polynom (in zy,x3,z3) in C*(R?) fiir alle k ist,
gilt fiir jeden Punkt a und jedes u € R3:

0=0,f(a) —grad f(a) eu 2 o7 (A—l— AT> u— gradf(a)Tu =
— <(A + ANa — grad f(a))T u

Da dies fiir alle u gilt, kdnnen wir grad f(z) = (A + AT) x folgern. Insbesondere ist:

1 2 2 1 1 )
gradf 1] =2 —4 2 11=160
1 1 2 4 1 7
Losungsweg I
(a) Wir berechnen f <§é>
f X2 == (Il T2 373) O _2 ]_ To =
s 2 1 2 ) \uas
Ty + 29 — T3
=(z1 @ x3) | —2m+ay | =

2x1 + 9 + 223

= :L‘% + 2x129 + 2123 — 21‘% + 22913 + 2x§.

Somit gilt
1 221 4+ 2x9 + 13
Vf i) = 21’1 - 41‘2 + 2[[‘3
T3 xr1 + 21’2 + 4{E3
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und gemaB 4.3.12

2
O f(x) = (2551 + 29 + 3 227 — 4dxe + 223 1 + 279 + 4953) 1| =
-2
= 41'1 — 41’2 — 433'3,
—1
Owf(x) = (2351 + 29 + 23 227 — 4dxe + 223 1 + 229 + 43:3) 2 | =
1

= 3x1 — 8xg + Txs.

(b) Wir nutzen unser zuvor berechnetes V f(x) und bilden das Skalarprodukt mit o =

L(1):

21‘1 + 21‘3 + 3 1 2
xr1 + 21‘2 + 4%3 —2
1 4 4 4
= g (41’1 — 433'2 — 4%3) = 51’1 — gil?g - gl’g.

. . 2x14-2w2+ .
(c) Wir setzen (i) in Vf(z) = (2511—4;212233) ein:

T1+2x2+423
1 5

vili]=1(o]. (1)
1 7

Weitere Losungsansitze ausgewahlter Teilaufgaben:
(a) Wir gehen vor wie in P78 und berechnen analog zu oben

1 1 2 -1\ (=
f ) = (Il i) Ig) 0 —2 1 ) =
T3 2 1 2 T3

= JI% 4+ 22129 + T123 — 2x§ + 2x9x3 + 2x§,
entsprechend gilt fiir h € R

z1 + 2h
fl z2+h | = (2 +2h)%+2(z1 + 2h) (22 + h) + (21 + 2h) (23 — 2h)
x3 — 2h
— 2(xy + h)? 4+ 2(zy + h) (23 — 2h) + 2(z3 — 2h)* =
— 22 + dxh + 4h% + 22129 + 221 h + daoh + 402
+ z125 — 2201 h + 2w3h — 4h% — 2353 — 4daoh — 2h2
+ 2915 — dxsh + 2w3h — 4h% + 2x§ — 8x3h + 8h? =
= g% + 22129 + 123 — 2x§ + 2x973 + 2:10%
—f(2)
+ 4x1h — dxoh — dash + 62
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und es folgt
_ _ _ 2
lim f(z+ hv) — f(z) — tim 4x1h — 4xoh — 4x3h + 6h ey — g — Ay,
h—0 h h—0 h
Analog fiir w:
1 — h
flas+2h | = (21— h)*+2(x; — h) (29 +2h) + (z1 — h)(z3 + )
xr3 + 1h
— 2(!132 + 2h)2 + 2([132 -+ Qh)(flfg + h) -+ 2(!133 + h)2 =
= x% — 221h + h? + 2xy29 + 4 h — 2x9h — 4R2
+ T3 + l’lh — Q?gh — h2 — 21'% — 8CC2h — 8h2
+ 229x3 + 2w9h + 4wsh + 4h* + 223 + dash + 2h% =
= x% + 22129 + X123 — ng + 2x913 + 2x§
+ 3$1h — 8x2h + 7x3h — 6h2,
also
hv) — h — h h — 6h?
i L&) = @) Bmih = 8sh Tesh = 6hT o g
h—0 h h—0 h

(b) Wir berechnen

T + %h
flx+ %h =..=
T3 — %h
= x% + 2%’1.’]32 + T1x3 — 2.77% -+ 21’2{]33 + 2$§
4 4 4 2
—xih — =xoh — —12h _h2
+ 3$1 3x2 3x3 + 3
und erhalten
hv) — doth — 2aoh — da3h + 202 4 4 4
lim flw+ o) = fz) = lim 3~ 32 379 S = —my — —xy — —u3.
h—0 h h—0 h 3 3 3

Losungsweg || mag naheliegender erscheinen und auch der Gradient scheint schneller ersicht-
lich - es bedarf trivialierweise keiner weiteren Begriindung, warum wir aus dem Ergebnis V f
ablesen konnen.

Dafiir konnen wir Losungsweg | leichter fiir dhnliche Funktionen mit anderer Systemmatrix
A, recyclen": Fiir Vf miissen wir in Zukunft nur noch A+ A" berechnen und anschlieBend
mit dem Vektor x oder - bei Auswertung in einem Punkt a - mit a multiplizieren. Dies ist
insbesondere bei hoheren Dimensionen aufgrund der Ubersichtlichkeit weniger Fehleranfillig.

Aufgabe H 90. Partielle und totale Differenzierbarkeit
a:3—zy) T 0
Betrachten Sie die Funktion f: R? — R: (a;) — { P (9‘2+y2 ’ (g) 7 (8)
v 1 () =)

(a) Zeigen Sie, dass die partiellen Ableitungen 2 f, %f an der Stelle (J) existieren.

(b) Ist f in () stetig? Ist f an dieser Stelle total differenzierbar?
(c) Geben Sie Vf: R*? — R? an.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir wenden Definition 4.3.1 an:

() o) )

A h = g h -
_ iy P (h)—1 _
h—0 h
Hier liegt g vor — Wir wenden I'Hospital an
g SRRy O (e
h—0 1 ox Yy 2=y=0
Fiir aﬁy f gilt
0 0 0
o loda) = (0) e (E)-
B0 h = b h N
0 0 T
—lim==0= —
hli)% h ay f <y> r=y=0

(b) Wir betrachten f entlang der ersten Winkelhalbierenden, also der durch = = y gege-
benen Geraden. Es gilt fiir x # 0:

x3 — x? T —
1(0) = (Grm) —o (5):
. r—1 1 0
() -taen(£5) - 41()

ist, ist f in () nicht stetig und somit auch nicht total differenzierbar nach Bemerkung
4.45.

(c) Wir miissen nur noch die partiellen Ableitungen fiir z,y # 0 bestimmen. Wegen
22 + 4% > 0 kdnnen wir hierfiir Quotienten- und Kettenregel anwenden. Wir erhalten:

()= (=)=
(] (g,

B 3 —axy\ at 4 3x%y? + 2%y — 3P
B x? + y?

(2% 4 y?)?
) gm(E2)-
oy’ \u) "oy P\ ) T

Da somit

22+ g2 (@2 + y2)?
~ o z3 — zy . —223y — 23 + 2y
22+ g2 (22 + ?)?
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Somit ist V f
s 24322y +aly—y° T 0
3 —x 2 4y2)?
eXp <m2+yg> ' ( _—Zﬂggytg32|—xy2 > ’ (y) 7 (O)
Vf:R* = R%: <x> — (22+y?)?
Yy

1 z\ (0
0 "\y/) \O
Aufgabe H91. Schmiegquadriken

Gegeben seien die Stellen Py = ({), P, = (™/*) sowie die Funktion

f:[-mn x[-m,7] > R: x = (xl) — cos(zy) sin(xg).
o)
[=] !:I-.lig 1;["
(Ein um % in 25-Richtung verschobenes Modell finden Sie unter I!i.::s A !;
https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material /3D /05/.) T ji""

|"|§1=1"'.-i
(a) Bestimmen Sie To(f,z, P) und To(f, x, P).

(b) Bestimmen Sie den Typ von P := (%,0, f (”(/)4)) gemaB 4.4.17.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt

v (0n) = (o)

und dementsprechend

O I3

-
+
<
—

A
Oy
N

4
T
=
=
I
N
~__

N —
—
&

—

|

~|

&

[\]
SN—

I
o
_l’_
/N
o
e
N——
VRS A
2
=
|
|
~
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(b) Fiir die Schmiegquadrik @ muss gelten

Y s 2 (14 DY e,

2
oder aquivalent

2 2
Folglich ist () gegeben durch

2 2

Q= {x eR|z' Az + 2"z + ¢ = 0}

mit
0 %20 0
A=\ 0 o) a={F4g) ), =0
0 0 0 :
Die Eigenwerte gegeben durch
A1=?7 /\22—%, A =0,

womit wir ) direkt als parabolisches Paraboloid identifizieren. (Wenn wir nun den Al-
gorithmus zur Hauptachsentransformation anwenden (6.3 im Skript zur linearen Alge-
bra), so werden lineare Termine nur dann verschwinden, wenn Sie mittels quadratischer
Ergdnzung mit einem quadratischen Teil verrechnet werden kénnen, d. h. die Quadrik
wird beziiglich der dritten Komponenten linear bleiben. Da ferner die Eigenwerte \;
und ) unterschiedliche Vorzeichen haben, kann nach Skalierung der Achsen (und Va-
riablenumbenennung) die affine Normalform nur die Gestalt 2? — 22 + 223 = 0 haben.)
Folglich ist P ebenfalls hyperbolisch.

Aufgabe H 92. parameterabhingige Funktion

Gegeben seien die von dem Parameter ¢ € R abhingige Menge M, := {(}) € R?| ty < 1},

die Funktion f;: M; — R: (z) > #‘;70 und die Stelle a = ((1)) e M.

(a) Bestimmen Sie Vft(z) fir (z) e M.
(b) Bestimmen Sie Hft(j) fur (;j) € M.

(c) Bestimmen Sie T3 (f;, (), a) sowie T3 (fo,(y),a).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gelten

und

mithin also

322
1+ —t
vify) = | LY

(1+y(y —1)*
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(b) Wir leiten weiter ab und erhalten
0? r\ 6x
5ﬁﬁ(é>_1+y@—ﬂ
02 z\ 32 (2y—t) 0P x
55@ﬁ(?>_(1+y@—¢D2_é@afﬁ(y>
>, () _ 2 (L4yly— 1))+ 20 (L4 y(y— 1) 2y —1)° _

(L+yly—0)'
227 (3y? =3ty +t* — 1)

(1+yly—1)°

mithin
G —3x% (2y — t)
x 1+y(y —1) 1 ~ 1))’
Hf; (y) — | —342 y( 2y —t) 223 (gy;——y(?)%y i)t)Q —1)
(1+y(y — 1) (1+yly—1)°

(c) Fir T2 (f:, (y),a) missen wir nur noch einsetzen:

T2 (5)0) = ) + V)" (] )—Q%(@—a)THftm)((;”)_a):
(7Y a0 (et ) (7)) -

+3(x—1)+ty+ = (@—1)+&@—Uy+%ﬁ—nf)=
+ 3(x D+¢y+ax—1)+3My+( —1)y”.
Fir T5 (fo, (), a) nutzen wir, dass wir auf die partiellen Ableitungen
b My R (5) o S (3),
oz
b My R (5) 0 5o ()

ebenfalls den Satz von Schwarz anwenden kdnnen und erhalten sukzessive (vgl. Be-
merkung zu Multindizes):

0 0? T 0 0? T 0 ([ 0? T 03 T
ox (8x—8yfo) (y) R (Mﬁ)) (y) Oy <@f0> (y) = 5270y <y> ’
9 [0 BN D 0 [ D P, [
oz <_f°) <y> ~ oy (axayﬁ’) (y) =y (ayaxf°) (y) = Buog (y) ‘

Setzen wir also v := () — a, so erhalten wir mit 4.4.11 (z=x1,y=x5)

5 (@) =2 fola)(x — 1)° + 32— fola)(x — 1)?
v/l =g /0 9220y”° Y

3L -1+ L fay
Dz 0y 0 Y Dy° ol\a)y
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Hierbei gelten (wir setzen ¢t = 0 in Hf; ein und leiten weiter ab):

gl = %?f(z):(a) o
ez - Gz o
@) - %@Hé) o

aa—;fo(a) _ 12081+ y7)° —(112j:‘°’yzégi;>y2—1)(1+y2)2 o - 0.

Somit erhalten wir (v wie oben)

Ty (o, (5),0) = T3 (for (3) ) + 5.0 fo(a) =

—143@—1)+3x—-12=*+ (z—1)° =3z - 1)y*

p Frischhaltebox

Aufgabe H 93. Eigenwerte und Eigenvektoren

4 9 11 =2
Gegeben seien die Matrizen A = und B=|1 0 -1
o 1 0 0 1

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.
(b) Bestimmen Sie eine Basis von R? aus Eigenvektoren von A.
(c) Bestimmen Sie die Eigenwerte von B.

(d) Bestimmen Sie eine Basis von R? aus Eigenvektoren von B.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt:

5 1—2\
—(4=-N(1=-)N—-10=
=4—5A+ X —10= ) —5)\—6.

det(A—/\Eg):det<4_)\ 2 ):

Die Nullstellen dieses Polynoms (und damit die Eigenwerte) sind A\; = 6 und Ay = —1.
(b) Wir bestimmen nicht-triviale Lésungen vy, v € R? des Systems (A — A9 E2)v = 0:

v 3]s ()
SRR RSO

Eine gesuchte Basis ist also durch (1), ( %) gegeben.
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(c) Es gilt aufgrund der Blocksdreiecksform der Matrix:

1—X 1 —2
det (B — \E3) = det I =X -1 |=
0 0 1-2X

= (=N -1 A -A) =
=(N-x-1)(1-))

Hieraus bestimmen wir die Eigenwerte

(d) Erneut bestimmen wir nicht-triviale Lésungen vy, vz, v3 von (B — Aqg3E3)v = 0.

)\1 .
[0 1 =2 0]
1 -1 —1] 0
0 0 0y 0]
ARSI [ 1 -1 -1 0]
0 1 =2 0
0 0 0} 0
Zy+ Zy [ 1 0 =3 0] 3
O 1 —2 0 A ’Ul = 2
0 0 0] 0 1
Fir Ay und A3 nutzen wir den Zusammenhang Ay - A3 = —1.
)\2 .
1= 1 -2 07
Y-
1 _1+2 5 -1 0
0 0 55 o]
bz 1 S 14VE| 0] 145
ZQ_%Ele 0 0 _2_\/5 0 ~r U = 1 )
0 0 L5l 0 ) 0
)\3 .
Liv5 1 =2 0]
~VB
1 -5 —1| 0
0 0 -5 0
_—1_2\/5Z1 . 1 —1_2\/5 1-— \/5 0 ] 1—2\/5
Zg_l—le: 0 0 =245 0| ~uv=| 1
0 0 L5l | 0
Eine gesuchte Basis ist folglich durch (%) , 3 (1%\/5) '3 (173\/‘?)) gegeben.
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M. Stroppel

Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H94. 3D-Modell
Wir betrachten f: R*> - R: (3) — z(z —3)(z+3)(y — 2)(y + 2)(z* + 2y*> — 4) sowie die
Mengen A := {() € R?| 2% +2y* =4 <0} und B := [-3,3] x [~2,2]. Die Elemente

39 _ 3v89 _./39 _ 389 39 4 3v89 —/39 4 3V89 \/
von N = 10 0 |, 10 0 |, 10 0 |, 10
0 0 0 0

sind kritische Stellen der Funktion f (es gibt aber offensichtlich noch weitere). ..] et |0

Ein 3D-Modell, mit welchem Sie argumentieren diirfen (und sollen), finden Sie E &ig =4-$‘:
hier: https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material /3D /09 /. ,ipﬂ[fng.lg.
||]? '-.ﬁs.'j'l

(a) Identifizieren Sie A im Modell (beschreiben Sie diese Menge in Worten).
Genau vier kritische Stellen der Funktion f sind Elemente von A. Benutzen Sie N
und die Nullstellenmenge von f, um diese kritischen Stellen zu finden.

(b) Bestimmen Sie die relativen Extremalstellen der Einschrankung f|4 von f auf A. Ent-
scheiden Sie auch, ob an diesen Stellen relative Maxima oder relative Minima vorliegen.

(c) Welche der in[(b)] bestimmten Stellen sind relative Extremalstellen fiir f|p ?

Losungshinweise hierzu:

(a) Bei der Menge A handelt es sich um die , Ellipsenscheibe”, spricht die durch z? +
2% — 4 = 0 beschriebene Ellipse inklusive der dadurch begrenzten Fliche. Zwei der
kritischen Stellen, a; und as finden wir als die Schnittpunkte zweier Niveaulinien,
namentlich der durch 2? + 2y* — 4 = 0 und der durch x = 0 gegebenen:

Diese lauten a; = (\/05) und as = (7(3/5).

. . . . . . 39 _ 3v89
Die restlichen beiden finden wir als Elemente von N: Fiir a3 = ( 1010 ) und

0
a4:< §203W)g|to>39 3‘ﬁ — 4 und damit a3, a4 € A.

(b) In a3 hat f|, ein relatives Maximum, in a4 ein relatives Minimum: Es sind kritische
Punkte im inneren einer kompakten Menge, deren Rand eine Niveaulinie von f zum
Niveau 0 ist. Kombiniert man nun die im Modell sichtbare Vorzeichenverteilung mit
dem Satz von Minimum und Maximum, folgt die Behauptung.

Aus der Vorzeichenverteilung sowie dem Verhalten auf dem Rand von A folgt ferner:
Alle () € 0A mit x < 0 sind relative Minimalstellen von f|,, alle () € A mit
0 = « sind relative Maximalstellen f]|,.

(c) Da A G B gilt, sind die relativen Extremalstellen von f[, im Innneren von A, a3 und
a4, auch relative Extremalstellen von f|g.
Aus der Vorzeichenverteilung ergibt sich ferner, dass die relativen Extremalstellen von
fla auf dem Rand von A keine Extremalstellen von f|; sind.

Aufgabe H 95. Extrema unter Nebenbedingungen
Gegeben seien die Funktion f: R? = R: (7)— (z —2)(x + 2)y(y — 2) sowie die Mengen
={(2)eR?| 224+ (y—1*=1} und B:={(%) e R?| 242y —2=0}.
(a) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f|, sowie deren Typ.

(b) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f|, sowie deren Typ.
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Losungshinweise hierzu: Fiir jede der Teilaufgaben gibt es im Wesentlichen zwei mogliche
Losungwege. Losungsweg | zeigt die Losung mithilfe der Lagrange-Methode, Losungsweg |l
verwendet Parametrisierungen.

Losungsweg I:

(a) Wir stellen das Gleichungssystem nach Lagrange auf. Hierzu schreiben wir die Neben-
bedingung um zu ga (5) =0 mit g4 (§) =22+ (y — 1)* — 1. Mit

vi (y) - (2@2563%@2—) 1)) Ve @ - (2@2f 1>>

lautet das Gleichungssystem aus 4.6.3

(1)
(2)
(3)

bzw.

22+ (y—12—1 = 0 (Nebenbedingung)
2ey(y — 2) + 2 \x 0  (Multiplikator in der z-Komponente)
2> —4)(y—1)+2X\(y—1) = 0  (Multiplikator in der y-Komponente)

I
o

(1%) 2+ (y—1)02 -1
(2) 27 (y(y —2) + )
(3 22 —4+N(y—1) = 0

I
o

Wir betrachten die folgenden Falle:

e = = 0: In diesem Falle folgt aus (1*) y = 0 oder y = 2. Da die 2. Zeile sowieso 0

ist, konnen wir aus der Losbarkeit der Gleichung folgern (3*), dass (§) und (9)
kritische Stellen sind. (Der Lagrange-Multiplikator ist in beiden Fallen A\ = 4.)
Fiir die Frage, ob hier Extrema liegen, stellen wir zuerst fest, dass A eine Teilmen-
ge von [—2,2] x [0,2] ist. Dies ist insofern von Bedeutung, da fiir —2 < x < 2
und 0 < y < 2 die Funktion keine negativen Werte annimmt ((z —2)(x+2) <0
und y(y —2) < 0). Wegen f(J) = f(§) = 0 besitzt f|, in den gefunden
Stellen Minima.

x # 0,y # 1. In diesem Falle folgt aus (2%)
0=y’ =2y+A=(y—17 -1+

aus (3*) hingegen
P =4\

Addiert man diese beiden Zeilen auf, ergibt sich 4 — X\ = X und somit A = 2. Fiir
diesen Wert von A kann Gleichung (2*) nicht 0 werden: y* — 2y + 2 hat keine
reellen Losungen.

x # 0,y = 1. In diesem Falle folgt aus (1*) sofort x = +1. Aus (2*) wiirde
A =1 folgen, d. h. das System ist I6sbar.

Letzteres miissen wir aber fiir die Bestimmung der Maxima nicht zeigen: Nach
Satz 4.2.18 existiert mindestens ein relatives Maximum. Da der Gradient der Ne-
benbedingung unter der Voraussetzung x* + (y — 1)®> — 1 nicht der Nullvektor
sein kann, konnen keine Extrema ohne zugehdrigen Lagrange-Multiplikator exi-
stieren. Folglich muss, da die Funktion auf A offensichtlich nicht konstant ist, in
mindestens einem der Punkte (1) und (1) ein lokales Maximum vorliegen. (Dies
sind die einzigen Punkte, die durch die vorherigen Fille nicht abgedeckt wurden.)
Wegen f (1) =3= (1) hat f|, in beiden Punkten ein relatives Maximum.
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(b)

Mit dem Argument aus dem letzten Punkt, dass der Gradient der Nebenbedingung
an keiner zuldssigen Stelle der Nullvektor ist und somit alle relativen Extrema den
Lagrange-Bedingungen geniigen miissen, kénnen wir auch begriinden, dass wir alle
relativen Extremalstellen gefunden haben.

Wir beschreiben die Nebenbedingung durch ¢g|; (y) = 242y —2 und halten zunéchst
fest, dass der Gradient dieser Funktion nie der Nullvektor wird, auch hier sind samtliche
relativen Extremalstellen durch die Losungen des Lagrange-Systems ,, abgedeckt”. Wir
stellen das Gleichungssytem nach Lagrange auf:

(1) r+2y—2 = 0 (Nebenbedingung)
(2) 2ey(ly —2)+ A = 0 Multiplikator in der z-Komponente)
(3)

(
222 —4)(y—1)+2X = 0  (Multiplikator in der y-Komponente)
Aus (1) folgt y = —5 + 1, womit wir aus (2) und (3) die Gleichungen

(4) x(l—x)(—%—l)—i—)\ =0
(5) —x(z* —4)4+2\ = 0

erhalten. Multiplizieren wir nun (4) mit 2 und subtrahieren (5), erhalten wir
0=x(2? —4) + 2(z* — 4) = 22(2% — 4).

Hieraus folgern wir sofort « € {—2,0,2}.
e Fiir z = £2 folgt aus (3) A = 0. Fiir z = —2 folgt aus (1) y = 2 und fir
z =2 aus (1) y=0. In beiden Fallen ist (2) erfiillt.
e Fiir =0 folgt aus (2) A=0 und aus (1) y = 1.

Die kritischen Stellen und damit - nach unserer Vorarbeit - auch alle moglichen Extre-
malstellen sind also

A )

Bei der Bestimmung der jeweiligen Typen miissen wir aufpassen: Da B nicht be-
schrénkt ist, lasst sich der Satz von Minimum und Maximum nicht direkt anwenden.
Wir konnen ihn jedoch auf die Teilmenge S ; B mit

S={(7)eR?| (})=(32)+t(%) fireinte|0,1]}

anwenden. (Dies ist die Strecke, welche a; und a3 verbindet.)
Diese Menge ist als Bild einer kompakten Menge ([0, 1]) unter einer stetigen Abbil-
dung (t — ay +t(as — a;)) kompakt. Folglich werden auf S Minimum und Maximum
angenommen.
Als Extremalstellen kommen jedoch nur a;, as und as in Frage, jede relative Extre-
malstelle ungleich a; oder a3z ware auch eine relative Extremalstelle von B: Fiir jede
solche ist der Schnitt von B mit einer Hinreichend kleinen Umgebung komplett in S
enthalten. (Dies ist fiir a; und ag nicht der Fall, daher erfordern diese Punkte eine
Sonderbehandlung.)
Einsetzen liefert f(a1) = f(as) = 0 # 4 = f(az), woraus wir folgern konnen das f
auf S nicht konstant. Dies impliziert zwei Dinge:

(i) In ag hat f|g und damit nach obigem Argument auch f|, - jeder Schnitt einer

hinreichend kleinen Umgebung mit B liegt vollstindig in S - ein (in letzterem
Fall relatives) Maximum.
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(ii) In a; und a3 hat f|g Minima, da keine weiteren Kandidaten fiir Extremalstellen
existieren.

Im zweiten Fall miissen wir noch untersuchen, ob diese Punkte auch relative Minimal-
stellen von f|5 sind.

Hierzu beobachten wir, dass wegen der Nebenbedingung y — +oo fiir v+ — —oo folgt
und y — —oo fiir x — oo. Schreiben wir nun f fiir x 20, y % 0 um zu

(-2(-2)-3)

so erkennen wir, dass fiir z und y (betragsmaBig) hinreichend groB das Verhalten
von f durch die quadratischen Terme bestimmt wird und durchwegs positiv ist. (Die
restlichen Faktoren nihern sich jeweils 1 an.)

Inbsesondere finden wir Stellen ay = (1), as = (32 ) mit 1 < —2, x5 > 2, sodass
f(as) 2 max(f|g) und f(as) = max(f|g) gelten. Die Verbindungsstrecke von a4
und as,

S={()eR?| (})=as+t(as—as) = () +t(%) fireintec0,1]},

ist kompakt und enthalt relative Minimal- und Maximalstellen. Analog zu oben kommen
fiir diese nur die Punkte aq,as,as, ay und as in Frage.

e a, ist als relative Maximalstelle von f|4 auch relative Maximalstelle von f|s, da
fiir jede hinreichend kleine Umgebung von a3 der Schnitt mit S vollkommen in
S enthalten ist. Insbesondere kann hier, da f|5 nicht konstant ist, kein Minimum
vorliegen.

e Nach Konstruktion gelten f(a4) = max (f(a1), f(as)), f(as) = max (f(a1), f(as3)),
folglich kommen diese ebenfalls nicht als Minimalstellen in Frage, es bleiben nur
a; und a3 als mogliche Kandidaten iibrig. Da f(a;) = f(a3) gilt, wird in beiden
das Minimum angenommen.

Somit hat f|5 in (9) ein relatives Maximum, in (3?) und (2) relative Minima.
Losungsweg 11

(a) Wir erkennen, dass die Nebenbedingung einen Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt ()

beschreibt. Daher kénnen wir A mittels C': [0,27] — R? : t <s§1°(i§21) parametri-

sieren. Die Bestimmung der Extrema von f|, entspricht damit der Bestimmung der
Extrema von f o C'. Es gilt:

(f o C)(1)

((cos(t))® —4) ((sin(t))* — 1)
((cos())* = 4) (= (cos(t))?)
4 (cos(t))? — (cos(t))* .

Daher gilt

(f 0 CY(t) =4 (2cos(t) — (cos(t))*) (—sin(t))
= —4sin(t) cos(t) (2 — (cos(t))?)
= —4sin(t) cos(t) (1 + (sin(t)) ) :
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(b)

Die Nullstellenmenge der Ableitung ist {0, 5T, 37”,27r}. Analog zu oben folgern wir,

dass C(t) in t € {Z,%} lokale Minima hat: An diesen Stellen gilt (f o C)(t) =0,
fiir ¢ beliebig gilt (f o C')(t) =2 0. (Man beachte (cos(t))? = (cos(t))*.)
Nach dem Satz von Minimum und Maximum nimmt (f o C') auf [0, 27| aber auch
(mind.) ein Maximum an: Hierfiir kommt neben dem Rand nur ¢ = 7 in Frage. Wegen
(foC)(0)=(foC)(27) =3=(foC) (m) ist dies sowohl auf dem Rand als auch in
= 7 der Fall. Setzen wir die gefundenen Werte fiir ¢ in C' ein, erhalten wir () und
(9) als relative Minimalstellen von f|,, (1) und (7') als relative Maximalstellen von
f14. Dass dies tatsdchlich alle relativen Extremalstellen sind, folgt aus der Tatsache,
dass die Ableitung der stetig differenzierbaren Funktion foC' keine weiteren Nullstellen

hat. (Die Randpunkte von [0, 27] haben wir beriicksichtigt.)

Wir losen die Nebenbedingung z + 2y — 2 = 0 nach y auf und erhalten y = —% + 1.
Nun kénnen wir f|, durch die Substitution ¢ := x als Funktion f:R—R mit

1/, 2
=1 (=49
und entsprechend
ft)y=t(*—4)
schreiben. Die Nullstellen der Ableitung sind ¢, = —2, ¢ = 0 und t3 = 2. In #;
und t3 nimmt f wegen f(t1) = f(t2) = 0 offensichtlich (f = 0) ein relatives (sogar
globales) Minimum an. Da f auf dem Intervall [—2,2] ferner ein Maximum besitzen

muss und nicht konstant ist, liegt dieses in ¢; = 0 vor. Wir erhalten: f|; hatin (3?)
und (2) relative Minima, in ({) hingegen ein relatives Maximum. Weitere Extrema
gibt es nicht, da die Funktion stetig differenzierbar ist und die Ableitung keine weiteren
Nullstellen hat.

Aufgabe H 96. Parameterabhingige Funktion

Gegeben seien der Parameter ¢ € R sowie f;: R? = R: z+— 2’ (é%é) x+(002)x+42.

(a)
(c)

Bestimmen Sie V f;(z) und Hf;(z). (b) Fir welche ¢ € R hat f; kritische Stellen?

Fiir welche ¢t € R handelt es sich bei diesen um lokale Extremalstellen?

Lésungshinweise hierzu:

(a)

Losungsweg I
Wir schreiben A, := (é % é) b= ((?) und ¢ = 42. Nun miissen wir nur noch den

Gradienten des linearen Terms bestimmen: Die Konstante entfallt bei der Ableitung,
fiir den quadratischen Teil z — 27 A,z kennen wir infolge von H89, Losungsweg |,
den Gradienten an der stelle x bereits: Er ist gegeben durch (A; + A} )y = 24,x. Der
Gradient von = — 2bT:c(: 2b1x1 + 2boxe + 2bsz3) an x ist aber genau 2b, also gilt:
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(b)

Nun bestimmen wir die Ableitung 92(a) von = + 2" A,z +2b"x+c entlang v =z —a
mittels 4.2.11, ohne A;, b, ¢, x oder a zu spezifizieren (vgl. Lsg. zu H89):

921,(@) = 0, (9,) (a) = lim 2O =01

i 2 (A (a+hv)+b) v—2(4a+b) v
~ a5 h

= lim 2UTAtU = QUTAtU,
h—0

und wir konnen aus Satz 4.4.19 (Eindeutigkeit der Taylorentwicklung) sowie T5(f:, a+
v,a) = fi(a) + Vfi(a) v+ to"Hf,(a)v folgern, dass

v (24; — Hfy(a))v =0

fiir alle v gilt. (Da f; eine C* Funktion ist und somit Hf; symmetrisch sein muss, ist
2A; — Hf: (a) ebenfalls symmetrisch und lasst sich somit reell diagonalisieren. Setzen
wir fiir v die Eigenvektoren ein, so erkennen wir: 24, — Hf, (a) hat einen einzigen
Eigenwert: A = 0. Die beiden Matrizen sind also identisch. Da dies fiir alle a gilt, folgt
Hf; (x) = 2A;).

Losungsweg II: Wir multiplzieren aus:

1 0 ¢ T Z1
fl@)=(z1 22 x3) [0 2 O] (a2 ] +(0 0 2) |z | +42
t 01 xIs3 T3
= 23 + 2wy w3 + 205 + 25 + 273 + 42.

Somit ergeben sich:

Ty 2x1 + 2txs
Vilz ] = Ao = 2(Aix + b),
T3 2%’3 + 2t$1 +2
X1 2 0 2t
Hfilzo ] =0 4 0| =2A4,.
T3 2t 0 2

Kritische Stellen sind = € R?, welche nach (a) die Gleichung A,z = —b 18sen. Da wir
wissen, dass fiir det(A;) # 0 auf jeden Fall solch ein = (und nur eins) existiert, miissen
wir nur die Fille iiberpriifen, in denen det(A;) = 0 ist. Wegen det(A;) = 2 — 2¢* =
2(1 —t?) ist dies nur fiir £ = 41 der Fall. Stellen wir die entsprechenden Systeme auf,

1 0 -1 0
t=1: 0 2 0 01|,
-1 0 1 1
[ 1 0 1 0]
t=-—1: 0 2 0 01,
1 0 1 1

so erkennen wir jeweils anhand der ersten und letzten Zeile, dass f; nur fir ¢ # £1
kritische Stellen hat.
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(c) Bezeichne ax die (eindeutige) kritische Stelle von f;. GemaB (a) ist die Hessematrix
an der kritischen Stelle Hf; (ax) = 2A;. Wir wollen 4.5.5 anwenden und bestimmen
die Eigenwerte:

det (Hft (GK) — )\Eg) = det <2At - 2%E3)

RCHICHICIRICED
3 (-3 )

Ein Eigenwert ist A\; = 4 und somit immer positiv. Die anderen Eigenwerte |6sen
1— % = &+t, somit gelten

Ay =2(1+1),

Fiir [t| < 1 hat Hf; (ax) nur positive Eigenwerte, in ax liegt ein Minimum vor, die
kritischen Stellen sind also lokale Extremalstellen.

Fiir |[t| > 1 hat Hf; (ax) positive und negative EW, in af liegt ein Sattelpunkt und
somit keine lokale Extremalstelle vor.

Fiir |[t| = 1 interessiert uns die Definitheit nicht ...

Aufgabe H 97. Lagrange-Multiplikatoren
Gegeben seien f: R> — R: x> z; — 23 und g: R*> = R: 2 — (aF +x§)2 — 23 + 3.
(a) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen (5!) € R? fiir f.

(b) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen sowie die zugehdrigen Lagrange-Multiplikatoren
von f|p, wobei D = {x € R?| g(z) = 0} die Niveaumenge von g zum Niveau 0 ist.

(c) Weisen Sie nach, dass bei () eine Extremalstelle von f|p ohne Lagrange-Multiplikator

vorliegt. Warum widerspricht dies nicht Satz 4.6.37

Hinweis: Man kann g(g) = 0 nach z2 auflésen.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt

7 (0)= ()

folglich gibt es keine kritischen Stellen.

(b) Wir bestimmen zu allererst Vg (33 ):

o () = 4oy (22 + 23) — 322
IN\ay) ™ \dao(a? + 22) + 423 )
Dies fiihrt auf das Gleichungssystem

(1) (22422 —ad+22 = 0 (Nebenbedingung)

(2) 1+ A (4 (22 +23) —322) = 0  (Multiplikator in der z;-Komponente)

(3)  —2mg+ A (dwg(a? +23) +423) = 0  (Multiplikator in der zy-Komponente)
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Fiir x9 = 0 vereinfacht sich dieses System zu

#(l—z) = 0
1+ M\2?(4xy —3) = 0,
0 =0

und da x; = 0 in der zweiten Zeile zu einem Widerspruch fiihren wiirde, ist die einzige
Losung dieses Systems (1,22, A) = (1,0, —1).
Ist x5 # 0, diirfen wir (3) durch 2z dividieren und erhalten

(4) 1+ X222 +23) +223) = 0
(2)+ (4)  A(4a? + 423 — 22 +423) = 0

A =0 konnen wir wegen (2) ausschlieBen, x; und z erfiillen also

423 + 4oy xy — 23 + 4a5 =0
(z7 + x%)Q — ¥+ a5 = 0.

Wir nutzen den Hinweis: Aus x} + 22223 + 25 — 23 + x5 = 0 und 23 = 0 folgt

(5) 22 = —207 + Aat —4-2- (af — o) —af+ 20} — o]
2 —
4 2

2
_ < /2 1) ,
2 T
(Dies ist die Mitternachtsformel angenwandt auf 2u? + 2z3u — 23 + 2] = 0, wobei

23 durch u ersetzt und die negative Lésung ausgeschlossen wurde.) Insbesondere ist
x1 € (0,1), (fir z; > 1 ware der Ausdruck in der Klammer kleiner als 0). Entsprechend

gilt
x? 2 x? 2
0=da}+4 2 (/= —1-1)—ai+4-ZF(y/——-1-1
]+ x12< o ) xy + 5 o
= 42% — 227 4+ 2214/ 223 — 2t — 227 + 24/ 228 — 2}

=202 (zy — 1) + 2(2; + 1)4/223 — o

zzxf((:pl—nﬂxlﬂ) 3—1).

Z1

und somit unter Beriicksichtigung von 0 < 1 < 1

2
O=z1— 14+ (1 +1)y/— 1>z — 1+ +1 =21, >0/
\V z
_\1,_/

>1

Dementsprechend ist (| ) die einzige kritische Stelle von f|,, der Lagrange-Multiplikator
ist A =—1.

(c) Losungsweg I
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Wir nutzen den Hinweis, erhalten (5) und setzen dies direkt in f ein:

—2? 4 /223 —
:xl—
2
_a 2wy — xn/22 — 23
2 2

2
:51+?1 2—1-(1-z)%| Z0.

a"'e

<1

Wegen f(9) = 0 liegt also ein Extremum in () vor. Der Lagrange-Multiplikator
miisste allerdings der offensichtlich unlésbaren Gleichung

(o) =77 (a) 2% (a) = (o) 2 1)

geniigen und kann somit nicht existieren. Dies ist jedoch kein Widerspruch zu Satz
4.6.3, da der Gradient von g in () der Nullvektor ist.

Losungsweg 11

Eine alternative Losung ergibt sich aus dem Satz vom Minimum und Maximum: Aus (5)
konnen wir wie schon vorher 0 < 21y £ 1 und —1 < x5 < 1 folgern, insbesondere muss
D beschrankt sein. Folglich ist D als Niveaumenge einer stetigen Funktion kompakt,
es muss also zwei Extremalstellen geben. Die Methode nach Lagrange liefert aber nur
eine kritische Stelle: Ein Extremum muss also an einer Stelle sein, an der der Gradient

von ¢,
v () = 4y (2% + 23) — 3?2
I\2s) = \dao(a? + 22) + 423 )

der Nullvektor ist. Da die zweite Komponente fiir x5 # 0 stets ungleich 0 ist, erhalten
wir T = 0 und somit aus der ersten Komponenten die Bedingung z3(4 — 3z1) = 0.
Die einzige Losung auf dem fiir x; zuldssigen Intervall [0, 1] ist 0. Da folglich der
Gradient von ¢ nur an der Stelle (3) der Nullvektor ist, muss das , fehlende* (sprich
das mit Lagrange nicht gefundene) Extremum an dieser Stelle sein. Dass kein Lagrange-

Multiplikator existiert, ergibt sich analog zum ersten Losungsweg, ebenso erklart sich
die Widerspruchsfreiheit bzgl. Satz 4.6.3 analog zu diesem.

- Frischhaltebox

Aufgabe H 98.

Skizzieren Sie folgende Mengen:
(@) A={(y) eR*| {(y)[(%)) =1}
(b) B:={(y)eR?| y*+(x—1)2<4und y®+ (x +1)2 £ 4}
(c) C:=1{zeC~ {0} max<|zy,ﬁ) <2

(d) D:={zeC| Re(2)* 2 Im(z) = 2(Re(2?) + Im(2)?) — 1}
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Lésungshinweise hierzu:
Allgemeine Hinweise zu den Losungsskizzen:

o Bei der korrekten Achsenbeschriftung ist insbesondere darauf zu achten, ob die Menge
in - und y-Koordinaten gegeben ist oder komplexe Elemente enthalt.

e Farben sind hier nicht zwingend notwendig/verlangt, kdnnen jedoch zur besseren Ab-
trennung von - ebenfalls nicht verlangten, aber u. U. ratsamen - Hilfslinien gewahlt
werden. (Rot ist hierbei als Korrekturfarbe nicht zulissig.)

(a) Die Gleichung beschreibt eine Halbebene, deren Rand die mittels der Gleichung

Q) o v-3e)

gegebene Gerade ist. Fiir die Entscheidung, welche der beiden Halten zu A gehort,
geniigt es einen Punkt einzusetzen, der nicht Teil des Randes ist, zum Beispiel den
Ursprung. Hieraus ergibt sich folgende Skizze:

(b) Die Gleichungen, welche die Punkte der Menge B erfiillen, beschreiben Kreisscheiben
mit den Mittelpunkten (') und (§) sowie dem Radius 2. Bei B handelt es sich
dementsprechend um die Schnittmenge dieser beiden Kreisscheiben:

b)

(c) Alle z € C erfiillen |z| < 2, sind in der offenen Kreisscheibe mit Radius 2 und Mit-
telpunkt zop = 0. Auf der anderen Seite gilt ﬁ <2 |z| > 1, alle z € C liegen
auBerhalb der geschlossenen Kreisscheibe mit Mittelpunkt z; = 0 und Radius % C

beschreibt einen offenen Kreisring:
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el r = Rhe(z), := Im(z). Dann lautet die erste Ungleichung x* = y. Fiir die
(d) Sei Re(z), y := Im(z). Dann | di Ungleichung 2 > y. Fiir di
zweite ergibt sich:

y = 2 (Re(z%) + Im(2)?) — 1
=2Re((z+y-1)?)+y*) -1
2(x2—y2+y2) —1=22*—1.
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A. Zvonareva Hohere Mathematik 2
Sommersemester 2021

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H99. Tangenten und Lagrange-Multiplikatoren
Gegeben seien f: R* — R: (§) — (z+ %)2 +4y?, g: R > R: (3)— 2?2+ z +y* und
D={(y) eR?| g(y)=15/4}.

(a) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen der Einschrankung f|p.

(b) Skizzieren Sie D sowie die Tangenten an D in den in (a) bestimmten kritischen Stellen.

(c) Skizzieren Sie die Gradienten V f in den kritischen Stellen und deuten Sie Satz 4.6.3
geometrisch.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir stellen das Lagrange-System auf:

xz—i-x—l—yz—% =
20+ 14+ A2z +1)
8y +2\y =

Il
coo

Die zweite Zweile ist aquivalent zu
2r+1)(A+1)=0

womit A = —1 oder x = —% gelten muss.

e A = —1: In diesem Falle impliziert 8y — 2y = 0, dass y = 0 ist. Somit erhalten
wir aus der Nebenbedingung:

15 1 1 1

Z:x2+x:x2+2-§x+1—z (2)
1\ 1
und somit 1, = —% +2.
e = —1:In diesem Falle impliziert die Nebenbedingung — +y* = 22 und somit

y = +2. Der Lagrange-Multiplikator fiir y = 42 ist jeweils A = —4.
Somit haben wir mit

o (@) o () (o ()

alle kritischen Stellen von f|p gefunden (Vg|p #0).

(b)+(c) : Fiir die Skizze formulieren wir die Nebenbedingung mit Hilfe der Umformungen aus

@) um:
+12+ !
= I‘ —_ RS
2) TV
=

1,
x+§ +y° =4
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Der Gradient von f () lautet wie oben implizit berechnet Vf (§) = (*%").

Skizze (fiir die Zeichengenauigkeit sind die mit Fineliner schwarz/griin gezogenen Linien
entscheidend):

v 4B do ol

el

e
-

I

Y

e

#

L]

T

£ ~u

;Ef' P

e

b
-
-

o ==

Ly

P &
8

N

-I.-(j. |

<ig | +

g "-i..

In den kritischen Stellen steht der Gradient von f orthogonal auf den Tangenten und
damit den Niveaulinien, er ist dort parallel zum Gradienten Vg der Nebenbedingung.

Anschauliche Erklarung/Deutung fiir g(z) € R (nicht verlangt/erwartet): GemaB un-
sererer Definition der Lagrange-Methode beschreibt eine Gleichung der Form g(z) = k
eine Niveaumenge D der Funktion g : R" — R.

Sei & € R™ eine Extremalstelle von f|p sowie C : [a,b] — D die Parametrisierung
einer in D verlaufenden Kurve mit = C({) fiir ein ¢ € (a,b). Sei ferner C'(t) nicht
der Nullvektor.
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e Einerseits gilt (vgl. 4.2.9) 0 = grad g (C(f)) « C'(?).
e Andererseits ist 7 eine kritische Stelle von f|p, insbesondere ist also { eine
kritische Stelle von f o C' im inneren des Intervalls, es gilt also:

0= (foC)(t) =grad f (C(t)) « C'(2).

Die Niveaumenge H = {z € R"| g(x) = k} beschreibt eine Hyperflache. Ist ferner der
Gradient von g in Z ungleich dem Nullvektor, so beschreibt {z € R"| Vg(z) ez =0}
eine Hyperebene T', die Tangentialebene an H in 7.

Wegen dem zweiten Punkt konnen wir Folgerung 4.9.3 in & auch auf f anwenden: Fiir
jede Kurve durch Z in der Hyperflache H steht grad f(Z) senkrecht zur Tangente an
die Kurve im Punkt z. Betrachtet man Kurven, deren , Richtungsvektoren® in & linear
unabhiangig sind, so lasst sich folgern, dass V f(Z) senkrecht auf der durch Hyperebene
T steht und somit im Aufspann von Vg(Z) enthalten ist. Folglich existiert A € R mit
V(F) = ~AVg(&).

Aufgabe H 100. Parameterabhingige Funktionen

= x%zgﬂr:pg
Betrachten Sie fiir reelles o > 0 die durch f,: (g%) > ( Tow3 ) gegebene Funktion.

:chfamg

(a) Bestimmen Sie in Abhingigkeit von o die Menge D, € R? aller Stellen, an denen
Jfo existiert.

(b) Geben Sie die Abbildung Jf.: D, — R¥3 an.
(c) Betrachten Sie nun die Abbildung g: Rt — R?: a v f, () mit 21,25 € R und
x3 € RT als Parametern. Bestimmen Sie ¢'.

Losungshinweise hierzu:

(a) Es gibt hier mehrere Félle zu unterscheiden. Wir beginnen daher mit der Suche nach
den Stellen, an denen f, definiert ist. Ist o = § mit p € N und ¢ € 2N—1 teilerfremd,
also § vollstindig gekiirzt und ¢ ungerade, so ist f, auf gesamt R3 definiert. Dies
motiviert die Einfiihrung der Menge

Q= {E € Q' D, q teilerfremd, p € N, ¢ € 2N — 1}.
q

Ist dem nicht so, sind fiir x3 nur nicht negative Werte zuldssig. Da f beziiglich x;
beziehungsweise x5 jeweils ein Polynom 2. Grades ist, existieren in letzterem Falle
samtliche partiellen Ableitungen im Inneren des Definitionsbereiches: GemaB Kapitel
4.3 ist die partielle Ableitung nur fiir innere Punkte definiert. ({x € R?| x3 = 0} ist
Teil des Randes.)

Fir a € @ ist eine weitere Fallunterscheidung notwendig: Fiir o = 1 existiert die
partielle Ableitung nach z3 auf dem gesamten, offen Definitionsbereich, fiir « < 1 nur
fir x3 # 0. Es ergibt sich folgende Fallunterscheidung:

R3 , aeQ,az=1
Dy=<R {zeR| 2340} , aeQ,a<l
{reR| 23>0} , aé¢Q

(Hatten wir fiir Randpunkte partielle Ableitungen als einseitige Grenzwerte definiert,
hatten wir fiir o ¢ ) ebenfalls nach « = 1 und a < 1 unterscheiden miissen.)
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(b) Es gilt:
T 2wy - 2§ 1 az? - x§!
Jfa : Da — R3X3 T2 | 0 X3 To
T3 0 —20x9 1
(c) Mit Tabelle 2.2.5 bzw. Beispiel 2.2.10 erhalten wir
In(z3)zixs
¢Jd RF-R:a— 0
—:C%
Aufgabe H 101. Rechenregeln der Differentiation
Seien f: R3 — R3: 2 (3’2%3;1) und g: R? = R: 2+ exp (%) gegeben.
(a) Bestimmen Sie Jf (z). (b) Bestimmen Sie Jg ().
(c) Bestimmen Sie J(go f) (z). (d) Bestimmen Sie J(g- f) (x).

Lésungshinweise hierzu:

3 2mms 0
(@) Esgilt Jf(x)=| O 1 —2x

Loy T1X3 T1T2

(b) Es gilt Jg () — exp (ml +x3> . ( 1  2xp(m1 + 13) 1 )

1+ 22 1+ 23 (1+23)2  1+a3
(c) Wir nutzen Satz 4.8.1, J(go f) (z) = Jg (f(x)) - Jf (x) mit
2(ze—x34+1)(v123 4211027
Jg (f<x>> = exp (f(flf)) (1+(I2—11‘§+1)2 - (2 (1iz;2)£131§j$2)122 2) 1+(502—1x§+1)2> .

Igo f)(x)=Jg(f(x)) If (z)

. 1 2(xa—z24+1)(z123+T12223) 1
= exp (f(z)) <1+(xrz§+1)2 - (152(3;279034?1)2)2 1+(xrz§+1)2>

x% 21129 0
0 1 —2153
Tol3 T1x3  T1X2

z2(z2+23) T
9 1+ (za—22+1)2
—ex 175 + 12273 21 (2w +3) 22102 (v —224+1) (w2 +3)
- — 2 2 — 2 2)2
1+ (332 _ $;2:, + 1)2 14 (z2—23+1) (1+(za—z3+1)?)

2179 + dxixoxs(xe—x5+1)(v2+2a3)
1+(z2—x3+1)2 (1+(z2—x3+1)?)2

(d) Wir schreiben fi, fo und f3 fiir die Komponentenfunktionen von f. Dann gilt fiir
f1
g-f= Z'fz :

g-f3

)
g f) @)= | 5:(0 f)l=
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o9 fi) (@) (350 f) @) (559 ) @)
= | (a9 f2) (0) (559 F2) (@) (550 f2) (@)
%g - fs) (2) aimg - f3) () 8%39 - f3) (x)

fi(z) , , , %ﬁ(ﬂﬁ) %ﬁ(ﬁ) %ﬁ(fﬁ)
= | fo(2) | - (559(2) 559(2) 759()) + (@) | 55, L(2) 5 fo(2) 55 fa(2)

f3(z) %f?;(ﬂﬁ) aimf?)(x) %fs(ﬂﬁ)
(=f(x) - Jg(x) +g(z) - If (x))

IL‘lI%
exp (ZL’l + l’3> " 12 1 ( 1 2I2(l’1 + l’g) 1 )
= . 2 _— p—
1+ 22 mlx;}g 1+ 23 (1+22)2 1+a2
2
T5 27179 0
+ exp <a711 +I23) 0 1 —2x3
T2 Ty X1T3 1T
$2 x X T .1’2
.CE% (1 + li;%) 2212 <1 — _?1(+1$-f§—)23)> lim%
. T+ 23 To—x2+1 2zo (21 +a3)(z2—x3+1) To—x241
—oP ( 1+ a2 ) T3 L= (Liey)2 : 2%+ T
LT3 (1 + 11—%) 103 <1 - xa(jf—;;ﬁg)) 19 (1 + 135
Aufgabe H 102. Lagrange-Methode vs. Parametrisierung
1
Gegeben seien f: R® — R:z —§:cf +das + 23, g: RP = R*: 2 — (L522)2 und

D={zeR’| g(x) = (1)}

(a) Schreiben Sie die durch die Methode nach Lagrange gegebenen Bedingungen als ein

Gleichungssystem in den Variablen z1, x5, x3, A1 und .

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Gleichungssystems aus|(a)|alle kritischen Stellen von f],.

(c) Parametrisieren Sie D durch eine Funktion h: R — R3: p > h(p).

(d) Bestimmen Sie die kritischen Stellen als Lésung von J(f o h) (u) = 0.
Zusatz: Konnen Sie den Typ der gefundenen kritischen Stellen entscheiden?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Nebenbedingung enthilt diesmal zwei Gleichungen: g (z) = x1—2x9+2x3 = 2 und

g2(x) = 2x1 + 279 + 3x3 = 4 mit Gradienten Vg, (z) = (—;2) und Vgo(z) = (

daher lautet das Gleichungssystem wegen V f(x) = (gale ) ;
z3
ry — 21’2 -+ 21‘3

) 1. Nebenbedingung)
) 2x1 + 229 + 313 =

)

)

2. Nebenbedingung)

-1 + /\1 + 2)\2 =
8?[72 - 2/\1 + 2)\2 =
( ) 2$3+2/\1+3)\2 =0

O O =N

wroN

).

Multiplikatoren in der xo-Komponente)

(
(
(Multiplikatoren in der x;-Komponente)
(
(Multiplikatoren in der z3-Komponente)
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bzw. in Matrix-Vektor-Form:

2

—2

2 3 0 O

2

-2

8 0

(b) Wir lésen das System aus [(a)| mit GauB:

-2 20

0
2

8

2 30

0 =2 2]0

8

2 =3 3|0

0

—12

—4
—4

Z2—2Z11
Z3—|—Zli

SZ3+Z2 .
Z4 —2Z2 .

3
2

Z4 - %Zg :
5Z5 - 2Z3 .

5

4 3

0

1
1
0

-7

0
0

Z5—|—2i5242

T
25

—%24 + %25 .

0 0

0

1 .
7%

Zy +

1
6

Z1—|—%ZQ—§Z:3:
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(c)

(d)

: . S : -8\ . . : .
Diese Losung ist eindeutig, auBer x = < 1 ) gibt es keine weiteren kritischen Stellen

von fp.
D beschreibt eine Gerade der Form u + pwv, wobei u € R3 eine spezielle Lésung
von (33522)x = (%) und v eine nicht-triviale Lésung von (1 *2)z = () ist.
Eine spezielle Losung haben wir zwar bereits berechnet (u = (%8>) zu Ubungs-
/Kontrollzwecken berechnen wir jedoch eine weitere:
1 -2 2| 2
2 2 3| 4
1
{ 1 -2 2| 2 ] 3
1 U = =
£ 7y — 37 0 L —51 0 ?
Fiir v berechnen wir das Kreuzprodukt der Zeilen:
1 2 —10
v=|-2|x[2|=1]1
2 3 6
Folglich lautet eine Parametrisierung von D:
L 10
h:R—=R: y— % +puf| 1
1 6

Wir berechnen

(o =5 (5~ 10u)2+4 (%+u)2+ (1 -+ 64)°

10 1 4 1
:—50M2+—M——+4M2+—M+§+36M2+12M+1

31718 3
50 19
= 1042+ = i
R T

5 25\ 125 19

=—10( -2 - Zpu+=)+—+—

O(“ 6“+36>+18+18

5 2
:—IO(M—6> +8

Die Lésung von 0 = J(f o h) (1) = —20 (1 — 3) ist somit = 2, Hieraus ergibt sich
als kritische Stelle von fp

-8
()= [
6

(Zum Vergleich: Hatten wir u = ( 1 > genommen, ware (f o h)(u) = —10p* + 8

und J(foh)(u) = —20u.) Wir hatten zur Berechnung von J(f o h)(u) auch die
Kettenregel anwenden konnen, aber auf diesem Losungsweg konnen wir nun auch

: : -8 : . .
direkt die Zusatzfrage beantworten: In x = ( ! ) hat f|p ein relatives Maximum.
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Frischhaltebox N\
Aufgabe H 103.

Geben Sie fiir die folgenden Potenzreihen jeweils einen geschlossenen Ausdruck an:
2k+1,,.2k

22. Gruppeniibung

Ve

(@) filz 22 ;k (b) f2<x>=2h
(c) fs(x ;;], d) fi( 22 B k42

Hinweis: cosh(z) = > @
k=0 """

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir klammern 27 aus und formen um

00
7T2k+1 2k
Z 2

k=0

Hinweis mit z = 7z

= 27 cosh(mx)

(b)

71.21@—}—11.214:

folz) = Z m
2k (m
=7 xz 2kj'

. . 2k—1 . . .
Bei der Funktion z +— %77, 222-— handelt es sich (im Inneren der Konvergenzkreis-

scheibe) um die Ableitung der Funktion z — >"/7 ;ikk, welche wir mit dem Hinweis
als z — cosh(z) identifizieren. Es gilt daher

2k1

fo(z) = 7*x sinh(7x).

(c) Wir formen mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes um:
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(d) Wir klammern 222 aus:

o0

f4($) _ Z 27k+1mk+42

k=0
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T. Holicki, R. Schmahl, 23. Gruppeniibung zur Vorlesung
A. Zvonareva Hoéhere Mathematik 2

M. Stroppel

Sommersemester 2021

Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 104. Kurvenintegrale: Parametrisierung vs. Potential

Gegeben seien f: R3 — R: x — 2223 — (22 + 23)?, g: R — R: 2 +— 23" 7"2 sowie die

(t—1

2
durch C: [0,4] > R3: ¢t — ( i > parametrisierte Kurve. Bestimmen Sie [, Vf(z)edz

et

und [ Vg(z)edz

(a) gemaB Definition 5.3.1. (b) mittels Satz 5.3.10.

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gelten:

2.1'1]73
Vf(z)= —2(x9 + x3) ,
22 — 2(zy + 3)
T3eT1 T2
Vy(z) = | —w3e™ ™2 |,
eT1— T2
2(t—1)
C'(t) = 1
ol

. Damit gelten

/KVf(:c).dx—/O V() « (1) dt
2(t —1)%! 2(t —1)

- /4 —2(t +€") . 1 dt
0 (t

— 1)t —2(t + ¢ e

4
= / 4(t —1)%e" = 2(t +e') + (t — 1)*e' — 2(t +e')e' dt
0

4
= / (46 — 1267 + 12t — 4) €' — 2t — 2¢" — 2te’ — 2™
0

+ (' — 4P + 61" — 4t + 1) " dt

4
= / tre! — 6t%e’ + 6te! — Het — 2% — 2t dt
0
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Nun wenden wir mehrmals partielle Integration an (und nutzen Beispiel 3.2.3):
4
= [t*e']5 + / (—4t®e’) — 6t + 6te’ — 5e' — 2% — 2t dt
0
4
= [the']y — [4t%e"]y + / 12t%e" — 6t%e’ +-6te’ — He' — 2e* — 2t dt
—_—
0 =6t2et
4
:ﬁ%ﬁ—wwﬁ+W%ﬁ+/ (—6t)e’ —5e' —2e* —2tdt
0 S
=—12tet+6tet
= [t'e']y — [4t%]y + [6t%"o — [6( — 1)e'Tg — [5e'Tg — [e]g — [t*]g
= 256e* — 256e" + 96e* — 18" — 6 — 5e’ +5 — ¥ +1 — 16
=73 —¢® — 16

und

/KVg(:B) odz = /0 Vf(C@1)«C'(t)dt
etelt=17~ 2(t —1)

4
= / —elet=D?—t | 1 dt
0 et—1)2—t et

4
:/ﬁﬂt_nghm_%ﬁ4ﬁ+éhwdt

0
Substitution: 7(t) := (t — 1) = 7/(t) = 2(t — 1)

7(4)
= / e"dr
7(0)

TT4 —1)2
= [T = %
9

=€ — €.

(b) f und g sind offensichtlich Potentiale von V f bzw. Vg, damit gilt nach 5.3.10:

QLVﬂ@wm—f@4D—ﬂ@®)
9
4

e4

=8le* —(4+e')?—1+1
=73e* —e® — 16

1
—f1o
1

und

K
9 1
=g|l4)]—-910
et 1
=’ —e
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Aufgabe H 105. Parametrisierungen von Kurven, Kurvenlinge

1 _
Gegeben seien a = (3!), das Vektorfeld g: R* \ {a} — R*: z PSR ( Ty + 2>

mle—al* \ z1+1

sowie die durch C': [0, 7] — R?: t \/_(
(a) Skizzieren Sie K .

(b) Berechnen Sie die Kurvenlange L(K).

2t)— -2 e
cos( \/5) parametrisierte Kurve K .
sin(2t)+v/2

. 2. cos 2t)——
(c) Betrachten Sie jetzt den Weg B: [0,4n] — R?: t +— /2 < Sm(%H\[)

Berechnen Sie fo |B'(t)| dt. Warum ergibt sich nicht L(K) ?
(d) Berechnen Sie das Umlaufintegral I = §,. g(x) e d .

Lésungshinweise hierzu:
(a) K entspricht einem Kreis mit Mittelpunkt a und Radius v/2:

P | ¢ 4 ;
=<7 | T
et

(b) Esgilt C'(t) = 2\/_< o 2t)> und somit |C’(t)] = 2v/2- \/ (sin(2t)) + (cos(2t))* =

cos(2t

2v/2. Da K doppelpunktfrei parametrisiert ist, erhalten wir

L(K) :/OW|C’(t)|dt
:/”mdtzgm.

0

(c) Es gilt
|B'(t)] = [C'(1)]
= 2V/2,
/04W]B’(t)|dt: /047T2\/§dt
= 8v/2r.

Das sich hier nicht L(K) ergibt, liegt daran, dass B keine doppelpunktfreie Parame-
trisierung von K ist. (K wird stattdessen vierfach durchlaufen.)
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(d) Es gilt
C(t) —a| = ‘(*/5‘395(%))‘ ~ V2

und somit

[:jig(w).dx:/Oﬂg(C(t)).C”(t)dt

T (—Zsin(2) —sin(2t)
- ( VZcos(2t) ) 'M( cos(2t) >dt
= Oﬂ (Sin(Qt))2 —l; (COS(Qt))idt - %

Aufgabe H 106. Kurvenintegrale skalarwertiger Funktionen
3 cos(t)—2sin(t)

Gegeben sei die durch C': [0,27] — R?: ¢ 55 sin(1) parametrisierte Kurve K.
4cos( )+ sin(t)

(a) Bestimmen Sie die Schnittpunkte von K mit den Koordinatenebenen.

(b) Zeigen Sie, dass C|,, injektiv ist, bestimmen Sie C’ sowie die L'énge von K.

(c) Bestimmen Sie das Kurvenintegral [, f(s)ds fiir f: R® — R:  — — 5= (2] + 23 — 23).

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen die Schnittpunkte mit der

o 1;-z5-Ebene: Sei 0 = 4cos(t) + 3sin(t) & -5 = zg;((?)

t; = arctan (——) + 7 = m—arctan (3) und t; = 27 —arctan (3) Setzen wir t;
und ¢y in C' ein, so erhalten wir wegen cos(m—x) = — cos(z), sin(r—z) = sin(z)
den Schnittpunkt

= tan(t), wir erhalten

3 cos (7T — arctan (%)) — 2sin (ﬂ' — arctan (%))
S = 5\[ sin (ﬂ' — arctan (%))
0

— 2sin (arctan (g))

wloo

—3 cos (arctan (—))

= M sin (arctan (%))

0

sowie - wegen sin(z + 27) = sin(z), cos(x + 27) = cos(z) - den Schnittpunkt

3cos (arctan (§)) + 2sin (arctan (2))

Sy = 5“[ sin (arctan (8))

3
0

5v3

e 1;-73-Ebene: Die Nullstellen von == sin(t) sind 3 = 0 und ¢, = 7. Es ergeben

sich die Schnittpunkte

3

Ss= 10/,
4
-3

Si=|0
—4
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o xg—xg—Ebene Analog zum ersten Fall erhalten wir aus 0 = 3cos(t) — 2sin(¢)
tan(t) = 2 und somit durch Einsetzen von ¢; = arctan (2), t; = arctan (2) +n

die Schnittpunkte

0

sin (arctan %)) ,
4 cos (arctan (2)) + 3 sin (arctan (2))
0
Se = %g sin (arctan (2) + )
4 cos (arctan (2) + ) + 2sin (arctan (2) + 7)

0
= M sin (arctan (

—4 cos (arct ( )) — —sm%

_ 5v/3
S5 = o

Zusatzhinweis: Dass wir im ersten Falle nicht einfach ¢; = arctan (—5) (und ty = t1+

7) genommen haben, liegt daran, dass die die Kurve K definierende Parametrisierung
C' auf em Intervall [0,27] definiert war. Wiirde man #; und %, einsetzen, wiirde sich
die Reihenfolge der ersten beiden Schnittpunkte vertauschen. Zwar ergeben sich damit
ebenfalls alle Schnittpunkte, dass dies gut geht, ist aber ein Speziallfall. Wiirde nur
eine der Komponentenfunktionen eine andere (oder gar keine) Periodizitdt/Symmetrie

aufweisen, konnen sich bereits unterschiedliche Punkte ergeben.

(b) Seien t,t, € [0,27) mit C(t;) = C(t2). Aus %2 V3 gin(ty) = 5fs1n(t2) konnen
wir sin(t;) = sin(t,) folgern. Aufgrund der Vorzeichenverteilung von sin [jg2x) sind
entweder sowohl ¢ als auch ¢, im Intervall [0, 7] oder es sind beide im Intervalle
(m,2m). Die dritte Komponente impliziert jedoch cos(t;) = cos(t2). Da der Kosinus
auf den genannten Intervallen injektiv ist, muss ¢; = t, sein, also ist C'|[p 2 injektiv.
Es gilt:

—3sin(t) — 2 cos(t)
C'(t) = 53 cos(t) :
—4sm( ) + 3 cos(t)

IC'(1)]* = (—3sin(t) — 2cos(t))? + (%3 cos(t)) + (—4 sin(t) + ;cos(t))
1)

= 9 (sin(t))* 4 12 cos(t) sin(t) + 4(cos(t))? + Z(cos(t))2
+ 16(sin(t))? — 12sin(t) cos(t) + Z(cos(zﬁ))2
= 25(sin(t))? + 25(cos(t))?,
mithin |C’(t)| = 5. Hieraus ergibt sich
MK):/ﬂds:/%memt:mm

(c) Es gilt

/f m_/f ) ()] dt. (@)
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Analog zu oben gilt:

IC(t)]* = (3cos(t) — 2sin(t))* + (%ﬁ sin(t)) + <4 cos(t) + gsin(t))

— 9(cos(t))? — 12 cos(t) sin(t) + A(sin())? + %(sm(t)f

(sin(t))”

> O

+16(cos(t))* 4 12sin(t) cos(t) +
= 25(cos(t))? + 25(sin(t))* = 25.

Dies ist insofern nutzbar, da
1

1
= 125($1‘|”952+$3 25[%)

’1" i 2333
125 125

insbesondere ist

flew) - e @)l = (—'C;(;;’ 2 (4608@1;558111@)) ) ')

_ 25 N 2 (4cos(t) + %sin(t))2 .
125 125 '

32 (cos(t))? + 24 cos(t) sin(t) + 3 (sin(t))?
25
41 55 (cos(t))” + 48 cos(t) sin(t)

20 20

= -1+

Hieraus erhalten wir mit ()

AL 55 cos(t)” + dScos(t)sinl)
/Kf(s)ds_/o —E+ 55 dt (5)

Alr 11 (%" 24 ("
— _2_57T 4 o i (cos(t )) dt + 2—5 cos(t)sin(t)dt

Eine Stammfunktion von cos(t)sin(t) kennen wir aus Beispiel 3.2.4, nach diesem ist
[ cos(z)sin(z)dx = [4 (sin(x))z} . Analog zu diesem berechnen wir eine Stammfkt.

2u (cos(x))*:
/ (cos(x))? dz = [sin(z) cos()] — / sin(z) - (—sin(z)) d =
— [sin(x) cos(z)] + / (sin(z))*dx
Auf beiden Seiten [ (cos(z))®dx addiert ergibt

2 / (cos(z))* da = [sin(z) cos(z)] + / (sin(z))® + (cos(z))* d =

= [sin(z) cos(x) + ],
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eingesetzt in () ergibt sich

o o
/ £(s 417r Alr % 0 (cos(t))? dt + Z_;l cos(t) sin(t)d ¢
27r o
— _421—; + % E (sin(t) cos(t) + t)} ) + B sin(t) COS(Zf):| )
4170 11
75 107
82 55 o7
50" "0 50

Aufgabe H 107. Kurvenintegrale und Potentiale mit Parameter
Gegeben sei g5: R? — R?: (31) — (T;:gig?) mit 3 € R.
(a) Bestimmen Sie Jgs (72) und rot gg (5 ). Fiir welche 8 € R hat gg ein Potential?
(b) Berechnen Sie [, gs(x)edx und [ gs(x)edu fiir die beiden durch
C1:10,1] - R?: t — (t‘”(;_t)) bzw. Cy: [0,1] = R?: t — (ws(1-t)2)

parametrisierten Kurven K (fiir a # 1) und K, (fiir b # 2). Bestimmen Sie hieraus
ein Potential von gg fiir jedes 3 € R, fiir das ein solches existiert.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gelten:

()= () ZRas)
rot g (Z) = 22 sin(x2) — (=B sin(x2)) = (2 + B)z1 sin(xz).

Entsprechend hat gz nur im Fall 3 = —2 ein Potential.

(b) Wir berechnen:
° fKI: Sei a # 1 (und damit K reguldr parametrisiert). Wir erhalten:

/Klg 2( 2) dx—/olg(Cl(t)).C{(t)dt
- [ R - (15 a
= —2cos(2)(a— 1) /Ol(a —1)t+1dt

= —2cos(2)(a — 1) lTth + t} 0
= —cos(2)(a —1)* = 2cos(2)(a — 1)
= —cos(2) (a® — 2a + 1+ 2a)

= —cos(2)(a* — 1)
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. ng: Sei b # 2 (und damit K, reguldr parametrisiert). Wir erhalten:

/KZ s (2) dz = /Olg(C'g(t)) Ol di
- L) - ()0 e
:a2/018in((b—2)t+2) (b—2)dt

Substitution: m(t) : (b —2)t + 2

:a2/0 sin(m(t))m/(t) d ¢

— ? [ cos(m(®))]}
= cos (2) a® — a*cos(b)

= (cos(2) — cos(b)) a®

Sei ¢ = (§) € R?. Da die Kurven K, K, die Verbindungsstrecken von (1) und (%)
bzw. () und (%) sind, ergibt sich ein Potential U nun als Hakenintegral mittels

U(q):/Klgg(x)odx—i-/ go(z)edx

= —cos(2)(a* — 1) + (cos(2) — cos(b)) a®
= —a” cos(b) + cos(2).

Zusatzbemerkung: Streng gesehen kénnen wir dies nur fiir Punkte ¢ = (§) mit a # 1
und b # 2 als Summe dieser Integrale schreiben: Nur dann existieren beide Integrale
nach Definition 5.3.1. Fiir den Fall, dass nur a # 1, aber b = 2 ist, diirften wir - wenn
wir strikt sind - nur I; in unsere Betrachtung verwendend. Allerdings ist der Term
(cos(2) — cos(b)) a* in diesem Falle 0 und entfillt automatisch. (Analoges gilt fiir a =
1,b# 2 oder a = 1,b = 2 (leere Summe)). Daher konnen wir diese Fallunterscheidung
ignorieren.

- Frischhaltebox \

Aufgabe H108. Ebenen

Gegeben seien die Punkte A = (1,2,3), B =(3,2,1), C' =(1,0,4) und D = (4,2, -2).
Sei E; die durch A, B und C' gehende Ebene, E5 die Ebene durch B, C, D.
Bestimmen Sie

(a) einen Normalenvektor von Ej . (b) die Hesse-Normalform von FEj .

(c) einen Normalenvektor von FEj. (d) die Hesse-Normalform von Ej.

L6sungshinweise hierzu:
(a) Wir bilden das Kreuzprodukt u; := AB x @:

2 0 —4
Uy = 0 X -2 = -2
—2 1 —4
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und erhalten durch Normierung (|u,| = 6) den Normalenvektor

U 1 —2
= =_|-1
|U1| 3 _2

(b) Es gilt:

—2 1
on - (5 (2) () -

Folglich ist die Hessesche Normalform gegeben durch:

. +1 +2 10
ST+ ST+ STy = .
1rgih T gm2 T gms™ g

(c) Wir bilden das Kreuzprodukt usy := BC x BD:

—2 1 6
w=|-2x|o0|=[-3
3 —3 2

und erhalten durch Normierung (|uz| = 7) den Normalenvektor

U 1 6
np=—2 =_|-3
|U2| 7 9

(d) Es gilt:

(7

Folglich ist die Hessesche Normalform gegeben durch:

6 3
1 14
O§>:<% -3 § >:7:2-

2

6 3 2
EQ . ?[El - ?3324- ?22'3 = 2.

Die folgenden Aufgaben sind Zusatzaufgaben zur freiwilligen Ubung und gehen nicht in die
Bewertung mit ein. Eine Bearbeitung als Vorbereitung auf die Klausur ist dennoch ratsam.
Diese Aufgaben stammen in dieser bzw. dhnlicher Form aus Priifungen fritherer Semester.

Aufgabe H 109. Verstindnisfragen zu linearer Algebra und Vektorfeldern

(a) Sei g;: R* — R? eine Isometrie. Zeigen Sie, dass g; genau dann quellen- und wirbelfrei
ist, wenn g; uneigentlich ist.

(b) Das Vektorfeld go: R* — R? sei stetig differenzierbar, wobei Jg, (0) die Eigenwerte
A =0, Ay =1 und A3 = —i habe. Hat g, ein Potential?
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(c) Sei g3: R®* — R3 ein Vektorfeld. Es seien C;: [—1,1] — R?, Cy: [-2,2] — R? und
Cs: [—2,4] — R? regulire Parametrisierungen mit den Eigenschaften

1

C1(0) = Ca(0) = C5(0) = ().
(g3 0 C1)'(0) = 2C1(0), (g3 0 Ca)'(0) = =5C5(0), (g5 C3)'(0) = C5(0).
Bestimmen Sie div g3 (é) :
Hinweis: Wie hangen Spur und Eigenwerte einer Matrix zusammen?

Losungshinweise hierzu:
(@) ¢1 hat als Isometrie die Gestalt (siehe Kapitel 4.6, lineare Algebra)

(2) = cos(p) —c-sin(p)\ (21 n b1\ _ [cos(¢)zy — é-sin(p)za + by

gnr) = sin(p)  ¢-cos(ip) To by ) \sin(¢)zy + ¢ - cos(@)ra +ba )
mit ¢ € [0,27), b1,by € R und ¢ = 1 (falls g; eigentlich) oder ¢ = —1 (falls ¢;
uneigentlich). Entsprechend gilt:

rot () = sin() — (=2) sin(p) = (1 + ) sin(p)
div g1 (x) = cos(p) + ¢cos(p) = (1 + ¢) cos(yp).

= : Sei g; quellen- und wirbelfrei. Da cos und sin keine gemeinsamen Nullstellen haben,
muss ¢ = —1 sein und g; ist uneigentlich.

< : Sei g; uneigentlich. Dann ist ¢ = —1, es folgt

rot g1(xz) =0
div gy (x) = 0.

Also ist g; quellen- und wirbelfrei.

(b) Da R? einfach zusammenhingend ist, verletzen die komplexen Eigenwerte die Integra-
bilitdtsbedingung: Nach dieser ware Jgo(0) symmetrisch und damit reell diagonalisier-
bar. go hat also kein Potential.

(c) Sei \y =2, Ay = =5 und A3 = 1. Aus der Kettenregel ergibt sich fir j = 1,2,3:
Jg3(C;(0))C5(0) = A;C5(0) . Da Cj reguldre Parametrisierungen sind und somit C(0)
nicht der Nullvektor, haben wir wegen der ersten Gleichung also Eigenvektoren von
Jg;;(é) gegeben, die zugehdrigen Eigenwerte sind A\, Ao und A3. Somit gil, da die
Spur die Summe der Eigenwerte ist (vgl. Bemerkung 5.2.3, Lineare Algebra):

div g (é) :SpJg;),(é) —2 5+41=-2

Aufgabe H 110. technische Anwendung des Kurvenintegrals einer reellwertigen Funktion
t cos(t)
Durch C: [0,47] — R*: t +— | tsin(t) | sei ein idealisierter Draht D parametrisiert.

t
Die Massendichte des Drahtes betrage p(C(t)) =

_t_
2+t2 °

Berechnen Sie die durch das Kurvenintegral / p(s) d s gegebene Gesamtmasse des Drahtes.
D
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cos(t) — tsin(t)
Losungshinweise hierzu: Es gilt C'(t) = | sin(¢) + ¢ cos(t) | und
1
|C"(t)| = v/(cos(t) — tsin(t))? + (sin(t) + tcos(t))? + 1
\/(1 +12)((cos(t))? + (sin(£))?) + 1

2+ t2.

Die Masse des Drahtes ist also

/p(m)ds _ 7p(0(t)) O @) dt = 7\/g¢2+—t2dt - 7\/Edt

C
263277 16w
13, 3

Aufgabe H 111. Potential, Parametrisierung, Kurvenintegral
Gegeben sei das Vektorfeld

() () e )

(a) Berechnen Sie ein Potential von f.

(b) Gegeben seien nun die Punkte P, = (%), P, = (?) und Q = (9).

(c) Parametrisieren Sie die Ellipse £, die symmetrisch zu den Koordinatenachsen liegt und
die Punkte P, () enthilt.

(d) Geben Sie eine Parametrisierung fiir eine Kurve K an, welche vom Startpunkt P, zum
Endpunkt P, iiber eine Halfte der Ellipse E lauft und durch @) geht.

(e) Berechnen Sie das Kurvenintegral von f langs K.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir integrieren zunichst f, nach z und erhalten mit der Substitution u(x) = 2% +y?2:

—X —1 1 1
—3dx:/ sdu= |u"z| = (2 +y*) 7% +c(y).
| orante= [ pan= ] =@ e rew

Wenn wir nun diese Stammfunktion nach y differenzieren, sehen wir, dass ¢(y) kon-
stant sein muss. Daraus ergibt sich ein Potential zu

1
U: R~ {(0,0)'} = R?: (z,9) s ——o.
/IZ + y2

(c) Wir parametrisieren zundchst E und nutzen hierfiir die Parametrisierung aus Bemer-

kung 4.6.2: p: [0,27] > R :t— <%Zf§(t)> Die Werte fiir o, 3 erhalten wir aus der

Bedingung P, Q € E, indem wir t = 0 bzw. t = 7 einsetzen: a = 2, 3 = 1. Diese
Parametrisierung beginnt jedoch in P,. Wir erhalten eine gesuchte, indem wir obige
an der y-Achse spiegeln und nur fiir 0 < ¢ < 7 definieren (wir wollen nur die Halfte

von E durchlaufen). Eine mogliche Parametrisierung lautet also:
' . —2 cos(t)
h.[O,W]—>R.tr—>( sin () )
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 90




23. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Wir nutzen Satz 5.3.10:
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